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Предлагается метод решения смешанной задачи для гиперболического урав-
нения со степенной нелинейностью путем ее редукции к задаче для нагру-
женного уравнения, содержащего интеграл натуральной степени модуля не-
известной функции. Последнее уравнение линеаризуется  посредством ап-
риорных оценок решения поставленной задачи. Получена формула, выра-
жающая его решение через решение обыкновенного дифференциального
уравнения, ассоциированного с нагруженным уравнением. Приближение к
решению нелинейного уравнения производится с помощью итерационного
процесса решения последовательности нелинейных задач.

Ключевые слова: нелинейные уравнения в частных производных, нагру-
женные уравнения в частных производных, априорные оценки, приближен-
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Нелинейное уравнение
2 0p

tt xx tu a u b u u− + = (1)

с положительными параметрами a и b, натуральным p и начально-краевыми усло-
виями различного вида в прямоугольной области является математической моде-
лью различных нестационарных процессов. В частности, при p ≥ 0 неоднородное
уравнение вида (1) возникает в релятивистской квантовой механике [1, с. 16]. При
p = 1 уравнение (1) моделирует неустановившееся течение жидкости в трубе со
скоростью u(x,t) [2, с. 42]. Для нахождения приближенного решения (1) с соответ-
ствующими условиями, как правило, используются трудоемкие численные мето-
ды. В данной статье предлагается приближенно-аналитический метод решения
уравнения (1). Для его применения необходимо сначала от (1) перейти к нагру-
женному [3, с. 17] уравнению

2 0,
p

tt xx tu a u bu u dx
Ω

− + =∫ (2)

которое рассматривается в качестве аппроксимирующего относительно (1) при
исходных начальных и граничных условиях. Уравнения вида (2) и его обобщения
представляют самостоятельный интерес и исследованы, например, в [4, 5], где до-
казаны теоремы существования и единственности обобщенных решений соответ-
ствующих краевых задач. Переход от (1) к (2) позволяет «ослабить» нелинейность
исходного уравнения и при этом избежать чрезмерного искажения сути модели-
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руемого процесса. Найденное впоследствии точное или приближенное решение
нагруженного уравнения (2) впоследствии можно принять за приближенное ре-
шение исходного нелинейного уравнения (1). Такой подход применен в [6, 7], где
получены формулы общих членов последовательностей приближенных решений
начально-краевых задач для некоторых нагруженных уравнений, аппроксими-
рующих исходные нелинейные уравнения. В [8] для нахождения приближенного
решения первой смешанной задачи с однородными граничными условиями для
уравнения (2), используются априорные оценки решения поставленной задачи.
Ниже используется комбинация этих подходов, в которой  для запуска итераци-
онного процесса приближения к регулярному решению задачи (1), (3), (4) предва-
рительно ищется решение задачи (2) – (4) с использованием его же априорных
оценок.

1. Априорные оценки

В области Q = {(x,t): 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим уравнение (2) c натураль-
ной степенью p ≥ 3. Требуется найти интегрируемую функцию 2,2( , ) ( )u x t C Q∈ ,
удовлетворяющую уравнению (2) в области Q, а также условиям

   ( ,0) 0, ( ,0) 0, 0tu x u x x l= = ≤ ≤ ; (3)

1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0 ,u t t u l t t t T= ψ = ψ ≤ ≤ (4)

с функциями 1
1 2( ), ( ) (0, ).t t C Tψ ψ ∈

Всюду ниже равенство

 ,
pp

pv v dxΩ
Ω

= ∫

выражает норму функции v(t) в пространстве Lp(Ω), Ω = [0, l].
Установим некоторые априорные оценки решения задачи (2) – (4), необходи-

мые для нахождения ее приближенного решения.
Сначала умножим уравнение (2) скалярно на функцию ut

2( , ) ( , ) ( , ) 0.p
tt t xx t t tu u a u u b u dx u u

Ω

− + =∫     (2′)

Преобразуем по отдельности каждое слагаемое:
2 221 1 1( ) ( ) ,

2 2 2tt t tt t t t t
d du , u u u  dx = u dx u dx u dx

t dt dtΩ Ω Ω Ω

∂
= = =

∂∫ ∫ ∫ ∫

2 2
0

2
1 2

( ) ( )

1 1( ) (0, ) (0, ) ( , ) ( , )
2 2

1(0, ) ( ) ( , ) ( ) ,
2

xx t xx t x t x tx

x l
x t x x t x t xx

x t x t x

u ,u = u u dx u u dx u u dx
x

du u u dx u t u t u l t u l t u dx
t dt

du t t u l t t u dx
dt

Ω Ω Ω

=
=

Ω Ω

Ω

∂
− − = − + =

∂
∂

= − + = − + =
∂

= ψ − ψ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

22( )t t t tu ,u u dx u dx
Ω Ω

= =∫ ∫ .
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После подстановки в (2′) приходим к уравнению

( )2 2 22
2 1

1 ( , ) ( ) (0, ) ( ),
2

p
t x t x t x t

d u a u dx b u dx u dx u l t t u t t
dt Ω Ω Ω

+ + = ψ − ψ∫ ∫ ∫

интегрируя которое по t в границах от 0 до t получим

( )

( ) ( )

2 2 22

0

2 22
2 1

0

2

2 ( , ) ( ) (0, ) ( ) ( ,0) ( ,0) .

t p
t x t

t

x t x t t x

u a u dx b u dx u dxdt

u l t t u t t dt u x a u x dx

Ω Ω Ω

Ω

+ + =

= ψ − ψ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
Учитывая начальные условия (3) и неотрицательность второго слагаемого ле-

вой части, а также оценивая по модулю первое слагаемое правой части, перейдем
от последнего уравнения к неравенствам

2 22
2 1 12, 2,

0

2 ( , ) ( ) (0, ) ( ) ( ),
t

t x x t x tu a u u l t t u t t dt C tΩ Ω+ ≤ ψ + ψ ≤∫

где

{ }1 2 1 0 2 1[0, ] [0, ]
0 0

( ) 2max max ( , ) , max (0, ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,
t t

x x t t t tt T t T
C t u l t u t t t dt C t t dt

∈ ∈
= ψ +ψ = ψ +ψ∫ ∫

{ }0 [0, ] [0, ]
max max ( , ) , max (0, ) .x xt T t T

C u l t u t
∈ ∈

=

Отсюда следует, что для всех значений t∈[0,T] выполняются неравенства

2 2 1
1 12, 2, 2

( )
( ), , (0) 0.t x

C t
u C t u C

aΩ Ω≤ ≤ =   (5)

Теорема. Пусть функция 2 ( )pu L −∈ Ω является решением задачи (2) – (4), а не-

убывающие функции ψ1(t), ψ2(t)∈Lp−1[0,T]. Тогда функция ,
p
pu Ω  ограничена кон-

стантой, зависящей только  от t.
Доказательство. Умножим уравнение (2) скалярно на функцию up−1

1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) 0.pp p p
tt xx tu u a u u b u dx u u− − −

Ω

− + =∫     (6)

Преобразуем по отдельности каждое слагаемое:
2

1 2 2
2

1( ) ( 1) ,p p p
tt t

du , u u dx p u u dx
p dt

− −

Ω Ω

= − −∫ ∫

1 11 2 2
2 1( ) ( , ) ( ) (0, ) ( ) ( 1) ,p pp p

xx x x xu , u u l t t u t t p u u dx− −− −

Ω

= ψ − ψ − − ∫

1 1( ) .p pp p
t

du dx u ,u u dx u dx
p dt

−

Ω Ω Ω

= ⋅∫ ∫ ∫
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Вернемся к (6) и умножим его на sgnpu, чтобы перейти к уравнению

( )
22

2 2 2 2
12 ( 1) ( ),

2
p p p

t x
d b du dx u dx p p u u a u dx F t

dtdt
−

Ω Ω Ω

⎛ ⎞
+ = − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫

1 12
1 2 1( ) ( ( , ) ( ) (0, ) ( ))sgn ,p p p

x xF t pa u l t t u t t u− −= ψ − ψ

после интегрирования которого по t с учетом однородности начальных условий
получаем

( )
2

2 2 2 2
1

0 0

( 1) ( ) .
2

t t
p p p

t x
d bu dx u dx p p u u a u dxdt F t dt
dt

−

Ω Ω Ω

⎛ ⎞
+ = − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (7)

К первому слагаемому в правой части (7) применим неравенство Гёльдера:
1 1

2 22 2
2 22 2 2 2 2 2

0 0 0

( ) .
t t t

p p
t x t xu u a u dxdt u dx dt u a u dx dt− −

Ω Ω Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ≤ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Сомножители правой части полученного неравенства ограничены: первый в
силу 2 ( )pu L −∈ Ω :

1 1
2 2 22 2

2 2
0 0

,
t t

pu dx dt C dt t C−

Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ≤ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ ∫

а второй – в силу оценок (5):
1 1 1

2 22 2 222 22 2 2 2 2 2 2
2, 2,

0 0 0
1 1
2 22 2

1 1 1 3
0 0

( ) ( ) 2 ( ) ( ).

t t t

t x t x t x

t t

u a u dx dt u a u dx dt u a u dt

C t C t dt C t dt C t

Ω Ω
Ω Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ≤ + ≤ + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
Подставляя сюда C1(t), видим, что

1
22

3 0 2 1
0 0

( ) 4 ( ) ( ) .
t t

t tC t C t t dt dt
⎛ ⎛ ⎞ ⎞

= ψ +ψ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎠
∫ ∫

Таким образом,

2 2 2 2
2 3

0

( ) ( ),
t

p
t xu u a u dxdt tC C t−

Ω

− ≤∫ ∫
что позволяет перейти от уравнения (7) к неравенству

2

2 3 1
0

( 1) ( ) ( ) .
2

t
p pd bu dx u dx p p tC C t F t dt

dt Ω Ω

⎛ ⎞
+ ≤ − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫   (8)
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Используя свойства функций ψ1(t) и ψ2(t), можно убедиться в том, что

1 12
1 2 1

0 0 0

( ) ( , ) ( ) (0, ) ( )
t t t

p p
x xF t dt pa u l t t dt u t t dt− −⎛ ⎞

≤ ψ + ψ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

1 12
2 1 0

0 0

( ) ( ) .
t t

p ppa t dt t dt C− −⎛ ⎞
≤ ψ + ψ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

Таким образом, неравенство (8) усилится:
2

1 12
2 3 2 1 0

0 0

( 1) ( ) ( ) ( ) .
2

t t
p p p pd bu dx u dx p p tC C t pa t dt t dt C

dt
− −

Ω Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ ≤ − + ψ + ψ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫
Проинтегрируем это соотношение и получим

2

0

( ,0) ( ),
2

t
p p pbu dx u dx dt u x dx F t

Ω Ω Ω

⎛ ⎞
+ ≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫     (9)

где первое слагаемое правой части равно нулю в силу первого условия (3), а

3
1 122

2 3 2 1 0
0 0 0

2( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) .
3

t t t
p pF t p p t C C t pa t dt t dt dt C t− −⎛ ⎛ ⎞ ⎞

= − + ψ + ψ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎠
∫ ∫ ∫   (10)

Заметим, что F(t) ≤ F(T), в силу чего перейдем от (9) к неравенству

  ( )2, ,
0

( ).
2

t
p p
p p

bu u dt F TΩ Ω≤ +∫
Применяя к нему следствие из леммы Бихари [9, с.112], получаем оценку

, ( ),p
pu K tΩ ≤     (11)

с правой частью
2 ( )( ) ,

2 ( )
F TK t
F T bt

=
−

(12)

выполняющуюся для всех t ∈ [0, T], T<2/(bF(T)).
Таким образом, теорема доказана.

2. Начальное приближенное решение

Для нахождения начального приближенного решения задачи (2) – (4) перейдем
от (2) к ассоциированному с ним обыкновенному дифференциальному уравне-
нию. Для этого проинтегрируем (2) в границах от 0 до x:

( ),2
0

1( , ) ( ).
x

p
x tt t pu x t u bu u dx A t

a Ω= + +∫
Применяя к интегралу теорему о среднем значении, запишем последнее равен-

ство в виде

( ),2
0

( , ) ( ).
l

p
x tt t p

xu x t u bu u dx A t
la Ω= + +∫
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После повторного интегрирования по x и удовлетворения условий (3) прихо-
дим к соотношению

( ) 2 1
1,2( , ) 1 ,

2
p
p

x xu x t u bu u x
l la Ω

ψ −ψ⎛ ⎞ ′′ ′= − + + +ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (13)

в котором

( ) .u t udx
Ω

= ∫ (14)

Применим преобразование (14) к функции (13) для того, чтобы перейти к
обыкновенному дифференциальному уравнению

 
2 2

1 2, 2
12 6 ( )p

p
a au b u u u

llΩ′′ ′+ + = ψ +ψ . (15)

Начальные условия, необходимые для его интегрирования, получаются из ус-
ловий (3):

(0) ( ,0) 0, (0) ( ,0) 0.tu u x dx u u x dx
Ω Ω

′= = = =∫ ∫  (16)

Для решения полученной задачи выберем в (11) верхнюю границу неравенст-
ва, что позволяет сделать замену

, ( ),p
pu K tΩ =  (17)

приводящую от (15) к линейному уравнению
2

22
12( ) ( ),au bK t u u F t

l
′′ ′+ + =   (18)

    
2

2 1 2
6( ) ( ).aF t

l
= ψ +ψ

Как известно, единственное решение задачи (18), (16) существует для непре-
рывных функций K(t) и F2(t) при t ∈ (0,T). После его подстановки вместе с (17) в
формулу (13) будет найдена функция

 2 1
1 2 1

3 2( , ) 1 ,x xu x t u x
l l l l

ψ −ψ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ψ +ψ − + +ψ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

   (19)

которую примем за приближенное решение задачи (2) – (4) и начальное прибли-
жение аппроксимируемой ею задачи (1), (3), (4).

3. Итерационный процесс

Функцию (19) примем за нулевое приближение u(0) в итерационном процессе
поиска решения задачи (1), (3), (4), состоящем в нахождении «улучшенных» при-
ближенных решений путем последовательного решении задач вида

( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 0
pk k k k

tt xx tu a u b u u−− + = ;    (1′)

( ) ( )( ,0) 0, ( ,0) 0, 0 ,k k
tu x u x x l= = ≤ ≤

    
(3′)

  

( ) ( )
1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0 ,k ku t t u l t t t T= ψ = ψ ≤ ≤

  
(4′)
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где k =1, 2, … – итерационный индекс. Процесс завершится при выполнении ус-
ловия

   ( ) ( 1)( , ) ( , )k ku x t u x t−− ≤ ε ,

с достаточно малым наперед заданным числом ε или по достижении заданного
количества итераций.
Таким образом, задача решения нелинейного уравнения (1) сводится к после-

довательному решению линейных уравнений (1′) при соответствующих условиях.

4. Пример

Абстрагируясь от смысла уравнения (1), примем в нем для упрощения выкла-
док a = b = 1. Будем искать решение задачи (2) – (4), рассматривая уравнение (2) в
качестве аппроксимирующего для (1).
Пусть p = 3. Положим l = 1 и выберем граничные условия (4) в виде ψ1(t) =

= ψ2(t) = 1, тогда в (18) правая часть F2(t) = 12, C3(t) = 0, а величина F(T), опреде-
ляемая формулой (10), имеет вид

3
0( ) 3 .F T T C= (20)

При этом функция (19) запишется следующим образом:

 ( )( )( , ) 6 1 1 1.u x t x x u= − − +     (21)

Перейдем к определению постоянных, входящих в эти выражения. Из (12)
следует условие положительности функции K(t), а именно, F(T)t < 2, т.е.
t < 2/(3T3C0). Так как t ≤ T, то должно быть T < 2/(3T 3C0),  откуда следует, что
C0 < 2/(3T4). Положим T  = 1, и выберем, например, C0 = 0.6. Затем последователь-
но найдем F(T) = 1.8, K(t) = 1.8/(1 – 0.9t). Функция K(t) непрерывна при t ≤ T.
Теперь задача (18), (16) принимает вид

1.8 12 12,
1 0.9

u u u
t

′′ ′+ + =
−

(0) 0, (0) 0.u u′= =

Ее решением является функция [10, с. 386, ур. 2.104]

( ) ( )9 3 3( ) 1 cos 2 3 sin 2 3 1,
10 20

u t t t t⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

подстановка которой в (21) дает приближенное решение задачи (2) – (4):

( ) ( ) ( )3 3 9( , ) 6 1 sin 2 3 1 cos 2 3 1.
20 10

u x t x x t t t
⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
(22)

Так как уравнение (2) является аппроксимирующим по отношению к уравне-
нию (1) и его интегрирование проводится при тех же условиях (3), (4), что и для
уравнения (1), то функцию (22) будем считать начальным приближением решения
задачи (1), (3), (4). Чтобы найти «улучшенные» решения, функцию (22), прини-
маемую за u(0), необходимо подставить в (1′) для запуска итерационного процесса
(1′), (3′), (4′).
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На рис. 1 – 3 приведены графики функций u(x,t) и u(1)(x,t) при t = 0.4, 0.8 и 1.0
соответственно, полученные путем численного решения задачи (1), (3), (4) и зада-
чи (1′), (3′), (4′) с функцией u(0), определяемой по формуле (21). Сплошная линия
соответствует функции u(x,t), а пунктирная – u(1)(x,t).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Рис. 1. t = 0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 x

1.2

1.4

1.6

1.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 x

1.2

1.4

1.6

1.8

Рис. 2. t = 0.8 Рис 3. t = 1.0

Результаты вычислений показывают, что при t ≤ 0.3 значения этих функций
практически совпадают, а их графики не различимы. Увеличение t приводит к
росту относительной погрешности вычислений, не превышающей 13.25  %. Полу-
ченные результаты позволяют предположить, что продолжение итерационного
процесса приведет к ее уменьшению.

Заключение

В работе предложен приближенно-аналитический метод нахождения решения
задачи (1), (3), (4), состоящий, во-первых, в переходе от исходного нагруженного
уравнения (2) к ассоциированному с ним обыкновенному дифференциальному
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уравнению (15), а во-вторых, в линеаризации (15) с помощью априорной оценки
решения исходной задачи вида (11). Полученное начальное приближенное реше-
ние выражается аналитически функцией (21). Данная функция используется для
запуска итерационного процесса (1′), (3′), (4′), предназначенного для последова-
тельного приближения к (тривиальному) решению задачи (1), (3), (4).
Данный метод применим для приближенного решения дифференциальных

уравнений в частных производных со степенной нелинейностью и для решения
нагруженных дифференциальных уравнений в частных производных, содержа-
щих интеграл по пространственной переменной от p-й степени неизвестной
функции при некоторых допущениях относительно p. Основную сложность в реа-
лизации метода представляют установление априорной оценки вида (11) и подбор
констант, входящих в это и другие необходимые неравенства.
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In this paper, we propose a method for solving the mixed problem for a hyperbolic equation
with power nonlinearity. The first step of the method is reduction to the problem for the loaded
equation containing the integral of a natural degree of the modulus of the unknown function. This
integral expresses the norm of the unknown function in the corresponding Lebesgue space.
Selection of constants of an a priori estimate allows us to linearize the loaded equation. A formula
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expressing the solution of the loaded equation by the solution of the ordinary differential equation
associated with it is obtained. Approximation to the solution of the nonlinear equation is
performed by means of an iterative process of solving a sequence of nonlinear problems.
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