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КВАЗИГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ, ГАММА- И ГАУССОВСКАЯ 
АППРОКСИМАЦИИ МНОГОЛИНЕЙНЫХ RQ-СИСТЕМ

Е. А. Фёдорова
Н а ц и о н а л ь н ы й  и с с л е д о в а т е л ь с к и й  Т о м с к и й  г о с у д а р с т в е н н ы й  у н и в е р с и т е т

И с с л е д о в а н и я  с и с т е м  м а с с о в о г о  о б с л у ж и в а н и я  с  п о в т о р н ы м и  в ы з о в а 

м и ,  и л и  R Q - с и с т е м  ( R e t r i a l  q u e u e i n g  s y s t e m s )  [ 1 ,  2 ] ,  и м е ю т  б о л ь ш о й  и н т е 

р е с  в  с о в р е м е н н о м  м и р е .  С  п о м о щ ь ю  н и х  р е ш а ю т с я  з а д а ч и ,  в о з н и к а ю щ и е  

в  с и с т е м а х  п е р е д а ч и  и н ф о р м а ц и и ,  с е т я х  с о т о в о й  с в я з и ,  c a l l - ц е н т р о в  и  т . д .  

О д н а к о  а н а л и т и ч е с к и х  р е з у л ь т а т о в  а н а л и з а  R Q - с и с т е м  и з в е с т н о  н е м н о г о ,  

т е м  б о л е е  д л я  м н о г о л и н е й н ы х  м о д е л е й .



В  р а б о т е  [ 3 ]  б ы л и  п р е д л о ж е н ы  у н и в е р с а л ь н ы е  м е т о д ы  к в а з и г е о м е т 

р и ч е с к о й  и  г а м м а - а п п р о к с и м а ц и и  д л я  а н а л и з а  о д н о л и н е й н ы х  R Q - с и с т е м ,  

т р е б у ю щ и е  д л я  с в о е г о  п р и м е н е н и я  л и ш ь  и з в е с т н ы е  м о м е н т ы  п е р в о г о  и  

в т о р о г о  п о р я д к о в .  В  д а н н о й  р а б о т е  п р е д л а г а е т с я  р а с ш и р и т ь  о б л а с т ь  п р и 

м е н и м о с т и  и с с л е д о в а н и й  в  в и д е  и с п о л ь з о в а н и я  у к а з а н н ы х  м е т о д о в  д л я  

м н о г о л и н е й н ы х  R Q - с и с т е м .

Математическая модель
Р а с с м о т р и м  ( р и с .  1 )  м н о г о л и н е й н у ю  R Q - с и с т е м у ,  н а  в х о д  к о т о р о й  п о 

с т у п а е т  п р о с т е й ш и й  п о т о к  з а я в о к  с  п а р а м е т р о м  в р е м я  о б с л у ж и в а н и я  

к а ж д о й  з а я в к и  р а с п р е д е л е н о  п о  э к с п о н е н ц и а л ь н о м у  з а к о н у  с  п а р а м е т р о м  

ц .  Е с л и  п о с т у п и в ш а я  з а я в к а  з а с т а е т  о д и н  и з  п р и б о р о в  с в о б о д н ы м ,  т о  о н а  

з а н и м а е т  е г о  д л я  о б с л у ж и в а н и я .  Е с л и  в с е  п р и б о р ы  з а н я т ы ,  т о  з а я в к а  п е р е 

х о д и т  в  и с т о ч н и к  п о в т о р н ы х  в ы з о в о в  ( И П В ) ,  г д е  о с у щ е с т в л я е т  с л у ч а й н у ю  

з а д е р ж к у ,  п р о д о л ж и т е л ь н о с т ь  к о т о р о й  и м е е т  э к с п о н е н ц и а л ь н о е  р а с п р е д е 

л е н и е  с  п а р а м е т р о м  о .  И з  И П В  п о с л е  с л у ч а й н о й  з а д е р ж к и  з а я в к а  в н о в ь  о б 

р а щ а е т с я  к  п р и б о р у  с  п о в т о р н о й  п о п ы т к о й  п о л у ч и т ь  о б с л у ж и в а н и е .  Е с л и  

е с т ь  с в о б о д н ы й  п р и б о р ,  т о  з а я в к а  и з  И П В  з а н и м а е т  е г о  д л я  о б с л у ж и в а н и я ,  

в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  о н а  м г н о в е н н о  в о з в р а щ а е т с я  в  и с т о ч н и к  п о в т о р н ы х  

в ы з о в о в  д л я  р е а л и з а ц и и  с л е д у ю щ е й  з а д е р ж к и .

С т а в и т с я  з а д а ч а  н а х о ж д е н и я  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й  ч и с л а  з а я -

Рис. 1. RQ-система M\M\N

П у с т ь  i ( t )  -  ч и с л о  з а я в о к  в  И П В ,  а  k ( t )  -  о п р е д е л я е т  с о с т о я н и е  п р и б о р а  

с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :



k  ) =

0, если прибор свободен,
1, если 1 прибор занят,
2, если 2 прибора заняты,

N , если все приборы заняты.
О б о з н а ч и м  P { k ( t ) = k ,  i ( t ) = i } = P ( k , i , i )  -  в е р о я т н о с т ь  т о г о ,  ч т о  п р и б о р  в  

м о м е н т  в р е м е н и  t  н а х о д и т с я  в  с о с т о я н и и  k  и  в  и с т о ч н и к е  п о в т о р н ы х  в ы з о 

в о в  н а х о д и т с я  i  з а я в о к .

Д л я  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й  P ( k , i , t )  с о с т о я н и й  р а с с м а т р и в а е м о й  

R Q - с и с т е м ы  с о с т а в и м  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  К о л м о г о р о 

в а ,  к о т о р а я  в  с т а ц и о н а р н о м  р е ж и м е  и м е е т  в и д  

Г -  ( Х  +  i a )  P ( 0 ,  i )  +  ^ P ( 1 ,  i )  =  0 ,

-  ( k  +  k ^  +  i a ) P ( k , i )  +  X P ( k  - 1 ,  i )  +  ( i  +  1 ) a  • P ( k  - 1 ,  i  + 1 ) +

+ (k + 1)^P(k +1, i) = 0 ,  д л я  k = 1,N - 1 

- (X + N^) P ( N, i) + XP(N  -1, i)  + ( i + 1 )a  • P ( N  -1, i +1 ) + 
+ XP( N, i - 1 ) = 0 .  

г д е  P ( k , i ) =  lim P ( k , i ,  t ) .

( 1 )

t̂ x>
А н а л и т и ч е с к и  р е ш и т ь  с и с т е м у  ( 1 )  н е  п р е д с т а в л я е т с я  в о з м о ж н ы м .

Д а н н а я  с и с т е м а  м о ж е т  б ы т ь  р е ш е н а  ч и с л е н н о  ( н а п р и м е р ,  с  п о м о щ ь ю  

м е г а м а т р и ч н о г о  а л г о р и т м а  [ 4 ] ) ,  н о  о ч е в и д н о ,  ч т о  п р и  б о л ь ш и х  з н а ч е н и я х  

Im a x  п о г р е ш н о с т ь  л ю б ы х  ч и с л е н н ы х  м е т о д о в  в о з р а с т а е т ,  а  т а к ж е  в о з н и к а ю т  

п р о б л е м ы  с  р е а л и з а ц и е й  а л г о р и т м о в  н а  Э В М .

О д н а к о  м о ж н о  п р е д л о ж и т ь  п р и б л и ж е н н ы е  м е т о д ы  н а х о ж д е н и я  P ( i ) ,  

н а п р и м е р ,  м е т о д  а с и м п т о т и ч е с к о г о  а н а л и з а  [ 5 ] ,  и л и  м е т о д ы  к в а з и г е о м е т 

р и ч е с к о й  и  г а м м а - а п п р о к с и м а ц и й  [ 3 ] ,  к о т о р ы е  б ы л и  р а з р а б о т а н ы  д л я  о д 

н о л и н е й н ы х  R Q - с и с т е м .

Гамма-аппроксимация
М е т о д  г а м м а  а п п р о к с и м а ц и и  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й  P ( i )  ч и с л а  

з а я в о к  в  И П В  з а к л ю ч а е т с я  в  п о с т р о е н и и  а п п р о к с и м и р у ю щ е г о  д и с к р е т н о г о  

а н а л о г а  G ( i )  г а м м а  р а с п р е д е л е н и я  [ 3 ] ,  п а р а м е т р ы  к о т о р о г о  в ы ч и с л е н ы  п у 

т е м  п р и р а в н и в а н и я  м о м е н т о в  п е р в о г о  и  в т о р о г о  п о р я д к о в  р а с п р е д е л е н и я  

P ( i )  и  G ( i )  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

а
E{i(t)} , E )}

v a r { / ( t ) }  v a r { z ( t ) }

г д е  E [ i { t ) }  -  м а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е ,  а  v a r { i ( / ) }  -  д и с п е р с и я  р а с п р е д е 

л е н и я  в е р о я т н о с т е й  P ( i )  ч и с л а  з а я в о к  в  И П В  и л и  и х  о ц е н к и ,  п о л у ч е н н ы е  с  

п о м о щ ь ю  с т а т и с т и ч е с к и х  м е т о д о в .



П р о в е д е н н ы й  ч и с л е н н ы й  а н а л и з  р е з у л ь т а т о в  г а м м а - а п п р о к с и м а ц и и  

д л я  р а з л и ч н ы х  п а р а м е т р о в  с и с т е м ы  п о з в о л и л  с д е л а т ь  в ы в о д ы  о б  о б л а с т и  

п р и м е н и м о с т и  ( в  т а б л .  1 п р е д с т а в л е н ы  р е з у л ь т а т ы  д л я  N = 1 0 ) ,  в  к а ч е с т в е  

к р и т е р и я  п р и е м л е м о с т и  р е з у л ь т а т о в  б ы л о  в ы б р а н о  с о о т н о ш е н и е  А < 0 , 0 5 ,  

г д е  А  -  р а с с т о я н и е  К о л м о г о р о в а  м е ж д у  а п п р о к с и м и р у ю щ и м  и  т о ч н ы м  

р а с п р е д е л е н и я м и .

Таблица 1. Область применимости метода гамма-аппроксимации
Значения параметра задержки о Значения загрузки р

о=0,01 р<0,7
о=0,1 р<0,.4 или р>0,7
о=0,5 р<0,5 или р>0,8
о=1 р<0,5 или р>0,9
о=2 р<0,6 или р>0,9
о=10 р<0,9

Квазигеометрическая аппроксимация
М е т о д  к в а з и г е о м е т р и ч е с к о й  а п п р о к с и м а ц и и  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о 

с т е й  P ( i )  ч и с л а  з а я в о к  в  И П В  з а к л ю ч а е т с я  в  п о с т р о е н и и  а п п р о к с и м и р у ю 

щ е г о  к в а з и г е о м е т р и ч е с к о г о  р а с п р е д е л е н и я  Q g ( i )  [ 6 ] ,  п а р а м е т р ы  к о т о р о г о  

в ы ч и с л е н ы  п у т е м  п р и р а в н и в а н и я  м о м е н т о в  п е р в о г о  и  в т о р о г о  п о р я д к о в  

р а с п р е д е л е н и я  P ( i )  и  Q g ( i )  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

v a r { / ( t ) }5 = и Р(о = 1-  (1 - §)Е{/{t)}, ( 2 )
2  • E { i ( t ) }  +  v a r { / ( t ) }

З а м е т и м ,  ч т о  в е л и ч и н а  p 0, о п р е д е л я е м а я  п о  ф о р м у л е  ( 2 ) ,  м о ж е т  о к а 

з а т ь с я  о т р и ц а т е л ь н о й ,  в  т а к и х  с л у ч а я х  м ы  б у д е м  п о л а г а т ь  p 0= 0 .

В  р е з у л ь т а т е  ч и с л е н н о г о  а н а л и з а  р е з у л ь т а т о в  г а м м а - а п п р о к с и м а ц и и  

д л я  р а з л и ч н ы х  п а р а м е т р о в  с и с т е м ы  б ы л а  с о с т а в л е н а  с л е д у ю щ а я  т а б л и ц а  

о б л а с т и  п р и м е н и м о с т и  м е т о д а  г а м м а  а п п р о к с и м а ц и и  д л я  N = 1 0  ( т а б л .  2 ) .

Таблица 2. Область применимости^ квазигеометрической аппроксимации

Значения параметра задержки о Значения загрузки р

о=0,01 р<0,4
о=0,1 р<0,5
о=0,5 р<0,7
о=1 р<0,7
о=2 р<0,8
о=10 р<0,8

Гауссовская аппроксимация
В  л и т е р а т у р е  п о к а з а н о  [ 7 ] ,  ч т о  в  у с л о в и и  б о л ь ш о й  з а д е р ж к и  ( о ^ 0 )  

а с и м п т о т и ч е с к о е  р а с п р е д е л е н и е  в е р о я т н о с т е й  ч и с л а  з а я в о к  в  И П В  в  р а з 

л и ч н ы х  R Q - с и с т е м а х  и м е е т  в и д  н о р м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я .



В  с в я з и  с  э т и м  в  д а н н о й  р а б о т е  п р е д л а г а е т с я  п о с т р о и т ь  д и а л о г  г а у с 

с о в с к о й  а п п р о к с и м а ц и и  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й  P { i )  с  ц е л ь ю  р а с ш и 

р и т ь  о б л а с т ь  п р и м е н е н и я .

М е т о д  г а у с с о в с к о й  а п п р о к с и м а ц и и  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й  P ( i )  

ч и с л а  з а я в о к  в  И П В  з а к л ю ч а е т с я  в  п о с т р о е н и и  а п п р о к с и м и р у ю щ е г о  д и с 

к р е т н о г о  а н а л о г а  г а у с с о в с к о г о  р а с п р е д е л е н и я  G s ( i ) ,  п а р а м е т р ы  к о т о р о г о  

в ы ч и с л е н ы  п у т е м  п р и р а в н и в а н и я  м о м е н т о в  п е р в о г о  и  в т о р о г о  п о р я д к о в  

р а с п р е д е л е н и я  P ( i )  и  G s ( i ) .

В  р е з у л ь т а т е  ч и с л е н н о г о  а н а л и з а  р е з у л ь т а т о в  г а м м а - а п п р о к с и м а ц и и  

д л я  р а з л и ч н ы х  п а р а м е т р о в  с и с т е м ы  б ы л а  с о с т а в л е н а  с л е д у ю щ а я  т а б л и ц а  

о б л а с т и  п р и м е н и м о с т и  м е т о д а  г а м м а - а п п р о к с и м а ц и и  д л я  N = 1 0  ( т а б л .  3 ) .

Значения параметра задержки о Значения загрузки р

о=0,001 р<0,2 или р>0,5
о=0,01 р<0,1 или р>0,5
о=0,1 р<0,6 или р>0,9

Заключение
О б о б щ а я  т а б л .  1 - 3 ,  м о ж н о  с о с т а в и т ь  о б щ у ю  т а б л и ц у  о  п р и н я т и и  р е 

ш е н и я ,  а п п р о к с и м а ц и ю  к а к о г о  т и п а  н е о б х о д и м о  и с п о л ь з о в а т ь  д л я  с о о т в е т 

с т в у ю щ е г о  н а б о р а  п а р а м е т р о в  ( т а б л .  4 ) .

Таблица 4. Принятие решения о выборе метода аппроксимации
Значения параметров 

системы о=0.001 о=0.01 0=0.1 0=0.5 0=1 0=2 0=10

р=0.1 Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i)
р=0.3 Gs(i) G(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i)
р=0.5 Gs(i) Gs(i) G(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i)
р=0.8 Gs(i) Gs(i) G(i) Qg(i) Qg(i) Qg(i)
р=0.9 Gs(i) Gs(i) G(i) G(i) G(i) G(i) G(i)
р=0.95 Gs(i) Gs(i) Gs(i) G(i) G(i) G(i) G(i)

К а к  в и д н о  и з  т а б л и ц ы ,  с о в о к у п н о с т ь  п р е д л о ж е н н ы х  а п п р о к с и м а ц и й  

п о к р ы в а е т  п р а к т и ч е с к и  в е с ь  с п е к т р  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  с и с т е м ы .  К р о м е  

т о г о ,  о б л а с т ь  п р и м е н е н и я  п р е д л о ж е н н ы х  м е т о д о в  д л я  с и с т е м  с  н е с к о л ь к и 

м и  п р и б о р а м и  з н а ч и т е л ь н о  ш и р е ,  ч е м  д л я  о д н о л и н е й н ы х .

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 
проекта № 16-31-00292 мол_а.
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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ-ЗАПАСАНИЯ 
С КОНЕЧНЫМ ВРЕМЕНЕМ ЖИЗНИ ЗАПАСОВ 

М. О. Шахмалыев
Н а ц и о н а л ь н а я  А к а д е м и я  А в и а ц и и ,  Б а к у ,  А з е р б а й д ж а н

П р е д л о ж е н ы  м о д е л и  с и с т е м  о б с л у ж и в а н и я - з а п а с а н и я  п р и  н а л и ч и и  

о г р а н и ч е н н о й  и л и  н е о г р а н и ч е н н о й  о ч е р е д и  н е т е р п е л и в и х  р а с х о д у ю щ и х  

з а я в о к ,  в  к о т о р ы х  в р е м я  ж и з н и  з а п а с о в  я в л я е т с я  к о н е ч н ы м .  Р а з р а б о т а н ы  

т о ч н ы й  и  п р и б л и ж е н н ы й  м е т о д ы  р а с ч е т а  х а р а к т е р и с т и к  п р е д л о ж е н н ы х  

м о д е л е й .  Д а н ы  р е з у л ь т а т ы  ч и с л е н н ы х  э к с п е р и м е н т о в .

Введение. Д л я  п о в ы ш е н и я  а д е к в а т н о с т и  м о д е л е й  с и с т е м  о б с л у ж и в а 

н и я - з а п а с а н и я  ( Q u e u e i n g - I n v e n t o r y  S y s t e m s ,  Q I S )  н е о б х о д и м о  у ч и т ы в а т ь  

в р е м я  ж и з н и  е е  з а п а с о в ,  т а к  к а к  в о  м н о г и х  Q I S  в р е м я  ж и з н и  з а п а с о в  я в л я 

е т с я  к о н е ч н ы м  ( P e r i s h a b l e  I n v e n t o r y  S y s t e m s ,  P I S )  [ 1 - 4 ] .  К р о м е  т о г о ,  в  р я д е  

р е а л ь н ы х  P I S  р а с х о д у ю щ и е  з а я в к и  ( p - з а я в к и )  в  о ч е р е д и  я в л я ю т с я  н е т е р п е 

л и в ы м и .  И с х о д я  и з  э т и х  о б с т о я т е л ь с т в ,  в  д а н н о й  р а б о т е  п р е д л о ж е н а  н о в а я  

м о д е л ь  P I S ,  в  к о т о р о й  у ч и т ы в а ю т с я  у к а з а н н ы е  о с о б е н н о с т и  р е а л ь н ы х  с и с 

т е м  и  п р е д л о ж е н ы  м е т о д ы  и х  т о ч н о г о  и  а с и м п т о т и ч е с к о г о  а н а л и з а .

Описание моделей QIS. С и с т е м а  и м е е т  с к л а д  о г р а н и ч е н н о г о  о б ъ е м а

S . В  э т у  с и с т е м у  п о с т у п а е т  п у а с с о н о в с к и й  п о т о к  _ p - з а я в о к  с  и н т е н с и в н о 

с т ь ю  \ . Д л я  п р о с т о т ы  и з л о ж е н и я ,  п р е д п о л о ж и м ,  ч т о  к а ж д а я  _ p - з а я в к а  т р е 

б у е т  р е с у р с а  е д и н и ч н о г о  р а з м е р а .  В р е м я  о б с л у ж и в а н и я  _ p - з а я в о к  я в л я е т с я  

с л у ч а й н о й  в е л и ч и н о й ,  и м е ю щ е й  э к с п о н е н ц и а л ь н у ю  ф . р .  с  п а р а м е т р о м  ц . 

П о с л е  з а в е р ш е н и я  о б с л у ж и в а н и я  _ p - з а я в к и  у р о в е н ь  р е с у р с о в  н а  с к л а д е  с и с 

т е м ы  у м е н ь ш а е т с я  н а  е д и н и ц у .  О т м е т и м ,  ч т о  р е с у р с ы  с и с т е м ы  н е  я в л я ю т 

с я  д о л г о в е ч н ы м и ;  и н ы м и  с л о в а м и ,  к а ж д а я  е д и н и ц а  р е с у р с о в  с и с т е м ы  с т а 


