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Аннотация

В данной статье изучаются 2-хорошие диагональные це-
лочисленные формальные матрицы порядка 2. Именно, полу-
чены условия 2-хорошести диагональной формальной матри-
цы порядка 2 над кольцом целых чисел и над произвольным
коммутативным кольцом с единицей. Найдены зависимость
между четностью множителя кольца формальных матриц
над кольцом целых чисел и 2-хорошестью диагональных мат-
риц в этом кольце, а также условия, накладываемые на эле-
мент а, при которых формальная матрица 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎, 0) бу-
дет 2-хорошей.

Ключевые слова: обобщенные матрицы, формальные
матрицы, хорошие кольца.

Все кольца предполагаются ассоциативными с единицей отлич-
ной от нуля.

Подробно с формальными матрицами и кольцами формальных
матриц можно ознакомиться в [1], [2] и [3]. С аналогом определи-
теля для формальных матриц — в [1]. Напомним лишь, что для

формальной матрицы A=
(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
порядка 2 над данным коммута-

тивным кольцом R он равен
|𝐴| = 𝑎 · 𝑑− 𝑠 · 𝑐 · 𝑏,

где s - множитель кольца формальных матриц, то есть некоторый
элемент из R.

Определение 1. Элемент кольца называется k–хорошим, если
он может быть записан в виде суммы k обратимых элементов,
где k — некоторое фиксированное натуральное число. Кольцо на-
зывается k–хорошим, если все его элементы — k–хорошие.

Очень важен для данного исследования следующий результат,
полученный П.А. Крыловым и А.А. Туганбаевым в [1].
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Теорема 1. Пусть дано кольцо формальных матриц𝑀(𝑛,𝑅, {𝑠𝑖𝑗𝑘}),
где R — коммутативное кольцо с единицей. Пусть А — матри-
ца из этого кольца. Матрица А обратима тогда и только тогда,
когда её определитель — обратимый элемент кольца R.

Зная правило вычисления определителя формальной матрицы
порядка 2, из теоремы 1 легко получить условия 2-хорошести фор-
мальных матриц порядка 2.

Следствие 1. Пусть M(2,R,s) — кольцо формальных матриц по-
рядка 2 над коммутативным кольцом R. Диагональная матри-

ца А=

(︂
𝑎 0
0 𝑏

)︂
будет 2-хорошей в M(2,R,s) тогда и только то-

гда, когда найдутся такие элементы 𝑥, 𝑦, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑅, что
𝑎 = 𝑎1+𝑎2, 𝑏 = 𝑏1+𝑏2 и 𝑎1 ·𝑏1−𝑠 ·𝑥 ·𝑦 ∈ 𝑈(𝑅), 𝑎2 ·𝑏2−𝑠 ·𝑥 ·𝑦 ∈ 𝑈(𝑅).

Доказательство. Очевидным образом следует из теоремы 1.

Заменяя произвольное кольцо R на кольцо целых чисел, полу-
чим условие.

Следствие 2. Пусть𝑀(2,Z, 𝑠) — кольцо формальных матриц по-

рядка 2 над кольцом целых чисел. Диагональная матрица А=

(︂
𝑎 0
0 𝑏

)︂
будет 2-хорошей в 𝑀(2,Z, 𝑠) тогда и только тогда, когда найдут-
ся такие целые числа 𝑥, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2, что 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2, 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2 и
𝑎1 · 𝑏1 − 𝑠 · 𝑥 = ±1, 𝑎2 · 𝑏2 − 𝑠 · 𝑥 = ±1.

Доказательство. Очевидным образом следует из теоремы 1 и след-
ствия 1.

Далее будут изложены некоторые условия для 2-хорошести диа-
гональных формальных матриц над Z при дополнительных усло-
виях.

Предложение 1. Пусть 𝑀(2,Z, 𝑠) — кольцо формальных цело-
численных матриц порядка 2, и пусть множитель s — четное

число. Если диагональная матрица А=

(︂
𝑎 0
0 𝑏

)︂
является 2-хорошей

в 𝑀(2,Z, 𝑠), то тогда её элементы a и b — четные числа.

Доказательство. Пусть множитель s — четное число, и матрица =(︂
𝑎 0
0 𝑏

)︂
— 2-хорошая. Тогда по следствию 2 найдутся такие целые
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числа 𝑥, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2, что 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2, 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2 и 𝑎1 · 𝑏1 − 𝑠 ·𝑥 = ±1,
𝑎2 · 𝑏2 − 𝑠 · 𝑥 = ±1.

Пусть — нечетно. Тогда либо 𝑎1 — четно и 𝑎2 — нечетно, либо
наоборот 𝑎2 — четно и 𝑎1 — нечетно. Для определенности пусть 𝑎1 —
четно и 𝑎2 — нечетно. Тогда 𝑎1·𝑏1−𝑠·𝑥 = ±1, где 𝑎1·𝑏1 и 𝑠·𝑥— четные
числа, в сумме дающие нечетное. Очевидное противоречие. Таким
образом, а должно быть четным, если матрица 𝐴 — 2-хорошая, вне
зависимости от четности b.

Аналогичным образом доказывается, что и b должно быть чет-
ным числом, если матрица 𝐴 — 2-хорошая.

Теорема 2. Пусть 𝑀(2,Z, 𝑠) — кольцо целочисленных формаль-

ных матриц порядка 2. Диагональная матрица 𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
будет

2-хорошей в 𝑀(2,Z, 𝑠) тогда и только тогда, когда
𝑎 ∈ {0; 1;−1; 2;−2} при нечетном множителе s, и 𝑎 ∈ {0; 2;−2}
при четном.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
— 2-хорошая

матрица из 𝑀(2,Z, 𝑠). Тогда

𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
=

(︂
𝑎1 𝑥
𝑧 𝑦

)︂
+

(︂
𝑎2 −𝑥
−𝑧 −𝑦

)︂
= 𝑈1 + 𝑈2,

где 𝑈1 и 𝑈2 – обратимые матрицы из 𝑀(2,Z, 𝑠). По теореме 1 𝑈1

и 𝑈2 обратимы тогда и только тогда, когда |𝑈1| и |𝑈2| ∈ 𝑈(Z).
Напомним, что 𝑈(Z) = {1;−1}. То есть

|𝑈1| = 𝑎1 · 𝑦 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = ±1,
|𝑈2| = 𝑎2 · (−𝑦) − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = ±1.

Таким образом, возможны четыре случая:
1)|𝑈1| = 1 и |𝑈2| = 1,
2)|𝑈1| = 1 и |𝑈2| = −1,
3)|𝑈1| = −1 и |𝑈2| = 1,
4)|𝑈1| = −1 и |𝑈2| = −1.
Рассмотрим каждый из них по отдельности.
1) Пусть |𝑈1| = 𝑎1 · 𝑦− 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1 и |𝑈2| = 𝑎2 · (−𝑦)− 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1.

Выразим 𝑎1 и 𝑎2:

𝑎1 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
, 𝑎2 = −1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
.

Известно, что 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2. Тогда имеем

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
− 1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
= 0.
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Получили, что в первом случае a может быть равно только нулю.
2) Пусть |𝑈1| = 𝑎1 ·𝑦−𝑠 ·𝑥 · 𝑧 = 1 и |𝑈2| = 𝑎2 · (−𝑦)−𝑠 ·𝑥 · 𝑧 = −1.

Выразим 𝑎1 и 𝑎2:

𝑎1 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
, 𝑎2 = −−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
.

Известно, что 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2. Тогда имеем

𝑎 = 𝑎1+𝑎2 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
−−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
=

1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 + 1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧
𝑦

=
2

𝑦
.

Итак, 𝑎 = 2
𝑦 , причем 𝑎 ∈ Z и 𝑦 ∈ Z. Следовательно, 𝑦 ∈ {1;−1; 2;−2}

и 𝑎 ∈ {1;−1; 2;−2}. Получили, что во втором случае a может быть
равно только 1,−1, 2,−2.

3) Пусть |𝑈1| = 𝑎1 ·𝑦−𝑠 ·𝑥 · 𝑧 = −1 и |𝑈2| = 𝑎2 · (−𝑦)−𝑠 ·𝑥 · 𝑧 = 1.
Выразим 𝑎1 и 𝑎2:

𝑎1 =
−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
, 𝑎2 = −1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
.

Известно, что 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2. Тогда имеем

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 =
−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
− 1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
=

−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 − 1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧
𝑦

=
−2

𝑦
.

Итак, 𝑎 = −2
𝑦 , причем 𝑎 ∈ Z и 𝑦 ∈ Z. Следовательно, 𝑦 ∈ {1;−1; 2;−2}

и 𝑎 ∈ {1,−1, 2,−2}. Получили, что в третьем случае a может быть
равно только 1;−1; 2;−2.

4) Пусть |𝑈1| = 𝑎1 ·𝑦−𝑠 ·𝑥 ·𝑧 = −1 и |𝑈2| = 𝑎2 ·(−𝑦)−𝑠 ·𝑥 ·𝑧 = −1.
Выразим 𝑎1 и 𝑎2:

𝑎1 =
−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
, 𝑎2 = −−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
.

Известно, что 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2. Тогда имеем

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 =
−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
− −1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
= 0.

Получили, что в четвертом случае a может быть равно только ну-
лю.

Таким образом, если 𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
— 2-хорошая матрица, то

𝑎 ∈ {0; 1;−1; 2;−2}. В случае, когда множитель s кольца 𝑀(2,Z, 𝑠)

четен, элемент а матрицы 𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
может быть только четен,

то есть 𝑎 ∈ {0; 2;−2}.
Достаточность. Пусть s четно и пусть 𝑎 ∈ {0; 2;−2}. Будет ли
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матрица 𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
— 2-хорошей? Запишем

𝐴 =

(︂
𝑎 0
0 0

)︂
=

(︂
𝑎1 𝑥
𝑧 𝑦

)︂
+

(︂
𝑎2 −𝑥
−𝑧 −𝑦

)︂
= 𝑈1 + 𝑈2.

Пусть а=0. Возьмем тогда

𝑎1 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
, 𝑎2 = −1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
.

Получим

|𝑈1| =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

𝑦
· 𝑦 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1,

|𝑈2| = −1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧
𝑦

· (−𝑦) − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1.

То есть, 𝑈1 и 𝑈2 — обратимые матрицы. Следовательно, А — 2-
хорошая.

Пусть а=2. Возьмем тогда
𝑦 = 1, 𝑎1 = 1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧, 𝑎2 = 1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧.

Получим
|𝑈1| = (1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧) · 1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1,

|𝑈2| = (1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧) · (−1) − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = −1.
То есть, 𝑈1 и 𝑈2 — обратимые матрицы. Следовательно, А — 2-
хорошая.

Пусть а=−2. Возьмем тогда
𝑦 = −1, 𝑎1 = −1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧, 𝑎2 = −1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧.

Получим
|𝑈1| = (−1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧) · (−1) − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1,
|𝑈2| = (−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧) · 1 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = −1.

То есть, 𝑈1 и 𝑈2 — обратимые матрицы. Следовательно, А — 2-
хорошая.

Пусть теперь s нечетно и пусть 𝑎 ∈ {0; 1;−1; 2;−2}. При 𝑎 ∈
{0; 2;−2} доказательство проводится аналогично случаю с четным
множителем s. Пусть а=1. Возьмем тогда

𝑦 = 2, 𝑎1 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

2
, 𝑎2 = −−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

2
.

Получим

|𝑈1| =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

2
· 2 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1,

|𝑈2| = −−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧
2

· (−2) − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = −1.

То есть, 𝑈1 и 𝑈2 — обратимые матрицы. Следовательно, А — 2-
хорошая.
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Пусть а=−1. Возьмем тогда

𝑦 = −2, 𝑎1 =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

−2
, 𝑎2 = −−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

−2
.

Получим

|𝑈1| =
1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧

−2
· (−2) − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = 1,

|𝑈2| = −−1 + 𝑠 · 𝑥 · 𝑧
−2

· 2 − 𝑠 · 𝑥 · 𝑧 = −1.

То есть, 𝑈1 и 𝑈2 — обратимые матрицы. Следовательно, А — 2-
хорошая.

Замечание 1. Утверждение аналогичное теореме 2 можно до-

казать и для матриц вида А=

(︂
0 0
0 𝑎

)︂
.

Предложение 2. Пусть 𝑀(2,Z, 𝑠) — кольцо формальных цело-

численных матриц порядка 2. Матрица вида

(︂
0 𝑎
0 0

)︂
будет 2-

хорошей тогда и только тогда, когда a равно 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть матрица А=
(︂

0 𝑎
0 0

)︂
— 2-

хорошая. Тогда она может быть записана в виде суммы двух обра-
тимых матриц 𝑈1 и 𝑈2.

𝐴 =

(︂
0 𝑎
0 0

)︂
=

(︂
𝑥 𝑎1
𝑧 𝑦

)︂
+

(︂
−𝑥 𝑎2
−𝑧 −𝑦

)︂
= 𝑈1 + 𝑈2.

Матрицы 𝑈1 и 𝑈2 обратимы тогда и только тогда, когда
|𝑈1| = 𝑥 · 𝑦 − 𝑠 · 𝑧 · 𝑎1 = ±1,

|𝑈2| = (−𝑥) · (−𝑦) + 𝑠 · 𝑧 · 𝑎2 = ±1.
Выразим 𝑎1 и 𝑎2:

𝑎1 =
∓1 + 𝑥 · 𝑦

𝑠 · 𝑧
, 𝑎2 =

±1 − 𝑥 · 𝑦
𝑠 · 𝑧

.

Тогда

𝑎 =
∓1 + 𝑥 · 𝑦

𝑠 · 𝑧
+

±1 − 𝑥 · 𝑦
𝑠 · 𝑧

=
0

𝑠 · 𝑧
= 0.

Достаточность. Пусть 𝑎 = 0. Будет ли матрица А=
(︂

0 𝑎
0 0

)︂
—

2-хорошей? Запишем

𝐴 =

(︂
0 𝑎
0 0

)︂
=

(︂
𝑥 𝑎1
𝑧 𝑦

)︂
+

(︂
−𝑥 𝑎2
−𝑧 −𝑦

)︂
= 𝑈1 + 𝑈2.

Положим

𝑎1 =
1 + 𝑥 · 𝑦
𝑠 · 𝑧

, 𝑎2 =
−1 − 𝑥 · 𝑦

𝑠 · 𝑧
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и вычислим определители матриц 𝑈1 и 𝑈2.

|𝑈1| = 𝑥 · 𝑦 − 𝑠 · 𝑧 · 1 + 𝑥 · 𝑦
𝑠 · 𝑧

= −1,

|𝑈2| = 𝑥 · 𝑦 + 𝑠 · 𝑧 · −1 − 𝑥 · 𝑦
𝑠 · 𝑧

= −1.

То есть, 𝑈1 и 𝑈2 — обратимые матрицы. Следовательно, А — 2-
хорошая.

Замечание 2. Утверждение аналогичное предложению 2 можно

доказать и для матриц вида А=

(︂
0 0
0 𝑎

)︂
.
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