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Заключение

В данной работе представлены результаты экспериментального изучения процеду
ры с и SUM для обнаружения разладки в процессе авторегрессии первого порядка со 
стандартными гауссовскими шумами. Результаты моделирования показывают наличие 
логарифмической асимптотики для устойчивого процесса при достаточно больших 
значениях порогов, используемых для вычисления системы базовых статистик и реали
зации алгоритма CUSUM.
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Введение

В прикладных задачах анализа временных рядов, поетроения математичееких мо
делей, в теории управления и идентификации, фильтрации и прогнозирования широко 
иепользуютея етохаетичеекие динамичеекие еиетемы, опиеываемые етохаетичеекими 
разноетными и етохаетичеекими дифференциальными уравнениями. Как правило, эти 
уравнения задаютея е точноетью до некоторых параметров, которые могут изменятея в 
процееее функционирования еиетемы. Одной из важнейших прикладных задач в етати- 
етике елучайных процеееов и теории времеьшых рядов являетея задача екорейшего об
наружения разладки -  момента екачкообразного изменения параметров еиетемы. Зада
ча обнаружения разладки заключаетея в поетроеьши процедуры, которая позволяет на- 
иекорейшим образом обнаружить этот момент. Задачи обнаружения разладки разделе
ны на две гругшы. Задачи первой группы предетавляют апоетериорное обнаружение 
разладки, т.е. поиек момента разладки на оенове анализа большого маееива даьшых, 
включающих разладку. Задачи второй гругшы заключаютея в наиекорейшем обнаруже- 
ьши момента изменения некоторых евойетв наблюдаемого процеееа. В данной работе 
будет раеемотрена задача второй группы, оеноваьшая на применении алгоритма куму
лятивных еумм (CUSUM).

1. Статистика логарифмического правдоподобия

В большинстве параметрических алгоритмов кумулятивных сумм предполагается 
априорное знаьше функгщй распределения поведения случайного процесса до и после 
момента разладки. Теоретическое исследование CUSUM началось со схемы независи
мых наблюдеьшй. Пусть ~ последовательность независимых случайных вели
чин, при том, что случайные величины ^1 ,^2,---Лу имеют плотность распределения 
/о (х ), а , ̂ ,̂̂ 2,... имеют плотность @ (х) , при условии, что функции плотностей
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/о  (- )̂ 5 f\ (- )̂ определены на множеетве X, v -  точка емены функции раепределения
(точка разладки). Многие алгоритмы обнаружения разладки оенованы на поеледова- 
тельном применении к элементам выборки функции логарифмичеекого правдоподобия. 
Функция логарифмичеекого правдоподобия имеет вид:

g(x) = log
/о  ( ^ )  '

Подетавляя в данную функцию поеледовательно наблюдения Xi,X2,...,x„, получаем 
поеледовательноеть етатиетик, поведение которых меняетея в момент разладки. Целе- 
еообразноеть иепользования данных етатиетик вызвана тем, что она преобразует эле
менты выборки к поеледовательноети, обладающей определенными полезными евойет- 
вами. По евойетвам логарифма имеем:

1. Еели в точке х е X  отношение плотноетей /  (х)//„  (х) > 1, то g (х) > О.
2. Еели в точке х е X  отношение плотноетей О < f i { x ) /Л{х)<1,то  g (x )< 0 .
Функция логарифмичеекого правдоподобия реагирует на изменение закона рае

пределения елучайной величины / > 1, еели Л (х) Ф /„ (х ), и подчиняетея опреде
ленным закономерноетям. Именно эти закономерноети и лежат в оенове CUSUM- 
метода. Оетановимея подробнее на процедуре кумулятивных еумм.

2. Алгоритм кумулятивных сумм (CUSUM) для схемы независимых наблюдений

Алгоритм с и SUM бьш предложен Е.С. Пэйджем для обнаружения екачка ереднего 
в поеледовательноети незавиеимых одинаково раепределенных елучайных величин. 
Данная идея ехала оеновой для дальнейшего развития теории обнаружения разладок. 
Работа Пэйджа впервые бьша опубликована в научном журнале Biometrika в 1954 г., 
без обоенования оптимальноети алгоритма [4].

Раеемотрим поеледовательноеть незавиеимых наблюдений, опиеанных выше. Обо
значим через Ру раепределение наблюдаемого процеееа ( v = 1,2,...) в елучае, когда раз
ладка проиеходит в момент v. При отеутетвии разладки ( v = оо) раепределение наблю
дений обозначают Pq.

Оеновными характериетиками процедуры Т обнаружения разладки являютея еред- 
нее время между ложными тревогами и ереднее значение величины запаздывания. 
Процедура обнаружения являетея хорошей еели она обеепечивает малую величину за
паздывания при больших временных промежутках между ложными тревогами. В каче- 
етве меры запаздывания Е. Лорден предложил иепользовать еледующую величину

(1)Е\Т = sup ess sup
v> l

(7’_v + l)"|X„X„...,X„_,

здееь в правой чаети иепользуетея уеловное математичеекое ожидание отноеительно 
наблюдений до момента разладки. Поекольку уеловное математичеекое ожидание яв
ляетея функцией от елучайных величин, то логично иепользовать еущеетвенный еу- 
премум вмеето верхней грани sup.

Лорден поетавил еледующую оптимизационную задачу: в клаеее веех процедур Т 
обнаружения разладки, удовлетворяющих уеловию > у , где у > О -  заданная кон-

етанта, найти процедуру, минимизирующую величину запаздывания EiT .
Процедура обнаружения разладки Пэйджа для ехемы незавиеимых наблюдений 

имеет еле дующий вид:

N  = inf < шах
\<к< п V „ ( x ,)  j



где с -  пороговое значение, выбираемое из уеловия (Г) = у . Лорденом было доказа
но, что данная процедура являетея аеимптотичееки оптимальной при у —> go и имеет
вид:

E i (N )~  inf E i ( T ) ---- ^

где / ( / ! / „ )  = £ «  log
/о (^ ,)

-  отноеительная энтропия или информация по Кульбаку-

Лейблеру [3].
Далее будет раеемотрен более общий елучай процедуры CUSUM для елучайных 

процеееов е завиеимыми значениями.

3. Алгоритм кумулятивных сумм (CUSUM) для схемы зависимых наблюдений

Задачу скорейшего обнаружения разладки в динамических системах с зависимыми 
наблюдениями была впервые исследована в общей постановке в работе Т. Лая. Лай 
предполагает что в момент разладки происходит смена условных распределений, а 
именно, переход с условной плотности распределения /„ (Х. |Xj,...,X,_j) на условную
плотность распределения /  (XJXj,...,X,_j) в момент разладки v.

Статистика логарифмического правдоподобия по наблюдениямXi,...^j вычисляет
ся по формуле

Процедура CUSUM записывается аналогично случаю с независимыми наблюде-

N  = inf \ п : шах V  Z > i

При этом предполагается, что величина п Z, сходится по вероятностной ме
ре к некоторому положительному числу I.

Для обобщения результата Лордена на процессы с зависимыми значениями Лай 
налагает определенные требования на поведение системы статистик Z, предполагая, 
что

Imsupesssup/’*'̂ *]шахV Z , > /(1  + 5)и |Xj,...,X^,_j I = О , V 5>0, (2)v > i  I  п : '  J
где I  -  некоторая положительная константа. В работе Лая была установлена асим

птотическая нижняя граница для среднего времени запаздывания, которая сформули
рована в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть условие (2) выполнено для некоторой положительной постоян
ной/. Тогда при Y —> GO выполняются асимптотические неравенства

inf {/?1 (Т) : Е, (Г) > у} > inf jsup£<'> (Г -  v | Г > v) : (Г) > yj > ( г '  + o(l))log у ,

где El (г) определено в (1).
Лай доказал, что при выполнении некоторого дополнительного требования проце

дура CUSUM является оптимальной, т.е. для нее величина запаздывания ограничена
сверху величиной ^ / ' +o(l))logy [2].



в  данной работе будет раеематриватьея задача обнаружения разладки в процееее е 
завиеимыми значениями е проееянными наблюдениями. Оетановимея на этой модели 
подробнее.

4. Авторегрессионная модель с разладкой и описание наблюдаемого процесса

Рассмотрим модель авторегрессии первого порядка AR(1), в которой в определен
ный момент времени v происходит смена параметра авторегрессии с Qq на ai:

J,. =(«oV^v}
где -  известные параметры, -  индикаторная функция условия х, -  белый

гауссовский шум, Jq -  независимое от начальное значение процесса, v -  момент раз
ладки.

Целью ставится обнаружение момента времени v по некоторым (доступным) на
блюдениям данного процесса.

Рассмотрим поток восстановления следующего вида

т>1

где S„ -  моменты наступления событий (моменты восстановления), ^ -  интервалы вре
мени между наступлениями событий, являющиеся независимыми одинаково распреде
ленными случайными величинами с функцией распределения вида ^ (х )  = 1 -  , X -
известный параметр (мешающий параметр). Поток восстановления и процесс

к fk>0
независимы.

Рассмотрим процесс =Jj^ , который является подпоследовательностью началь

ного процесса. Для наблюдения доступны значения процесса |  ® моменты време

ни, когда произошло хотя бы одно событие. Обозначим этот процесс через Получим
Х^ = , А: > О, с„ = О, = inf | /  > + l:N ,~  > О j , А: > 1,

т.е. представляет из себя подпоследовательность процесса { ,  элементы
которого открываются для наблюдения, если реализовалось хотя бы одно событие.

Для обнаружения момента разладки необходимо обследовать полученный процесс 
Xfc и найти момент времени когда он начнет соответствовать следующей модели:

%
^к = ^к^к- 1  +Цк, k > v + l ,  ц,  = , ,  h = ^ k -  ̂ k-i, = «Г •

j=i
Введем условные плотности вида

/ р;«,) = у ;(р к )  = Z Y i'P a (>'’^ ) , ! = 0,1,

где Г к  и  ф . Д у , х )  =
2Са Са = 1 - <

1 - а '
. Далее найдем ста

тистики Zj для наблюдаемого процесса Xfc следующего вида:

и путем применения алгоритма CUSUM найдем момент разладки [1].
Остановимся подробно на результатах моделирования процедуры обнаружения 

разладки. Рассмотрим случай схемы независимых наблюдений.



5. Моделирование процедуры CUSUM для схемы с независимыми наблюдениями

Рассмотрим последовательность независимых случайных величин Пусть

случайные величины а случайные величины ~#(|T i ,Ci),

где V -  момент разладки. Рассмотрим частный случай, при котором Ро =1^ Pi =1-5 ,
с„  =  Cj =  1 , V =  100 .

Рис. 1. Реализация последовательности ( = 1, = 1.5 , Oq = Oj = 1)

Статистики логарифмического правдоподобия от элементов выборки имеют вид:

Рис. 2. Статистики

Применяя, процедуру CUSUM, получаем



Рис. 3. Применение процедуры CUSUM

На рис. 3 изображена реализация исследуемой последовательности случайных ве
личин J с моментом разладки v = 200 . На графике сплошной линией отмечен
момент разладки, пунктирной -  оценка момента разладки, найденная с помощью алго
ритма CUSUM. В данной реализации процедура CUSUM с пороговым значением с = 4 
обеспечивает запаздывание А = v -  v = 8.

Покажем эффективность работы алгоритма. Для этой цели рассмотрим ситуации, в 
которых происходила смена математического ожидания в момент разладки, смена дис
персии в момент разладки, а также рассмотрим комбинацию этих ситуаций. Произве
дем для каждого конкретного случая по 1000 реализаций последовательности и

рассчитаем среднее значение величины запаздывания А , долю случаев, когда была 
обнаружена разладка 5^^ ,̂ долю случаев, когда разладка не была обнаружена 5̂ .̂ ,̂ и 
долю случаев, на которые приходились ложные тревоги, 5рд (ситуация когда процеду
ра сигнализировала о разладке при ее отсутствии). Пусть момент разладки v = 200. 
Приведем результаты моделирования в табл. 1.

Таблица 1
Результаты применения процедуры CUSUM

N Цо Hi ао ai С А St„e f̂alse Sfa

1 0 0 0.7 1 6 6.944 0.982 0.002 0.016
2 0 0 5 3.5 5 37.701 0.899 0.022 0.079
3 0 0 5 3.5 6 51.061 0.968 0.008 0.024
4 1 1.3 1 1 4 67.524 0.909 0.002 0.089
5 4 3.7 1 1 3 40.034 0.725 0.014 0.261
6 4 3.7 1 1 4 67.133 0.909 0.008 0.083
7 4 3.7 1 1.2 5 20.023 0.962 0.004 0.034
8 4 1 1 2 10 0.002 1 0 0

Результаты моделирования, приведенные в табл. 1, указывают на работоспособ
ность алгоритма. Первые 6 случаев были рассмотрены для ситуации изменения одного 
из параметров (среднее, дисперсия). Реализации под номерами 2, 3 и 5, 6 наглядно ука
зывают на прямую зависимость между величиной порогового значения с и средним 
значением запаздывания А . Очевидно, что при увеличении порога уменьшится доля 
ложных тревог 5рд среди всех реализаций, и увеличится доля реализаций, в которых 
разладка будет обнаружена . Результат моделирования под номером 7 демонстри
руют тот факт, что, чем сильнее отличаются распределения, тем лучше алгоритм 
CUSUM работает, т.е. уменьшается среднее время запаздывания и доля ложных тревог.



а также увеличивается доля случаев, при которых разладка обнаружена успешно. Слу
чай под номером 8 обобщает выводы случая 7.

Заключение

В данной работе описаны процедуры поиска момента разладки при помощи проце
дуры с и SUM для процесса с зависимыми и с независимыми наблюдения, описана схе
ма зависимых наблюдений с просеиванием, произведено моделирование для схемы не
зависимых наблюдений и приведены статистические результаты моделирования, кото
рые показывают работоспособность данного алгоритма и применимость его на практи
ке.
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Введение

Целью работы является продолжение исследований условий управляемости объек
та третьего порядка [1]. Рассматривается постановка задачи в достаточно общем виде, 
затем приводится пример решения прикладной задачи применительно к экономическим 
приложениям, базовым математическим описанием которого является модель Лорен
ца [2].

Базовым методами, используемыми при выводе системы управления, являются ме
тод аналитического конструирования агрегированных регуляторов (АКАР) [1] и метод 
нелинейной адаптации [3] на заданном многообразии, как обобщение АКАР.

1. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейный объект 3-его порядка с плохо формализируемой правой 
частью:

±2 =У(х1,Х2,Хз), (1)

Х^= + z{t) + u(t),

xeR ^  -  вектор состояний, и e R  -  управление, f  е R^ -  нелинейная векторная функ
ция, z{t) — неизвестное ограниченное возмущение. Для системы вида (1) ставится за
дача управления м(/) = и(х;(/),х2(/),Хз(/)) в пространстве состояний, обеспечивающего
перевод объекта управления (1) из произвольного начального состояния в некоторой 
окрестности фазового пространства в окрестность целевого многообразия 
\|/(хД/),х2(/),Хз(/)) = 0, и асимптотически устойчивое состояние объекта в его окрестно
сти. Делаются естественные предположения: 1) существует устойчивая целевая система
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