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В данной работе проводится исследование бесконечнолинейной системы обслуживания с отрицательными 

заявками и их ожиданием в пустой системе. Находится распределение вероятностей числа положительных и 

числа отрицательных заявок. Проводится асимптотический анализ, позволяющий установить асимптотическую 

эквивалентность рассматриваемой системы с системами с потерей и ожиданием. Указывается область примени-

мости получаемой асимптотики. 
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Введение 

Теория массового обслуживания применяется для исследования процессов различной приро-

ды. В частности, рассматриваемая модель массового обслуживания с положительными и отрица-

тельными заявками может описать реальные физические, экономические, телекоммуникационные 

процессы. Системы с отрицательными заявками впервые рассматривались Геленбе [1], конечно-

линейные СМО изучались в работах П. П. Бочарова, Ч. Д’Апиче, Р. Манзо, А. В. Печинкина, Р. В. 

Разумчика [2]-[4], Yang Woo S. [5], Quan-Lin L., Yiqiang Q. Z. [6]. В данной работе проводится ис-

следование бесконечнолиненйной системы массового обслуживания с экспоненциальным обслу-

живанием и простейшими входящими потоками положительных и отрицательных заявок. Нахо-

дятся распределение вероятностей числа положительных и числа отрицательных заявок. Применя-

ется метод асимптотического анализа [7] в условиях высокоинтенсивных входящих потоков. На-

ходятся геометрическое распределение для числа отрицательных заявок и гаусовское распределе-

ние для числа положительных. Демонстрируется область применимости  асимптотики. 

 

Математическая модель 

На вход бесконечнолинейной системы обслуживания с ожиданием в пустой системе посту-

пают два потока: простейший поток положительных заявок с параметром 
  и простейший поток 

отрицательных заявок с параметром 
 . В системе имеется неограниченное число обслуживаю-

щих приборов. Обслуживание экспоненциальное с параметром  .  

Любая положительная заявка, приходящая в систему, сразу начинает обслуживание, выбирая 

любой из свободных приборов. Отрицательная заявка, приходящая в непустую систему, «убивает» 

любую положительную заявку, находящуюся в процессе обслуживания, и обе покидают систему.  

Отрицательная заявка, приходящая в пустую систему, дожидается прихода положительной и они 

вместе покидают систему. 

В системе исследуется 2 процесса: )(ti  – число положительных заявок и )(tl  –  число отри-

цательных заявок в системе в момент времени t . В параграфе 1  найдем стационарное распределе-

ние вероятностей числа положительных и числа отрицательных заявок в системе, и в параграфе 2 

и 3 продемонстрируем метод асимптотического анализа для рассматриваемой системы. В асим-

птотическом условии высокой интенсивности входящих потоков получим первую и вторую асим-

птотики. Далее сравним их с допредельным распределением и используя расстояния Колмогорова 

продемонстрируем их близость, найдя область применимости.  
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Д о п р е д е л ь н о е  и с с л е д о в а н и е  

Для рассматриваемой системы обслуживания найдем стационарное распределение вероятно-

стей.  

Введем следующие вероятности: 

 })({)( itiPiP 
, })({)( ltlPlP 

,  ,1i ,  ,1l , 

а также  

  0)(,0)()0(  tltiPP . 

Изобразим систему с помощью графа. 

 
Рисунок 1 Граф для системы с отрицательными заявками и их ожиданием в пустой системе. 

 

Составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова, используя метод сечения 

графа (рисунок 1). 

Для  )(lP
 система имеет вид: 
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Для  )(iP
 имеем: 
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Для )0(P верно следующее соотношение: 

 )1()()1()0()(   PPP . (1.3) 

Используя (1.1)-(1.3) найдем распределения вероятностей )(iP
 и )(lP

 

 












i

n n
PiP

1

)0()( , (1.4) 

 )0()( PlP

l




















. (1.5) 

А из условия нормировки найдем значения вероятности )0(P : 
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Таким образом, в рассматриваемой системе найдено стационарное распределение числа по-

ложительных заявок, определенное в (1.4), и числа отрицательных заявок, определенное в (1.5). 

 

Далее рассмотрим двумерное распределение  ltlitiPtliP  )(,)(),,( .  Используя t - 

метод, получим систему уравнений Колмогорова, которая в стационарном режиме, где 

),(),,( liPtliP  , имеет вид: 
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Введем следующие характеристические функции 

 )0(
1
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Умножим первое уравнение системы (1.8) на 
juie , просуммируем по  ,1i  и прибавим вто-

рое уравнение. Также заметим, что вероятность )0()1()1,0( PPP 
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И, аналогично, умножим третье уравнение системы (1.8) на
jule и просуммируем по  ,1l  и 

прибавим второе. Запишем, )0()1()0,1( PPP 
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Тогда система (1.8) после преобразований перепишется в виде 

 














.0)0,0())((

,0)0,0())(()(

0

11

PeuH

PeuHuHj

ju

ju

 (1.9) 

 

М е т о д  а с и м п т о т и ч е с к о г о  а н а л и з а  

В условиях высокоинтенсивных входящих потоков исследуем нашу систему, определенную 

уравнением (1.9). Предельное условие определим равенствами 

 N , N , 

где  ,   - некоторые конечные величины, а N , тогда систему (1.9) перепишем в виде 
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Будем также считать, что выполнено условие  .  

Решение второго уравнения системы (1.9) имеет вид: 
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то есть 

l
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 )0,0()0( , аналогично (1.5). 

Нетрудно показать, что распределение вероятностей числа положительных заявок является 

нормальным с математическим ожиданием 



N  и дисперсией 




N , что также было показано 

в [8] и [9]. Характеристическая функция )(1 uH  принимает вид: 
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Дискретное распределение числа положительных заявок в рассматриваемой системе можно 

аппроксимировать равенством: 
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где C  определим из условия нормировки: 
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А п п р о к с и м а ц и я .  О б л а с т ь  п р и м е н и м о с т и  а с и м п т о т и к и  

Для нахождения области применимости полученного асимптотического распределения веро-

ятностей числа положительных заявок воспользуемся расстоянием Колмогорова, которое вычис-

ляется по формуле: 

|))()((|max
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0
2,1 








i

n

a
i

iPiP  

где )(iPa - гауссовская аппроксимация, определенная в (1.15), а )(iP
- допредельные вероятности 

того, что число положительных заявок равно i , определенные в (1.4). 

Данная асимптотика применима в случае  и ниже в таблице 1 представлены значения 

расстояний Колмогорова между асимптотическим гауссовским и допредельным распределением 

для одинаковых значений параметров. Величина N , несущая в себе смысл увеличения интенсив-

ности входящего потока, в приведенной таблице изменяется по вертикали. Величина отношения 

параметров входящих потоков положительных и отрицательных заявок изменяется по горизонта-

ли. 

 
Таблица 1 Область применимости асимптотического распределения вероятностей числа положитель-

ных заявок в системе относительно величин расстрояний Колмогорова 

λ / γ  

N  
1 , 0 1  1 , 0 5  1 , 1  1 , 1 5  1 , 2 0  1 , 3 0  1 , 5  2  2 , 5  

1 0  0 . 6 5 7  0 . 3 6 7  0 . 2 2 9  0 . 1 5 7  0 . 1 1 4  0 . 0 6 7  0 . 0 3 1  0 . 0 1 5  0 . 0 1 7  

2 0  0 . 5 4 5  0 . 2 2 6  0 . 1 0 8  0 . 0 5 9  0 . 0 3 5  0 . 0 1 6  0 . 0 0 8  0 . 0 1 1  0 . 0 1 2  

3 0  0 . 4 6 9  0 . 1 5 1  0 . 0 5 6  0 . 0 2 5  0 . 0 1 3  0 . 0 0 5  0 . 0 0 7  0 . 0 0 9  0 . 0 0 9  

4 0  0 . 4 1 2  0 . 1 0 4  0 . 0 3 1  0 . 0 1 2  0 . 0 0 6  0 . 0 0 5  0 . 0 0 6  0 . 0 0 7  0 . 0 0 8  

5 0  0 . 3 6 7  0 . 0 7 4  0 . 0 1 8  0 . 0 0 6  0 . 0 0 3  0 . 0 0 5  0 . 0 0 5  0 . 0 0 7  0 . 0 0 7  

1 0 0  0 . 2 2 5  0 . 0 1 6  0 . 0 0 2  0 . 0 0 3  0 . 0 0 3  0 . 0 0 3  0 . 0 0 4  0 . 0 0 5  0 . 0 0 5  

 

В таблице выделена область значений параметров, в которой расстояния Колмогорова 

03,0 . 

Для сравнения распределений также часто пользуются величинами относительных погрешно-

стей 
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o Среднеквадратическое отклонение: 
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В таблице 2 представлены суммарные относительные погрешности математического ожида-

ния и среднеквадратического отклонения 
  /

2

/

1

/
. 

 
Таблица 2 Область применимости асимптотического распределения вероятностей числа положитель-

ных заявок в системе относительно величин суммарных относительных погрешностей характеристик 

 /
 

N  
01,1  

1,05  
1,1  

1,15  
1,2  

1,3  
1,5  

2  
2,5  

1 0  0 , 4 7  0 , 3 2  0 , 2 5  0 , 2 0  0 , 1 6  0 , 1 1  0 , 0 0  0 , 0 2  0 , 0 1  

2 0  0 , 4 1  0 , 2 5  0 , 1 6  0 , 1 1  0 , 0 8  0 , 0 4  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  

3 0  0 , 3 7  0 , 2 0  0 , 1 1  0 , 0 6  0 , 0 3  0 , 0 1  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  

4 0  0 , 3 5  0 , 1 7  0 , 0 7  0 , 0 3  0 , 0 2  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  

5 0  0 , 3 3  0 , 1 3  0 , 0 5  0 , 0 2  0 , 0 1  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  

1 0 0  0 , 2 8  0 , 0 5  0 , 0 1  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  0 , 0 0  

 

Очевидно, что область применимости, соответствующая значениям суммарных погрешностей 

характеристик 05,0/  
 совпадает с областью применимости, соответствующей значениям рас-

стояний Колмогорова 03,0 .  

Продемонстрируем на рисунке 2 распределения для фиксированной величины отношения па-

раметров 1,1 , но для изменяющихся N . Сплошной линией изобразим график допределных 

вероятностей числа положительных заявок, точками  - график асимптотического нормального 

распределения, являющегося аппроксимирующим для первого.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2 Графики допредельных и нормальных распределений для 1,1  и 100,50,30,10N . 
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Заметим, что графики, представленные на рисунке 2, в полной мере отражают область при-

менимости асимптотики, приведенной в таблицах 1 и 2, при изменяющемся N . График нормаль-

ного распределения с самой острой из представленных вершиной, очевидно, аппроксимирует до-

предельное относительно плохо, график же наиболее приплюснутого аппроксимирует допредель-

ное наилучшим образом.  

Заключение 

В данной работе проведено исследование бесконечнолинейной системы массового обслужи-

вания с положительными и отрицательными заявками. Найдено стационарное распределение чис-

ла положительных и отрицательных заявок в системе с экспоненциальным обслуживанием. Най-

дено асимптотическое распределение числа положительных заявок. Установлена асимптотическая 

эквивалентность рассматриваемой системы с ожиданием в пустой системе, системой с ожиданием 

новой положительной заявки и системой с потерей в пустой системе. Найдена область его приме-

нимости, а именно область значений параметров 05,1



.  
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A.A. NAZAROV, N.M. FEROPONTOVA 

INFINITE-SERVER QUEUE WITH NEGATIVE CUSTOMERS WITH WAITING AT EMPTY 

SYSTEM 

In this paper the queuing system with the infinite number of devices with negative customers at empty system has 

been studied. Distribution of the number of positive and negative customers is obtained. The asymptotic analysis method 

allows to determine the asymptotic equivalence of the considered types of the system, the system with loss and with wait-

ing at empty system. The parameter application area is shown in the paper. 

 

Keywords: queuing system, negative customers, asymptotic analysis method. 
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