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Моделями с марковскими скачкообразными параметрами описывается широкий класс реальных 

систем [1]. Примерами могут служить сложные производственно-технологические, энергетические и 
технические системы. Гибридные системы с марковским режимом переключений также широко ис-
пользуются в финансовой инженерии для описания поведения инвестиционного портфеля на финансо-
вом рынке с переключающимися режимами [2].  

В таких моделях предполагается, что смена структуры системы осуществляется в соответствии с 
эволюцией марковской цепи с конечным пространством состояний. Решению различных задач управ-
ления и оценивания для таких систем посвящено значительное количество работ [3–9]. 

Эффективным подходом к синтезу систем управления с ограничениями, получившим широкое 
признание и применение в практике управления сложными технологическими процессами, является 
метод управления с прогнозирующей моделью (управление со скользящим горизонтом) [10, 11]. В ра-
боте [12] рассматривается задача синтеза прогнозирующего управления системами с марковскими 
скачками и мультипликативными шумами при ограничениях на управляющие воздействия, при этом 
предполагается, что матрица динамики системы не зависит от состояния цепи Маркова. В [13] синтези-
рованы стратегии управления такими системами по критерию «mean-variance». В работе [14] рассмат-
ривается задача управления системами с марковским переключением режимов при условии, что матри-
цы динамики и управления зависят от скачков. Задача прогнозирующего управления системами с сери-
ально коррелированными параметрами при ограничениях рассмотрена в работе [15]. 

В настоящей работе рассматривается задача синтеза стратегий управления с прогнозированием 
для дискретных линейных систем с марковскими скачками и сериально коррелированными параметра-
ми, для которых известны только первые и вторые моменты распределений. Динамика системы опреде-
ляется состоянием однородной марковской цепи с известной матрицей переходных вероятностей. По-
лучены уравнения синтеза оптимальных стратегий управления с учетом «жестких» ограничений на 
управляющие переменные. 

 
1. Постановка задачи 

 
Пусть объект управления описывается уравнением 

( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),x k A k k x k B k k k u k             (1) 
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где ( ) xnx k  – nx-мерный вектор состояния, ( ) unu k   – nu-мерный вектор управления; 

[ ]α( ), ,x xn nA k k   α( ),η( )[ ], x un nB k k k   – матрицы соответствующих размерностей; ( ) qk   – по-

следовательность сериально коррелированных случайных величин; B[α(k),η(k),k] зависит от η(k) линей-
но; α(k) (k = 0,1,2,..,ν) – однородная дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний 
{1,2,…,ν}, известной матрицей переходных вероятностей: 

[ ],( , 1, ),ijP P i j  
1

{ ( 1) ( ) }, 1,ij j i ij
j

P P k k P



           

и известным начальным распределением 

1
{ (0) }, ( 1, ), 1.i i

i
p P i i p




       

Матрицы A[α(k),k] и B[α(k),η(k),k] определяются состоянием αi марковской цепи α(k) из множеств   

   ( )
:[ ] ( )α 1,ν, x xni nA k k A k i   , 

 (
:

)α( ),η( ), ] η( ),[ [ 1,ν] .x un niB k k k B k k i    

Предполагается, что состояние марковской цепи в момент времени k доступно наблюдению. По-
следовательности α(k) и η(k) независимы. 

Пусть  =( kF )k≥1 – поток σ-алгебр, где каждая σ-алгебра порождается последовательностью {η(s): 

s = 0,1,…,k} и интерпретируется как доступная информация до момента времени k включительно. Для 
процесса η(k) предполагаются известными условные моменты распределений 

 η( ) / η( ),kE k i k i  F   (2) 

 Tη( )η ( ) ( ),/ k ijE k i k j k   F   (3) 

( 0,1,2,...),( , 1,2,..., ).k i j l   

На управляющие воздействия накладываются ограничения вида 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k     (4) 

где ( ) up nS k  ; min max( ), ( ) pu k u k  . 

Необходимо определить закон управления системой (1) при ограничениях (4) из условия мини-
мума критерия со скользящим горизонтом управления 

T
1

1

1
T

2
1 0

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ),α( ), }

( ) { ( ) / ( ),α( ), } { ( / ) ( ) ( / ) ( ),α( ), },

/

/

m

k
i

m m

k k
i i

J k m k E x k i R k i x k i x k k

R k i E x k i x k k E u k i k R k i u k i k x k k





 

     

      



 

F

F F

 (5) 

где E{…/…} – оператор условного математического ожидания; m – горизонт прогноза; k – текущий мо-
мент времени; R1(k+i) ≥ 0, R2(k+i) ≥ 0 и R(k+i) > 0 – весовые матрицы соответствующих размерностей. 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирующей 
моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом явных 
ограничений на управляющие воздействия.  

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 
шаге k минимизируем функционал (5) по последовательности прогнозирующих управлений 
u(k/k),...,u(k+m−1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k. В качестве управления в мо-
мент времени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний x(k) и 
α(k)= j, т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(k+1) на следующем шаге, 
процедура повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 

 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 
 

Цепь Маркова с дискретным временем допускает следующее представление в пространстве со-
стояний [16]: 
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θ( 1) θ( ) υ( 1),k P k k     (6) 

где θ(k)=[δ(α(k),1),…,δ(α(k),ν)]T, δ(α(k),j) – функция Кронекера ),1( j ; υ(k+1) – мартингал-разность с 

характеристиками 

 υ( 1) / θ( ) 0,E k k   
T T( 1) {υ( 1)υ ( 1) / θ( )} diag{ θ( )} – diag{θ( )} .C k E k k k P k P k P      

С учетом (6) систему (1) можно представить в следующем виде: 
( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),x k A k k x k B k k k u k             (7) 

где матрицы A[θ(k),k] и B[θ(k),η(k),k] имеют вид 
ν

( )

1
[θ( ), ] θ ( ) ( ),i

i
i

A k k k A k


     (8) 

ν
( )

1
[θ( ),η( ), ] θ ( ) [η( ), ],i

i
i

B k k k k B k k


     (9) 

где θi(k) ( 1, ν)i   – компоненты вектора θ(k). 

Критерий (5) будет иметь вид 

T
1

1

1
T

2
1 0

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ),θ( ), }

( ) { ( ) / ( ),θ( ), } { ( / ) ( ) ( / ) ( ),θ( ), }.

/

/

m

k
i

m m

k k
i i

J k m k E x k i R k i x k i x k k

R k i E x k i x k k E u k i k R k i u k i k x k k





 

     

      



 

F

F F

 (10) 

Теорема. Пусть динамика системы описывается выражением (1) с учетом ограничений (4). Тогда 
стратегия прогнозирующего управления с горизонтом прогноза m минимизирующая критерий (5) на 
каждом шаге k равна 

( ) 0 ... 0 ( ),
u u un n nu k I U k      (11) 

где 
unI  – единичная матрица размерности nu; 0

un  – квадратная нулевая матрица размерности nu; 

U(k) = [uT(k/k),...,uT(k+m–1/k)]T – вектор прогнозирующих управлений, который определяется из реше-
ния задачи квадратичного программирования с критерием вида 

T T( / ) [2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k F k U k U k H k U k     (12) 

при ограничениях 

min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k     (13) 

где 

    ( ) diag( ( ),..., ( 1))S k S k S k m   , 
TT T

min minmin( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m     ,
TT T

max maxmax ( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m     , 

( ), ( ), ( )H k G k F k  – блочные матрицы вида H(k) = {Ht,s(k)}, G(k) = {Gt(k)}, F(k) = {Ft(k)}, , 1,s t m , блоки 

которых определяются выражениями 

( )( ) ( )T
,

1
( ) {( [ ( ), ]) ( ) [ ( ), ] / } ( 1),tt t

t

ii i
t t j k

i
H k E B k t k t Q k B k t k t R k t




          F   (14) 

1

1

ν ν ν ( ) ( ) ( )T T T
,

1 1 1

( ,..., ) ( )

( ) ... {( [η( ), ]) ( ( 1)) ... ( ( ))

( ) [η( ), ] / }, ,

t t s

t t s

t s s

i i i
t s

i i i

i i i
k

H k E B k t k t A k t A k s

Q k B k s k s s t



  
        

   F

 (15) 

T
, ,( ) ( ), ,s t t sH k H k s t                                                             (16) 

1 21

1

ν ν ( ) ( , ,..., ) ( )( ) T T

1 1
( ) ... ( ( 1)) ...( ( )) ( ) { [η( ), ] / },t t t

t

i i i i ii
t k

i i
G k A k A k t Q k E B k t k t

 
      F   (17) 
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ν ( ) ( )
2

1
( ) ( ) { [η( ), ] / }.t t

t

i i
t k

i
F k Q k E B k t k t


   F                                   (18) 

Последовательность матриц 
( ,..., )( ,..., )
2, ,t st s i ii iQ Q  , 1, ,s t m  представляет собой обратную рекурсию: 

  ( ,..., )1
1 1

1

ν T( ,..., ) ( ,..., )
1

1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1),

1, 2, ,

i it s
t s t s s s

s

i i i i i i

i
Q k k R k s A k s Q k A k s

t m t s m


 

 
       

   


  (19) 

  ( , )1
1 1

1

T( ) ( ) ( )
1

1
( ) θ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1),  1, 1,

i it tt t t
t

t

i i it
i

i
Q k e P k R k t A k t Q k A k t t m

 

 
        


  (20) 

( ,..., )1
1

1

( ,..., ) ( ,..., ) ( )
2 22

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 1),  1, 2, ,

i it s
t s t s s

s

i i i i i

i
Q k R k s k Q k A k s t m t s m



 
         


  (21) 

1 1

1

( ) ( , ) ( )
22 2

1
( ) ( ) θ( ) ( ) ( 1),  1, 1,t t t t

t
t

i i i it
i

i
Q k R k t e P k Q k A k t t m 

 
      


  (22) 

с начальными условиями 
( )

1( ) θ( ) ( ),m
m

i m
iQ k e P k R k m   

( ,..., ) ( ,..., )
1( ) ( ) ( ),  1, 1,t m t mi i i iQ k k R k m t m     

1( ,..., ) ( ,..., )
22 ( ) ( ) ( ),  1, 1,t m mi i i iQ k R k m k t m      

( )
22 ( ) ( ) θ( ),m

m

i m
iQ k R k m e P k   

где 

1 1 1 1

( ,..., )
, , ,... θ ( / ),  1, 1, ,t s

t s s s t t t
i i

i i i i i i iP P P k t k t m s t
   

        (23) 

θ ( / )it k t k  – компоненты вектора прогноза: 

 θ( / ) θ( ) / θ( ) θ( ),tk t k E k t k P k     

1 ν[0,...,0,1,0,...,0] , 1, ν, 1, .
ti te i t m    

Замечание. Принимая во внимание предположение о линейной зависимости матриц B[η(k+i),k+i] 
от η(k+i), выражения (14), (15) вычислимы без принципиальных затруднений при условии известных 
первых и вторых моментов (2), (3) для процесса η(k+i). 

Доказательство. Введем обозначение: 
T T

1 2

T T
1 2

T
1 2

T

{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ), }

{ ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) ( 1) / ( ),θ( ), } ...

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( 1

k s k

k

J E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k

E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k

E x k s R k s x k s R k s x k s

u k s R k s

         

           

       

    

F

F

) ( 1) / ( ),θ( ), }, 1, .ku k s x k k s m  F

 

Очевидно, что справедливо следующее выражение: 
T

1 1 2

T

{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) / ( ), ( ), },

k s k s

k

J J E x k s R k s x k s R k s x k s

u k s R k s u k s x k k
               

     F
 

( / ) .k mJ k m k J    

Рассмотрим 1kJ  : 
T T

1 1 2{ ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ), }.k kJ E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k         F   (24) 

Подставляя x(k+1) из (1) в (24) и используя представление цепи Маркова в виде (6), получим 

 







 )()1()1()1()1())1(()({
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1 1
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1
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1 1

)(T
1 kxkkkAkRkAkxEJ ji

j

i j

i
k  
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)()1()1(]1),1([)1()]1),1([()(
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1 1
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1 1

)(T kukkkkBkRkkBku ji
j

i j

i  

 








)()1()1(]1),1([)1())1(()(2
11

1

1 1

1 )(
1

T

1 1

)(T kukkkkBkRkAkx ji
j

i j

i  

 




)](]1),1([)()1([)1()1( )()(

1
2

11

1

1
kukkBkxkAkkR ii

i
i  

T ( ) ( ) ( ) / ( ),θ( ), }.ku k R k u k x k k F  

Заметим, что 
1 1

θ ( 1)θ ( 1) 0i jk k  
 
только при 1 1.i j  Кроме того, так как 

1
θ ( 1)i k   – функция 

Кронекера, то 
1 1

2θ ( 1) θ ( 1).i ik k    Взяв математическое ожидание, выражение для Jk+1 можно перепи-

сать в виде 

 



 )()()1()1())1(()({

1

1

1

1 )(
1

T

1

)(T
1 kxkPEkAkRkAkxEJ i

i

i

i
k  

1 1
1

1

( ) ( )T T
1

1
( / ) {( [η( 1), 1]) ( 1) [η( 1), 1] / } θ( ) ( / )i i

k i
i

u k k E B k k R k B k k e P k u k k



       F  

1 1
1

1

( ) ( )T T
1

1
2 ( ) ( ( 1)) ( 1) { [η( 1), 1] / } θ( ) ( / )i i

k i
i

x k A k R k E B k k e P k u k k



      F  

1 1
1

1

( ) ( )
2

1
( 1) θ( )[ ( 1) ( ) { [η( 1), 1] / } ( / )]i i

i k
i

R k e P k A k x k E B k k u k k



       F  

)./()()/(T kkukRkku  

Аналогично на втором шаге имеем 
T T

2 1 1 2{ ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) ( 1) / ( ),θ( ), }.k k kJ J E x k R k x k R k x k u k R k u k x k k             F  

Используя уравнение динамики системы (1) и представление цепи Маркова в виде (6), получим 
после взятия математических ожиданий 

 



 )()1()())1(()( )()(T

1

)(T
2

11

1

1 kxkAkQkAkxJ ii

i

i
k  

1 1 1

1

( ) ( ) ( )T T

1
2 ( ) ( ( 1)) ( ) { [η( 1), 1] / } ( / )i i i

k
i

x k A k Q k E B k k u k k



     F  

1 1 1

1

( ) ( ) ( )T T

1
( / ) {( [η( 1), 1]) ( ) [η( 1), 1]/ } ( / )i i i

k
i

u k k E B k k Q k B k k u k k


     


F  

2 2 2

2

( ) ( ) ( )T T

1
( 1/ ) {( [ ( 2), 2]) ( ) [ ( 2), 2] / } ( 1/ )i i i

k
i

u k k E B k k Q k B k k u k k



          F  

1 2 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( , ) ( )T T T

1
2 ( / ) {( [η( 1), 1]) ( ( 2)) ( ) [η( 2), 2] / } ( 1 / )i i i i i

k
i i

u k k E B k k A k Q k B k k u k k
 


         F  

1 11 1

1 1

( ) ( )( ) ( )
2 2

1 1
( 1) ( ) { [η( 1), 1] / } ( / )i ii i

k
i i

Q A k x k Q E B k k u k k
 

 
       F  

2 2

2

( ) ( )
2

1
{ [η( 2), 2] / } ( 1/ )i i

k
i

Q E B k k u k k



     F  

),/1()1()/1()/()()/( TT kkukRkkukkukRkku   

где матрицы ( )( ) ( ,..., )
2( ), ( ), ( )tt t s ii i iQ k Q k Q k  определяются уравнениями (19)–(22). 

Повторяя процедуру для 3 4, ,...,k kJ J   получим выражение для J(k+m/k): 
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где матрицы ( )( ) ( ,..., )
2( ), ( ), ( )tt t s ii i iQ k Q k Q k  определяются уравнениями (19)–(22). 

Критерий J(k+m/k) может быть записан в матричном виде: 

11 1 1 1

1 1

( )( ) ( ) ( ) ( )T T
2

1 1
( / ) ( ) ( ( 1)) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )ii i i i

i i
J k m k x k A k Q k A k x k Q A k x k

 

 
          (25) 

T T[2 ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ),x k G k F k U k U k H k U k    

где матрицы H(k), G(k), F(k) имеют вид (14)–(18). 
Минимизация данного критерия эквивалентна минимизации критерия вида 

).()()()()]()()(2[)/( TT kUkHkUkUkFkGkxkmkY   

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (12) при ограничениях (13), которая эквива-
лентна задаче квадратичного программирования с критерием (5) при ограничениях (4). 

 
Заключение 

 
В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадра-

тичному критерию для линейных дискретных систем с марковскими скачками и сериально коррелиро-
ванными параметрами. Данный подход позволяет в явном виде учесть ограничения на управления. Ал-
горитм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последовательности задач квадратичного 
программирования.  
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Assume that the plant to be controlled can be described by the following model: 
( 1) [ ( 1), 1] ( ) [ ( 1), ( 1), 1] ( ),x k A k k x k B k k k u k             (1) 

where ( ) xnx k   is the vector of state, ( ) unu k   is the vector of control inputs; [ ]α( ), ,x xn nA k k   [ ( ),η( ), ] x un nB k k k   

are system and input matrices, respectively; η( ) qk   is assumed to be a stochastic time series and all of the elements of B[η(k),k] are 

assumed to be linear functions of η(k); {α(k); k = 0,1,2,…} is a finite-state discrete-time Markov chain taking values in {1,2,…,ν} with 
known transition probability matrix and initial distribution. We assume that α(k) and η(k) are mutually independent and at the instant of 
decision making, the current state of the market is known, i.e., the Markov state {α(k)} is observable. Let  =( kF )k≥1 be the complete 

filtration with σ-field kF  generated by the {η(s): s = 0, 1, 2,…,k} that models the flow of information to time k. We allow the time se-

ries η(k) to be serially correlated. Let us assume that we know the first- and second-order conditional moments for the stochastic vector 
η(k) about kF :  

 η( ) / η( ),kE k i k i  F  Tη( )η ( ) ( ),/ k ijE k i k j k   F ( 0,1,2,...), ( , 1,2,..., ).k i j l   

We impose the following constraints on the decision variables: 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k  ( ) ,up nS k  min max( ), ( ) .pu k u k   (2) 

To control system (1) subject to constraints (2), at each step k we minimize the quadratic criterion with a receding horizon 

T T
1 2

1

( / ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1 / ) ( 1) ( 1/ ) / ( ),α( ), },
m

k
i

J k m k E x k i R k i x k i R k i x k i u k i k R k i u k i k x k k


               F  

where m is the prediction horizon; u(k/k),…,u(k+m-1/k) is the sequence of predictive controls under; R1(k+i)≥0, R2(k+i)≥0, and 
R(k+i)>0 are the weight matrices of corresponding dimensions. 

The model predictive control methodology was used to solve the problem. The optimal control strategies were synthesized under 
hard constraints imposed on the control variables. 
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