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Введение
В современной математике генерация и изучение свойств случайных алгебраиче-

ских объектов является одним из важных и интересных направлений. Порождение
случайных групповых уравнений рассматривалось в работах [1, 2], относительно раз-
решимости случайных уравнений в группах см. также [3]. С помощью работ [4, 5] по-
нятие уравнения можно определить для произвольной алгебраической системы функ-
ционального языка. Таким образом, можно рассматривать и изучать характеристики
уравнений над многими классами алгебраических систем, в частности над полурешёт-
ками [6].
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В данной работе исследуются вероятностные характеристики множества решений
уравнений над свободными полурешётками. Вычисляется среднее число решений слу-
чайно сгенерированного уравнения (теорема 3), а также среднее число неприводимых
компонент алгебраического множества, определённого уравнением над свободной по-
лурешёткой (теорема 4). Каждая теорема иллюстрируется примером для свободной
полурешётки ранга 2.

1. Основные определения
Полурешёткой называется полугруппа, удовлетворяющая тождествам xy = yx

(коммутативности) и xx = x (идемпотентности). В работе рассматривается свободная
полурешётка Fn ранга n с множеством свободных порождающих a1, . . . , an и с присо-
единённой единицей ε (∀x ∈ Fn (xε = εx = x)).

Произвольный неединичный элемент a из Fn допускает единственное представле-
ние в виде произведения a = ai1ai2 . . . aik , где i1 < i2 < . . . < ik, k 6 n. Число k будем
называть длиной элемента a и обозначать |a|. Длину элемента ε полагаем равной 0.

Пусть X = {x1, . . . , xm}—множество переменных; Fn-термом τ(X) будем назы-
вать одно из следующих выражений: w(X)c, w(X), c, где w(X) —произведение пере-
менных xi ∈ X; c— элемент полурешётки Fn. Уравнением над Fn называется равен-
ство двух Fn-термов: s(X) = t(X), хотя бы один из которых содержит переменные.
Элементы полурешётки Fn, входящие в запись уравнения, будем называть констан-
тами.

Решением уравнения s(X) = t(X) называется набор значений переменных xi, под-
становка которых в уравнение s(X) = t(X) обращает его в верное равенство. Уравне-
ние, имеющее хотя бы одно решение, называется совместным. Уравнение, не имеющее
решений, называется несовместным. Множество всех решений уравнения s(X) = t(X)
будем обозначать VFn(s(X) = t(X)).

Пример 1. Уравнение a1a2x1 = a3a4x2 является совместным. Одним из его реше-
ний является набор x1 = a3a4, x2 = a1a2. Уравнение a1a2x1 = a3a4 является несовмест-
ным, поскольку при любом значении переменной x1 в левой части уравнения будет
присутствовать элемент a2, который не содержится в правой части.

Все уравнения над полурешёткой Fn можно разделить на два типа:
1) уравнения, в которых переменные присутствуют только в одной части; будем

называть такие уравнения уравнениями I типа;
2) уравнения, обе части которых содержат переменные— уравнения II типа.
Заметим, что любое уравнение II типа имеет решение над Fn. В самом деле, выби-

рая каждую из переменных xk, входящих в уравнение, равной произведению констант
левой и правой частей, получим верное равенство.

В работе рассматриваются уравнения над полурешёткой Fn от одной переменной.
Множество всех таких уравнений обозначим через Eqn. Будем обозначать: Eq1

n —мно-
жество всех уравнений I типа из Eqn, Eq2

n —множество всех уравнений II типа из Eqn.
Уравнения из Eq1

n представимы либо в виде c1x = c2, c1, c2 ∈ Fn, либо в виде c3 = c4x,
c3, c4 ∈ Fn, а уравнения из Eq2

n имеют вид c5x = c6x, c5, c6 ∈ Fn. Поскольку |Fn| = 2n,
легко видеть, что |Eq1

n| = 2 · 2n · 2n = 2 · 4n, a |Eq2
n| = 2n · 2n = 4n.

Все уравнения из множества Eq2
n совместны. Найдём количество совместных в Eq1

n.
Допустим, уравнение из Eq1

n имеет вид c1x = c2. Для того чтобы такое уравнение
было совместным, необходимо, чтобы константа c1 состояла только из букв, входя-



Случайные уравнения над свободными полурешётками 7

щих в состав константы c2, и никаких других. Таким образом, количество совместных
уравнений данного вида равно

n∑
k=0

Ck
n

k∑
s=0

Cs
k = 3n.

Здесь Ck
n —количество вариантов выбрать константу c2, состоящую из k букв, а Cs

k —
количество допустимых констант c1, состоящих из s букв, входящих в состав c2. Ана-
логично рассуждая для уравнений вида c3 = c4x, получим, что количество совместных
уравнений из Eq1

n равно 2 · 3n.

2. Математическое ожидание числа решений
случайно выбранного уравнения

Так как множества Eq1
n и Eq2

n конечны, на них можно ввести равномерную ве-
роятностную меру и определить следующие случайные величины. Пусть ξ1 — случай-
ная величина, равная количеству решений случайно выбранного уравнения из Eq1

n, а
ξ2 — случайная величина, равная количеству решений случайно выбранного уравнения
из Eq2

n. Отметим, что случайные величины ξ1 и ξ2 могут принимать целые значения
от 0 до 2n.

Теорема 1. Математическое ожидание числа решений случайно выбранного
уравнения из Eq1

n равно 1:
Eξ1 = 1.

Доказательство. В Eq1
n содержится 2 · 4n уравнений, при этом только 2 · 3n из

них являются совместными. Учитывая, что все варианты выбора уравнения равнове-

роятны, получаем P[ξ1 = 0] =
2 · 4n − 2 · 3n

2 · 4n
=

4n − 3n

4n
.

Далее, предположим, что уравнение xa = b, a, b ∈ Fn, имеет хотя бы одно решение.
Это означает, что a может содержать только буквы из b. Допустим, что |b| = s, |a| = t,
где t 6 s 6 n. Любое решение такого уравнения обязано содержать все буквы из b, не
входящие в состав a, и при этом может содержать любые буквы из a. Следовательно,
количество решений такого уравнения равно 2t, т. е. однозначно определяется длиной
элемента a. Получаем, что число всех уравнений, имеющих ровно 2t решений, равно

Ct
n

n−t∑
k=0

Ck
n−t = Ct

n2n−t (здесь Ct
n —число слов длины t, т. е. число всех вариантов выбора

константы a, а
n−t∑
k=0

Ck
n−t —количество вариантов выбрать константу b, содержащую все

буквы из a). Аналогичные рассуждения верны и для уравнений вида c = xd, c, d ∈ Fn.
Таким образом, имеем

P[ξ1 = l] =


4n − 3n

4n
, если l = 0;

2 · Ci
n2n−i

2 · 4n
=
Ci
n2n−i

4n
, если l = 2i, где 0 6 i 6 n;

0 иначе.

(1)

Математическое ожидание ξ1 равно

Eξ1 = 0 · 4n − 3n

4n
+

n∑
i=0

2i
Ci
n2n−i

4n
=

2n

4n

n∑
i=0

Ci
n = 1.

Теорема доказана.
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Пример 2. Рассмотрим полурешётку F2, порождённую множеством {a1, a2}, т. е.
состоящую из элементов {ε, a1, a2, a1a2}. Выпишем все уравнения из множества Eq1

2

(табл. 1).

Та б л и ц а 1

Уравнение Количество решений
x = ε 1
xa1 = ε 0
xa2 = ε 0
xa1a2 = ε 0
x = a1 1
xa1 = a1 2
xa2 = a1 0
xa1a2 = a1 0
ε = x 1
ε = xa1 0
ε = xa2 0
ε = xa1a2 0
a1 = x 1
a1 = xa1 2
a1 = xa2 0
a1 = xa1a2 0

Уравнение Количество решений
x = a2 1
xa1 = a2 0
xa2 = a2 2
xa1a2 = a2 0
x = a1a2 1
xa1 = a1a2 2
xa2 = a1a2 2
xa1a2 = a1a2 4

a2 = x 1
a2 = xa1 0
a2 = xa2 2
a2 = xa1a2 0
a1a2 = x 1
a1a2 = xa1 2
a1a2 = xa2 2
a1a2 = xa1a2 4

Составим ряд распределения случайной величины ξ1:

ξ1 0 1 2 3 4
P 14/32 8/32 8/32 0 2/32

Математическое ожидание Eξ1 = 1 · 8/32 + 2 · 8/32 + 4 · 2/32 = 1 совпадает с резуль-
татом теоремы 1.

Теорема 2. Математическое ожидание числа решений случайно выбранного
уравнения из Eq2

n равно

Eξ2 =

(
3

2

)n
.

Доказательство. Поскольку |Eq2
n| = 4n, получаем

Eξ2 =
2n∑
t=0

tP[ξ2 = t] =
2n∑
t=0

tEq2
n(t)

4n
=

1

4n

2n∑
t=0

tEq2
n(t),

где Eq2
n(t) —количество уравнений из Eq2

n, имеющих ровно t решений.
Поскольку каждое уравнение участвует в полученной сумме ровно один раз, то

1

4n

2n∑
t=0

tEq2
n(t) =

1

4n
∑

s(x)=f(x)∈Eq2n
|VFn(s(x) = f(x))|,

где |VFn(s(x) = f(x))|—количество решений уравнения s(x) = f(x) ∈ Eq2
n.

Обозначим через rn(a) количество уравнений, удовлетворяющих точке a ∈ Fn. Из-
менив порядок суммирования, получаем

Eξ2 =
1

4n
∑

s(X)=f(X)∈Eq2n
|VFn(s(x) = f(x))| = 1

4n
∑
a∈Fn

rn(a).
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Пусть xb = xc—произвольное уравнение из Eq2
n (все уравнения этого типа совмест-

ны) и a ∈ F n — его решение. Представим константы b и c в виде b = da′, c = da′′, где
d не содержит букв из a, a′ и a′′ могут содержать только буквы из a. Предположим,
что |a| = l. Тогда a′ и a′′ —подмножества некоторого слова из l букв, d—подмноже-
ство некоторого слова из n− l букв. Количество уравнений, удовлятворяющих точке a,
равно

rn(a) =
n−l∑
i=0

Ci
n−l

l∑
j=0

Cj
l

l∑
j=0

Cj
l = 2n−l · 2l · 2l = 2n+l.

Подставляя этот результат в выражение для математического ожидания, получаем

Eξ2 =
1

4n
∑
a∈Fn

rn(a) =
1

4n

n∑
l=0

C l
n2n+l =

1

4n
· 2n

n∑
l=0

C l
n2l =

1

2n
· 3n =

(
3

2

)n
.

Теорема доказана.

Пример 3. Вновь рассмотрим полурешётку F2 и выпишем уравнения из Eq2
n

(табл. 2).

Та б л и ц а 2

Уравнение Количество решений
x = x 4
xa1 = x 2
xa2 = x 2
xa1a2 = x 1
x = xa1 2
xa1 = xa1 4
xa2 = xa1 1
xa1a2 = xa1 2

Уравнение Количество решений
x = xa2 2
xa1 = xa2 1
xa2 = xa2 4
xa1a2 = xa2 2
x = xa1a2 1
xa1 = xa1a2 2
xa2 = xa1a2 2
xa1a2 = xa1a2 4

Составим ряд распределения случайной величины ξ2:

ξ2 0 1 2 3 4
P 0 4/16 8/16 0 4/16

Видим, что математическое ожидание Eξ2 = 1 · 4/16 + 2 · 8/16 + 4 · 4/16 = 36/16 = 9/4
совпадает с результатом теоремы 2.

Теперь найдём математическое ожидание случайной величины ξ, равной количе-
ству решений случайно выбранного уравения из Eqn.

Теорема 3. Математическое ожидание числа решений случайно выбранного
уравнения из Eqn равно

Eξ =
3n + 2 · 2n

3 · 2n
.

Доказательство. Случайная величина ξ может быть представлена в виде ξ =
= ξ′ + ξ′′, где

ξ′ =

{
0, если уравнение из Eq2

n,

ξ1 иначе;
ξ′′ =

{
0, если уравнение из Eq1

n,

ξ2 иначе.
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Поскольку |Eq1
n| = 2|Eq2

n|, то Eξ′ =
1

3
· 0 +

2

3
Eξ1 =

2

3
Eξ1 и Eξ′′ =

2

3
· 0 +

1

3
Eξ2 =

1

3
Eξ2.

Используя теоремы 1 и 2, получаем

Eξ = Eξ′ + Eξ′′ =
2

3
Eξ1 +

1

3
Eξ2 =

2

3
+

1

3

(
3

2

)n
=

3n + 2 · 2n

3 · 2n
.

Теорема доказана.

Пример 4. Выпишем все уравнения от одной переменной над полурешёткой F2

(табл. 3).

Та б л и ц а 3

Уравнения Количество решений
x = ε, ε = x 1

xa1 = ε, ε = xa1 0
xa2 = ε, ε = xa2 0
xa1a2 = ε, ε = xa3 0
x = a1, a1 = x 1

xa1 = a1, a1 = xa1 2
xa2 = a1, a1 = xa2 0

xa1a2 = a1, a1 = xa1a2 0
x = a2, a2 = x 1

xa1 = a2, a2 = xa1 0
xa2 = a2, a2 = xa2 2

xa1a2 = a2, a2 = xa1a2 0
x = a1a2, a1a2 = x 1

xa1 = a1a2, a1a2 = xa1 2
xa2 = a1a2, a1a2 = xa2 2

xa1a2 = a1a2, a1a2 = xa1a2 4

Уравнение Количество решений
x = x 4
xa1 = x 2
xa2 = x 2
xa1a2 = x 1
x = xa1 2
xa1 = xa1 4
xa2 = xa1 1
xa1a2 = xa1 2
x = xa2 2
xa1 = xa2 1
xa2 = xa2 4
xa1a2 = xa2 2
x = xa1a2 1
xa1 = xa1a2 2
xa2 = xa1a2 2
xa1a2 = xa1a2 4

Составим таблицу распределения случайной величины ξ:

ξ 0 1 2 3 4
P 14/48 12/48 16/48 0 6/48

Математическое ожидание Eξ = 1 ·12/48+2 ·16/48+4 ·6/48 = 68/48 = 17/12, очевидно,
соответствует теореме 3.

3. Математическое ожидание числа неприводимых компонент множества
решений случайно выбранного уравнения

Пусть F — свободная полурешётка счётного ранга с множеством свободных порож-
дающих элементов {ai : i ∈ I} с присоединённой единицей ε. Множество Y ⊆ F
называется алгебраическим, если существует система уравнений над F с множеством
решений Y (множеством решений системы уравнений является пересечение решений
всех уравнений системы).

Непустое алгебраическое множество Y называется неприводимым, если его нельзя
представить в виде

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yn, (2)

где Yi — алгебраические множества, Yi * Yj для всех i 6= j и n > 1. Если алгебраическое
множество представимо в виде объединения (2), где множества Yi неприводимы, то
множества Yi называются неприводимыми компонентами множества Y .
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Будем рассматривать уравнения над полурешёткой F , которые в своей записи со-
держат только константы из полурешётки Fn. Например, для n = 2 будем рассматри-
вать те уравнения над F , в записи которых могут присутствовать только константы
ε, a1, a2, a1a2, т. е. элементы полурешётки F2.

Определим случайную величину ψ, равную количеству неприводимых компонент
множества решений случайно выбранного уравнения над F с константами из Fn.

Теорема 4. Математическое ожидание числа неприводимых компонент множе-
ства решений случайно выбранного уравнения над F c константами из Fn равно

Eψ = 1.

Доказательство. Рассмотрим уравнения I типа, т. е. уравнения вида xa = a′

или a′ = xa, где a, a′ ∈ Fn. Множество решений любого такого уравнения конечно,
потому что x может состоять только из букв, входящих в состав a′. Это означает,
что случайная величина ψ для любого из уравнений данного вида равна количеству
решений этого уравнения. Таким образом, для уравнений I типа ψ может принимать
следующие значения: 0, 1, 2, 4, . . . , 2k, . . . , 2n.

Теперь рассмотрим уравнения II типа. Представим их в виде xab = xa′b, где
a, a′, b ∈ Fn и a ∩ a′ = ∅. Поскольку любое решение такого уравнения имеет вид
x = aa′t, координатная полурешётка множества решений V (xab = xa′b) вкладывается
в полурешётку F ∗, порождённую множеством {a1 . . . an . . .} ∪ {t}. В таком случае, как
следует из работы [7], множество V (xab = xa′b) является неприводимым. Следователь-
но, ψ = 1 для любого уравнения II типа.

Обобщим вышесказанное. Имеем, что ψ = 0 для 2(4n−3n) несовместных уравнений
I типа. Далее, ψ = 1 для всех уравнений II типа и для уравнений I типа, имеющих
ровно одно решение, т. е. для 4n + 2C0

n2n уравнений. Наконец, по формуле (1) ψ = 2i

для 2Ci
n2n−i уравнений I типа, где i = 1, 2, . . . , n. Таким образом, получаем

Eψ = 0 · 2(4n − 3n)

3 · 4n
+ 1 · 4n + 2C0

n · 2n

3 · 4n
+

n∑
i=1

2i
2Ci

n2n−i

3 · 4n
=

1

3
+

2C0
n2n

3 · 4n
+

n∑
i=1

2i
2Ci

n2n−i

3 · 4n
=

=
1

3
+

n∑
i=0

2i
2Ci

n2n−i

3 · 4n
=

1

3
+

2

3

n∑
i=0

Ci
n · 2n

4n
=

1

3
+

2

3
·

n∑
i=0

Ci
n

2n
=

1

3
+

2

3
= 1.

Теорема доказана.
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