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Научно - Исследовательский Институт математики и механики 
при Томском государственном университете им. Куйбышева присту
пает к изданию собственного печатного органа, в котором будут 
опубликовываться как результаты исследований Р1нститута, произ
водимых его сотрудниками, таки работы, предложенные Институту 
советскими или иностранными учеными.

Помещаемые, как это видно из содержания настоящего тома, 
статьи в нашем журнале не ограничиваются какими-либо определен
ными областями чистой или прикладной математики. Однако, в 
дальнейшем, теория функций нескольких комплексных переменных, 
вопросы математической физики и теоретической механики, кото
рые в будущем должны составлять основные направления исследова
тельской деятельности нашего Института, будут больше других об
ластей математики представлены в нашем журнале. Дирекция Ин
ститута надеется, что издание нашего математического журнала 
будет способствовать как усилению уже существующего контакта 
с другими научными учреждениями СССР и заграницы, так и уста
новлению новых аналогичных связей.

Дирекция научно-исследовательского Института математики и механики.

Проф. Л. А. В и ш н е в с к и й .
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Das Forschungsinstitut Шг Mathematik und Mechanik an der Staats- 
universitat zu Tomsk (V. W. Kujbyschew-Universitat) beginnt rait der 
Herausgabe eines eigenen Publikationsorgans, das die Forschungen des 
Instituts aus der Hand seiner Mitarbeiter aufnehmen soil, aber auch 
Arbeiten, die dem Institut von anderen, nicht zu seinen Mitgliedern z3h- 
lenden, sowohl russischen, als auslandiscHen Fachgenossen vorgelegt 
werden.

Wie der Inhalt des vorfiegenden Heftes zeigt, bcstehen in unserer 
Zeitschrift keine Einschrankungen der aus der reinen und angewandten 
Mathematik vertretenen Richtungen. Es sollen jedoch kunftig zwei 
Richtungen starker betont werden, namlich die Theorie der Funktioneu 
mehrerer komplexer Veranderlicher einerseits und die Fragen der ma- 
thematischen Physik und theoretischen Mechanik andererseits, die Grund- 
richtungen in der Tatigkeit unseres Instituts bilden sollen.

Die Direktion hofft, dass die Herausgabe unserer mathematischen 
Zeitschrift der Starkung der bereits bestehenden wissenschaftlichen Ver- 
bindungen mit anderen wissenschaftlichen Einrichtungen der UdSSR 
und des Auslandes ebenso dient, wie auch der Ankniipfung neuer Bezie- 
hungen.

Die D irektion des Forschungsinstituts fur Mathematik und Mechanik.

Prof. L. A. W i s c h n j e w s k y .
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С Р А В Н И ТЕ Л Ь Н О Е  И С С ЛЕД О В А Н ИЕ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И 
А Л Ь Н Ы Х  И Р А ЗН О С ТН Ы Х  УР А В Н Е Н И Й

А. К. МИНЯТОВ (Томск)

§ 1.
Решение простейшего разностного уравнения, т. е, такого ура- 

I внения, в котором требуется по данной разности первого порядка 
I найти первообразную функцию, как известно, дается формулой 

суммирования Маклорена - Эйлера. Следует заметить, что задача 
суммирования функций может пониматься двояко. При дискретной 
постановке этой задачи приходится находить сумму конечного 
числа значений функции от аргументов, составляющих арифмети
ческую прогрессию, более же общая постановка вопроса делает 
задачу суммирования функций задачей решения функционального 

 ̂ уравнения с двумя переменными, одним из которых является 
[аргумент суммируемой функции, а вторым—интервал разностей. 

Решение этой задачи при такой общей постановке вопроса оказы
вается неопределенным благодаря присутствию произвольного 

I периодического члена, и поэтому совершенно естественно возникает 
вопрос о дополнительном определяющем условии, например, можно 
потребовать, чтобы решение было аналитическим, в известной 
области.

Несмотря на то, что формула Маклорена-Эйлера непосредственно 
I предназначается для дискретного суммирования, все же и при 
I построении аналитичекого решения она играет решающую роль, 

а при ассимптотическом решении задачи, даже в случае полного 
отказа от дискретной точки зрения, формула Маклорена - Эйлера 
полностью возрождается в форме бесконечного ряда. Следует 
думать, что всякое обобщение формулы Маклорена-Эйлера на случай 
разностных уравнений более сложного вида окажется полезным 
как в практическом, так и в теоретическом смысле слова.

В настоящей работе я даю формулу, которая при известных 
условиях, может служить, как для дискретного, так и для аналити
ческого рещения разностных уравнений и систем разностных 
уравнений. Эта формула во многих отношениях представляет ана- 
1логию с формулой Маклорена-Эйлера.
I Рассмотрим общее разностное уравнение первого порядка, 
которое запишем в виде:

у/ (X +  ш, ш) — (jc, <и) =  ш <р [х,у(х,  ш) ] ( 1 )
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А. К. Минятов

В ЭТОМ уравнении х, есть основное независимое переменное, w 
интервал разностей, у (х , ш) искомая функция аргументов х и ш и 
данная функцйя двух переменных.

Будем искать решение уравнения (1) в форме бесконечного ряда, 
расположенного по степеням ш. Пусть это разложение будер 
иметь вид;

(1)2
У {х, ш) =  (л) -f- -Г|1 ( х ) --- 1- Г|2 {х) 1.2 . ( 2)

функции т], (ж), T]2 ( jc ) ; ........................ очевидно нужно выбрать так,
чтобы, функция определяемая разложением (2), удовлетворяла 
уравнению (1). Для этой цели будем подставлять ряд (2) в ура
внение (1), пользоваться формулой Тейлора и сравнивать коэффи- 
циэнты при одинаковых степенях ш. Таким образом, мы без труда 
получим следующие формулы, могущие служить для определения 
неизвестных функций •»] (л:) ir)i (л:) ( х ) ...............................................

V W  =  ? [-«. ■»)(-«)]
1{Х) — [ X, Т] (Х) ] Т)1 (ДС) = ---- -- Т)" (х)

т)'* (х )
k\

■<ty[x, 1Г1(л:)]
k\ 1

1 (* + 1 -  vl
"Iv ^(x)

0
v! (A -f - l  — V)!

+
yi», -.V'-ZJ J  Ъ  \  Si [  ri . , \S2

+ ■?! + ■ ■ -I-  ̂I--- ' ‘ ‘
Si! Sal.. .Sk_ il \ 2!j

\ Sk - 1

S1 -|- 2Sa -)- . . .  {k — 1) s * _ 1 — k
В формулах 1 верхние значки у букв т), т), Tja . . . указывают 

на порядок производных по аргументн х, а буква у с показателем 
внизу у буквы «р указывает на порядок производной по аргументу у. 
Формула 2, вместе с формулами I дают формальное решение 
разностного уравнения (1).

Как характерное обстоятельство следует отметить, что в силу 
формул I, свободный член в разложении (2) является решением 
соответствующего дифференциального уравнения, т. е. такого диф
ференциального уравнения, которое получается из разностного 
уравнения путем замены разности, поделенной на интервал — 
предельным значением этого отношения, т. е. производной.. Это 
обстоятельство заставляет думать, что, при неограниченном прибли
жении к нулю интервала разностей, и решение разностного ура
внения будет стремиться, как к пределу, к решению соответствую
щего дифференциального уравнения. При дискретном решении 
разностного уравнения этот факт содержится в доказательстве
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 3

Коши—Липшица теоремы о существовании интегралов дифферен
циальных уравнений.

При аналитическом решении разностных уравнений этот вопрос 
о стремлении решения разностного уравнения к решению соответ
ствующего дифференциального уравнения представляется наиболее 
интересным и вместе с тем наиболее трудным. С практической 
точки зрения интересно отметить, что если из решения соответ
ствующего дифференциального уравнения функция тг](зс) определена, 
то последующие функции т„(л:) . . как показывают формулы I, 
найдутся в квадратурах.

Разложение (2), вместе с формулами I, является отправной 
точкой всех дальнейших исследований.

Покажем между прочим, каким образом, в частности из этих 
формул, получается строка Маклорена-Эйлера. Если уравнение (1) 
не содержит в правой части неизвестной функции, то это уравнение 
можно будет переписать в виде

_у(Х-1-а), Oj)—j;(x,(u) =  (ucp(A:)........................... (3)
при этой формулы I примут вид

7)(зс) =  а +  f  9 { z ) d z ............................... (4)
J  ХО

k * + ■
>  -----------------= 0 .................................(5)

v^-0
Вместо функций kiCx), Tf)i (x) . . вводим функции C(x), (x) . .

определив их формулами
' {̂х) =  -ц{х) ......................................... (6)

=   (7)
тогда формулы 4 и 5 примут вид

{̂х) =  а-\- С <f(z)dz
J  ХО

v=A г ”
_____ = 0  ■

интегрируя вторую из этих формул k-]- \ разе пределах от Хо до х, 
придем к формулам (8) и (9). При чем постоянные входящие в формулы 
определяющие функции C(x) Ci (х) . . . . должны быть выбраны 
надлежащим образом.

С(х) =  а +  Г <f{z)dz ................................. (8)
J  ХО
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А. К. Минятов

:v(x)

v =  0
v !(^ +  1 — V)!

=  0 (9)

Введем далее в рассмотрение женератриссу функций С Ci .. . . 
положив

г (х, 0)) =  С (ж) +  Cl (л) у  +Сз (х) j y .(10)

Умножая формулу (9) на <о\ суммируя по k от k — \ дооо, полу
чим после упрощений

■*0
Откуда находим

X

С*(х) =  5 а о+  j  ^{z)dz и

(ft-i)
7)* (л) — Bk<f (х)

при чем Во Bi Вг суть числа Бернулли, определяемые из разложения
в ряд по степеням ш функции

е “ — 1
Но в таком случае формула (2) примет вид

В\ , ,  1 B<i ,  / ч „ ■ Вг
_у(л;,а ,)=а+ (г)^г +  у  9(л:)и)+2Y Т" ■ . .

т. е. мы действительно приходим к формуле Маклорена-Эйлера 
только без остаточного члена.

Оставляя временно в стороне вопрос о теоретическом обоснова
нии формулы (2), обращаемся к рассмотрению некоторых примеров. 

П р и м е р  1.
Рассмотрим разностное уравнение

ч [1— 2ху(л:,и))] [1+ j /(x,(d)]
+  (.*,.) =  » ------------- -------------------  - - . ( 1 1 )

Будем искать решение этого уравнения, принимающее значение 1 
при л :=  1.

Для этого по формуле 1 вычисляем функции irj(x-) и >]i(x). Будем 
иметь

1
ч W  =  7

^1W
л : + 1 , л-1-1log

х^
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j Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений

при чем начальные условия мы выбрали такие: Tj(l) =  l tjj(1) =  0.
Вычисление дальнейших функций приводит к весьма сложным квад
ратурам.

На основании формул (2) и 1 полагаем приближенно

, . 1 X  - j-1 log х -{-1 ( 12)

Формула П2) при численно заданных х  и ш может служить для 
приближенного вычисления функции _у(л, ш) если при этом х  при
давать значение 1, 1+а>, 1 -^2 (о ..., то вычисление можно будет 
проверить пользуясь уравнением (11) как рекуррентным соотноше
нием. Приводим результаты этих вычислений.

Само собой разумеется, что при начальном значении х  формула 
(12) дает вполне точный результат, поэтому мы даем таблицу зна
чений функции, начиная с аргумента 1,01.

X
Из приближ. 

фор.
Непосредствен, 
из уравнения. X

Из прибл. 
фор.

Непосредст. из 
уравнения

1,01 0,99000 0,99000 1,07 0.93400 0,93399
1,02 0,98020 0,98020 1,08 0,92528 0,92527
1,03 0,97060 0,07059 1,09 0,91672 0,91671
1,04 0,96119 0,96117 1,10 0,90833 0,90831
1,05 0,95194 0,95193 1,11 0,90007 0,90006
1,06 0,94289 0,94288 1.12 0,89198 0,89197

П р и м е р  2. Возьмем уравнение

/ I  ч / \ тшу(х,ш)j ;  (х  -j- <1), ш) — у  (х, ш) =  ------ \ ^ (13)

В уравнении (13) а и т суть постоянные параметры. В рассмат
риваемом случае формулы для определения функций tii (х)-г)2 (х ) .. .  
будут иметь вид

7) (х) =  С (х — а)”
v =  /fe * + i - v

_  т -rift (х)
— у)! (х — л)к\

у =  0

С обозначает произвольную постоянную.
Попытаемся удовлетворить этим формулам, положив

7]t(x) =  С/га(/и — 1)........{т — k-\- \)Ak{m){x  — а ) '" -*  . . , .(14)
при чем Ak{m) есть постоянная зависящая от параметров k к т.
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А. К. Минятов

Для вычисления количеств Л* (/п), очевидно, будем иметь рекурент- 
ное соотношение

Ло(/и)= 1

, тА,{т)

v =  0
k\

• . ( 1 5 )

Введем в рассмотрение функцию 'F„ (ш), определяемую бесконеч
ным рядом

“ ■ • —  . . (16)1 (“) — Ло (/га) -)- Л] (/га) у--f- Ла ( /г а )^

помножая обе части формулы (15) на о>'‘ и суммируя по /г в пре
делах от ^ — 0 до k =  oo, получим

е “> — 1 - d/га----------¥„((о) — (В —
fltoО)

'F„(cu) ^со— 1
—  /га ‘F„, (со)

Откуда, принимая во внимание, что 'F„(0) =  1, находим
т + 1

»F„(o>) =  e-

Следовательно коэффициенты Ao(/ra)Ai(/ra)........ .. определяются
следующей общей формулой. ,

Л^ (/га) =
dui' 1

т-\-\
(17)

\ т =  о

Из формулы (17), при помощи теоремы Коши нетрудно полу
чить

ЛДу) =  0 v > 0  ................(18)

(19)

На основании формул (2) (14) и (17) формальное решение урав
нения (13) будет

со
у  {х, ш) =  Л,(///) (х — а) " <0 ’— V , V (20)

Заметим, что при т целом положительном ряд, стоящий в пра
вой части формулы (20), обрывается после конечного числа членов 
и мы в этом случае получим не формальное, а действительное ре
шение уравнения (13).
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 7

Заметим далее, что при всяком т частное решение уравнения 
(13) будет

у  (х, =

И следовательно по крайней мере для целых и положительных 
п мы будем иметь соотношение

Г X  — (21)

Г X  —

Г

I \  „- - \ - т  I т —V
А^{т){х— а) (22)

где П{х,т) есть периодическая функция с периодом ш. Прини- 
лая во внимание, что дробно рациональная функция, отличная от 
юстоянного, не может иметь периода, заключаем, что П (д:, ш) не 
>ависит от X,  и формула (22) может быть переписана в виде

Г( — - - \ - т оо т—V 
А (т){х— а) О)''

v =  0

Для определения постоянного множителя П(<и) разделим обе 
13СТИ последней формулы на (д: — а) и положим после этого х  =  а, 
тогда принимая во внимание формулы (18) и (19), получим П(о)) =  1 
I следовательно:

Г 1 - — -  +  т^
(23)

v =  0

Формула (23) выведена нами в предположении, что т есть целое 
Положительное число. Если т будет целым отрицательным числом, 
го формула (21) сохранит смысл, если только будет

ОТО)
< ‘

При этом ряд, стоящий в правой части, будет сходящимся, 
ибо при этом в левой части формулы (21) мы будем иметь дробно 
рациональную функцию аргумента ш, наименьший (по модулю) полюс 
которой есть

X— а
т
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А. К. Мииятов

При всех прочих значениях т ряд, стоящий в правой части 
формулы (21), будет несомненно расходящимся, ибо при этом выра
жение, стоящее в правой части этой формулы, имеет при ш =  0 
существенно особую точку, являющуюся предельной точкой полюсов. 
Тем не менее формула (23) сохраняет и в этом случае некоторый 
смысл, ибо ряд, стоящий в правой его части, представляет ассимп- 
тотически функцию

„ ( х  — а ,
Г —— + " 1

X — а

в чем можно было бы убедиться, воспользовавшись ассимптоти- 
ческим рядом Стирлинга для функции log Г (х).

В заключение этого примера дадим выражение некоторых из
полиномов А V (/и) Aq (т) =  1; Л, (т) — ~ { т  — 1);

A-i (гп) =  {т — 2) 1 т- т — 3
8

(от2 — т) ;

Ai (/и) =  {т — 4) —  ----------------------------

16 8 48
т-

1
32

~  т^-\- —  
48 96

Аь (т ) =  ( т  — 5)

П р и м е р  3.
Рассмотрим уравнение

у  (Х -|- to, (в) — у  (х, си) =  шу (Х, (о) .

J I  

120*  

1
48

т

Для уравнения (24) функции т) (х), r̂  ̂(х), у\2 ( х ) 
быть определяемы из формул

• (24) 

должны

‘ Y]'(x) =  r,(x) . . .

v =  ( A + l - v ) '
______________ ^ щ{х)
v! (;fe -|- 1 — V)! ~ k\

(25)

0

(26)

Подобно тому, как мы делали при выводе формулы Маклорена- 
Эйлера, введем вместо функции т) (х) t)i (х) . . . . функции С (х) 
С] (х) . . . . определив их формулами

С(х) =  г ] ( х ) ....................................... (27)

С(̂>’(х) =  7 ] ,(х ) ................................... (28)
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сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 9

Формулы (25) и (26), применительно к функциям С (х) Ci (л:) 
примут вид

v =  0

или после интегрирования

v! (/5 +  l — v)!

С'(^) =  С(л) 
'* — k  ,

^  v! (А +  1 — V)! 

v =  0

(29)

^ ...................(30)
к!

Введем в рассмотрение функцию Ч'(х, <о), определив ее формулой

W {х. ш) -
оо

V -  о

^ ( f ) ,
v!

тогда из формул (29) и (30) уже знакомым нам приемом найдем

1 d W
<0 d x

откуда найдем

Следовательно
Ч*(л:,ш) =  С е

6 “  —  1
; 1

С V (х) =  С
d'^
d<

Хш
1 (1) =  О

I [еренцируя же v раз по х  найдем

Т) V (х) =  С
d''

rfoj V
(О \v

I а) — 1 / е

Х о )

1
<0 =  0

таким образом, формальное решение уравнения (24) будет иметь вид
оо
^ U )V ) d'^

7= 0

/ \
.(32)

<0 =  0

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



10 А. К. Минятов

Нетрудно видеть, что уравнению (24) удовлетворяет следующая 
функция

X

у{х,  ш )= (1 4 - ш)
Эта функция у, (х, т), есть голоморфная функция переменного «> 

внутри круга |а ) |< ; |.
Коэффициенты разложения этой функции в ряд по степеням jco|, 

с точностью до множителя, определяются уравнением (24). Следо
вательно, будем иметь

(!+ < “) =  ТдТГ
v =  0

( г - '- т
.(33)

При чем ряд стоящий в правой части формулы (31) сходится 
внутри круга I ш |<С I-

§  2.

Формула Маклорена - Эйлера, служащая для решения простей
шего разностного уравнения, в большинстве случаев представляет 
собою расходящийся ряд. Вполне естественно ожидать, что ряды, 
рассмотренные нами в предыдущем параграфе, представляющие 
собою обобщение формулы Маклорена - Эйлера, точно так же будут 
в общем случае расходиться. Но это обстоятельство, конечно, не 
должно служить поводом к тому, чтобы отвергать эти ряды, как у 
теоретическое средство при построении аналитического решения 
разностных уравнений. Напротив, можно рассчитывать получить 
подобное решение, применяя к указанным рядам различные методы 
суммирования расходящихся рядов.

Не имея в виду решать вопрос во всей его полноте, я показываю 
в настоящей работе, каким образом можно в некоторых случаях 
получить решение рассматриваемой задачи, опираясь на метод 
Бореля для суммирования расходящихся рядов {Borel, Lefons sur les 
series divergentes).

Рассмотрим разностное уравнение
>/(x-fu),cB)—з;(л:,о)) =  о)ср [x,y(x,  со)]....................(1)

Формальное решение этого уравнения может быть представлено 
рядом;

(1)23/(x,a)) =  Y)(.x)-f--7i,(jv) ,  ̂ ^ 2̂ (А̂) + ( 2)

Функции т) (х); TTji (х); . . . . могут быть определены по фор
мулам I § 1.
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений II

Для суммирования ряда (2) по Борелю нужно будет прежде 
всего исследовать функцию

F ( o = , w + i 3 i ( f ) + _ e . i W +  . . .  .(3 )
1! 1! 2! 2!

и найти ее продолжение вдоль направления вектора <«, тогда сумма 
ряда (2), по Борелю, представится интегралом

у(л, п>) =   ̂F (ш i) di (4)
В возможности таким способом получать решения разностных 

уравнений, можно убедиться на основании следующего примера: 
Пусть дано уравнение

у ( х + ( в ,  со) — у(дг,ш ) =  -
X (5)

Формальное решение этого уравнения представится рядом
О О

у(х ,  =  V ( —

V =  1

Если ряд суммировать по Борелю, то после простых вычислений 
получим

у{х, о) =  /о ^ х +  Г —  —1— id-
 ̂ l - е Ц

Пользуясь же интегральной формулой Binet для функции 
получим окончательно

-\-l0gi

Посмотрим, каким образом метод Бореля можно применять 
в общем случае. Для этой цели введем в рассмотрение функции

С(лг) С.(х) СДх). . .

удовлетворяющие условию
Цх) =  -п(х)

и рассмотрим бесконечный ряд
'F (X,«,) =  С (л) +  С. (X) у  +  Сг (х) (6)

Может оказаться так, что несмотря на расходимость ряда (2), 
постоянные интегрирования, при определении фунцкий C(x)Ci(x).
. . , удастся подобрать так, что ряд (6) при любых комплексных
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12 А. К. Минягов

значениях х, за исключением некоторых изолированных особых 
значений, будет относительно ш иметь отличный от нуля радиус 
сходимости и, следовательно, в окрестности значения со =  О будет 
аналитической функцией комплексных переменных л: и со.

В этом случае будем называть функцию 'F (x , со) резольвентной 
разностного уравнения (1).

Такое название, как видно из дальнейшего, оправдывается тем 
обстоятельством, что знание (^нкции 'F (х, со) приводит задачу 
решения уравнений (1) к другим более простым задачам анализа. 
Допустим, что уравнение (1) действительно имеет резольвенту 
W (л:, со). Обозначим через г независящее от х  положительное число ! 
и предположим, что при любых значениях, отличных от изолиро
ванных особых значений и при любых со, удовлетворяющих нера
венству

1со|<г

ряд (6) будет сходящимся. Рассмотрим комплексный интеграл

dvF{x , t )  =  ~  Гт(А -+-;г<) —  2 n J  ' v '  ’ V ( 7)

jv l— p C r

в котором р обозначает произвольное положительное число мень
ше чем г. Предполагая в формуле (7) х  отличным от особого, мы 
будем иметь возможность, по крайней мере для достаточно малых
по модулю значений разложить функцию —:'п)— в двой-V V

tНОИ ряд по степеням количеств -- и v, который относительно вели

чины V будет равномерно сходящимся на круге | г» | =  р. Очевидно 
это разложение будет иметь вид

оо оо
г  Cu(^)(y)„ t x - V - 1

V  '  ' V '  '  v! (i!
v = 0  p .=0

Откуда почленным интегрированием найдем, принимая во вни
мание свойство функций C(a)Ci (a:) . . .

оо
( 8)

v=0

И следовательно в случае суммируемости ряда (2) в смысле 
Бореля, функция Д (а, с̂о) будет (относительно 7), допускать анали-
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 13

тическое продолжение вдоль положительной вещественной оси, и 
сумма ряда (2) представится интегралом

оо
j (̂a:,(u) =  J e   ̂F { x , t ^ ) d t ................, . . . (9)

0
В дельнейшем мы рассмотрим несколько случаев применения 

набросанной здесь схемы вычисления.
Начнем с простейшего случая, именно с задачи суммирования 

функций. Изображая для удобства записи суммируемую функцию 
как производную от данной функции ф(х), напишем разностное урав
нение, соответствующее рассматриваемому случаю в виде

(х -f  Ш, ш) —_v (л, св) =  со ср'( л : ) ........................ (10)
Из того, что было сказано в § 1 относительно этого уравнения 

слеудет, что резольвенту уравнения (10) можно взять в виде

ЧГ(х,со) =  с р ( х ) - ^ ................................(11)

Следовательно, если положить

................................02)
е^— 1

|t)|=p<2iT
то решение уравнения (10) нужно будет искать пол видом ин
теграла (9). Все исследование распадается на три части. В первой 
части нужно найти аналитическое продолжение функции F{xJ(o) 
вдоль положительной вещественной оси. Во второй части нужно 
доказать существование интеграла (9), и, наконец в третьей части» 
что функция у{х,ш), определяемая формулой (9), действительно 
удовлетворяет разностному уравнению (10). Первые две части тре
буют для своего разрешения ограничительных условий относительно 
функции ср(л:).

Предположим что c?(x) есть функция целая и при том такая, что 
существует положительное число k, для которого выполняется со
отношение _k \ x \

^ Ит ’f(x)e = 0 ................................ (13)
Iл:| -► оо

из того обстоятельства, что функция <f(x), есть целая функция, несом
ненно следует, что будет также целой функцией переменных t и х  
и функция , ,

1 / ' ? < • ' + - )
''(у , 0 = ^ - 7  /  -----d v .Чти у  е^ '~ ‘

|p | =  p<2it
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*

Для того, чтобы доказать существование интеграла (9), 
ложим, что U) удовлетворяет условию

предпо-

.........................k
.(14)

лосле чего выберем число р, так, чтобы оно удовлетворяло
неравенствам

I О) I А: р <! 2 It

Из условия (13) нахолтим

I (р (х) I <  С е k\x\

с  обозначает численную константу. Отсюда находим 

— t
т ( ^ + ^ )

V  I

И Л И  в силу условия (15)

^  г  о — t  ̂  к \ X -\----- \ ^  г  i \ о —1< С , (л-)е '■

.(15) 

• (16)

/г1(о|

I / I\е ср(хН------
V

< C ,(x )f i  а >  1

Но последнее говорит за равномерную, относительно v, сходи
мость интеграла

но в таком случае оправдывается существование интеграла (9) и 
мы можем положить

оо

1
(17)

И следовательно остается только показать, что функция (ух,ш) 
определяемая формулой (17), действительно удовлетворяет разно
стному уравнению (10). Для этого замечаем, что по свойству 
функции F{x,t)  можем написать

со v =  А —1

F (х  U), U) /)
(к )

— F(x,(of)— ^   ̂ шк(^{х) ^  ^
В.

к - 1 у 1
(v!)2 (А — у)! г .

Если же принять во внимание уравнение, определяющее числа 
Бернулли, то из последнего уравнения интегрированием найдем

j; (Х- f  О), ш) — (Х, ш) =  (О ср'(х).
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 15

Само собой разумеется, что рассмотренный нами случай решения 
уравнения (10) является весьма частным случаем. Но обобщение 
в области решения задачи суммирования не могут представить 
такого интереса, как решение разностных уравнений более слож
ного вила, ибо вопросы, связанные с суммированием функций, 
разобраны достаточно подробно, например, у Нёрлюнда (Diefferen- 
zenrechnung).

Приложение указанного нами метода к уравнениям отличным 
от уравнения типа (10) начнем с рассмотрения уравнения

V(x-[-a),(o) — у(л:,и))=---- ............................... (18),
X — а

которое уже знакомо нам из § 1. На основании формального 
решения этого уравнения, которое дано нами в предыдущем пара
графе, мы можем в качестве резольвенты взять выражение

..................  .т  — (п/ “ +  JЧ-(х,о>) =  (д: — а) е

В таком 'случае в соответствии с намеченным нами методом, мы 
прежде всего должны исследовать функцию F{x,tia), определяемую 
формулой

F{x,tm)=z-----  1 х - а - \ ----- -----------------------  —
2тгг j  \  v j  \1  — е — 'г' ' V

=  р < 2 х

(19)

V
и затем искать решение уравнения (18) в форме интеграла

t
/ гу (х ,ш )=  е F{x,<ot)dt (21)

Для устранения многозначности множителя {х — а)"' мы можем 
провести из точки а, в плоскости комплексного переменного х  
разрез и рассматривать затем главное значение функции (л: — а)™, 
которое при наличии указанного разреза будет однозначной функ
цией.

В формуле (20) будем считать число р положительным числом 
меньшим чем 2 тг, но сколь угодно близким к 2 к . Для опреде
ления функции F{x,uit) нужно прежде всего найти элемент этой 
функции, соответствующий бесконечно малому значению t.

При достаточно малых значениях t ,  внутри круга |г» |= р  под
интегральное выражение в формуле (20) будет иметь две особых

точки, именно г» =  0 и v = ------ =  я.
а — X

Сама же функция F(x,t '^)  при постоянном х и ш будет голо
морфной в окрестности значения t — 0.

Для того, чтобы получить аналитическое продолжение функции, 
предположим, что вещественная часть числа т отрицательна, но 
больше чем — 1.
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16 А. К. Минятов

Предположим сначала, что t удовлетворяет неравенству

X— а
0 ^ ^ < 2 : г

Подинтегральное выражение в формуле (20), несмотри на 
наличие двух особых точек внутри круга |г;| =  р будет при обходе 
по этому кругу возвращаться к начальному значению, но в таком 
случае, для значений, удовлетворяющих неравенству (22), функция 
F{x,(ot) может быть представлена интегралом

F (х, mt) =  —̂  f  ( х  — а — —  
J  V

u>t\m-— V 
е

V

1 — е - ®
т -\- \  dv

V

A B C D E F G H G K E D L B A

но интегралы, взятые в прямом и обратном направлении, вдоль 
отрезков А В  н G H  уничтожатся.

Если, сверх того, мы вспомним, что вещественная часть числа т 
ограничена известным образом, то можем перейти к пределу,

уменьшая до нуля радиусы кругов, окру
жающих особые точки.

Если, сверх того, мы заметим, что вы
ражение 1— - ,нри приближении v  к

V
точке В вдоль отрезка А В, остается ве
щественным положительным числом, то, 
учитывая изменения, которые претер
певает полинтегральная функция при 
обходе вокруг критических то ек, бу
дем иметь, после введения нового пе
ременного инте! рирования при посред
стве формулы

со t
Черт. 1. V =  — ----- 2

F {х, (О t) =  —
+ 1   ̂ + 1  Sin т TZ 

■к{х — а)

Г
(1- 2)

а — А'

(ot----------2
, X — а

cut \  m -)- 1-------- 2
: —  а __р

d 2 . (23)

Формула (23) дает аналитическое продолжение функции В{х,ш() 
во всю плоскость комплексного переменного t, за исключением то-

чек прямой линии, на которой вещественная часть числа бу

дет равна нулю и модуль которых более чем 2тг.
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнении 17

Вещественная часть числа х  — а, в силу сделанного нами разреза, 
не может быть равна нулю, если же мы дополнительно потребуем,
чтобы вещественная часть числа--_^была отлична от нуля, то при

помощи формулы (23) функция F(x,oit) получит аналитическое про
должение вдоль всей бесконечной, положительной вещественной 
оси переменного t.

Для того, чтобы выяснить условия существования интеграла (21), 
рассмотрим отдельно два случая;

Случай 1). Вещественная часть числа X — а отрицательна. В этом

случае, при неограниченном возрастании t, Р{х,Ы) остается конеч
ным и следовательнв, не подлежит сомнению факт существования 
несобственного интеграла

оо

I е~‘ F (x,wt) dt (24)
“ ^ ^

Случай 2). Вещественная часть числа '— — положительна. Обо

значая это поюжительное число буквою о, легко получим для 
сколь угодно малого е>-0

 ̂m +  1 g

1) m -f-1
/?(m) + I (e-t-«̂ m>) + 3,

<  С г e

при чем С есть постоянная, независящая ни от /, и ни от z, но в 
таком случае, если число а удовлетворит неравенству

то существование несобственного интеграла (24) будет очевидно.
Таким образом, окончательно мы приходйм к следующему 

выводу.
^  соЕсли вещественная часть числа ^ есть отличное от нуля, по

ложительное, или отрицательное число, удовлетворяющее не
равенству

а вещественная часть числа т лежит внутри между— 1 и О, то 
бесконечный ряд

оо

( т ) ( ; с - а ) ' " ' • V  VШ  I
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18 А. К. Минятов

представляющий формальное решение уравнения (18), будет сумми
руемым в смысле Бореля, и, его сумма будет

У {х, <о) — ■
т 4- 1Sinm

IT (д: —  а)
^  J  e-^f^ + 'dt j

e - ^ z( l — z ) ”
(at dz

о + ‘ (25).

При этом следует заметить, что так как переменное в про-X — а
цессе своего изменения не может пересекать »нимой оси, то в двух
различных случаях, соответствующих двум различным знакам веще
ственной части числа-— ^ у(х, ш), может представить две анали

тически различные вещи.

Из теорем относительно рядов, суммируемых по Борелю, следует, 
что функция v(.^,‘“)|Дзваемая формулой (25), является решением урав
нения (18). Остается только выяснить, какое именно решение мы 
получим.

Для этой цели заметим, что, в силу того, что функция v{x,(a), 
определяемая формулой (25), удовлетворяет уравнению (18), мы мо
жем написать

. ( х — а)(х — n-j-u)). .• . . {х — а-^п(а)  . . - . , .

Но из формулы (25), при высказанных нами условиях, не трудно 
получить соотношение

й -*• 00
Н т  m  J  ц , _  J

но в таком случае, основываясь на бесконечном проиэведеиии 
Гаусса для функции Г (дс), будем иметь окончательно

у(Х ,ш ) =  (

( ' ■ ? )
И, следовательно, окончательно мы можем сказать, что в фор

муле (3 § 1) ряд, стоящий в правой части, сходится в смысле
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 19

Бореля и представляет функцию, стоящую в левой части втой 
формулы, и, кроме того, мы приходим еще к формуле

'1 ? - )

оо
ш Sin т т.
г.(х — а)

(1 — z)"'e

ш t
X — а

§ 3.

Т Т  d z

В этом параграфе мы займемся применением намеченного нами 
метода к системам линейных разностных уравнений.

Рассмотрим такую систему разностных уравнений;
П

си) =  а ) ^ ^  Я^(л:)_у^(л:,и))-{-и)ср, (А:) . .(1)

i = h 2 ,  3, п:
Будем искать неизвестные функции Ух(х ,и>\ ................у  (х,ш)

в форме бесконечных рядов, расположенных по степеням аргу
мента ш. Положим

- \ Г Ч |  у .  О) . (1)2
у,(л:,и)) =  1Г1,о(д;) +  т]п(д:) у Т ] / 2  (л:) у —  . . . . ( 2).

Тогда приемом, аналогичным тому, которым мы пользовались 
в § 1, найдем следующие дифференциальные уравнения, для опре
деления неизвестных функций

Я

W  =  ^^P^(jc)7i,o(A:)-f-cp,(jc); 1 = 1 ,2 , . . п  . .(3)
S  *= I

i =  1,2,3, . . . . п 
^ =  1,2, 3...............

для того, чтобы задача была определенной, предположим, что мы 
ищем такое решение системы (1), которое удовлетворяет началь
ному условию
при Jf =  Xg

у,{х, <»)=yi
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20 А. К. Минятов
—f---------------

функции Pviji(x) и tpv(x) будем предполагать голоморфными в окре
стности значения.

X  —  X q .

Очевидно, мы не нарушим общности нашей задачи, если положим 
Хо =  0 з;До) =  0, ибо к этому случаю всегда можно придти путем 
надлежащей замены переменных.

Обозначим через Р  (х) "функцию голоморфную в окрестности 
значения X f= o  и принтом такую, что коэффициенты разложения 
ее в ряд по степеням л: будут больше абсолютных значений, со
ответствующих коэффициентов разложениий функций  ̂(л:); [х, v

=  1,2,3 . . .я .
Другими словами функция Р(х) будет усиливающей по отноше

нию ко всем функциям Р (х).V р

Точно так же через Ф(х) обозначим функцию, усиливающую по 
отношению ко всем функциям 'fv(-'c)- После этого рассмотрим си
стему функций, определенных следующими дифференциальными 
уравнениями:

X'/о ('■«): ■ .Р (Х ) '^К 0 (Х )  +  Ф(ХЦ: 

S =  1

1. 2. (5).

п
Х'„ =  Р ( х ) ^  Xsk{x ) -  

S = 1

1
k — \

________
V

v =  0

(k + i ->)
(6).

Начальные значения функций мы зададим так (0) =  0 
и те же начальные значения сохраним и за функциями Х^^(л:). При 
таких условиях, очевидно, функции будут усиливающими по
отношению к функциям Кроме того, уравнения (5) и (6) по
казывают, что функции, отличающиеся только первыми значками, 
тождественны между собой. В таком случае положим для сокра
щения

X ik —  Х2А, = ............................=  X fih =  Lk (_х).

Для определения функций Lo{x) Li(x)  будем иметь уравнения: 

Lq' (х) =  п Р  (х) и  (л) - f  Ф (х)

L,'{x) 1
k — l

:Я Р (х ) / .* (х )+ - ф ^  V
(А +  I -  V)

(х),
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Сравнительное исследование дифференциальных и разностных уравнений 21

которые могут быть также переписаны в виде

J ' " ‘ - n j ^ P { z ) d z

V  ( k 4 - l \2 j  [ " 1 ; ^ l L ^ i x ) d x

Ф(z)dx  . . . .  

Л — 1

n j  Ф(z)dz p — n i P{z)dz

v = 0 . ( 8) .

Пусть R  будет такое положительное число, что внутри и на 
границе круга функции Р{х)  и Ф (л") будут голоморфны.

Предположим, что р есть вещественное число, удовлетворяющее 
неравенству

0 < Р < / ? ,

тогда из формул (7) и (8) найдем
L o ( p ) < M f / P { z ) d z

у =  0

Будем рассматривать кроме функций Lo(x), Li (х), . . . функции 
Го(х), Ti (л:), определив их при посредстве формул:

П(*)(д:) =  Г*(а:) и Г*М(0) =  0 s < k .
Для этих последних функций будут, очевидно, удовлетворены 

неравенства;

Г  (* ) ( р ) < Л 1

или после интегрирования:

1
/г’+ 1

k - l

S
vzrO 
k 1 ^

/ г +  1
rvW (p),

v - 0

последняя формула показывает, что
^ ( рХ Г л Ср),

где функции I ’# (jc) I’l (jc), . . . определяются уравнениями:
l \ ( x ) ^ M s \ ф ( z ) d Z

1

г . м  =  л < ^ ] ^

v _ 0
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22 . А. К. Минятов

Из последних уравнений не трудно усмотреть, что функция 
Г* (л) есть коэффициэнт при ш® в выражении;

к\
_ уИ О) /о Ф (г)

(О — М {е “— 1 — ш)
Но функция F(x,uit) голоморфна в окрестности значения и> =  0 

и, следовательно, при достаточон малом о» будет сходящийся ряд

Го(х) +  - ^  1 \ { х ) +  . .

Введем, наконец, функции 1ю(х) Сл(х) . . , определив их фор
мулами:

Тогда, на основании всего предыдущего, не трудно убедиться, 
что при достаточно малом со будут сходящимися ряды:

Ч',(х.со) =  С,о(х)+ 1 ,2 ,3 . . .

Но в таком случае рещение системы (1) можно будет искать 
под видом: оо

у, (л:, со) =  у  е - ‘ Fi {х, (at) dt,

при чем элемент функции Fi{x,t) определяется формулой;

Fiix,t) =  ^  f  W , ( x +  - L ; v ) ^
2iti J  V V

v\ — p
Заметим, что в случае, когда коэффициэнты системы (1) много

члены, то для определенна резольвент со) не трудно составить 
систему линейных уравнений в частных производных.

Vergleichende Untersuchung von Differential—und Differenzen-
gleichungen

Von A. K. MinIJatow.

Die Arbeit ist ein Versuch, die Mac-Laurin - Eulersche Summen- 
formel zu verallgemeinern und auf den Fall der Differenzenglelchungen 
erster Ordnung zu iibertragen; desgleichen auf den Fall eines Systems 
linearer Differenzengleichungen.

Zur Summation der sich ergebenden Relhen wird die Borelsche 
Siimmierungsmethode verwandt.
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/

О С О Б О Е Л И Н Е Й Н О Е  И Н ТЕ ГР А Л Ь Н О Е  УР А В Н ЕН И Е  
ТИ П А  V O L TE R R A

А. А. ТЕМЛЯКОВ (Томск)
•

Целью данной работы является рассмотрение линейного особого 
интегрального уравнения типа Volterra, т. е., когда, или ядро не 
удовлетворяет у с л о в и ю (^,3/)]̂  где а < х < Ь  и Ж некото
рая постоянная, или Область интеграции бесконечна. Особенностью 
соответствующего однородного уравнения бу^гетявляться то, что оно 
имеет собственные решения с непрерывным спектором. Существо
вание решения будет доказано эффективным способом его получения. 
В конце работы будет указана связь рассматриваемого интеграль
ного уравнения с обыкновенными дифференциальными ур-ями. Тип 
особого интегрального ур-ния, который подлежит рассмотрению, 
следующий;

rf(x) =  k j  Ф j J  (5) ds + / ( х )

где / ( х )  и ф | ^ |  — функции заданные, — параметр и искомая функ

ция — ср (лг).

Заметим, что ядро Л'(д:,з;) =  Ф, | '^ |^  +  Ф2 |^ |^приводится «пре

дыдущему виду. Пусть фунции Ф (г) и /  (л:) таковы, что ) Ф(г)г~* dz,
" о

существует и / ( х )  голоморфная в окрестности точки о, за 
исключением разве последней, которая может быть полюсом по
рядка < /С. Тогда докажем следующую теорему;

1. У р а в н е н и е  ?(х) =  xj^ (5)rf5-|-/(x)
о

и м е е т  ч а с т н о е  р е ш е н и е  в и д а :
оо

если

aiX___________
|1 — Х/"Ф (г) z ‘~^dz

i =  — 7Я *

1 (1= ■ т. 0, 1,
/> (г )г '-> й !г

г д е  а/, — к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  f  {х) и m < k .

. )
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Пусть f{x)  допускает точку нуль полюсом порядка гп-^к, т. е.
оо

f ( . x ) =  V

оо

Будем искать решение в виде » ( х ) =  ^  Л; х'. Предположив, что
• tn

оо •

ряд ^  AiX‘ сходится равномерно и заметив, что
1 =  0

положив s = x . z ,  мы можем равенство
оо 00 со

у  =  V  Л ,з < ^ /5 +  2 " ' ^ '

i =  — т

представить в следующей форме:
оо оо CV)

/ =  — m
Значит;

i =  — т

^  Л ,л :' =  Х V  J  У  й/Л‘'.

/ =  — m «

/
‘ /  1
Ф (г) Z dz-\-ai

Л ,= ai

Следовательно:

если

\ — ^Г ,Ф (г )г ‘  ̂d z '

оо
, . V  OiX‘
^  х Г 'ф ( г ) г '“ > ^ г ’

i =  — т

ОО

й/ л:'

; = о
XJ‘ ф (г )2 '- ^ r f г

равномерно сходится.
Пусть Ф (г) г  iJ’ М в отрезке (0,1) и число N  так велико, что

Т < ‘-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Особое линейное интегральное уравнение типа Vollerr* 2S

Тогда для n ' ^ N  
I оо

2 г
aix‘

-^/,‘ Ф dz

ОО

оо
< 1 \а,х*\

1 —  ̂/ '  Ф (z)z‘-  ^dz
/ = Л + р, 4-1

<

оо \а J c ' +  l* +  4\a tx ‘ \ ______^  у  ___ <

: ‘ - ^ z  ^ 1  — U |/*iM /: Ф И 1 ^ '
н 4- p-4" 1 

ОО

i ^n

ОО

<  '9  — L _ <  у

\S\\Ф{z)\z^ + \f■dz'

î + p + l
\ \ \ M

i^n
i +  1

i = n 1 \ \ \ M

M
oo

=  Л< V | a ,  + ̂ + ,y + l*  + 4 < ! ,
i = n

если
oo

V \a

T . e. ряд

^  I" <■ +  p +  1 
i-=n

oo

\ M

aix‘
 ̂ro<P(z)z‘- ' d z

/:в0
СХОДИТСЯ равномерно в  круге сходимости

оо

Пусть теперь,
/ *  о

fo<t>(z)z'‘- ' d z  
о теорему:

?  (^ ) =  >' / о  ф ( ^ j  I  ? (s)ds + / ( х )

Тогда докажем следующую теорему: 
II. У р а в н е н и е

е е т ч а с т н о е  р е ш е н и е  в и д а
о о '

Oi х ‘. у _______ ___________ ________ g„x"/n*x______
T W — 2d I — \ j l< p {z ) z ‘- 4 z  \flФ(^z)z'^-Чn^^zdz

ics — m
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со оо

еслиХ==— — , где \  есть V  без члена « “• степени
/о Ф (г) г” ~ 4 z  L i  jL

i — —  m i — — m

относительно x  к k = \ , 2 ,  . . .
Положим «Р(л:) =  (pi (x )-f  cp2 (x) и будем искать решения двух 

уравнений;
. оо

1* 1W  =:-Г-(т (p,(s)^^s + aiX‘ и

=  J  cp2(s)rf5 4 -a„x ''.
О

На основании первой теоремы, первое уравнение имеет решение

?1 W  =

оо
Д/ X'

1 _ Х / ‘ Ф{г) г ‘ - Ы г
i  =  —  m  V

Второе же уравнение преобразуем с помощью подстановки
?2 (•«) =  х« (> (х ).

х« 'j( (х) =  X /•'д Ф j  — 5" ш (s) ds -j- an X", или

х'‘ ’К(л:) =  Хх /ц‘Ф (г )г ''- ‘ (! (̂х./')й?/- +  аяХ'', или

(}((х) =  Х/о‘Ф (л)г"~ ''^{x.r)dr-\-a„.

Я утверждаю, что оно допускает решение вида '|((х) =  с./лх 
если

/о' Ф (г) г " ~ ' Inr dr О.

Действительно: С.1пх =  \  < 1пх Ф(r)r'^-^ dr-{- 

. + Х С /д 'Ф (г )r " - ‘ /«/-rfr-}-rt", илиft
С./л X =  C./rtx-f-X С /ц‘ Ф (r)r'’-  ‘ /rtrfifr-р  д„ ,

а„т. е. С =  -

и, следовательно, (в (л:) z= — 

и искомая функция ср2 (х) =

X / '  Ф (г) г" ■■ ‘ 1пг dr 

a^lnx
X /^Ф (г) г" -   ̂ In г dr 

а„ X" In X
X/' Ф(г)г"~ ‘ /nrdr
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Если //i'>dr =  0 , t =  1, 2, . . . , к — 1. а
, ,  S , ,  и , ,  г. / ч апХ''1п’’х./ Ф(л)г" - '  In'^rdr фО.  то 'fo W  =  —

X Ф (г) г" “  * /л* г i/r

5" -  ‘ /л * S rfs-j-й„ л", илиДействительно, С х" /п'' х  — С J '  Ф^

СX" 1п’‘X =  IСX" f '  <t>{r)r"-4n'^(x.r)dr-\~a'‘x„, или 

С х ’'1п'‘х  — 'кСх"/ 'Ф{г)г"-Ч1п'’х-\-к1п'‘- ^ х 1 п г - \ - .  . .

. . . + ^ / л л : / л * - 'r- |-/rt*r] ^л +  а^лг", или 
Сд:“ /л*л:=:Сл'’/л*л: +  ХСл:''/’Ф (г)г"-'/л* /-^г4-аяЛ ", т. е.

С = -
/' Ф (г) л" -  Чп'^ г dr

, а следовательно фг(-^)= —

а„ X"  1п'‘ X
X f'^<t>{r)r"-4n"rdr

Чтобы получить о ^ е е  решение предложенного уравнения, 
нужно присоединить к найденному решению, решения однородного 
уравнения, соответствующие значению X. К этому вопросу мы 
сейчас и перейдем.

Итак рассмотрим однородное уравнение.

Назовем уравнение относительно г : \ —X/ ' Ф ’ ^г =  0
характеристическим уравнением.

. Относительно однородного интегрального уравнения можно- 
высказать следующую теорему:

III. Ес ли  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е е т  
п р о с т ы е  к о р н и  r =  Ti, Гг, . . . . , Г а ,  т о  о д н о р о д н о е  
и н т е г р а л ь н о е  у р а в н е н и е  и м е е т  р е ше н и е :

Ф (^ — «р (s) ̂ 5.
о \ х  j S

' i{x) =  ^ C t x ' ' ‘>
Г= 1

г д е  Cl— п р о и з в о л ь н ы е  п о с т о я н н ы е ;  е с л и  х а р а к т е »  
р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е е т  к о р н и  г = Г 1 ,Гг, .  . .г „ , 
с о о т в е т с т в е н н о  к р а т н о с т е й  a i , a j , . то о д н о р о д -П
н о е  у р а в н е н и е  и м е е т  ре ш е н ие ф(л:) =  ^  i(^

/=  1
гд е  Pcti— 1 (/лл) — п о л и н о м  с т е п е н и  а/— 1 о т н о с и т е л ь н о -  
1пх с п р о и з в о л ь н ы м и  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н 
т а ми .
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Действительно, пусть <̂ (х) =  С . х'.

Тогда ex'" J  Ф^ —j — или 1 — X |’̂ Ф(г:)г'’-> d z =  0.

И,если последнее уравнение допускает простые корни Г2 , -  
 ̂ г„, то следовательно, частные решения будутвида ср, (х) =  С /. л'''

Л

и более общее <f(x) — ^ C i . x ' ' ‘. Если же корни будут кратные,
1

именно соответственно кратности о,, а,, . . . а„, то по методу 
d’Alembert’a рассматривая, например, г  ̂— г̂  в пределе

/ш  х'̂  ̂— х'> , , ,---------- =  а:'̂ 'ш л также будет частным решением уравнения.Гг^г^ г, — Гу
Следовательно, по методу d’Alembert’a, если л,, — корень крат

ности а , , то решение уравнения, соответствующее этому корню, 
вудет:

а , —  1

tp (х) =  х'^ ^  с,- /и' л: =  х'"* Р  о, _ 1 {In х ) . 
i =  0

И так, на основании трех теорем, уравнение

(р(х) =  Х Г ф (s)rfs4 -/(x )
J о \ х /  S

«меет более общее решение:

о о

Т
a ix ‘ а„ x ’' /п'’х

i =  - т
^  Л ф {г) г‘~Ы г  X j"] Ф (г) Z" “  ’ /«* Z dz

т

+  2  х ’’’ P*i _ I .

где наивысшая степень ai =  k.
В последней теореме предполагалось, что характеристическое 

уравнение, для заданного X, допускает конечное число решений 
относительно г. Это будет иметь место, например, для целей 
рациональной функции Ф (л), Ф (г) =  г*Pfi(/и г), гдеР[А(/лг) полином 
относительно Inz  с постоянными коэффициентами степени 
{А и т. д. В общем же случае, характеристическое уравнение 
1— }^f'^Ф{z)z'~^dz =  0 может допускать и бесконечное число 
решений относительно г. Пусть гу, r-i, . . . — простые нули харак- 
теристическо1;̂ о уравнения, расположенные в порядке возрастания 
их действительной части R{n) и Р  (г/)>  О, за исключением конечного 
числа. Так как каждому Г/, соответствует частное решение вида
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Особое линейное интегральное уравнение типа Volterra 29

Cl х''‘, где Cl — произвольное постоянное, то можно распорядиться
оо

произволом Cl так, чтобы ряд сходился. Тогда ряд
о о  *
^ С ( х ‘ будет абсолютно сходящимся в круге сходимости первого

ряда | л : | < ^ р  и, как степенной ряд, равномерно сходящимся в круге 
| x | S p i < p .  Итак можно высказать следующую теорему:

IV. Е с л и  1— X/ ' Ф (г)г'"" ‘ ^г =  0 и м е е т  б е с к о н е ч н о е
о

ч и с л о  н у л е й ,  из  к о т о р ы х  к о н е ч н о е  ч и с л о  — к р а т н ы е  
или в с е  п р о с т ы е ,  то  у р а в н е н и е :

ср(л) =  Х Г Ф \  — tp(s)c?x и м е е т  р е ш е н и е ;
J o  \ x j  S

оо оо
.(х ) =  С 2  C ix '4 -  Ра.^ ф х ) ,  где \ C i \ < - f ^ ,  g < \ ^р Л ('"О

/(«)

Рассмотрим теперь более общий вид однородного интегрального 
уравнения типа Volterra.

Г/(^)
- т .

где f{ x )  — (x — a)'"i({x)
/га^О и целое число,'{< (х) — голоморфная функция в области точки 
а и <]<(а) /■0;Ф(г) удовлетворяет также условию / ‘̂Ф (г) r~*dr  
существует, когда ^> -0 . Относительно этого обобщенного урав
нения можно высказать теорему аналогичную третьей:

Если характеристическое уравнение 1— X /^Ф (г)г'’~^г/2  =  0 
имеет простые нули; г, ,гз............... г„, то уравнение имеет решение

П
? ( х ) =  ^ С , Р ( х ) ,  где С/— произвольные постоянные; если характе- 

< = 1
ристическое уравнение имеет нули: п , rj, . . . , г„, соответственно 
кратностей: «ь «2) ......................«я, то уравнение имеет решение:

П
?(х) — 2 / ' W  • — 1 ({n/W ). где Я«Г— 1 {Inf(x))

I I
полином степени а,-— 1 относительно In f{x )  с произвольными 
постоянными коэффициентами.

Действительно, пусть ср(х) =  С . f { x ) ;

тогда С . /■' (х) =  X С j "  Ф [
1/ {х)

f M
Jis)

/ ‘'(s) ds, или

/'■(jf) =  X/■'■(x) / ‘Ф(г)г'’“ 'г/г, т. е. 1 — х/^Ф [(г)г''~ ‘ г/г =  0 .
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Так как последнее уравнение допускает корни в первом случае 
простые: г,,Гг, . . Гя.то частные решения будут вида (х) =  G /о (jc) 
и, следовательно, более общее решение будет;

ср(х) =  2  Ci/ H x ).
1 = 1

Если же корни, соответственно кратности; aj, ^2» • - . «л» то поп
методу d’Alembert’a решение будет tp(x) =

/  =  I  ̂ ,
Как не трудно убедиться, для обобщенного уравнения сохра- 

яяет силу и теорема IV, так как f{x) в окрестности точка а — го
ломорфна и, следовательно, ограничена.

Укажем теперь связь интегральных уравнений разнообразного 
вида с обыкновенными дифференциальными уравнениями.

<■= 1
Пусть — целая рациональная функция: Ф ~ ’ 

где A i— постоянные. Тогда уравнение;

ср(х)  =  Х J
принимает вид л:"ср(д:) =  Х

Р 'Г .
• Л — IS ‘ ~ ‘ Ф (s) ds.

Будем последовательно дифференцировать это уравнение:
П

•*" т' (•«) +  (« —  ̂ ^  X" - ‘ ср (л:) =

П —» 1
=  X 2  A , { n - i )

/= 1

п  —  I  — I  - 1 ср (5 )  ds.

Не трудно видеть, что после л-кратного дифференцирования мы 
придем к дифференциальному уравнению л-го порядка типа Эйлера. 
Следовательно, решения интегрального уравнения есть решения 
уравнения Эйлера.

Положим в обобщенном уравнении f ( x )  — e’̂. Так как нижний 
предел для интеграла есть то значение аргумента, при котором 
f (x )  обращается в нуль, то в данном случае нужно его взять за — сс.

Итак «р W  =   ̂ / —оо Ф (^ “ ■*)?(*) Согласно общей теории, это

уравнение допускает решения или ^
<=> 1

п хCiC , или g V a r - 1  (Х),

1-\
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если характеристическое уравнение допускает, или простые корни, 
или кратные, — в конечном числе. Если за взять, ыапр.,П
целую рациональную функцию Ф (е^~-')=  ^  ^  днффе-

I - 1
ренцировать, то получим: П

9 (л:) =  л ^  Л/ф, (.х:)

' f ' (а:) — Acp(x) ^ Л ,  =  — X ^
rf—1

п п Я

у - ( х ) _ х (  2 '  W  +  ( у  Л 1 j<p(Ac) =  X 2  Лп^ф^{х),
<— I

где ф /(л )=  f  ef^-*J‘<f(s)ds.
J  сс

Так как определитель системы 1-х л уравнений

Ai А 2 * • 1 1 . . . 1
Л, Лг2 . . Л„.л 1 2  . . . V
Л, Лг2‘ . . Л„л2 =  Л, Л, . . .Ап 1 2  -̂ . . . «

Л, Л 2 2 " -‘ . . . Лл л" “  1 1 2"->  . . . Л » - ‘

отличен от нуля, как определитель Вандермонда, то определи» 
Фi(x) из первых /I уравнений и подставив в л-ую производну» 
первоначального уравнения, получим с точностью до знака:

ФД^) =

1 1 

1 2

1 . . . 1

<p'(x) cp(jc) i- Л,, * . . я 
1

1 2"
— 1 ^ ( п  -  I)

ПЯ  — J

1 1 . . . 1
1 2  . . . fit

Ai 1 Р  . . . п

- 1 2» - ' , .  . . л"~*

уравнение л-го порядка с постоянными коэффициентами. Итак,
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если 1 — y. j^^k{z)z'’~^dr — 0 {k (г) =  Ф (г)) допускает конечное
число корней, то решение уравнения ^(х) =  х / ^  w(s) d s ,
есть решения линейного дифференциального уравнения л-го 
порядка с постоянными коэффициентами.

Заметим, что рассмотренное интегральное уравнение есть
частный вид ур-ния «р(л:) — х)ф

Рассмотрим еще пример;
2 '+*  /'(5 )f'AA,j,{z)ds

f{s)  H

Аналогичным просчетом, как в последнем примере, придем к

/ / м у  ш  ш щ
\ П х ) }  f { x )  Ц / ( х ) /

-f л ср' {х)-\-В(й (jc) =  о, или

{X) ф' (X) - f  / ^ ( х )  [F {X) 4 -  А] ф'  (X) +  5  ф (X) =  О .

В зависимости от вида Ф(г) и f(x)  мы видим, что особое

интегральное уравнение ф(х) =  Х J Ф [-77^ ] ® (•«) при-
i n x ) } f { s )

водит и к особым линейным дифференциальным уравнениям.
которые в окрестности точки а допускают правильные интегралы.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Особое линейное интегральное уравнение типа Volterra 33

Ldsung der singularen Integralgleichungen vom Volterraschen Typus.
Von A. A. Tem liakow (Tomsk)

In vorliegen'der Arbeit wird eine Volterrasche singulare Integral- 
gleichung untersucht, von der Form

cs (a) =  X

WO die gegebenen Funktioneii Ф |- - ju n d  f{x) folgenden Bedingungen

Ф (z) —  existiert filr й >- 0; —f{x)  ist in 
zk

0
der Umgebung des Nullpunktes holomorph utid nur in diesem Punkte 
kann sie einen Pol von der Ordnung< k haben. Gesucht wird die 
Funktion

Die beiden ersten Theoreme beweisen fur jeden Parameterwert X 
die Existenz einer partikularen Ldsung dieser Gleichung unter Angabe 
der Form dieser Ldsung. Die zwei folgenden Satze stellen das Vorhan- 
densein einer Ldsung der homogenen Gleichung fest, sofern uber 
die Wurzeln г der Gleichung 1— к j ’ Ф{z)z^-^  dz =  0 gewisse An- 
nahmen gemacht werden Weiterhin werden diese Resultate verallgemei- 
nert auf Gleichungen von der Form

* (x) =  X Г  ф(  ^  f  (s) ds,
a

wof(x) =  (x — a)'"<!f(x), m > 0 n d  ganz, '}(x) holomorph im Punukte 
a und seiner Umgebung ist.

Am Schluss der Arbeit wird auf den Zusammenhang dieser Integral
gleichungen mit den gewd|inlichen Differentialgleichungen hingewiesen. 
Es wird festgestellt, dass die Eulerschen Gleichungen und die linearen 
homogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten spezielle Falle 
Sind, entsprechend den Gleichungen

cp(x):
/ ■

Ф -  Ф (5 )^5+ Д а)

und
Ф (л:) =  XJ '* /C(5 — x) Э (s) ds .
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к  ПРО БЛЕМ Е ГО Л Ь Д Б А Х А

Н. П. РОМАНОВ (Томск)

В своей замечательной работе „Об аддитивных свойствах чисел^ 
(Новочеркасск 1930 г.) Шнирельман впервые доказал, что каждое 
целое число может быть разложено на сумму ограниченного числа 
простых слагаемых, при чем в качестве верхней границы для числа 
простых чисел, необходимых для представления всех достаточно 
больших чисел, он получил число 100000. В настоящей работе до
казывается, что путем некоторого видоизменения рассуждений Шни- 
рельмана, эта граница может быть уменьшена примерно в 100 раз. 
Результат Шнирельмана основан на двух его леммах.

Л е м м а  I: число v(x) чисел, разложимых на сумму двух простых 
слагаемых и не превосходящих х  для достаточно больших х, удо
влетворяет неравенству v ( x ) ^ a x ,  где а есть положительная абсо
лютная константа. Или по терминологии Шнирельмана, последова
тельность чисел, разложимых на сумму двух простых слагаемых, есть 
последовательность плотности не меньшей а.

Л е м м а  И: Если последовательность л ь «2 .. есть последователь
ность положительной плотности > - а > 0, то тогда каждое доста
точно большое число, с точностью до ограниченного слагаемого,
может быть разложено на сумму не больше чем 2 слагаемых'

из последовательности «ь ...............  I
Комбинируя эти две леммы мы получаем предложение: каждое1| 

достаточно большое число может быть, с точностью до ограничен-;
ного слагаемого, разложено на сумму не больше чем 2

1 1
а простых

чисел. Следуя Шнирельману, получим а = 1
200000

следовательно

для указаний верхней границы для числа необходимых простых сла- 
'  ̂ = 400000. Легко показать, однако, что в качествегаемых 2

1а можно ВЗЯТЬ и получить, таким образом, для указанной верх-

ней границы 2 1104. Рассмотрим произвольную целочислен

ную последовательность Пи пг
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Обозначим через А{и,х),  се («, л:) число решений соответственно 
^.равнений:

fli — r i j ^  и { п , ^ Х ,  tli-^x)  и ni-\-ni — U (rii^X, f l i ^  х).
^\eждy определенными таким образом величинами существует со
отношение:

х)- =  Л { 0 ,х у - \ г2 ' ^ А { и ,  х) ( 1 )
0 =  1 И =  1

или, если мы обозначим через Р(х)  число л,- не превосходящих л*

Ч ^ { и , х у  =  Р { х У - \ - 2 ^ А { и , х у ........................(1 а).
0=1 0=1

Для доказательства тождества (1) рассмотрим уравнение: 
л,- +  flj — rik — Пе =  0 {tli ^ х ,  П /^Х ,  П к ^ х ,  п ^ х )  . . . (2 )

и сосчитаем двумя различными способами число его решений. Это 
уравнение может быть записано в виде л,--j-л /=  л * Л е  (л/<!х; 
Лу <  л:; л* <  л, Ле <л:)

и заменена система уравнений Л1-|-Лу =  н, Пк-\-Пе — п
(л ,< л , Лj<;A:, л*<л:; л«<л:) н =  1 ,2 ,3 ,................2л:.

Отсюда следует, что число решений уравнений
2х

(2) равно; 2  <?(«.■«)%
Й =  I

т. е. левой части тождества (1). С другой стороны, уравнение (2) 
может быть представлено в виде ги — Пк~ Пе — п,-
r i i ^ x ;  n i ^ X )  Пк-^х; n j ^ x  и заменено системой Л/ — Пк — и;

Пе — nj =  U
(л,-< л:. Л) < Л, П к ^ х ,  Л г < л ;  и =  — л, — (л — 1 ) . . . — 1 , 0, 1 , 2 , 3. .  .л- 

Поэтому, число решений уравнения (2) равно
Т X

^ ^ А { и ,х У  =  А{<д^хУ-\-2^^А{и,хУ, т. е. равно левой части то-
« = 1 Ц = 1
ждества ( 1 ), которое, таким образом, доказано: обозначим «̂ ерез 
у(2л) число чисел интервала (О, 2л), представимых в виде л<<;лу 
(л /< л , л /< л ) . Очевидно, что число равно числу чисел ряда 'I'O.-*)! 
^ (2 ,л ) '} (3 ,л ).. .4'(2л,л) отличных от нуля. Поэтому, на основании 
неравенства Шварца, имеем:

v( 2k) > % --------- ^ ............................(3).

2
л= I
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7х
Кроме того, очевидно,^'{^(и, д:) =  Я(л:)2, т. равно числ;

и I
решений системы неравенств: r i i ^ x ,  /г,<д;; 

На основании (1) и (3) теперь имеем:

v(2a:)> -
Р(х)2 +  2А(и .хГ--

Если л,, « 2 ........ПК означает последовательность целых чисел, то
Xтогда, как известно P{x) — T t ( x ) co j^ -

Кроме того, на основании обобщенной леммы Вигго-Бруна 
(смотри вышеуказанную работу Шнирельмана),

где А означает абсолютную константу, [j. есть символ функцит 
Мебиуса и произведение справа распространено на все просты! 
делители q числа и. »

На основании (5) имеем: ^  Л (и, л:)̂  <  Л -  - — 'S^.A(u, x)f{u)
и =  I

и «= I d‘U А = 1

=  А ( ^  -  "У, — 5  (к )\ где S (к) =  \ ]  А {и к, х)

означает число решений сравнения pi — р / ^ О  (mod к), в просты: 
целых числах - ^ х .  Обозначим через т^(х,а, k) число простых чисе] 
меньших, чем х  и сравнимых с а по модулю к. Не трудно показать 
слегка видоизменяя рассуждения Ландау (см. Landau Zahlentheorii 
Bd Н), ^

■к (х, (X, х ) =  - ^ Н ( х ) - \ - 0 ( к ^ х е ~ ^ ‘̂  ̂h
f ( K)

Кроме того, совершенно очевидно я (дс, а, к)<[ — . Далее, 5(к)
к

= 2  Р‘> + О («'
1

J

?(«) I g x ).

или
ср(л) IgiOx

. (6).
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Воспользовавшись неравенством т: {х, а, k) <  — , точно также
k

.(7).получаем 5  (Л) <  —- — ..........................................................
k

Оценим теперь сумму ^ ....................................... (8).
k 'k = i

На основании (6) имеем =  ^
1 k J i

+  о ' £ =  " W " W S - r  -  +  о ( — ’—  V

На основании (7), для второй части (8) получим:

/ t - у  k = y

Сопоставляя последние неравенства, получим:
оо

у S  ( k )  <  li ( X)  ^  ( X )  V +  О ( 1.
k ^  kc?{k) У \  log^^xFr sal к = 1

jt
полагая у  =  lg^x,  получим —̂ S{k)<C—  ^

^  k  l e^  X/! = 1 X k<p (k)

+ o( V
\ / g2x

CO \^{k)Ряд r  V ;  ̂ легко получить путем преобразования в бес-
^ k r f ( k )

конечное произведение, равен С (2)
С(3)

1,37 и, следовательно, для всех

достаточно больших значений х  > '  ̂ ' S{k) <  1,3 8 ------ . .
/г Ig^x

Отсюда легко получить следующее неравенство:

У  А {и, л)2<; 1,37 Л -y-j— . . . , или, полагая вместе с Шнирель-jimJи = 1 Ig^X

маном А =  100, получим:

а = 1
£!_

Ig^X (9 ),
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на основании (4) и (9), имеем v (2 x )> г.(ху
т.{ху-\-2ЛЪ7 х^

или, дл

достаточно больших х
V (2 а:) >  — i— X,  или V (х) <Г — —̂ х, 

 ̂  ̂ 2.138 2.276

lg*X

на основании леммы II теперь имеем: каждое достаточно большое 
число может быть разложено на сумму не больше чем 4.276 
=  1104 слагаемых, что и требовалось доказать.

Zum Qoldbach’schen Problem. 

N. Romanoff (Tomsk).

In der vorliegenden Arbeit wird eine Verscharfung des Schnierelmann j 
schen Ergebnisses, wonach.sich jede geniigend grosse Zahl durch di( 
Summe von nicht mehrals lOOOOOPrimzahlen darstellen lasst, gegeben 

Die Grenze 100000 wird hier auf 1104 herabgesetzt.
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С УЩ ЕС ТВ О В А Н И Е О СО БЫ Х РЕ Ш Е Н И Й  
Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  И Н ТЕГР А Л Ь Н Ы Х УР А В Н Е Н И Й  ВИДА.

? (х) = \ ”аК (х, s) f{s, ф (5) ) ds

А. ТЕМЛЯКОВ (Томск).

Целью данной работы является исследование нелинейных инте
гральных ур-ний типа Fredholm’a с точки зрения существования 
решений. По этому вопросу имеются работы:

1. Hammerstein’a „Nlchtlineare Integralgleichungen nebst Anwendun- 
gen“ в журнале Acta mathematica за 1931 г.

2. Iglisch’a .Nichtlineare Integralgleichungen im Grossen" в журнале 
Mathematische Annalen за 1933 г. В обоих работах рассматриваются 
ядра симметрические. Дальнейшие работы в этом направлении были 
даны В. В. Немыцким и затем Golomb’OM „Zur Theorie der nichtlinea- 
ren Integralglelichungen" за 1934 г.

Во всех этих работах рассматриваются у-ния не с точки зрения 
существования у них особых решений. Насколько мне известно, 
с этой точки зрения нелинейные интегральные ур-ния никем не рас
сматривались.

Рассмотрим функцию f (x ,  и), которая в заданной области пло
скости (а:, и) непрерывна, удовлетворяет условию Lipschitz’a

\f(x,  м.) —/( x ,u , ) l<  1 «2 — «1 1 ,
где М  — положительное число, независящее от л: и м, f { x ,0 ) - /  0. 
Пусть в этой облгстя\/{х,и)\< М ' n \K(x ,s) f{s ,  и) \<СЛ1, где К(х,у)  
функция ограниченная \K{x,y)\<iN.  Выберем три числа: а, Ь и с, 
которые удовлетворяют условию с<^(Ь — а)М  и для которых пря
моугольник а < х < Ь ,  |н К  2с принадлежит первоначальной области.

В этой выбранной области, при условии

М < 1
N{b — a) <

1

существует решение интегрального ур-ния
'?(x) — j 'a ^  {х, s ) f  {s, (s)) ds

и единственное.
Возьмем число А меньше с, введением числа А достигается то, 

чтобы точки и =  0) принадлежали заданной области
f{x,u),  и представим иско.мую функцию о (л:), как разность >}-(л:) — А. 
Тогда интегральное ур-ние примет вид:

'S' (х) =  fa s) /  (^. 'i* («) — A)ds +  A,
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где, следовательно, искомой функцией будет К этому ур нию 
и применим метод последовательных приближений:

<>0 (х) =  А, <1-, (х) =  /* К(х, s)f{s,  0) ds +  А,
'Ь W  =  Л  К {х, s)f {s, (s) — Л) rfs +  Л, . . . ,

<l„ + ,(x) =  Л К  {х, s ) f  (s, (s) — Л) +  Л, . . .

Прежде всего докажем, что все 'I'n W  принадлежат
выбранной области, а следовательно, и заданной. Действительно, 
согласно выбора Л ,% (л:) =  Л < [с для а < х < Ь .  Что касается дру
гих (л), то:

I W  — l-o W  I <  J а I а: (х , s ) f { s ,  0 ) \ d s < C M ( b — a ) < c , . . . ,

1 'Ь (х) — % {X) I <  /*  I а: (х , s)f(s, - 1 (s) — '>0 {s)\ds < М  (b — а) <Сс.. . , 
т. е. i '{'п W  К I  % (а:) I +  с <  2с для а < х < Ь .

Итак, все последовательные приближения <̂п{,х) принадлежат 
к выбранному прямоугольнику: а< х <  Ь,\и\ <2с,  а следовательно, 
и к первоначально выбранной области. Заметим, что если ядро 
К{х,у)  допускает линии'разрыва первого рода, то все 'l'n(A) непре
рывные функции на отрезке а < х < Ь .  Докажем теперь, что суще
ствует Игп'!^„{х)к что предельная функция ''j(x) =  lim'\i„{x) — реше-

п -* (Х> п -*■ с о

ние предложенного интегрального ур-ния:

'К-^Х= — A)ds-\-A,  при условии
1|/(л:,К2) —/( л : ,« , ) |< Ж 1 ц2 — и, | ,  где Л/ < -

N{b — a)
Для этого рассмотрим разности между последовательными при

ближениями:

1'Ь W  — % W | < c ,
i 'Ь {Х) — ̂ >1 {х) \< Ла^ ' Ь  (•*) ■“  ^ ) —/(^> 0) ] 4s  <
<  /И Л 'K(x ,s)  l  (J;, (5) — %(5); d s< iC M N {b  — a).......

■ '> « + 1  (л)— =  Л  \ ^ (s) — ^ 1 («)—^) I ds <
< М  )■* |Л'(х, s) 116„(5) — 1 (s) ds < С M"N"{b — а)",...

Так как ряд для: 
1М <

N{b — а)
■ '!'о (-̂ ) +  ('{'1 (ас) — бо (х)) (4„ -j_ , (х) — (а)) -1-...

абсолютно и равномерно сходится для всех х : а  < х  < Ь, то суще
ствует >}'(х) = / т  (ас). В силу непрерывности Л „(х),'^ (х) — непре-

л  - > с о

рывная функция на а < х < и  i6 ( x ) |< 2c.
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Так как, % (х) =  К{х, s) f(s ,  _ i (s) ~  Л) +  Л, то в силу рав.
номерной сходимости к 'I'W для а < х< Ь ,  получается для л^оо

W  =  J а к  (^. s ) f { S ,  <К«) — ^) -t- л .

Итак, ср(л:) =  Л(х) — А =  Нт%{х) — А является решением пред-
Л ^  00

ложенного ур-ния. Теперь докалсем, что в выбранной области су
ществует единственное решение. Пусть имеется в выбранной об
ласти другое решение отличное от

'> W  «)/(«. f  (s) — Л) rfs 4- Л.
Тогда;

(л:) — ^0 (л:) 1 <  J’*i л:{х, s ) f  (5, (s) — Л) I <  /И(& — а ) < с.
I ;j;(x) - (X) ‘ I К{х, S) I f(s, Ф (S) -  Л) - / ( 5 ,0 )  j <

< уИ /*  A:(x,s)|l<b(s) — Л^й?5<СУИЛ^(й — а), . . .
■; ^  (х) — (х) 1 <  J* 1 /С (х, S) j |/(s , 'i- (s) — Л) —/ (s, - i { s )  — A)\ ds<

</W /*|/< :(A :,s)|[^(5)-t!.„_i(5l| d s < C M " N ' 4 h  — aY , . . .

1 qHo, так как М <
N(b — a)

, то М =
N(b — a)

, где д < \ ,

а поэтому j (х) — ( х) ; <  с q".
Следовательно, <]> (х) — Шп <!j„ (х ) =  6 (х).

п -> оо
Если ввести параметр X, т. е. <р(л:)=:Х К(х, s)/ (s, (s)) ds, то до
казанное предложение можно высказать в следующей форме: урав
нение допускает решение и единственное в достаточно малом круге
сходимости X, именно U *<-----------------, при условии, что

MN(_b — а)
|/ (х , Hj)—/(х , Mi)j <yVf I И2 — Mil ч обращающееся в нуль при Х =  0.

На ряду с этим единственным решением, рассматриваемое ин
тегральное ур-ние может допускать и другого рода (особые) реше
ния, т. е. Ит (р (х, X) ф  0.

Х-^0
Для этого рассмотрим нелинейное интегральное ур-ние вида

л-М
с? (х) =  X С* Я (х, 5) 2  (5) ^  (s) ds,

i =  0 т
где К {х ,у )— '^Xi{x)yi{y)  — вырождающее ядро, Лу(х) — непрерыв- 

г - 1
ные функции в отрезке (а, Ь).

На основании вышеуказанного, ур-ние имеет единственное реше
ние, при достаточно малом X, обращающееся в нуль при Х =  0. 
В справедливости этого предложения можно быто бы убедиться 
и другим методом, который будет применен в дальнейшем.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



42 А. Темляков.

Покажем, что могут быть решения отличные от предыдущего,, 
а именно /г/и ср (л:,X) =  оо.

Х-^0

Для доказательства положим ср (л:) =  тогда ур-ние примет

п +  1

X "

следующий вид: ГаЛ"(л:,s) ^/^,•i5)X " ds. Будем ис-
/ — 1

£ == 1

кать решение этого уравнения, в виде ' \ {х )=  счита»
i - 1

Xi(x) (а также и yi), линейно независимыми, что можно всегда сде
лать. Тогда существует решение в том случае, если существуют 
удовлетворяющие ур-ниям:

л 4- 1 i —  t т

f^yk(s) ^ A i ( s ) \  " (
i=  о j = 1

m

=  f k ( « i ^ 2 . . .a„;X) =  0, ( K =  1 , 2 , .  . .rn,).

Пусть система ур-ний:

m

Як — + =  A := 1 ,2 ,...,
j -  *

совместна и ai,oi2 »* ■ — корни этой системы; затем определитель:

т п т

! - (« + ! )  (■* yi(5)A:,(s)/l„+,(5)( 2  a.Xj(s)) ds, ..., - ( л + 1) ( *yi х„А „ + 1 ( i r
j = i 1

■ — ( « +  1) j '^ymXiA„^  • •> 1 —(« +  !) Г«Д'л.АГт/1„ + 1(2)"й?5
1 1

отличен от нуля. Тогда функции («ьзо,.. .а„ ;Х) в точке 
(а,, «2, . .  .«ш, 0) обращаются в нуль, а Якобиан их в этой точке 
отличен от нуля.

Следовательно, существует система функций «к(Х), которые при
водятся к Ок в точке Х =  0 и в окрестности этой точки обращают 
ур-ния f k  («1, 02, . .  .,а„;Х) =  0 в тождества.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Существование особых решений нелинейных интегральных ур-ний. 43

Таким образом, существует и решение ^  не обра-
i =  1

щающееся в нуль при Х =  0. А значит, предложенное уравнение 
имеет решение ср (л:) — , обращающееся в бесконечность при а=  0.

X"
Итак, на ряду с решением (правильным), обращающимся в нуль 

при Х =  о, могут существовать и (особые) решения, обращающиеся 
в бесконечность при Х =  0.

Рассмотрим „правильное" решение последнего ур-ния. Для этого 
возвратимся вновь к ур-ниям (ai,a2.- • “т'Д) =  0, к =  1 , 2 , . . /и.
Так как функции /^k(ai,a2. ■ • •>“т’Л)  ̂ точке (ai =  U, К =  0) обращаются 
в нуль, а Якобиан их в этой точке равен единице, то существует 
еще система функций «к (^), которые приводятся к О в точке Х = 0  
и в окрестности этой точки обращают ур ния fk(«i,a2,. ^) =  0
-  т
в тождества. Следовательно, существует решение (Ĵ (x) =  ^  ajAj(x)„

j= i
обращающееся в нуль Х =  0. В силу единственности существования 
решения <?(л:, X), обращающегося в нуль при Х =  0, следует из связи
<j>(х. X) = , что 'Кх, X), как функция X, имеет порядок ма- 

X”
1лости выше чем—  .п

П р и м е р  1.

1Пусть /l„ + i(x) =  - ^ -------, где 'Кх) — фундаментальная функция
{х)

ядра К(х,у), соответствующая фундаментальному значению X. Легко 
видеть, что функции;

F), («„ а.,.......о„; X)
в точке;

-(ак =  jS>'k(5)^ '>̂ is)ds, Х =  0)

обращаются в нуль и, если ядро таково, что определитель:

1 — (л + 1 )  J (s) Xi (s) . . . ,  — (л +  1) 1 (s) х„ (s) ds

— (л 4- 1) j  * (5) Xi (s) ds, . . ., i — (я 4- 1) / ‘З'т («) X„ (s) dS ;

отличен от нуля, то существуют оцО-), которые при Х =  0 отличны 
от нуля.
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44 А. Темляков.

П р и м е р  2. о(л-) =  Х/'л:5<р2 (^s)ds.

^{x) =  Ax,A =  h =  , Л = 0 , Л =  - ^

ср(л) =  0, о(х) . X X.

Последнее решение особое.

Сечение плоскостью 
х  =  с.

П р и м е р з .  ср (л) =  X [ср2 (5) 1] ds.

, ,  2 — 1 / 4 - 2 Х 2  2 4 - / 4  — 2 x2
<р(х) = --------- --------- л, 9 ( х ) = — :------- -------- .V— особое.

I
ОЬег singul3re L6sungeil nichtlinearer Integralglelchungea void j 

Tipus cp (x) =  X J* a: (x, s)f{s, ? (5) )  ds \

Von A. A. Tem liakow  (Tomsk).

In der vorliegenden Arbeit wird eine nichtlineare Integralgleichung 
von der Form cp (x) =  l  f^K{x,s)f{s,<s(s))ds in Bezug aut die Exi- 
stenz von Losungen untersucht. Es wild bewiesen, wenn /  (x, 0 ) ф 0  
ist und im gegebenen Gebiet der (x, u) Ebene /  (x, u) stetig ist und 
in Bezug auf и die Lipschitzsche Bedingung erfullt, dass alsdann die 
Gleichung (p(x) =  X J*A (x, s ) /(s , cp(s)) eine Losung und zwar eine 
einzige in einem genugend kleinen Konvergenzkreise fiir X besitzt, die 
bei X =  0 zu Null wird. Ausserdem wird die Existenzmdglichkeit von 
singularen Losungen bewiesen, d. h. von Losungen, die fiir X =  0 uned- 
dlich werden.
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B E R E C H N U N G D E R  U N T E R B R O C H E N E N  
IM  G E B O G E N E N  S T A B E

S C H W E I S S N A H T

VON P. KUFARFFF

In der Arbeit von A. Sokolow i) ist eine Losung der Frage nach der 
Verteilung der Schubspannungen in der (elektrischen) Schweissnaht bei 
Biegung gegeben. Zur Berechnung der unterbiochenen Schweissnaht 
wurde von ihm die Methode der Matrizen benutzt. Hier wird die 
Berechnung in anderer Weise durchgefuhrt—nach der Methode der Dif- 
ferenzengleichungen, welche schon von R. Kalina  ̂ im Falle von 
einfachem Zug angewandt wurden. Ausserdem werden In der Berechnung 
die Gleichungen nicht fur Schubspannungen in der Naht gebildet, wie 
es Sokolow >) u. Howgaard machen, sondern fiir Schubbeanspruch- 
ungen, was zweckmassiger ist, wie schon Fillunger ‘‘) gezeigt hat. 
Dabei gehen wir von den bei Berechnungen der Naht gewohnlich 
gebrSuchlichen Annahmeii aus (s. die angefuhrten Arbeiten).

§ 1. A b l e l t u n g  d e r  G l e i c h u n g e n  f ur  S c h u b b e a n s p r u -  
c h u n ge n.

Betrachten wir zwei Stabe, welche auf zwei Stiitzen liegen und 
durch die konzentrierte Kraft P verbogen sind. Die Lange der Licht-

7 4 — 7^
11— I

weite bezeichnen wir mit I, die Querschnittsflachen und Tragheits- 
niomente der Stabe mit F,, Fj und A, /3. Die Stabe seien durch eine 
Naht zusammengeschweisst, welche aus n Abschnitten besteht, deren 
Lange gleich p sind und deren Abstande voneinander gleich t sind 
(s. Abb. 1).

•) A. Соколов, Журнал технической физики, 2, вып. 1, 1933, стр. 145.
2) R. Kalina, Die Spannungsverteilung in unterbrochenen Schweissnahten. .Die Was- 

serwirtschaft* 1932 (Wien), № 30-31.
3) W. Howgaard. Die Spannungsverteilung in Schweissungen. Zeitschrift fiir angew.. 

Math, und Mech. 2, 1931. Heft 5.
*) P. Fillunger. Zeitschrift fiir angew. Math, und Mech. 12. Heft 4. 1932 стр. 256.
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46 Р. Kufareff.

Die Koordinate des linken Endes im i — ten Abschnitt bezeichnen 
•wir mit Xi. Jeder Abschnitt der Naht verschiebt sich bei Biegung. Der 
mittlere Schub Ŝ ,- der Nahtebene, welche am ersten Stabe anliegt,
gegen die Nahtebene, die am zweiten Stabe anliegt, wird im Quer- 
schnitt c des i — ten Abschnitts (s. Abb. 2, 3) fur proportional zu den

ПП

Abb. 3. Vor der Delorraation Abb. 3-b. Nach der Deformation.

Schubbeanspruchungen in der Naht in diesem Querschnitt angesehen 
(berechnet zur Langeneinheit der Naht)

.................................................................... ( 1)

(T^,= 2a wo die mittleren Schubspannungen der Symmetrieebene 
der Naht im Querschnitt S sind).

Die Summe der Schubbeanspruchungen, welche links vom Punkt $ 
wirken, ist gleich

Q^r
Daher

2  +
j= l о 0

d Q̂ i
di

(2)

(3 )

Bezeichnen wir mit Mi und M-  ̂ die Momente, welche den 1. und 2. 
Stab biegen, so werden die .der Stabbreite nach mittleren Normal- 
spannungen im Querschnitt S in einem Abstande von z,, z-̂  vom neu- 
tralen Querschnitt der Stabe in folgender Weise ausgedriickt.

Ml Zi Qe'
~  У E,

Мг z > Qi‘
Л E->

(4 )

Pi und p2 seien die Kriimmungsradien der Stabe 1 und 2 bei Biegung 
durch die entsprechenden Momente Mi und /Иг. Wie bekannt, ist

1 Ml 1 M,

Setzen wir: Pi EJi P2

Pi =  P2 =  P
(s. die Arbeit von Sokolow), so haben wir

Ml _  Mt
Л “ ■ Л

EJ. ■ ( 5)
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B e r e c h n u n g  der unterbrochenen Schweissnahf im gebogenen Stabe. 47

Andererseits ist es klar, dass man das Moment der Susseren Krdfte 
bei geringen Durchbiegungen gleich der Summe der Momente und 
M-i und der Momente Q^,.. Ai, der Achsenkraft setzen kann,
welch letztere von der Naht aus wirkt (hier sind hi und кг — die halbe 
iHbhe der entsprechenden Stabe 1 und 2).

M l  - j -  M-y =  M  —  Q t ;  (hi  - f -  кг)  —

Aus (5) und (6) folgt
Ml _  Мг
Уг ~  Л

M hi-h^2
J\ 4"Л  J\ -\- Jz

Q?'- (7 )

Die der Naht anliegenden Punkte des ersten Stabes, welche vor der 
Deformation die Abszisse £ haben, werden nach erfolgter Deformation 

Igende Abszisse besitzen

- • " = / ! ' ' ....................... (8)

Oder nach Formel (4).

Analog ist fiir den zweiten Stab

АА'г кг£
J o \  E J -г t F . . I2i

£ ( Л + Л )
(hi+h.;)^ F. +  F3

£-(Л +  Л) EF^F.г

x d i -

Hieraus, nach den Gleichungen (6), (7)

Г  '5s'as
. J

Itir den linken Teil des Stabes, und

(9 ) ,

(к1-(-к.гУ . F_^Fг-] /*£ 
EiJi +  J z ) ' ^  EF

(9)a

fflr den rechten Teil.
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48 Р. Kufareff.

Andererseits ist, wie aus Abb. 3 zu ersehen

— ^ 2 / >̂0
Oder

’ll ~ — Sal — S^i
Oder nach den Gleichungen (1), (3).

(10)

1 ^/Q$л
--?2(— -“ (To/- ,

a \ CIK /

Setzen wir die beiden Ausdrucke ftir 1ц — Ьц einander gleich, so 
erhalten wir

fflr die linke Seite und

_  d Q%i c
a; !■ J a

-  f ^ l - x ) d i  — k^ f 'Q ^ i
I J 0 .'0

d%.

In diesen Gleichungen ist

und
“  ^ (Л -Ь Л )  ’ E  ̂ F,F._ У ,-ЬЛ 

x  =  x^-\-\.

. ( 11)

Wir differenzieren nach $ und erhalten fiir Qĉ  die Differentialglei- 
chungen

Qf/ / - \

(linke Seite)
Q f / „ c

----- i  +  k2Qc/ +  r - ( /  — д:. — E) =  0
di^ '  ^  / '

(rechte Seite). 
Bezeichnen wir

und

y=/ - i
Qo/= 2  / T t y d t  =  Q, _,

( 12)

(13)
У =  1 0

у =: e
Q p i =  2  /  =

y=io
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Berechnung der unterbrochenen Schweissnaht im gebogenen Stabe. 49

SO kann man das Integral der Gleichungen, dass diesen Grenzbedlngun- 
gen entspricht, in folgender Weise schreiben

Q [Q< — (y(X f-fp)]5 /ikg+ [Q f-i — ^Xf]s/tk(p — e) I ^
'  shkp

(linke Seite)

_  [Q i—^ ( /  — a:,— ;?)]sAkS4-[Q/_i — ^ ( /  — X()lsAk(p — 5) , 
----------------------------------- sWp----------------------------------- +

WO
+  ^ (/ — ^i — £)

Dann wird Tj, zu

[ Qi  —  q { X i - \ - p ) ] c h k i , —  [ Q i - ^  —  q x i ] c h k { p  —  ’i >̂ |  ̂
s h k p

t j , _ [ Qi  —  q { l  —  Xi  —  p ) \ c h k l - - [ C l i ^ x  —  q . { l — X i ) \ c h k { p  —  \ )  _  —

shkp

§ 2. В e s 11 m m u n g v on  Q,-.

Die Summe der Schubspannungen links, Qi, bleibt zwlschen den 
Nahtabschnitten konstant. Deshalb hat die Gleichung (9), welche 
jetzt ftir den ganzen Zwischenraum t gilt, folgendes Aussehen (s. 
Abb. 3).

x d - n - ' ^ Q i t

(linke Seite).
Andererseits hat man nach Abb. 3.

Ui  —  —  —  5 o , /  +  i =  —  ( T p i  —  T o , / - i ) .  . . . ( 1 7 )
a

Hleraus ist

and

Tpi —To,/+i = k2̂  Г xrfir) —k̂ Q/t
J 0

•Tpi— To,i + i =  k2^ C  { l - x ) d f i - \ ^ ^ ' Q , t
J 0

(Hier ist X

( 18) ,

(18)2
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50 Р. Kutareff.

Aber aus den Formeln (16) ist

T — h \■̂ ^— Я{Xi-\-p]chkp— [ Q i _ ^ — qXi]
shV.p

-v _ i ,  [Q<+i — 9(-^/ +i 4-p) ]  — [Q/ — _
i o i + 1 — Л -------------------------------------------------------------h^-shkp

Setzen wir diese Ausdriicke in die Gleichung (18) ein und berechnen 
wir das Integral auf der rechten Seite, so erhalten wir folgende Dif- 
ferenzengleichung

k̂  I 9 [ —  — Q(  ̂ j =

— к [2 Q< — ^ (■̂<• +  • /̂ + 1 + / ’)] chkp — Qi - i  — Qi+i-{-q{xi-\-Xi+i-\-p)
shkp

Wir bemerken, dass
Xi + i =  Xi-\-p~\-t — Xi-\- i{p- \-t)

und stellen diese Gleichung nach einigen Umforraungen in folgender 
Weise dar:

Q/+1 — mQ, 4- Qi _ i  =  — (m — 2 )9 (X i+ /» +  y j  . . (19)i

wo

ist.
m =  2chkp-\-k tshkp

Die allgemeine Ldsung dieser Gleichung ist
Q\ — Ciy'-\~C2y~^-\-q{x\-{-p-\- —  j  =

. — C ^ e ^ ' q { x i - \ - p - \ —

wo y  =  ê  Wurzel der Gleichung
— — 0

ist, d. h.

(20)

m . (21)

Analog erhalten wir fiir die rechte Seite des Stabes die Dlfferenzen- 
gleichung

Qi4_i — / n Q i + Q i _ i  — —  ( m ~ 2 ) y  {l — Xx— p ---------. . ( 1 9 ) ,

deren Ldsung folgendermassen ist

Qi  =  Cl  У C,  q {^ P  —

— Ciesi-{-C2 в q {I Xi p
t
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Berechnung der unterbrocheiien Schweissnaht im gebogenen Stabe. 51

§ 3. G l e i c h u n g e n  f ur  d i e  w i l l k i i r l i c h e n  K o n s t a n -  
t en  Cl, C2 , Cl, C2 .

Zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten Ci, C2 , Ci, C2 sind 4 
Gleichungen notig. Zwei Gleichungen erhalt man aus den Randbedin- 
gungen

Qo —  0  Q n  —  0  •
Wir sehen, dass

. . t ■ t— + i ---— • .

und schreiben diese Gleichungen in folgender Weise;

Qo =  C l - f -  C 2 =  ^ ( x i  ^  j  =  0

Cie^’'-\-C2e-^’'-{-q{l— Xn— p —
i

: 0 .

(22)

Zweiit andere Gleichungen erhalt man, wie gewohniich, aus den 
Stetigke sbedingungen im Punkt x — c. Hier sind zwei Falle zu unter- 
scheiden;

1. Der Angriffspunkt der Kraft P, x  =  c befindet sich iiber dem 
V — ten Nahtabschnitt

^ v< c< a:v+ P

2. Der AngriffspunKt der Kraft befindet sich zwischen dem v — 1 — 
ten und V — ten Nahtabschnitt

[ -’Cv—1 ^
E r s t e r  Fa l l .  Nehmen wir

C X^ —1“ z
I р-г

Xv XvP

Abb. 4.

Glelchung charakterisiert:

an. (s. Abb. 4).
Die Veranderung der Kraft Qjv 

von 0 bis z  wird durch folgende

_ k 2 Q ^ , - f r ( l ---- ^)(д:^ +  £ )= а

und von z  bis p  durch die Gleichung

— k̂  — S):
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52 Р. Kufareff.

Wenn wir die Integrale dieser Gleichungen folgendermassen schreiben

+  ................ (23)

so haben wir fiir Bestimmung der willkiirlichen Konstanten <4̂  

Л^,В^ die Grenzbedingungen

1. Qjv(0) =  Qv- i  2. =

3. Qjv(^)-'=^Sv(^) 4. Т^,(г) =  Т^^(г).

Nachdem wir aus diesen vier Gleichungen A^, B^, ~Â , B^ bestimmt 

haben, stellen wir und in folgender Weise dar:

[ Qv —  ? —  P) ] sAkS +  [ 5Лкг] s h k (p ~  J)

Q sv= ■ +

+  q \ l ^ x ^ - l ) ......................................(24),

[Qv—q{i—x^—p)— ^-sliKp—z)]shkk-\-[Qv^x—qx^}shk{p—i)
Q , - ------------------- -------------------------------------------------------- +

-\-q ......................................................(24)i
und

[Q^-~Q{1 — \  — P) — - ^  -f^k ip — z) \chkl
— —

[Q v  . — Я \ ] с ^ к { р  —  1)  _

--------- ----------77---------------- +  q .  ■ ■ - (25),shkp

[Q̂  — 'q{l — x^— p)]chkX—[ Q ^ _ — qx^ — ^^shkz]  s h k{p ~ i )

- q ................................................. (25),
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Berechnung der unterbrochenen Schweissnaht im gebogenen Stabe. 53

Wir schreiben nun die Gleichung (18) fiir die Zwischenraume zwischen 
detn V — ten und v- f - l — ten Nahtabschnitt und zwischen dem v— 1 — 
ten und dem v — ten:

Tpv — To 4 1 == / ( / — — /7 — 7)) rfYi — k2

T p ,v_l —T o,v=k2^ J(X^+^7 +  T|)̂ r̂l — k2 Q^_^t 
О

und erhalten die uns notwendigen zwei Gleichungen. Hier werden 
To,v + i und Tp,v-inach den allgemeinenFormein (16)berechnet.wahrend

To,vundT),,v nach den Formein (25) berechnet werden. Nach einfacher 
Rechnung erhalten wir

Qv +1 — Q V +  Q V -1  =  “   ̂ — -P — y )  +  ̂ +

und

Qv“ ' ' ” Q ' '- i +  Q v- 2 =  — /n ^ ( A :v - i+ P +  +

4 q ( , l — x ^ — p )  +  i z s h \ ^ { p  —  z ) .

Doch ist den Gleichungen (19) gemass

Qvxi  — mQ~ =  — Q - ^ — {m — 2 ) q U — x^— p

und
- i )

—  7/1 Q v _  14-  Qv -  2 =  —  Qv —  —  2 ) /г  (jr^ -1 -  /7  4 "  “  j  •

Hier sind Q v - i  und fiktive Grdssen. Q v - i  stellt die Summe der 
Schubbeanspruchungen in v — 1 Abschnitten (von links) dar, falls der 
Angriffspunkt der Kraft Psich  links vom v — 1 — ten Abschnitt befindet. 
Analog ist gleich der Summe der Schubbeanspruchungen im v — ten

Nahtabschnitt, falls der Angriffspunkt der Kraft P  sich rechts vom 
V — ten Abschnitt befindet.

Wir setzen dies in unsere Gleichungen ein und bemerken noch, dass

.Xv _ i = a : — /7 — t X v  + 1 =  x^ + p 4'^

x , - \ - z  =  c =
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54 Р. Kufareff.

und formen sie folgendermassen um

Q v -  1 Qv - i  = ---- — — — shkz
k2 кз

Qv-Qv =  — — +  {p — z).

Stellen wir endlich diese Differenzen nach den Formeln (20) dar:

-\-q{x

Oder
v- »+/ ^  +  — j- ■q{l — Xy- i  —p —

und analog
— vj г- Q - ( C , - C 0 e ^ ^  +  { C , - C , ) e - ^ ^ -

k2
t

Hieraus erhalteii wir endgiiltig

(C , -  C .)  ”  Ч  ( C 2  -  C ,)  ^  ̂ =  Л/'з (2 6 )

( C : - C , ) 6 ' '4 ( C , - C 2 ) e - ' ' ^ = ^ ^ - | -  +  ^ ^ M ^ ) j _ j V ' , .  .(27) 

-------- ^ ----------] Z w e i t e r  F a l l .
Nehmen wir c =  ATv_ 1  ̂ зп

(s. Abb. 5). Erste Gleichung.c 4 ______________ 1

i
t

_______
Abb. 5.

Qv -  I —  Q v— 1 

Oder nach (21).

( C , - C , ) ^ ( ' ' - " ^  + ( С з -  . (28)

Die zweite Gleichung wird wiederum durch die Formel(18) gegeben, 
welche im gegebenen Fall so aussieht

; t
Tp,v — — To»V ~  k- J (Xv -  \ p d r^-\- q ̂ ^{l— дсу - 1  — P — di^

—  k  ̂ Q v _  1 Л
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Die Berechnungen warden mit dem ersten Fall analog. Als Resultat 
erhalten wir die Gleichung

R2 ( 2 к 

4" — <;) 2 chkp +  к (  ̂—«) shkp J |  =  N \  . .(29)

(Nehmen wir in (26) und (27) г =  0, und in (28), (29). ; =  so erhalten 
wir identlsche Gleichungen).

§ 4. B e s t l m m u n g  d e r  w i l l k i i r l i c h e n  K o n s t a n t e n  Си Сз,
Cl, Сг- «

Wir haben also vier Gleichungen fiir die willkQrlichen Konstanten C

Cl -f~ Сз — N,

C ie ’'^~\-Cie- '^ =  Ni \ N i — — q {l — x„— p — —

(Cl — Cl) " 4- (Сз — Сз) e — IV -  =  Л(з
( C l  -  C , )  f  ( С з  -  Сз) e  -  =  / V ,

Die Ldsung dieser Gleichungen sieht so aus:

 ̂ NiSh{n — 'i-{~\)s-\-N^sh{n — v)s

(30)

jVj — /Vi*?-"^ —
C i  =

shs
2shns

С з  =  -

Ni — N.ie + '^----- -- Ni s h{n — V -f  1) s -j- N 3 sh (rt — v) s
s hs -

Ni—Ni I
C,

g -""  Г
shs L

2 sA.t s 

N^sh (v]— ])s-}-N3sh'JS

2shns
. . . .(31)

N 3 -  /Vig''^4-
c.= - 5 As

NiSh{'* — 1) s -|- iVa s Av s

2shtis

Setzen wir sie in den Ausdruck fiir Qi und Qi ein, so finden wir
s ArV

Ni shis +  N\ sh {n —  i ) s
Qi =  .

: As 
shns

N^sh{n—'>~\-\)s-\-Nзsh{n—'i)s

(32)
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56 Р. Kufareff.

N 2 shis- \ -N^sh{n — i ) s  — —
Q , =  ___ __________________________  shs

N 4 sh(v — 1) s -f- /V3  sA vs

shtts +

F a l l  d e r  u n u n t e r b r o c h e n e n  Na h t .

Um die Berechjiungsformeln fiir den Fail der ununterbrochenen 
Naht zu finden, brauchen nur die Betrachtungen von § 3. („Erster 
Fall”) angewandt zu werden. Nehmen wir in den Formeln (23), (24), (§ 3)

Qov =  Q o  =  0 und Q pv =  Q 1 =  0

und setzen wlr Ci statt x^, C2 statt x^ -j- p (s. Abb. 6), so erhalten wir:

1

Abb. 6 .

? ( / — С з ) 4 -  - f - s / ik (p  — z) sAk ; - ( -  qc, shk {p —  $)

Qj =  ^ (/ — L
qci -j-------shkz

k̂

shkp

shk (p — i ) - \ - q ( l — C2) sAk$

s hkp

(33)

Расчет точечного электросварочного шва в изогнутой балке.
п. П. КУФАРЕВ (Томск)

в  этой работе выводятся расчетные формулы для срезающих 
сил, действующих на электросварочный шов при изгибе.

1) S. die Arbeit von А. Sokolow.
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о ПРЕО БРА ЗО В А Н И Я Х, О С Т А В Л Я Ю Щ И Х  Д А Н Н У Ю  
Г Р У П П У  И Н В А Р И А Н ТН О Й  I.

Б. А. ФУКС (Томск)

а: 1

О П Е Ч А Т К И

Н.чпечатаио Должно быть

Сто. 3, в форм. (5) II дальше > 1 1 V (* +  1 -  V)

• \  м (Ч

Стр. в,, в форм. (20) (х — а) “ / , /и — V(х — а)

Стр. 9, стр. 4 сверку
-(*)  ̂к- А V tr

к'.

Стр. 9, в форм. (.30)
г (

/И
. . . .  .

к.'
Стр. 10, стр. 5 сверху to < : " W <  1
Стр. 14, в форм. (17) е -  — 1 с>®-1
Стр. 14, стр. 8 снизу О'-т. со) .V (.V, о) '

Стр. 15, стр. 18 сверху. ИОД
г - ' 'энако.и интеграла ■ С -»

Стр. 16. стр. 8 сверху, под т — 1/ т — V
.чнакоы интегралп е е

Стр. 18, ц форм. (25)
«if

(1 -  г ) ^
Стр. 18, стр. 9 сни.зу • • • "К('Т''* { 1 ш, со) • (■*’ {■'',[ ) U), U),

Стр. 19, стр. 3 сверху

Стр. 25, стр. 1 снизу /  ̂К *п
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данной группы G, что, конечно, имеет место независимо от того, удо
влетворяют ли Z / дифференциальным уравнениям (2)2).

Таким образом, уравнения (2) и (3) действительно полностью 
выражают условия, которым должны удовлетворять преобразования 
Z /. Следует заметить, что не все уравнения (3) являются незави
симыми. Е. Cartan’oM получена серия соотношений между уравне
ниями (1), которая может быть легко применена к случаю уравне
ний (3). Эти соотношения запишутся так; ®).

Q(a6ir)* —  ^ ^ot> Q l c ^  Cbc^ Q l a ^  "ф" С ca  ̂ Q e b  *

* Q a b ‘ - f -  Cia * Q b c  ‘ Ctb*‘ Q c a ‘ —  0 ,
. (3').

Они, вообще, не исчерпывают всех соотношений между (3) и сами 
не являются все независимыми. Между ними могут быть легко уста
новлены аналогичные соотношения, но они не имеют для нас зна
чения. Легко видеть, что уравнения (3), на основании (2), удовле
творяются значениями:

— ........................................... (4),

где произвольны. Это, конечно, соответствует тому, что за пре
образование Z /  берется:

Z f = ) l t ^ X s f + U f . (4').

где U f  преобразование перестановочное с группой G ‘).
Интерес, конечно, представляют те Z/, которые отличны от пре

образований, определяемых (4') — так называемые внешне-автоморф- 
ные преобразования.

§ 2.

Мы рассмотрим группу G. составленную независимыми б. м. 
преобразованиями Xi f , X^ f . . . Xr f , Z f .  Ее структура определяется 
равенствами (1) и (2). Ее общее преобразование мы возьмем в виде:

1 -  г VTX f ^ ^ e ^ X b f - \ - r i Z f .

Тогда ее присоединенная группа сможет быть записана, на осно
вании обычных правил, в таком виде:

л, k

Н, к

дел 

двк '

(5).

2) Эта интерпретация тождества Якоби может быть легко получена из формул 
стр. 40—42 статьи Е. Cartan’a: ,La G6ometrie des groupes de transformations" Journ. 
de Math, pures et appl. 1927 p. 40—42. К аналогичному результату приводит приме
нение 3-ей основной теоремы Lie.

2) Cartan стр. 119.
‘) Lle-Engel .Theorie der Transformationsgruppen* Bd 1. стр. 369 — 375.
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Составим характеристическое уравнение для группы О:

= 0 .. .(б )
Ие'оИ — — cu;Se'c/2* — ; ---- '^e‘Cir̂  — t)V

— t)X,2 ; 'Le‘Ciî  — — <0 ; . . . .1) — irj>.;.2

^ е ‘сц' — V'l'’ ; — TjV ; ---- ^ e ‘Ci/— tjX/— (
и затем уравнения, выражающие известную теорему Killing’a о том,, 
что коэффициенты уравнения (6) являются инвариантами присоеди
ненной группы. Вместо коэффициентов уравнения (6), мы возьмемГ
суммы одинаковых степеней его корней, положив срА=2<о^* .

S — 1
Легко видеть, что после некоторых преобразований окажется::

1.2

pPt р «2 Й8
Va^a • с — • • Р̂а̂ а

- 4 , , 2 ^ ' ’*
Ра , ''а «3. . .  е Хд̂  Ср,̂ д̂  . “1 1 

+

. . .  (Г .. с — 4-

+  ( - X. . Лд̂  .

Условия инвариантности ср* относительно преобразований (5) бу
дут иметь такой вид:

7, ср* =  О ; £■' ср* =  О г =  1 ,2 ,..., г .
Составляя последнее уравнение, мы увидим,что оно распадается 

на ряд соотношений между Сц,̂  и ХД которые мы получим, прирав
нивая нулю коэффициенты при различных степенях е* и тг]. В част-

, . Pi Р hности, приравнивая нулю коэффициент при Tje . .  .е , мы придем 
к таким уравнениям:

■■■Ср/;=^ i , p =  1,2,. . . ,  Г. . . .  .(8)

Заметим, что ' еР- рРк . «а . *̂8 пред

ставляет собой сумму /г-ых степеней корней характеристического 
уравнения для группы G. Уравнения (8) являются тождественными 
с теми уравнениями, которые мы получили бы, определяя коэффи
циенты тех линейных форм от которых существенно зависит

I  —  г
форма <р;̂ . В самом деле, производя замену '^арЧ &р с \лрЧ\фО^

р
где <2 =  1,2,.. .^г, в выражении для ф ,̂ требуя чтобы не зависело^ 
например, от г', мы придем, пользуясь тем, что | а / | ^ 0  к уравне-
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ниям относительно а / ,  тождественным с (8). Отсюда мы видим, что 
всегда будет иметь кесто:

Т Е О Р Е М А  1. Е с л и  Z /  п р е о б р а з о в а н и е ,  о с т а в л я ю 
щ е е  г р у п п у  G и н в а р и а н т н о й ,  не  с в о д я щ е е с я  к с о е 
д и н е н и ю  к а к о г о - н и б у д ь  п р е о б р а з о в а н и я  G с п р е 
о б р а з о в а н и е м  п е р е с т а н о в о ч н ы м  с G, т о  с к о б к и  (Z,X/,) 
м о г у т  з а в и с е т ь  т о л ь к о  от т е х  п р е о б р а з о в а н и й  О, к о 
т о р ы е  о п р е д е л я ю т с я  п р и р а в н и в а н и е м  н у л ю т е х  л и 
н е й н ы х  ф о р м  из е \  от к о т о р ы х  с у щ е с т в е н н о  з а в и с и т  
х а р а к т е р и с т и ч е с к и й  о п р е д е л и т е л ь  г р у п п ы  G.

В частности, отсюда получаются для А =  2 уравнения;
о, (80

которые выражают факт отсутствия для полупростой группы, рас
сматриваемого типа, преобразований. Этому обстоятельству Е. Car- 
tan дал 2 доказательства более сложных, чем настоящее (см. при
мечание к стр. 1) Полученная теорема устанавливает известный 
предел для увеличения числа членов производной подгруппы, при 
добавлении к группе новых преобразований,, оставляющих ее инва
риантной. То обстоятельство, что уравнениям

LAiJle>‘ =  0 , ........................................... (9)
где как раз те формы, от которых существенно зависит ха
рактеристический определитель группы G, удовлетворяют величины

1 —  Г

определяющие выражениями А * /т е  преобразования про-
ft

изводной подгруппы от G, которые принадлежат к наибольшей 
инвариантной интеграбельной подгруппе группы G, — известно еще 
из исследований Killing’a )̂.

§ 3.
Всякая неинтеграбельная группа, как известно, может быть пред

ставлена, составленной из ее наибольшей инвариантной интеграбель
ной подгруппы Г и полупростой подгруппы g  мероэдрично изо
морфной с данной группой. Преобразования g  целиком, и часть 
преобразований Г', входят в производную подгруппу от G. Для того, 
чтобы представить группу в таком виде достаточно „привести ее 
к подгруппе if“ и затем, если у характеристического уравнения ока
жутся кратные корни, возможно произвести некоторое изменение 
основных независимых преобразований, принадлежащих к этим кор
ням Мы рассмотрим результаты композиции Z /  с преобразова
ниями группы g  и докажем следующую теорему;

Т Е £ ) Р Е МА  II. В с я к о е  п р е о б р а з о в а н и е ,  о с т а в л я ю 
щ е е  д а н н у ю  и н т е г р а б е л ь н у ю  г р у п п у  и н в а р и а н т н о й ,  
м о ж е т  б ы т ь  в и д о и з м е н е н о  п у т е м  д о б а в л е н и я  к н е м у

5) Cartan стр. 108 теорема 4.
®) Cartan стр. 99—105. Е. Levi .Sulla struttura del gruppi fjniti econtinui’ (дальше 

просто Levi) Attl Accademia di Torino t. 40 an. 1905.
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н е к о т о р о г о  п р е о б р а з о в а н и я  д а н н о й  г р у п п ы ,  rai c 
ч т о  о н о  б у д е т  п е р е с т а н о в о ч н о  с п р е о б р а з о в а н и я м и  
г р у ппы,  о б р а з у ю щ и м и  ее  п о л у п р о с г у ю  п о д г р у п п у , ,  
м е р о э д р и ч н о  и з о м о р ф н у ю  со  в с е й  г^руппой.

Для доказательства мы рассмотрим группу G и осуществим над 
ней выщеуказанное преобразование. Тогда, как всегда, преобразо
вания не входящие в производную подгруппу, окажутся принадле
жащими к подгруппе 7 ’). Поэтому, к подгруппе ^ окажется при
надлежащим некоторое преобразование вида Z / -)-S а*Л"*/, входя
щее в Г — наибольщую инвариантную интеграбельную подгруппу^ 
группы G. Остальные преобразования группы G, получаемые та
ким образом, можно рассматривать как независящие от Z /, т. к. 
их можно взять определяющими G — инвариантную подгруппу 
группы О; она, согласно результатам Е. Cartan’a, может быть опре
делена преобразованиями, принадлежащими к отдельным корням 
характеристического уравнения *).

Преобразование Zf-\-'La>‘Xkf  мы и будем рассматривать в даль- 
нейщем, обозначая его просто через Z /. Оно и представляет собок> 
то исправленное преобразование, о котором говорится в теореме; 
прибавление XI а* А'*/ соответствует отсечению от Z /  некоторого 
внутреннего автоморфизма ®). _

Группа G будет, очевидно, состоять из группы Г Kg. Пусть Xaf  
какое-нибудь преобразование отвечающее корню («о характеристи
ческого уравнения; Ха-/  преобразование g, отвечающее корню—о>о, 
а Y a f— {Xa, Ха'). Эти IIрвобразовяния, как известно, образуют неко
торую 3-х членную простую под|руппу_^. Преобразование Vaf  
принадлежит к подгруппе •( как группы G, так и группы g. Тогда 
мы, прежде всего, получим, что должно быть:

{Ya,Z) =  0 ........................................... (10)
Это непосредственно следует из теоремы KiHing’a, строго дока

занной Е. Cartan’oM о том, что все преобразования, входящие в 
наибольшую инвариантную иите1рабельн^ю подгруппу, будут 1 рода 
относительно Га/, т. е.. будет иметь место:

{Ya,X)=^aXf , ................................... (10')
где а некоторое постоянное. В нашем случае, для Z/, а==0, т. к. иначе 
Z /  входило бы в производную группу и мы приходим к равенству (10).

Теперь рассмотрим скобки {Xa.Z) и (Xa',Z), представляющие 
собой преобразования Г, относящиеся к корням, <Ua и—Ша", мы рассмо
трим серию npeooi азований:

{Ха, Z) ; {Ха, {Ха, Z) ) ; {Ха, {Х̂ , {Ха, Z ) ) ) . . .
___________ {Xq.,Z) : {Ха', {Ха', Z) ) ; (Ха', (Ха', (Xa',Z) ) ) . . .

’’) Cartan стр. 22 43 (гл. 2-ая).
®) Cartan стр. 40 теорема 10 гл. 2-ой.
*) Заметим, что результат Е. Cartaii’a, об о т с у т с т в и и  у полупростой группы внеш

них автоморфизмов, следует также из возможности расположения группы о в только- 
что указанна м виде.

1®) Cartan стр. 104 § 4 гл. 6-ой.

( 1 1 )
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В такой серии имеется всегда 2 Л,, преобразований, где hi, неко 
торое целое число меньшее h и Л определенно тем, что +  Лшд еще
является корнем характеристического уравнения, но ужетР(/г- j -1)“"
и все другие величины вида +  (/* + /и) ш„, где т целое положитель
ное число, корнями характеристического уравнения не являются. 
Последние, получающиеся в той серии преобразования, мы обозна
чим Zhif  и Z -h i f  соответственно. Они, между прочим, характери
зуются тем, что {Xai Zhi) =  0 и {Xa', Zhi) =  0. Пользуясь этим, а также 
свойством группы, состоящим в том, что если Х ь /  принадлежит 
к корню Шь, то если {Ха, Хь) =  X  cf, {Ха',Х с ) ~ Л Х ь /  “ ) мы ви
дим, что прилагая Xa-f к преобразованию Z*,/, мы получим серию

Z h i f , Z h i - i Z o f ,  Z - i f , . . . , Z - h J ..............(11)
преобразования которой будут отличаться от преобразований серии 
■(11) только постоянными множителями и в частности

Z o / = ( -  l ) ' “ 2 ' ‘i A , ! Z / ...................................... ( 1 2 )

Отсюда следует, что Z /  принадлежит к производной подгруппе 
это невозможно и поэтому Ai =  0 и следует:

{Xa,Z) =  ^  и {Xa;Z)^Q,), 
что и доказывает теорему.

Мы сейчас укажем на некоторые следствия доказанной теоремы. 
Образуем последовательные производные подгруппы от G. Так 
как группа G не является интеграбельной, то в результате этого, 
мы, в конце концов, придем к некоторой группе, которая будет сов
падать со своей производной подгруппой. В частном случае, такой 
последней производной подгруппой, может оказаться группа ^  и в 
этом случае О есть прямое произведение групп g  и Г. Вообще же 
эта подгруппа—мы будем называть ее я д р о м  г р у п п ы ,  будет 
состоять из ^  и некоторой инвариантной подгруппы ранга 0, кото
рую мы обозначим Г]. По отношению к ядру группы все преобра
зования группы G, не входящие в него, могут рассматриваться, оче
видно, как преобразования типа Z /. Поэтому, мы приходим к та
кому следствию:

В се п р е о б р а з о в а н и я  г р у п п ы,  не в х о д я щ и е  в ее  
я д р о ,  п е р е с т а н о в о ч н ы  с т е м и  п р е о б р а з а в а и и я м и  
г р у п п ы,  к о т о р ы е  о б р а з у ю т  п о л у п р о с т у ю  п о д г р у п п у  
и з о м о р ф н у ю  с д а н н о й  г р у п п о й .

Заметим, что среди преобразований G, не входящих в ядро (ядро 
группы G совпадает с ядром группы О), Z/ не занимает какого-либо 
особого положения. Поэтому мы, рассматривая надлежащие урав
нения из системы (3), приходим к выводу:

Р е з у л ь т а т  к о м п о з и ц и и  и с п р а в л е н н о г о  п р е о б р а 
з о в а н и я  Z /  с п р е о б р а з о в а н и я м и  г р у п п ы ,  не в х о д я -

п) Levi стр. 559. 
12) Cartan стр. 100.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



о  преобразованиях, оставляющих данную группу инвариантной. 63

щ и м и  в я д р о  и э т и х  п р е о б р а з о в а н и й  . между с о б о й  
п р и в о д и т  к п р е о б р а з о в а н и я м  п е р е с т а н о в о ч н ы м  с G.

§ 4.
Сейчас мы рассмотрим результаты композиции преобразований 

Z f  {не входящих в ядро) с преобразованиями, входящими в Fi— 
наибольшую инвариантную подгруппу ранга О ядра. Теорема П-я 
позволяет сделать некоторые заключения на этот счет. Для этого 
мы приведем ядро к подгруппе ■(. Тогда, очевидно, единственными 
независимыми корнями характеристического уравнения будут I не
зависимых корней, соответствующих подгруппе g, где I ея ранг. 
Все остальные могут быть получены из них в результате линейных 
комбинаций. Это, очевидно, следует из того, что величины всех кор
ней, относительно любого преобразования у, не принадлежащего g, 
в данном случае будут соизмеримы между собой ŷ поэтому ока
жутся равными О, т. к. нулю равны относительно них все главные 
корни. Таким образом, все корни представляют собой линейные 
формы с I переменными и с соизмеримыми между собою коэффи
циентами у каждой переменной и, поэтому, они могут быть пред
ставлены как линейные функции I из них с рациональными коэф
фициентами. Все преобразования группы, не входящие в g, могут 
быть вполне аналогичны тому, как это делается Cartan’oM и Е. Levi *̂ ) 
распределены по особым сериям; преобразования такой серии пе
реходят одно в другое при композиции с надлежащими преобра
зованиями X a f  и Xa’f  группы g.

Мы рассмотоим преобразования, принадлежащие к корням вица / '
(Ua- | - 2  Оту cuy =  (i Ша 4~ 2' означает суммирование по всем

«'=•
индексам, исключая а и р. принимает все значения, при которых рас
сматриваемое выражение является корнем характеристического урав
нения, не все преобразования которого входят в g  ТсГгда, если 
Лша +  ш наибольший, а — /г'(Оа-|-<« наименьший корень подобного 
вида, то тогда вообще 5-ой серии окажутся принадлежащими пре
образования { h ^ k s ,  h '^ k 's )

^ ks0^a-\-‘>^,sf’ -^{ks— s / l - ■ - | -а>, s /  • • (13), 
при чем

{Xa,Xi(X)^-^(o,s)— {^s i )X  ................(14)
{Ха', Xi (Од _f_ (0,J ) —  {k's -\-i] X    i) (Од -|_(0, s f

при этом k's — ks~''XmgWg и поэтому (Л'д,A ' (Од-j_ш,*) =
=  (А"д„ X  — (Од _|_ (О s) =  о . k's — при этом оказывается целым чис
лом. Необходимые вычисления могут быть проделаны вполне анало
гично счету Е. Cartan’a или Е. Levi в только что указанном месте 
их работ.

'3) Cartan стр. 42 теорема 12-яя.
К) Levi стр. 557—510 и Cartan стр. 100—102.

(Оа — любой главный корень характеристического урав-ия.
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Якоби
= 1,2,..

между преобразованиями 
Мы получим, пользуясь

Теперь составим тождества 
^ i<i^a-\-%sf yZ f  и I '* / ,  полагая 
теоремой II.

{Yk, (X, +  а., 5. ^) ) =  (t "а'*» +  т, Z) . (15) .
Это свидетельствует о том, что преобразование 

принадлежит к корню '®j- Поэтому имеем:
S, =  Р / “ЬР'"^|«>а-|-со, р /  + ................

Комбинируя (16) с X a f  и Xfj'f  и собирая коэффициенты при 
^ ( j  + i) +  ** ^ ( / - 1 ) «>в +  “' соответственно получимг
пользуясь опять теоремой 2-ой и равенством (14):

(Ai — г)у, + , =  (А^— г > ; ........................... (17>
i—1 =  ........................(18).

Кроме того, получается, что =  О, если г >  А: или г <  — k' Беря
в (17) i =  k^ мы получим, что должно быть или Vft^=0
и вслед за ним все остальные v̂ . Затем положим в (17) i — ks— \ 
и получим, что если не все равны О,то должно быть 1.
Таким образом, получается, что если серия р действительно встре
чается в (16), то должно быть k^ — k^. Аналогично мы покажембыть
основании (18), что в этом случае должно быть
образом, в (16) могут встречаться только такие серии, у которых: 
характеризующие их постоянные будут равны постоянным той се
рии, к которой принадлежит рассматриваемое преобразование ” ). 

Таким образом, мы приходим к такой теореме.
TF. О Р Е М А  III. Се р ии ,  на к о т о р ы е  р а с п а д а ю т с я  п р е 

о б р а з о в а н и я ,  в х о д я щ и е  в н а и б о л ь ш у ю  и н в а р и а н т 
ную п о д г р у п п у  р а н г а  О я др а ,  о б л а д а ю т  т а к и м  с в о й 
с т в о м:

Пр и  к о м п о з и ц и и  с п р е о б р а з о в а н и я м и ,  не  в х о д я 
щи м и  в я д р о ,  п р е о б р а з о в а н и я  т а к о й  с е р и и  п е р е 
х о д я т  в п р е о б р а з о в а н и я  д р у г о й  с е р ии ,  о т в е ч а ю щ и е  
т е м же к о р н я м .  О б е  э т и  с е р и и  и м е ю т  о д и н а к о в ы е  ха- 
р а к т е р н ы е п о с т о я н н ы е .

Отсюда следует, что если все такие серии ординарные, (т. е.

н а :
k'  ̂— k'^. Таким I

постоянным ks и k's =  ^' ШдШдА- ks отвечает всего только одна се
рия, то преобразования инвариантной подгруппы ранга О ядра 
Yi'-X p^jf,  А 'р + г/,.. . ,  Хг/, после приведения ядра к подгруппе t  
и надлежащем выборе независимых преобразований, будут при ком
позиции с Z / только умножаться на некоторые постоянные. Отсюда 
следует, что д л я  того ,  ч т о б ы  Z/  не б ы л о  в э т о м  с л у ч а е

Заметим, что этот результат может быть иначе получен, пользуясь теоремой 
Е. Cartan’a, данной "в Thdse § 8-ой гл. 6 стр. 110—112.

1’) Укажем на аналогию этих рассуждений с выкладками Е. Cartan’a, произведен
ными им в ТЬёве на стр. 116—118.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



о  пр'еобразованиях, оставляющих данную группу инвариантной 65

п е р е с т а н о в о ч н ы м  со в с е м и  п р е о б р а з о в а н и я м и  Fj 
я д р а ,  н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  д о б а в л е н и е  Z f  к я д р у  у в е 
л и ч и в а л о  бы р а н г  г р у п п ы ,  т. е. п о л у ч и л а с ь  бы г р у п п а  
ра нг а ,  б о л ь ш е г о  чем /.

Это следует из того, что если группа Z/, Xp ^ i f ,  X p + i f , . . . ,Xrf  
будет ранга О, то все двучленные ея подгруппы будут коммута
тивны; с другой стороны, в рассматриваемом случае ординарных 
серий {Z,Xp^^) =  oiXp^jf,  конечно, при надлежащем выборе неза
висимых преобразований, как это следует из теоремы Ш ей.

Заметим, что если ранг группы Zf^Xp^ i f , . . X r f  равен О, то 
Z f  будет в общем случае перестановочно со всеми преобразова
ниями ординарных серий.

Мы теперь рассмотрим вопрос о композиции между собой пре
образований группы, не входящих в ядро. С этой целью рассмотрим 2 
таких преобразования Z ) / и Z?/. Очевидно, (fLuZf) — Z f-\-U f,  где 
б̂ /’некоторое преобразование Г], а Z / не входит в ядро. Так как 
(Z),Zo) и Z / перестановочны с преобразованиями g, то н Uf  бу
дет перестановочно с преобразованиями g. Отсюда следует, что 
Uf будет принадлежать к подгруппе j  ядра. Если мы рассмотрим 
серии Е. Cartan’a, на которые распадаются преобразования Г], отно
сительно преобразований g, то мы увидим, что Uf само составляет 
такую серию ( о т н о с и т е л ь н о  л ю б о й  3-х ч л е н н о й  п о д 
г р у п п ы  g), причем k =  k' =  0. Совокупность преобразований т, 
обладающих этим свойством, мы будем в дальнейшем называть 
н у л е в о й  п о д г р у п п о й .  На основании теоремы III, мы можем 
легко заключить, что если C ^i/какое-нибудь преобразование нуле
вой подгруппы, то (t/,, А'/о)а-(-О)) принадлежит к тому же корню 
и к сериям с теми же характерными числами, что и преобразование 
Xiu}a-\-(of. Отсюда следует, что с преобразованиями ординарных серий 
U f  перестановочно, т. к. Г» группа ранга 0. Если все преобразо
вания, не входящие в нулевую подгруппу, участвуют в ординарных 
сериях, то тогда, очевидно, что преобразования нулевой подгруппы 
коммутативны со своими преобразованиями ядра, не принадлежа
щими к нулевой подгруппе. Покажем, что в этом случае нулевая 
подгруппа является центром ядра.

Прежде всего, очевидно, что нулевая подгруппа будет ранга 0, 
т. к. она является подгруппой группы ранга 0. Далее, т. к. нулевая 
подгруппа есть часть ядра, то все ее преобразования должны быть 
получены при вычислении производной группы ядра, с ядром сов
падающей Заметим, что преобразования нулевой группы не мо
гут получаться при композиции преобразований Fi с g'; это сле
дует из самого определения нулевой группы. Поэтому, часть пре
образований нулевой подгруппы должна быть обязательно полу
чена в результате составления {X, У), гае X f  и Vf принадлежит к Гь 
но не к нулевой подгруппе. Однако, получаемые таким образом 
преобразования нулевой группы будут иметь ш а  {X,Y)-{-Vf, где 
Vf  опять принадлежит к Г], но не к нулевой подгруппе и поэтому 
будут перестановочны со всеми преобразованиями нулевой группы, 
как это следует легко из соответствующего тождества Якоби.
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Следовательно, они входят в центр ядра. Пусть остальные пре
образования нулевой подгруппы, непредставимые таким образом 
U\f, U-if,..., Utf. Они все должны входить в производную под
группу, но могут быть в ней получены только в результате компо
зиции друг с другом. Позтому скобки {Up,Uq), где p ,q — \,2 .......t
обязательно должны воспроизводить преобразования Uif, U-if,.. .U if  
и могут только зависеть от еще некоторых преобразований 
6 '/4-‘ /У*/нулевой подгруппы, входящих в центр ядра. Тогда 
преобразования Uxf,U->f„...Ukf составляют группу, очевидно 
ранга О, совпадающую со своей производной группой. Это невоз
можно. Поэтому скобками (Х,У), где X f  к Y f  входят в Г,, но не 
в нулевую подгруппу, будут исчерпаны все преобразования нуле
вой подгруппы, которая таким образом совпадает с центром. Та
ким образом, мы приходим к такой теореме:

Т Е О Р Е М А  IV. П р е о б р а з о в а н и я  н е к о т о р о й  не инт е -  
г р а б . е л ь н о й  г р у п п ы,  не в х о д я щ и е  в ее я д р о ,  о б р а 
з у ют  с а ми  и н т е г р а б е л ь н у ю  г р у п п у  по м о д у л ю  не 
к о т о р о й  „ н у л е в о й *  п о д г р у п п ы  р а н г а  О я дра ,  к о м м у 
т а т и в н о й  с п р е о б р а з о в а н и я м и  п о л у п р о с т о й  п о д 
г р у п п ы  всей г р у п п ы  с ней и з о м о р ф н о й .  Е с л и  с е р и и  
Е. C a r t a n ’a,H3 к о т о р ы е  р а с п а д а ю т с я  п р е о б р а з о в а н и я  
н а и б о л ь ш е й  и н в а р и а н т н о й  п о д г р у п п ы  р а н г а  О я д р а  
т а к о в ы ,  ч т о  к а ж д о е  п р е о б р а з о в а н и е  э т о й  подгруппы,  
не в х о д я щ е е  в н у л е в у ю  г р у п п у ,  п р и н а д л е ж и т  к к а 
к о й  н и б у л ь  о д и н а р н о й  с е рии ,  т о  э т а  н у л е в а я  п о д 
г р у п п а  с о в п а д а е т  с ц е н т р о м  я д р а .

Параллельно этой теореме можно указать на такой факт, относя
щийся к результатам композиции преобразований, не входящих 
в производную подгруппу данной группы. Если мы обратимся 
к уравнениям (3), то увидим, что если преобразования А”»,/, А «г/, 
. . . .  А’а^/ образуют центр группы G,aX^^f, X^ f ,  . . . ,  X ^^f  не вхо-

О

дят в производную подгруппу от G, не входят в (3). Поэтому,®S
если группа G имеет центр и не совпадает со своей производной 
подгруппой (например является группой ранга 0), то мы в лю
бых формулах, дающих автоморфизм группы, наир, в (4), можем 
считать соответствующие Х̂» произвольными. Это вообще приво
дит к внешне-автоморфному преобразованию, исключая тот случай, 
когда среди преобразований G можно всегда выбрать такое X f ,  
которое переводит преобразования А’̂ ^/; А'р_ / ; . . .  ;А'^^/ в любые
преобразования центра G. В том случае, когда не все преобра
зования центра входят в производную подгруппу от G, мы обя
зательно получаем внешне-автоморфное преобразование. Таким 
образом, этот автоморфизм дает действительную возможность 
построить из группы О такую группу, в которой преобразования 
центра, не входившие в производную подгруппу, в центр группы 
G не войдут.

Заметим, что эта задача может быть решена и другим путем,
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а именно, присоединяя к нашей группе преобразование Z /, так 
чтобы имело место:

{Xk, Z) =  V* Z / (19)

Составляя для определения у* тождества Якоби между Xkf, 
Xi f w Z f  мы легко увидим, что если Xt /  входит в производную 
подгруппу* V* О, а если нет, то v* произвольно.

Этим самым, конечно, опять создается возможность превращения 
центральных преобразований G, не входящих в производную группу 
в нецентральные преобразования группы G (О — это группа G до
полненная Z f) .

СЬег Transformationen, welche eine kontinuierliche Gruppe invariant
lassen

B. Fuchs (Tomsk)

In der vorliegenden Arbeit leite ich einige Eigenschaften der Trans
formationen ab, welche die sogenannte Sussere Automorphismen einer 
kontinuierlichen Gruppe bilden. Ich bekomme insbesondere die folgen- 
den Ergebnisse:

1) We n n  d i e  T r a n s f o r m a t i o n  Z f  e i n e n  a u s s e r e n  A u t o 
m o r p h i s m  us e i n e r  G r u p p e  G b i l d e t ,  so h a n g e n  d i e  
К 1 a m m e r n (Z, Xk) n u r  vo n  s o l c h e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  
G ab, w e l c h e  d u r c h  N u l l s e t z u n g  a l l e r  L i n e a r f o r m e n  
mit r?* d e f i n i e r t  s i nd,  v o n d e n e n d i e  c h a r a k t e r i s t i s c h e  
G l e i c h u n g  d e r  G r u p p e  G w e s e n t l i c h  a b h a n g t .

r

Hier bedeutet 2  ^'‘^ k f  die allgemeiiie Transformation der Gruppe G.
*= 1

2) J e d e  T r a n s f o r m a t i o n ,  d i e  e i n e  n i c h t i n t e g r a b l e  
G r u p p e  i n v a r i a n t  l a s s t ,  k a n n  ma n  d u r c h  A d d i t i o n  
mi t  e i n e r  T r a n s f o r m a t i o n  d i e s e r  G r u p p e  so u mwe e h -  
se l n,  d a s s  s i e  k o m m u t a t i v  wi r d  mi t  d e n  T r a n s f o r 
m a t i o n e n  d e r  G r u p p e ,  w e l c h e  i h r e  h a l b e i n f a c h e ,  
mi t  d e r  g a n z e n  G r u p p e  i s o m o r p h e ,  U n t e r g r u p p e  
b i l d e n .

Daraus folgt, dass alle die Transformationen mit dieser Untergruppe 
kommutativ sind, welche nicht zu ihrer letzten Hauptuntergruppe (Kern 
der Gruppe) gehoren.

Dann bespreche ich die Ergebnisse der Zusammensetzung einer 
nach dc'H Forderungen des Satzes 2 umgewechselten ausserautomorphen 
Transformation Z f  mit den Transformationen der Gruppe, die eine 
invariante Untergruppe Г vom Range 0 bilden und nicht zu der 
halbeinfachen Untergruppe gehCren.
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Ich betrachte die Serien, in welche diese Transformationen nach den 
Arbeiten von E. Cartan und E. Levi zerfallen (s. die Fussnoten №№ 12,14). 
Ich gel^ange zu folgenden Satzen;

d ie  T r a n s f o r m a t i o n e n d e r  
b e s i t z e n  f o l g e n d e  Ei g e n -

3) Di e  Se r i e n ,  in w e l c h e  
U n t e r g r u p p e  Г z e r f a l l e n ,  
s c h a f t:

Be i  Z u s a m me n  s e t z u n g 
Gr u p p e ,  d i e  n i c h t  
T r a n s f o r m a t i o r i e n

mi t  T r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  
zu i h r e m Ke r n  g e h o r e n ,  g e h e n  a l l e  
e i n e r  S e r i e  i n d i e T r a n s f o r m a t l o n e n

e i n e r  n e u e n  S e r i e  iib e r , w e l c h e  d e n s e l b e n W u r z e l n  
de r  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  G l e i c h u n g  a n g e h o r e n .  D i e s e  
n e u e  Ser i e  h a t  d i e s e l b e n  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  Z a h l e n  
w i e d i e  f r i i here.

4) Di e  T r a n s f o r m a t i o n e n  e i n e r  n i c h t i n t e g r a b l e n  
Gr u p p e ,  w e l c h e  n i c h t  zu d e m Ke r n  d e r  G r u p p e  
g e h o r e n ,  b i l d e n  s e l b s t  e i n e  i n t e g r a b l e  G r u p p e  
n a c h d e m  M o d u l  e i n e r U n t e r gr  u p p e vo m P a n ge 0 d e s 
Ke r ne s .  Di e s e  U n t e r g r u p p e  i s t  k o m m u t a t i v  mi t  d e n  
T r a n s f o r m a t i o n e n  d e r h a l b e i n f a c h e n  U n t e r g r u p p e  d e s  
Ke r ne s .  F a l l s  d i e  S e r i e n  E. C a r t a  n’s e i n f a c h  s i nd ,

m i t d e m  Z e n t r u m d e s  K e r n e sf a l l t  d i e s e  U n t e r g r u p p e  
z u s a m m e n .

In den beiden letzen Satzen mussen die Transformationen, welche nicht 
zum dem Kern der Gruppe gehoren, nach den Forderungen des Satzes 
3 umgewechselt werden.
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S U R  U N E  M E T H O D E  E F F E C T I V E  D E  L A  R E P R E S E N T A T I O N  
C U N F O R M E  A V E C  A P P L I C A T I O N  A  U N  P R O B L E M E  

D E  L ’ H Y D R O D Y N A M I Q U E
par Stefan BERGMANN (Tomsk)

§ I. La question de la resolution effective de I’equation

:0
dx'^ dy^

Fig. 1.

joue un role important dans I’hydrodynamique. Soit 
Х =  Я,(л;, 3/) =  Re (г)], Y =  H-, (x, 3/) =  lm [§• (г)]

(Re partie reelle, Im — imaginaire) une representation conforme d’un 
domaine В  sur un autre domaine B*.  Chaque fonction H  ( X ,  Y)  harmo-

nique dans В  de- 
vient une fonction 
H[H,{x,y),H,{x,y)] 
harmonique dans 
B*.  C’est pour- 
quoi la connais- 
sancede la transfor
mation conforme 
d’un domaine sur 

soudre quelques problemes importants pour 
I’hydrodynamique. Un tel ргоЫёте est, par exemple, la determination 
du courant autour 
d’une aile (Voir les 
figures 1 et 2, la 
figure .2 represente 
le cas oil I’aile est 
pres de la terre).
Notre probieme se
ra resolu, si nous 
pouvons represen
ter ces domainessur 
les domaines indi- 
ques dans les figu
res 3, 4 possedant 
comme frontieres

un autre permet de

Fig. 2.

une coupure (Schlitz) AB  et dans le cas de figure 4: la coupure AB et 
la droite CD. Les lignes de courant dans les figures 1 et 2 correspon- 
dront aux droites paralleles к Гахе reel.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



70 Sur иле mdthode effective de la representation

Dans ce qui suit je voudrais developper quelques considdrations, qui per- 
mettent d’effectuer une transformation conforme d’un doinaine sur un autre.

A I’aide de quelques th^or^mes, que nous formulerons dans ce quE 
suit, nous introduirons
des coordonnёes t] que 
nous appelons coordon- 
пёез naturelles, posse- 
dant la propriete d'etre 
invariantes par rapport 
aux transformations 
conformes et indique-

ГД в

Fig. 3.

rons comment on peut calculer leurs valeurs dans un point quelcon-  ̂
que d’un domaine donn^.

Nos considёrations sont basёes sur quelques thёorёmes de la 111ёог1е 
des transformations que Гоп peut imm^diatemtnt gёnёraliser au cas des 

_____ _______________________ transformations pseudo-

Fig. 4.

conformes, c’esti-dire 
au cas des transforma
tions des domaines к 
2 V dimensions par n fon- 
ctions complexes Zk {z )̂, 
к =  1, 2,.. .n, de n va- f 
riables comple.xes ŝ,

1, 2 ,.. .Л.
Quelques-uns des thёorёmes iпdiquёs sont valables t'our ce cas, si on 

comprend par z  le point \zi, Z2 ,...z„] de I’espace de variables com
plexes, ies autres servent de point de depart pour les recherclies plus 
ёtendues de la theorie des transformations pseudo-conformes ')•

§ 2. Soil В un domaine situё tout entier к distance finie Nous sup- 
posons pour simplifier, que son contour est formd d’un nombre fini 
d’arcs rёguliers. Soit E (B) I’ensemble des fonctions /  regulleres dans B, 
pour lesquelles f  (z)^^ d w ^ \  (dm dёsigne Гёlёment de surface) el 
soit t un point de B. On appelle f u n c t i o n  n o y a u  (Kernfunktion) 
de В attachёe a I’ensemble E (6) la fonction К (t, t) ~  k (u, v) — 
max I A' {t) 12, h (z) appartenant к E (B), [ t= u - y iv \ .  [2c, 2gj.

T h ё о r ё m e k {x, y) est une fonction regulidre dans В {considdrde 
comme fonction des variables reelles x, y) (2a, 2c].

1) Quant au dSveloppement plus ddtailld de ces conslddrations voir les travaux 
sulvants:

r  Aronszajn, a. C. R. 197, 33, 1579; b. C. R. 198, 34, 143.
2° a. M. A. 86, 22, 237; b. M. A. 100, 28, 399; c. M. Z. 29, 29, 640; d. M. A. 102, 

30, 430; e. Journal de Crelle 162, 30, 262; / , Sitz.-Ber. Berlin, math. Qes. 30.32, 11; 
g. Journal de Crelle 169,33,1;Л. Rend. d. R. Accad. Naz. del Lincei, VI 8ёг1е 19, 34, 474.

3° Bochner, M. Z. 14, 22, 180.
4’ Hammerstein, Sitz.- Ber preuss. Akad. Wiss. 33, 259.
5° Welke, a. M. A. 101, 30, 437, (Dlss. Behnke, Munster); b. Ergebnisse der Math, 

u. ihrer Grenzgebiete, III, 3, Behnke und Thullen, 34, 106.
6° Zarankiewicz, a. C. R. 198,34, 1347; b. Zeitschrift fur angew. Math, und Mecha- 

nik, 14, 34, 97.
Abrdvlations: C. R. Comptes Rendus de I’Acaddmie des Sciences, M. A. Mathcma-- 

lieche Annalen; M. Z. Mathematische Zeitschrift.
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S. Bergmann 71

11 est utile d'introduire aussi une autre definition de la fonction- 
noyau. On dit qu’un syst^me de fonctions «v (2), v = l ,  2 ,.. .reguli^res 
dans В est orthogonal et погтё, si pour chaque couple de fonctions 
'fv, ?(x on a :

//?V  (г) ф[Х (Z) d(U =  , Ovv =  1, Ov|x =  0 pour V Ф [A.
в '

r.e syst^me est dit complet pour E (B) si pour toute fonction /  
appartennant й E (b‘) on a:

rfto

T h e o r e m  e 2. Pour chaque dornaine В il existe un systenie com
plet. pour E (5) des fonctions q>v orthogonales et normees [2a, 2/;, 3, 5Й]. 

De plus on a :
00

K { z , z ) =  1
v =  1

rv (^)

Par consequent, il existe une infinite de systfemes orthogonaux, 
chacun pouvant se deduire de I'autre par une transformation unitaire.

(Naturellement -  ’Р.Хг)'!'' (/) appele
v =  1

noyau bilinaire, reste invariant par ces 
transformations; T’v {z), v =  1, 2 , . . .  etant 
un syst^me quelconque de fonctions 
orthogonales, complet pour E (5i).

Etant donu6 un зуа1ёте S de fon
ctions r^guli^res dans В on sait tou- 
jours construire un syst^me orthogonal O. 
Pour la pratique la methode d’ortho- 
gonalisation la plus commode est celle 
de M. Schmidt.

Soit В un dornaine n multiplement connexe, limite par n courbes 
fermees Lk, (chacune 6tant сотрозёе d’un nombre fini d’arcs reguliers) 
et soit a* un point quelconque int€rieur a Lk, h =  I, 2, . . .  n — 1. 
Nous d^signons par Si le systeme

[z”, {z — a 1, 2 ,.. .71—1, 77i=-0, 1, 2 ,. . .

T h ё о r ё m e 3. Le systime Oi de fonctions orthogonales engendre 
par S| est complet pour E (fi).

2) Dans le cas d'une variable conipiexe si В est mi dornaine siniplement conliexe 
w (г) =  (2) ft) dz reprdsente В sur un cercle; au point t correspond le centre
du cercle.

Fig. b.
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72 Sur une mdthode effective de la representation

Dans le cas de plusieurs variables on sail demontrer I’existence du 
syst^me О complet (1Ьёогёте 2), mais leur construction elective n’est 
pas connue dans tous les cas [4].

T h ё о r ё m e 4. К  (z,z) est vn invariant intёgral par rapport aux 
transformations conformes, c’est-a-dire, si z* (z) transforme le domaine 
В en B* on a:

Kb>- {z*, z*) =  Kb [z iz*)J(z*] ] .
dz* I

La forme diffёrentielle

ds^ =  K{z, zj  I dz |2 respeciivement ds’’- =  H ^2:1, d z ^ 1)
d z^dzs

dans le cas de plusieurs variables est un invariant par rapfrot aux 
transformations conformes ou pseudo-conformes. Un autre invariant 
important est

’ К d z  dz ' ,

Nous avons ainsi dёfini une v a r i ё t ё  de R i e m a n n ,  qu’il est 
utile d’employer pour les recherches de la 111ёог1е des transformations 
conformes ou pseudo-conformes.

En utilisant les considёrations prёcёdentes comme point de depart 
on a jusqu'ici traitё les probRmes suivants )̂:

I. La structure et les proprietes locales et globales des Уаг1ё1ё5 
riemanniennes (1) [2г, 6a, 6b].

II. 1® Les invariants par rapport aux transformations normees 
(e’est-S dire par rapport й I’ensemble de transformations, possedant un 
point fixe).

2“ Les invariants par rapport aux transformations quelconques [la, 
lb, 2c, 2g, 2Л].

III. Le clioix d’un domaine representatif (et ses propriёtёsl dans 
I’ensemble des domaines engendrёs par transformations normees [\b, 
2a, 2d, 2/, 5a].

IV. Les propriёtёs des domaines de la meme classe, c’est-й dire pos- 
sёdant la meme mёtrique (1), en particuiier quelques thёorёmes sur la 
transformation de mesures euclidiennes (Verzerrungssatze) [2e, 2h\.

§ 3. Аргёз avoir donne les lhёorёmes fondamentaux, nous passons 
к la question de la determination des coordonnёes naturelles dans le 
cas oil В est simplement connexe (6 1) et oil В est doublement connexe 
(B2 ). Pour simplifier nous supposons, que В est situё tout entier к 
distance finie et que son contour est forme d’un nombre fini d’arcs 
rёguliers. (On sait ejue les domaines indiquёs dans les figures 1-4 
peuvent etre transformes sur de tels domaines par les fonctions 
ёlementaires). Comme Ton sait, on peut transformer en un cercle E:

^ 1  dPlogK dPlogK
3) — — 1— etant un invariant, on peut pour я =  1 au lieu de —- — ■ </2 I “К dz dz d z d z

utiliser la forme iпdiquёe.
4) La plupart dans le cas de transformations pseudo-conformes.
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S. Bergmann 73

lw | <  1, Й un point О quelconque de fii on pent faire correspondre 
le centre о de £ .  Я2 pent etre transforme en un anneau circulaire A 
r  <  I w ! ■< 1, ou r  est un nombre ca- 
racterisdque pour Bi (appele module J
de Dans le cas de E les rayons 
/?tp: (? =  const, et les cercles C .:
|гу| =  <; sont des geodesiques de 
notre metrique. Par chaque point p

de E passe une courbe /?cs et une courbe Q . En fixant un des rayons 
par exemple /?o et le sens de rotation, nous definissons les coordon- 
nees naturelles en posant \ =  L^{pi),y\ =  L^{po), oil L( ) designe la 
longueur non euclidienne de I’arc entre parantheses et i le point 
d’intersection de Q  avec Uq. Dans le cas de I’anneau A, d’apres un 
resultat de M. Zarankiewicz [6я, 6й], I’invariant 1(гг;, w) reste constant 
sur chaque cercle ! w i  =  const. Sur \ w \ — V r  1 prend son maximum 
et decroit lorsqu’on s’approche de la frontiere, oil on a 1 =  2 ®) [2^]. 
Di '.:nons par Co la circonference \ w \ =  \'' r et fixons un rayon par 
ex .iiple /?o et le sens de rotation. Par chaque point p  passe une

courbe Cat et R^. En designant par i 
I’intersection de C^ avec R q, par / de 

avec Co on obtient les coordonnees
naturelles de p en posant

7) =  Ьд (p/).
Nous voulons maintenant montrer 

comment on peut dans le cas de B\ 
trou.ver les geodesiques Ga passant par 
un point О et leurs trajectoires ortho- 
gonales 91̂  on bien, dans le cas de B^,
les courbes Qa' 1 (г, z)==const. et leurs 
trajectoires orthogonales 9ftp. Si nous

pouvons tracer ces courbes et encore dёterminer effectivement la 
longueur non euclidienne (invariante) d’un arc quelconque de I’une

5) Dans le cas de I’invariant I est une constante.
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74 Sur une тё№о(1е effective de la reprdsentation

d’elles dans B, nous pouvons determiner les valeurs des coordonnees 
naturelles t) en chaque point de B, et par consequent nous pour- 
rons effectuer la transformation conforme de B  ̂ en E ou de B, en A. 

Les courbes geoddsiques satisfont й I’equation

d^z
du'^

4 - 1 ”“  II
dz'^  
dll

-0, Г, „  1 ^
“ K d z '

Par consequent, nous pourrons tracer les courbes Stj dans B  ̂ corres- 
pondant aux rayons,*si nous pouvons determiner les Г}р ainsi que les 
courbes (£- dans le cas de52, sinous connaissons les valeurs de l(z,z) 
et enfin calculer les longueurs L̂ j, si nous connaissons les valeurs de 
K. (On obtient les courbes (£;|3 dans le cas de 5,, et dans le cas de 
B2 en tra^ant les trajectoires orihogonales aux families de courbes 
indiquees et (£3).

§ 4. On peut calculer les quantites indiqu6es en determinant un nom- 
bre fini de fonctions du systfeme О (voir p. 72) et en se bornant h ce 
nombre de termes dans la serie infinie.

Mais au voisinage de la frontiere la convergence etant tr^s faible, on
emploie une autre mёthode, basee sur le fait que les quantites

I (г, z), Г‘| sont les valeurs minima que Гоп obtient dans quelques 
problfemes de variation
Par exemple  ̂ - est le minimum de )' ( ! А(г) - dto, si pour h on 

К {t, t) ' в '
prend toutes les fonctions regulieres dans B, pour lesquelles on a; 
h (7)=1. Par consequent on a Kg {t, {t, t), si on a S oQ.
Mais il existe des domaines pour lesquels en connaissant la fonction 
qui les transforment sur un cercle, on peut facilement calculer K. Si Ton 
prend deux de ces domaines et (domaines de comparaison, 
Vergleichsbereiche) on peut s’arranger de fagon que Гоп ait Gi'> c В c  G<‘'') 
et que dans une partie de G<’> (au voisinage de la fronti^re) K^v) et 
Kd‘̂> different pratiquement tr^s peu. Comine on a /ГдО ATom on
obtient une approximation pour les valeurs de К  dans la partie indi- 
qu€e de B. D’une mani^re analogue on peut calculer les valeurs de 
i et Г}, au voisinage de la frontiere.

Institut de malhematiques et mecanique, Tomsk.

6) Voir principalement 2c et la ll-feme partie du travail: ,Ober die Kernfunktion eines 
Bereiches und ihr Vertialten am Rande”, qui paraitra procliainement dans le Journal 
de Crelle 172 p. 89,
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Об одном эффективном методе конформного отображения, 
имеющем приложения к одной проблеме гидродинамики

С. Б. Бергман (Томск)

В настоящей работе рассматривается особый метод определения- 
аналитической функции комплексного переменного, отображающей 
одну область на другую. Этот метод основан на свойствах особой 
функции—ядра, присоединяемой к данной области. Ее определение 
представляет собой экстремальную задачу. Рассмотрение этой функ
ции позволяет ввести особую Риманновскую метрику в данной об
ласти, остающейся инвариантной при отображении области с по
мощью аналитических функций. Тогда определение функции, ото
бражающей, например, данную односвязную область на круг или 
двухсвязную область на кольцо, сводится к определению натураль
ных координат точек, получающегося из нашей области Риманнов- 
ского многообразия. Для этого достаточно определить геодезиче
ские линии такого многообразия, выходящие из точки рассматри
ваемой однозвязной области, преобразуемой в центр круга и орто
гональные траектории к ним. В сл\чае двухсвязной области, опре
делению подлежит некоторое другое семейство геодезических линий 
и ортогональных траекторий к ним. В случае, если функция—ядро 
области, известна, это сводится к интегрированию обыкновенного 
дифференциального уравнения 2 порядка.

Определение функции—ядра может быть эффективным образом 
произведено, исходя из некоторой системы ортогональных функций, 
связанной с данной областью.
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О П РЕД ЕЛ ЕН ИЕ Д А В Л Е Н И Й  М Е Ж Д У  Ч А С ТЯ М И  
М Н О Г О П Л А С Т И Н Ч А Т О Й  Б А Л КИ

КУФАРЕВ П. П. (Томск)

В этой работе предлагается метод для вычисления давления 
между балками, лежащими друг на друге на двух опорах и подвер
женными действию некоторой нагрузки, а также моментов, изги
бающих каждую из балок. Балки предполагаются при этом идеально 
гладкими; длины балок—одинаковыми. Расчет проводится на осно
вании формул технической теории упругости.

Черт. 1.

О б о з н а ч е н и я .

М  — изгибающий 
момент,

^ 1. ^ 2  — реакции 
опор,

qi — давление между i — той и i - j - 1 — ой балкой, рассчитанное 
на единицу длины,

nil — изгибающий момент для i — той балки,
Qi =  m'i — срезывающая сила,
Fi — площадь поперечного сечения балки,
/i — момент инерции поперечного сечения,
£  и G — модуль Юнга и модуль сдвига,
/ — длина балок, п — число балок.
При решении вопроса будем исходить из принципа минимума 

работы ‘деформации.
Энергия деформации системы

W  =
.................................

где (1 — численный коэффициент, зависящий от формы поперечного 
сечения балок.

Но
тп1 =  j  q  —  \ q i { x  —  l ) d \ ..................... (2)

о b
и

Qi =  m ' i =  q  i d - —  q , d '  . . . . . ’ . (3)

или, обозначая
X »

f  qi  { x  — $) rfc =  Щ
b
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Опредмеиие давлений между частями многопластинчатай балки 77

имеем

W ( Ц  i _  1 —  « i ) 2 {U'i _ 1 — U'|)2
2EIi ‘ 2 0 Л

Из условия минимума работы деформации получаются следую
щие уравнения для U\

А
dx

или

И |  — U i _ ,  . U i  — U i  +  i
[J, ------------— ------------------l - u .  -

o r , or,+ .
» i — И , - 1  Ц,  — Ц | - ц

~Eh r / i  + ,

m m 1 + 1 m, m
i +  l _

o r ,
или, обозначая

где

имеем

GFi + i E h  r / i  + i

_ , ^ o r .
( 4 >

Zi — Л14 -1 — 0*
Решение этого простейшего разностного уравнения =  ?

(не зависит от i) и след^
т"̂  — а,2 ш, =  Г, 9 (л:)................................... (5)

Общий интеграл этого дифференциального уравнения

F, »
ш, =  у4 |sA 3,л :-|- А,сЛ а, JC-f-  ̂ ? (^)s h a x { x  —  \ ) d t  . . . . (6)-

В случае, когда на балки действуют также сосредоточенные 
силы, приходится писать несколько уравнений типа (5).

Так, в случае, когда на балки действует одна сосредоточенная 
сила Р, на расстоянии с от левой опоры, необходимо рассматри
вать отдельно левую и правую часть балок, т. е. писать два урав
нения:

/л', — а,2 от, =  Г, ср (х ) ................................(7,)

от", — 3,2 OTi =  г, ® (л:),................................(7г)

где через от, и от, обозначены моменты соответственно для частеЛ 
балки слева от силы и справа от силы.
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78 П. П. Куфарев

Общие интегралы в этом случае удобно написать в виде:

~ F
гп\ =  А\  sh di X В \  sh а.\ X-\---- f  <р (t) sh d\ ( х  — t) dt

“■ о
— _ _  F ' ^ -
nii =  A^ s h d - i XBi  chdiX-\----- ( (p(̂ ) sh ai{x — t) dt.

«i i
Так как m.i(0) =  0, то Д  =  0 , и формула (6) принимает вид: 

mi =  A\shaiX -\-^^< f{t)sha .i{x  — t )d t  . . . .
■*> о

(8)

Для определения неизвестной функции ф (х) воспользуемся тем 
условием, что сумма всех моментов т, равна М.

i л

V  =  уИJвшd (9)
1-1

Отсюда для ср(л:) получается интегральное уравнение
1 = П X р| = П р
'SA\sha\x-\-j Ф(̂ ) "V —̂  s A (-Х — )̂ d t — М . . . (10)

« L| = i J

решение которого принципиально несложно. Именно, дифференци
руя 2 я раз, получим следующие уравнения:

JT Г ” 1
i(l) . . . ^ F ic h d i { x  — t) dt -j- A\ a, chctiX — M',

(2)  . . j<i^{t)[ '^FidiShdi{x —  t ) ]d t - \ - ' ^Ai d , ^ sha . iX- ^Vf {x ) ' ^Fi— M’,

(3) . f  f(t)[^Fiai^ck<Xi (x— t)] dt-{-^A iai«chaiX -j-cf,'(x)'^Fi =  M'',

( 4 )  ............../  cp(0 . . (11)

+ (^) 2  + ?  w  2  «Г= M  cv),

0 ^

+ ? f ........ +
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Достаточно взять из этих уравнений для определения <р(л:) лишь 
уравнения четного номера. Принимая во внимание (8), их можно 
написать в виде

Л1 =  L ni i
ESiW i-A r' — tp.So

. . . .(12)

ESf rtti =  M,(2 n)

где
----------—  Cp .5 o ,

(IV) e

Исключая из последних уравнений т„ имеем для о (х) диффе
ренциальное уравнение;

—  м 1 1 . . ..1
—  М ‘ 9 - S o £з •• ..?Я

—  М “Г '1 С2'*2' •

— м (VI) , с L » с 1 +  ? • -J2 +  Т *̂ 1 +  <Р .s„ Рз-2 . .

—  М
(2 «) 1 с  1 » с

-2 +

+ ----- . ^0 'Г £3..

=  0 .(1 3 )

в случае, если все различны; или же уравнение такого-же вида, 
но более низкого порядка в С'учае если среди чисел, ^г.-.^ябсть 
равные. (Так, если, например, ?i=52, то в уравнения (12) входят 
кроме ® (х1 по сути дела только п — 1 неизвестных; /И]-f-/Лз, /пз,
rrii..........тпп, и для составления уравнения для ср(х) достаточно п
уравнений).

Решая это уравнение, найдем функцию ср (х), а, следовательно, 
будут определены и момен ы т\-, произвольные постоянные опре
делим из граничных условий и из уравнений, которые получим, 
подставляя ? (х) в уравнения (11).

Мы ограничимся в дальнейшем рассмотрением случая, когда 
-балки нагружены сосредоточенной силой Р, приложенной на рас
стоянии С от левой опоры,

I. Все Ei различны и, следовательно, сечения балок различны;
В уравнении (13), следует положить

Ж" =  Ж1'Я: 
I

= = о
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ДЛЯ левой части балки, и М =  Р -  ( I—л:) для правой части. Раскры

вая определитель, представим уравнение (13) в виде:

— AfD^-®Do+cp"D, +  <pl‘'^iD2-f-..........
где

S . S 2 . .
V 1 1 . . 1

D  =
. . р2*п

St S2 • - ^ я

in
■ ■ 'я

! S7 - - 1  сл -  1
2̂ • ^ п - ‘

II Ь
к =  1

! о
О

О
5о
S ,

1
51

1 .

1 = 11

. 1

• 5У, ' ’2 -

:j +  2 у-* 2 t i  +  2l
' l  2 • я ■

о

in Сл i:/^iS?i — * ’’1 2 n ,

0 1 1 ......................... . 1

0 ii
' I ......................... . у

n
1 : i +  >

- i
Si +  ‘ . .

n
е. i J + 2 у +  2 . y + 2

t 2 tt

г:я — j -  1 in in . S"
' i '2

1
$2

. 1

. s.

s' . . S’,2 ■■■ -n 
;i +  I ti +  1 Pi -I- 1 

I  2 ■ "

in
1

к а к

1 1 . . . . . . . . 1
p p t
'1 , j  . . . .

— 1 
' i s r ‘ - • • •, . . . l ‘  - '

n
t f +   ̂
'2

. . s * + >
n

S'; 2 n

p' 2 4 Sy *)*я — e /

*) Cm. Каган, Теория определителей, стр. 161 и 31.
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где сумма составлена из произведений п количеств ;i, .........
взятых по п — е (без повторений); то, раскрывая определитель по 
элементам первого столбца, представим Dj в виде:

■ 2  ^,( -  ly  1 2   ̂V, . . j 2   ̂а .=из• • • ' V„ +
п

+  'V 2  ’ 2̂- • --  ■ • ■ +  ( -  1 )" -)  '2  2  'р -1“

+  = ( - 1 У  ; г, , .
" / —1 П — ] — 1

в  последней сумме—суммируются произведения из л — 1 коли
честв $2 j ---- взятых по n — j — \, при чем
исключается. Обозначая эту сумму через

В « -i  -  1 _  V  £ £
п L '(■> • • • • ’ , Л — j -  1

И сокращая на множитель V, неравный нулю, имеем окончательно 
для функции с? (х) уравнение:

п п п

^  п  В''„г ' 5;; -  2 4 . . . . ̂  ) л -  у 2 п -  4̂ 2 ^ ,  В ' . - f
К = 1 /=. 1 /=1 '

- |- ( _ 1 ) у 2 л _ 2 ) 2 /Т ^ _ 0 .

Частный интеграл уравнения
П

^  И  'й ^  П  Af П I1 ___________  ^

.............
* — * * г =» 1

или, так как

:а,2

то
сс ~  • М G

У  /Z u  I

_  OF,

_  G___ Г) ^  —. p ------ л.
I

Общий интеграл можно записать в виде:

=  J L .  о
2id "У ^к к *'• —  V 'l  г  U.F ’

к  =■ I  к =  1 7
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Этим уравнениям можно удовлетворить, приняв

^  L^shr^{l — c)G Р ^  __L^shr^cG  Р  
\^Ё ^  r„ 'shy j^ .E '

2d 2 d ‘'̂1 I
Граничные условия 2

C^r^Fi Р{1 — с) и
У  - 4 - “ т <^Лг „ с +- — —L i  V _ 3 , . 2  « ^  I

Квх 1 2 ' v
I

Рс I,
■ 2  { 1 - С ) ~  - f
«=1 ' У /.,

запишутся тогда более просто
П -  1 р

У
к= \

C^chr^c-\-C^chr^{l — c)
h

=  - Я - 7 Г
V / .

или, подставляя Q  и Q , получим окончательно следующие ур ия
ОЯ/

для (замечая, что =  а,-)

У  / o ' " - -  ^  -  1 (i =  1 , 2 . . . . « -  1 ) ................(18)

Итак,
««1

;г 2_3,3I я,

Ш, =  Р

^ - 1  ( t = l , 2 . . . . « — 1)

( / - с )  //
/ +

V / ̂ 1 * 41

я  ОЯI
(хЯ LU *,-) shr^l

shr^x  . . . (19)

2 : ^
к -  I

—  С I i
mi =  P j ( l  — x) —

2 /„

Я GF>4^ L shr.c

У / .  '^=>

где решения уравнений (18).
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Дифференцируя /л,-, найдем срезающую силу Ол 
Далее, из соотношений

q i - i ~ q i =  Q i',  q i - i  —  q  ,■ =  Q / ,
принимая во внимание, что ^о =  ?о =  0, найдем давления между 
балками;

и вообще _  -L='-
<?/ =  -  9 ^ = - ^ Q x' ....................(20)

i = i j= 1

С л у ч а й  д в у х  б а л о к ,  л е ж а щ и х  д р у г  на д р у г е  
и н а г р у ж е н н ы х  с о с р е д о т о ч е н н о й  с илой .

В этом случае уравнение (14) для г имеет вид:
F\ (/-2 — «22) +/^2 ('■“ — “1̂ ) =  о ........................(21)

GFi
Отсюда, принимая во внимание, что — р.. , найдем

)^EF, +  F, 1,1,
Уравнение для единственного коэффициента L, по (18) напишется:

1̂ J

откуда О F, L,
(хД г---«2-

Замечая еще, что на основании уравнения (21):
F, F,

и, след..
^ 2 _ а , 2

G F,L,
(хД л2_а,1 —

найдем выражения моментов в виде
Р  /| shr{l — с)— - - _____ . ... ■ —  _1 — с /, 

т, — Р — i X
Ii~\~li т l \ ^ l - i  shrI shrx,

^  I — c 1/2 P  /, shr(l— c) ,
m, =  F —  X , . . +  —  — ---- shrx,l /1 +  /2 r I,-{-I, shr I

c 1, P I\ shrc
Л +  Л “  - / . + X

 ̂ c 1, P 1, shrc
’ m, =  P  ̂ (l — x) shr ( /—X),

(22)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



86 П. П. Куфарев

откуда, дифференцируя, выразим срезающие силы 
/ — с /, г> shr{l— с)
~ ~ Г Л '-Н 7 ~ ^ shrI 
I — с /,

Q. - Я

Q . ^ P

c h r  X,

I
, „  A shr{l~-c)

I \ T ;”T '7 ------- гг~/—  сЛг д:,A + A  j 'l+ A (23)
c /, /, sArc

A A
Qj =  - / / ,  +  A

и давление между балками:
q =  — Q/ =  Pr

l\ — I2 shr i chr {I — x),

q =  Pr

Л shr {I — c)
shr I

shr{l-~x)

“b A
A shr c

shrx,

(24)
A + A  shr I

Пр и м е р .  Пусть р 1 =  р 2 =  б0сл1’, A = A = 1 2 5  см^ (балки оди
накового прямоугольного сечения 5 Х  12)

1 =  200см, с =  Ь0см, Р =  2000кг, -  =  а =  1, 2>)
£  8

Кривые чертежа 2 характеризуют изменение лавления q. (Сле
дует заметить, что, как известно, формулы не 
применимы для сечений, близких к опорам).

2. С л у ч а й  б а л о к  о д и н а к о в о г о  с е 
чения,  н а г р у ж е н н ы х  с о с р е д о т о ч е н 
ной с и л о й  Р на р а с с т о я н и и  с о т  
л е в о й  о п о р ы.

В этом случае =  £я =  £;
/ , = А  =  . . .  =  /„ =  /  
и, след..

_____ , /  GF— з _ | /«1 —  ^ 3-------------------------------- у

Решение задачи для рассматриваемого слу
чая очень упрощается. В самом деле, уравне
ния 7,, ?2 напишутся

— л- mi =  (х) — W (х)
m i  — mi =  F<p (х) — ’F (х)

Черт. 2.
А См. Тимошенко. .Курс сопротивления материалов', над. 1931 г. стр. 311.
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откуда
i ”

nii =  AiShiiX-\- I 4 '(t)sha(x  — t) Ut,
« о

1 r
rrii =  A i s fi«, ( I  — ̂x) -I—  ( ’F ( i )  s / i x ( x  — dt .

я i

. ( 2 5 )

Интегральное уравнение =  M для *F(.>c) имеет вид:

 ̂ X Г
' ^ A , s h a x ^ - j  4-{t)shoi{x — t)dt =  P - ! - ^ x  . .(26)

Дифференцируя два раза, имеем:
X "  1

п I 'F (/) cha.(x — t )d t - \ - i .c h r x .  ^  Ai =  Р  —
i=l

,V -

nx I ' F  {t) sh X ( x  — t)d t-\-n  ’F ( x )  A -x-  s h x x .  ^  A t =  0.
-1

Полагая в первом из этих уравнений .v: =  0, найдем:

Из второго же и (26)

'F(x)

и аналогично

РЦ ~  с) х̂  
' I ' п

Ч \х )  =  - Р ^  ^ \ l ~ x ) .
I п

Следовательно, (из уравнений 25)

Р I ~ ст, =  Ai s h x x --------------[ях — sh х х]
пх I

mi =  .4 ;5А Т (/ — х ) — ^  -  [я (/ — х )  —  5Л а (/ —  х)). 
,  пх I

Определяя из граничных условий 4,- и 4,-, найдем:

4 ; -
хп

I — с shx{l — cl 1I х Л  я  /  J
^  _Р , с sha с

‘ хп _1 sh X / j

г =  1.2 .. .  и — 1
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А п - —  ̂ / ’ +  (/; — !) j  ,
т  / sh а /

л - «И \1  s h i l
н окончательно моменты выразятся; 

т __ 1 Г о / — с Р sin. {I — с) ,, Р -- -V— - - I s in x
I л s h 'У I

D  ̂ // ч Р s h ic  ,Р  , ( / —Л')— ------s h a U  — л:)
/ 1. shy. I ’

i ~  1,2.. — 1

 ̂ ' о ^  ̂ I /  1 \  ^  X (/ — с) ,т п ~ -  \ Р — -— х - \ - { п — 1) -------- s h y x
п , I а sh а /

г Р ^ ( / - х )  +  ( , 7 - 1 ) ^  s h y { l - X )  
п  L I У s i n  I

Срезывающие си.ш

Q / = -п

Qi=^ 

Q n  =

I — с shy (I— с) , 1
--- ;-----------  ■ - C i n x '  ,

I sh у I J
c shy c ■

— , +  V , chy{l — >) ,I Shm I
' I  — c . ... shy (I — c) ,■ + ( / 7 — 1) ---- 1 - ^ c h y x

I shy I
r\ ^ I shyc , ,,

n\ I s in  I  ̂ ’
и давления межде балками

S=̂ l
. j  _____  f __ и  I  ^h a ( /  ^) L4i — —  >  Ч- — P  a -------; —  - s h y x ,

s 1 sh y!

cji =  — 'V  Qv' =  P - у
n shy I

s  —  1

sh a (/ — Л')

.(27)

(28)

■ (29)
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Bestimmung der Drucke zwischen mehrertn auf 2 Stdtzen 
iibereinanderliegenden Balken.

P. Kufareff.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Methode zur Berechnung der 
Drucke zwischen mehreren auf zwei Stutzen iibereinanderliegenden 
Staben angegeben. Vom Prinzip des Minimums der Formanderungs Arbeit 
ausgehend, erhalt man zur Bestimmung der Momente m\, in jedem 
von den Staben ein System von Differentialgleichungen folgender 
Gestalt.

m. aj- nil
Fi

= «  (X).
I 1

wo f (x) eine unbekannte Funktion ist. Die Aufgabe besteht in der 
Bestimmung dieser Funktion cp (x). Aus der Bedingung, dass die Summe 
der Momente тп[ dem ausseren Momente M gleich sein muss, erhalt 
man zur Bestimmung von (x) eine einfache Integralgleichung;

" r  '  ^  Ft
2  >liS//aiX4- I 'f (0  I s h d i ( x - t )  ■ dt-
, r, 1 0 1- i 1 j

M

Die Berechnung wird vollstandig durchgefiihrt in dem Falle, dass 
die Stabe der Wirkung einer konzentrierten Kraft aiisgesetzt sind.
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о С В О Й С ТВ А Х  И Н ТЕ ГР А Л О В  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
УР А В Н Е Н И Й , И Н Т Е Г Р И Р У Ю Щ И Х С Я  В К В А Д Р А Т У Р А Х

Е. И. АРАВИЙСКАЯ (Томск)

Во многих задачах прикладного характера приходится интегри
ровать дифференциальное уравнение, причем функции, входящие 
в состав этого уравнения, извесгны нам только на основании опыта 
и поэтому могут быть в известных границах варьированы. Целесо
образно поэтому выбирать их так, чтобы данное уравнение можно 
было интегрировать в квадратурах. Мы приходим, таким образом, 
в простейшел) случае к задаче: найти условия, при которых инте
грировалось бы в квадратурах дифференциальное уравнение вида

У  =/=■(.V-,;-, л (х)),
где X произвольная функция от .х. Необходимый и достаточный кри
терий интегрируемости дифференциального уравнения в квадрату
рах можно установить при помощи теории S. L ie  ’). Но, в соответ
ствии с элементарным характером нашей задачи, в настоящей ра
боте вопрос разрешается совсем элементарным путем.

Критерий интегрируемости, найденный в настоящей работе, был 
получен ранее Максимовичем, о чем можно судить по краткому 
реферату в Fortschritte der Mathematik 2). с  оригинальной же рабо
той Максимовича ознакомиться мне не удалось.

Настоящая работа имеет целью рассмотреть возможные виды 
интегралов дифференциального уравнения

у ' =  F { x ,у . ). (.V)). ( 1 )
где X произвольная функция от х, интегрирующегося п квадратурах. 

Назовем выражение

(где Oi произвольная постоянная) операцией первого порядка, 
f  Ф| ( X, X, Si ) dx  -У Яг =

где a-j произвольная постоянная, операцией второго порядка и т. д. 
Причем (р/, Ф; и т. д. могут обозначать результат ряда алгебраиче
ских операций и операций дифференцирования.

В этих обозначениях интеграл дифференциального уравнения (I) 
примет ВИД:

') S. Lie.  Theorie der Transformationsgruppen, т. 1.
2) Fortschritte der Mathematik 17 (1885). M a y e r .  Berichte iiber dieVerhandl.-der 

kdnigl. Sachs. Ges. in Leipzig 24 (1890).
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о  свойствах интегралов днфференц. уравнений, интегрируют, в квадратурах 91

у ^ П х Л \  5 / . . . .  ................... (1).
где /7, <7, . . .  ш <  со

Выражение (1) является интегралом уравнения (1) и потому со
держит одно произвольное постоянное, т. е. константы интегриро
вания а , ,«2- -«л должны входить в интеграл уравнения следующим 
образом:

y  =  'Hg{a\ .«2,-• -Ял), л',Х).............................. (Г)
Пусть SuS-u--.Sn операции каких то порядков и пусть 

y —f { x , \ S u S , , . . .Sn,)
будет интеграл уравнения (1).

Тогда

да, ‘ д а , .........................................  ’
где Се не зависит от л", или

п п * ,
Y  (9/ dSi _ * V  A.L
2^ dSi да,~~^‘ ^ d S i d a , ..............................
/■ -  I 1 --1

И обратно, легко показать, если выполнена система (2), то 
интеграл уравнения имеет вид (Г).

Начнем разбор с наиболее простых случаев.
a) Пусть интеграл дифференциального уравнения (I) имеет вид

y = - f { s , \
где 5i, — операция первого порядка. Тогда

и уравнение (1), заменою зависимого переменного 'Ку) =  У11 преобра
зуется к виду:

У ^'F = {x) .
b) В случае

y  =  f{S xx ,l )  или 5, =<!̂ (дг, Х,у)
подстановка = У | приводит уравнение к предыдущему виду.

c) Пусть
y = f{S u S ^ , . . .S „ ) ,

где 5 i,5 j,.. .5 n  — операции первого порядка. Система (2) будет со
стоять из уравнении такого вида;

-  с‘
dS, ~  "

Введя обозначение
A L
dSi

■

dS,
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И имея В виду, что с* не зависит от х, получаем одно или несколько 
соотношений такого вида:

du‘i ди\ ди\
+  “л +  • ■ • +  ;гс =  ОdS, dSn

с коэффициентами, свободными от х  Следовательно, между опера 
циямн S i, . . .Sn  существует линейная зависимость:

5i Лз 5г . -f- л 1|
где Л|, Л2, . . .Лп ._1 постоянные, т. е. интеграл уравнения зависит 
только от (я — 1) операции.

Повторяя только что проведенное рассуждение, мы приходим 
к заключению: интеграл вида

у  F(Si, S i , ..  .Sn)
зависит по существу от одной операции первого порядка, все 
остальные операции являются линейными функциями (с постоян
ными коэффициентами) этой последней.

d) Пусть интеграл зависит лишь от х и от нескольких операций 
первого порядка:

y  =  Fi^SuSi,.. .Sn,x, 1).
Так как . .Sn линейно зависят от ai, Oi,.. ,а„, то можно ска

зать, что у  также зависит от а„ как и от 5/. Следовательно, если 
интеграл имеет вид

j;= :< t(tp(a,,a2.-. - ал), а:, X), 
то его можно привести и к такому виду:

у  F  («р (Sj , S i f , . .  S n ) ,  X, X),

а тогда заменою зависимого переменного интеграла приводится 
к виду Ь).

e) Перейдем к рассмотрению интегралов, содержащих операции 
выше первого порядка. Пусть

y  =  F(Si,x ,l) ,
где Sj — операция второго порядка. ’ '

В этом случае система (2) сводится к одному уравнению:
д/ dSj 

dSi dSi

dSi

df dS,

dSi /(fli). T. e. S2 = / i  ( a .) - f / ,  (x).

Следовательно, Si не является операцией второго порядка, что 
противоречит сделанному предположению, значит интеграл рас
сматриваемого вида не возможен,

f) Пусть
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y —fiS u S j ) ,
где — операция первого порядка, — операция второго порядка. 

Систёма (2) и в этом случае сводится к одному уравнению:

(iŜ
или

- 1 с ' dS2 ] К
dSi 1 dS:

dSt _ ■г' — dSj
df ~ 3 dsV

dS2
Дифференцируем это последнее тождество по S :̂

ди дс\  
dS-i до2

И, так как dc'i
да 2

дЧ1
dS\ оог

не зависит от х, то 

дЦ1
(3)

где (— - - — \ обозначает дифференцирование по 5i полностью, т. е. 
\ dSi dSi I

dSidS-il duida-i 
Так как коэффициенты при 5 'u  и З'гл- в соотношении (3) вели

чины постоянные и 5'i.v и 5 '2* зависят от произвольной функции X, 
то при 5 'и  Ф О имеем;

д- и \ ,, и -и — ^  = 0 ,  т. е.
dS, dS^j dSl

Л , ............................................... (4)
dS.

где А не зависит-ни от л , , ни от , ни от х .  
Если же У 2х =  о, то

У  f  (5|) -ф Яо •
В этом случае тождество (3) показывает, что

ди , ,  .=  Г{аг)

и, так как ди ди
dS, да,

S -2 не является операцией второго порядка.

dSi
, то отсюда непосредственно вытекает, что
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Из (4) следует, что

df
dSj
~_df
dS,

Рассматривая в уравнении (5) и S-t, как два независимых 
переменных, мы без труда приходим к заключению, что

(5 )

Введем обозначения:
S-iC  ̂ .___ -ЛЗ^ J

-f■ЛS^) ~е
где J-i операция снова второго порядка, i4S i= y i  — операция 
первого порядка.

Тогда интеграл уравнения (1) запишется в таком виде:
y  =  F{J-ieJ^).

И так как аргумент у  только что написанного выражения 
должен зависеть, по существу, только от одного' произвольного 
постоянного, то

dai ’ да^ ’
где d!i не зависит от х , или

dJj
dJi =  Л +  й̂' или

Откуда следует

d f -г.
dJi

Л =  I* e ' 'f{ f)dx .

Заменив зависимое переменное функцией от негд', -Ми полупим 
интеграл в таком виде: _ ^

y\~J-ie  >, т. е.
дифференциальное-уравнение (I), после такой замени приводится 
к виду линейного уравнения,

g) Пусть
У ~ f { S i ; ^ 2 , .S3 , . . .  Sn),

где Si, операция первого порядка, а S-,, 5 з ,.. .5я— операции 
второго порядка. Система (3) показывает, что в это.м случае имеют 
место такие соотношения:

д/ ■. df-
да, = " - д а ’
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и‘ —

И следовательно,

dSi __ .

dS-2
не зависит от х. Дифференцируем это последнее тожде.'тво по

где

дп1 
\ dSi 

dUe 
dSi

S ' , . , .

f ) l J  ^

dSi
dUe

S' = 0  
dSn

(6)

da.
S'nx— производные no явно входящему x . Так как 

коэффициенты в (6) при не зависят от произвольной
функции то, если все S'/. не равны нулям, .

dSi
ди'е
dS, ds.

т. е. ы '=  Д' не зависит от Д], Дг,.. .a„. Отсюда легко заключить, что 
у = /  (Si, Дг 5 з +  Д„ 5„), т. е. интеграл дифференциального 
уравнения (I) зависит по существу только от одной операции 
первого порядка и от одной операции второго порядка.

h) Прежде чем перейти к дальнейшим более общим предполо
жениям, вернемся к случаю одной операции первого порядка 
и одной операции второго порядка и предположим, что,интеграл 
уравнения зависит, кроме того, явно от л: и X:

y = f  ( S i ,  S2 ,  X,  к) .

Так как должно существовать тождество
/  (5i, S 2 , X, 1) — Ф (^(Дь Дз), X, X) и

так как и содержат соответственно Д1 и а-,, как аддитивные 
поцрянныеу'ТО интеграл должен иметь следующий вид:

y = f  {g{Si, S 2 ), X, X),
что позволяет заменою зависимого ‘переменного привести этот слу
чай к случаю, уже рассмотренному выше.

Последнее замечание дает возможность рассмотреть более общие 
предположения относительно вида интегралов,

i) Пусть
У —f  (Si, S 2, . . .Sii',Sk-i-i ,Sk  + 2 ■. -S„),

где S u S - i , . . .Sk  — операции первого порядка, 5a_i_i , . .  .S„  — операции 
второго порядка.

Придавая определенные значения константам а -̂ ,. .  .д*, мы пре
ходим к рассмотренному уже случаю; откуда следует, что/ зависит
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Т О Л Ь К О  ОТ ОДНОЙ операции второго рода. Исходя из вида 
V — f  {S i,...Sk  \ Sk + i) легко получаем, что интеграл зависит только 
от одной операции первого порядка.

hj Покажем теперь, что интеграл уравнения (I) не может 
содержать операции выше второго порядка.

Для этого достаточно показать, что интеграл вида
У — f  {Si ,  8 2 , 3 ^ , ......................................... • . (7)

где 8 1 , 8 2 , 8 2  операция соответственно первого, второго и третьего 
порядка, может быть представлен, как функция операций только 
первого и второго порядков.

Система (3) в случае (7) будет состоять из двух тождеств;
df
дЗ, дЗ.. дЗц ’

д/
d8i

Из первого мы получим:

К .

д%

^ 2
d8i

dS2
dSi dSs‘

и = - 3 дз,
dllОткуда 5 J- del

д̂ -и
d8i дЗ^ 

Откуда имеем:

Ч~
д̂ ~и

дЗ-, дЗя
д^и

да.

ялг —  О-

ди
дЗ; : А и, следовательно, 

y =  F{I,e-^^),
но выражение

должно зависеть только от одного постоянного, следовательно
dl.
дй2 - h  — c\.

-с \А ^-^ -с '
dai  ̂ да,

откуда и вытекает, что /3 не является операцией третьего порядка.
Рассматривая возможные виды интегралов дифференциального 

уравнения (1), мы пришли к следующему результату:
Чтобы уравнение 1-го порядка, содержаицее произвольную функ

цию, могло интегрироваться в квадратурах, необходимо и доста
точно, чтобы путем замены зависимого переменного это уравне
ние преобразовывалось к линейному ').

') Fortschritte der Mathematik И  (1885), стр. 305.
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Sur les Integrales (1’ёяиа11оп differentielle, I’Integration de laquelte 
se ramene aux quadratures

Soient
E. A ravysky (Tomsk)

X)4-ai =  5 ‘i une орёгаНоп du premier ordre, 
l‘ Wf (x, X, a i)- |-a 2 =  5'2 une operation du deuxieme ordre etc.,

X — une fonction arbitraire.
Nous supposons que I’integration de I’dquation

dy
(I)

se гатёпе a des quadratures. Alors les integrates de cette equation 
possedent des proprietes suivantes.

Si I’integrale ne depend que de quelques operations du premier 
ordre, toutes ces operations sont des combinaisons lineaires a coeffi* 
cients constants de I’une d’elles.

L'equation (I) ne pent pas avoir une integrale dependant seulement 
d’une operation du deuxieme ordre.

Si I’integrale contient quelques operations du premier et du deuxieme 
ordre, on pent les exprimer par une operation du premier ordre Ji et
par une operation du deuxieme ordre J 2, ой f  e ' F (x) dx  
Dans ce cas I’integrale se ramene й la forme

y ^ y , e ^ .
e l’equation (1) ne pent contenire des operations d’or- 

ur au deuxieme.
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О Б О Б Щ ЕН И Е О Д Н О Й  ТЕО РЕМ Ы  S. L IE
Б. А. ФУКС (Томск)

В настоящей заметке дается некоторое обобщение одного ре
зультата S. Lie, касающегося вопроса об определении преобразо
ваний перестановочных с преобразованиями данной группы *). 
Здесь этот результат обобщается для случая задачи определения 
преобразований, оставляющих данную группу инвариантной.

Пусть группа G задана своими б. м. преобразованиями X i f , . . .X J ,  
при чем пусть, как всегда:

««>1

' i k s +  — О (1)

* =  1
. =  Q -,i,k ,p ,q ,s ,t, =  \,2 , г.

Задача об определении преобразований, оставляющих данную 
группу инвариантной, очевидно сводится к интегрированию диф
ференциальных уравнений;

(2)

Здесь Х.̂  не являются произвольными, а удовлетворяют соотно
шениям:

kpt^qk ^kqt^'pk • (^)
получающимся из тождества Jacobi, примененного тРЩЩЩИв|ва- 
ниям Z/, XJ", X J .  В этой заметке мы не будем изучат^^^Яи- 
кающих отсюда структурных связей между группой G и преобра
зованиями типа Z )  2), а рассмотрим вопрос об интегрировании 
системы (3) вполне аналогично тому, как это сделано S. Lie по 
отношению к дифференциальным уравнениям

{ X , ,Z ) ^ 0 ,  г==1, 2 ,. . . ,  г

определяющим преобразования перестановочные с данной группой.

Ь См. S. Lie—Engel. Theorie der Transforraationsgruppen Bd. I стр. 367—377.
’) По этому вопросу см мою статью , 0  преобразованиях, оставляющих данную 

группу инвариантной' в это.м же журнале (стр. 57—68).
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Пусть группа G конкретизирована в пространстве п переменных 
и пусть:

^  г i = h 2 , . . . , r
^ J =  2  ; 2 / =  1  ,k ~ \  k =  \ k — 1, г , . . . п

îk ^ — функции от переменных, обладающие обычными для
теории непрерывных групп S. Lie свойствами.

Тогда уравнения (2) запишутся так:
(3̂ ip

* дхk 1 дх^
к i — 1)2,  . . . ,  г

"ft ft=i
Поступая вполне аналогично тому, как это делается S. Lie, мы 

положим, что уравнения:
Ĉ =  W. (Xi, ............ л:„) г =  1, 2, . . , ,  и ................(5)

определяют некоторую систему решений уравнений (3")- 
Тогда равенства

a t

[ = 1 дх “ 2 ^ ' '  дх  2ft = i кр :0

выражают собственно тот факт, что уравнения (5) между 2п пере
менными Хи Х2 , . . Сь Сз-. допускают серию из г преобра. 
зований:

' » ' . / = л - . / + 2  2
ы

г = 1  ̂es=l дх. 2  Чот'/nft
71 =  I d t . .  .(6)

d f
отличаются отЭти преобразования членом — 2 2  '̂ftm’m* лг

, = 1/п = 1 ^Ч-
преобразований, рассмотренных в указанном месте S. Lie.

С о д е р ж а н и е м  н а ш е г о  о б о б щ е н и я  б у д е т  я в л я т ь - с я  
д о к а з а т ^ ^ ^ т в о  т о г о  ф а к т а ,  ч т о  т а к ж е  к а к  в рас-  
с й  т е о р и и  S. L ie , с е р и я  (6) о б р а з у е т  

о с т р а н с т в е 2 п  п е р е м е н н ы х  Хи Х2 , .. .^х^^ 
- - ч  Сп> изоморфную с данной группой G.
Для доказательства этого составим скобки W ^. После

некоторых преобразований использования (1), мы получим (рас
сматривая Ч-, *̂ зк независимые переменные):

( Г , , » ' , ) = 2 ‘̂ « /,•^ " /-1 -2  3 ^ 1 2 и* -
а = 1 /, и.= 1

д1ы

dtni
2 ^ , .  2

.tf =  1

д\

дх. дх. +

ki
дхп

А 1
dL
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V   ̂ V  Л  - i k . \
<̂-̂ Р /

_  _ 5 i _ \ ^
jp ад̂ р (?Хр ) дс.

I=  Z  с,,'А/о
0=1

' / +  ^  ('
!А.; = 1 '■■р- дх^, д:,

1 -  г

■ 2 h
тп, о

д/
■km Smp д^.2 f ? +

1 -  г 1  -  т

+  2  ^
т, р

'knf k̂mp У S^  р̂‘ <?с, •

Далее, пользуясь (3), для преобразования последних 2 членов 
в полученном выражении, мы получаем:

Г I- /9?
( 'п .  W + 2  "

0 = 1 1 дх^ 4-

/

m = I
д/
X  -  Z a

‘ а =  1
Wof. (7 )

Этим и доказывается высказанное положение.
Полученное предложение позволяет без затруднений сделать 

заключения о характере решений дифференциальных уравнений 
(2), аналогичные соответствующим результатам S. Lie, касающимся 
уравнений {XpZ) =  0.

Verallgemeinerung eines Theorems von S. Lie.

B. Fuchs (Tomsk)

In dieser Note wird ein Satz von S. Lie, iiber Transformationfen 
welche mit einer Gruppe vertauschbar sind, auf Transformationen 
welche eine Gruppe invariant lassen, verallgemeinert.
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E IN  ZA H LE N TH E O R E TIS C H E R  SATZ
Von P. ERDOS UND P. TURAN (Budapest)

(Auszug aus einem Briefe an N. P. Romanoff).

...In Ihrer Arbeit steht Jolgender Satz:
Es sei Цк) die kleinste positive ganze Zahl, fiir die a‘W =\ (mod k),

IX
dann konvergiert die Reihe V  ‘ ,

kTi kl{k) •
(o. ft) =  1

Es ist uns gelungen allgemein die Konvergenz der Reihe

У ___ \___,
^  k l l k ) '

wo £>*0, folgendermassen zu beweisen;
/(/fe) s e i  d ie  k l e i n s t e  g a n z e  Zahl ,  fiir w e l c h e  « '(* )= ! 

{modk), v fо a e i n e  f i xe  g a n z e  Z a h l  i st .  D a n n  i s t

У ---------- k o n v e r g e n t .
Ы  k l { k f{a, k)—"\

Wir teilen die Zahlen in zwei (jruppen. Fiir die Zahlen der ersten
2

Gruppe sei l{k):^{logk) s, fur die der zweiten Gruppe hingegen

l{k) <  (logk) e. Fiir die k der ersten Gruppe ist

-  konvergent, sodass wir uns nur mit dem

fnrftj = i - ^ ^
zweiten Teil beschaftigen miissen. Wir beweisen, dass У , —, ausge-

dehnt, auf diese ^, konvergent ist. Wir beweisen dies, indem wir zeigen, 
dass die Anzahl der in die zweite Gruppe gehorigen k ^ n  fiir jedes
n von der Grossenordnung o i-—^ ---- \ ist, woraus sich die Konvergenz

V I

2 П 2 *
— unmittelbar ergibt. Es sei nun n eine beliebige, aber fixe,

*) ,Uber einige Satze der additiven Zahlentheorie* Mathematische Annalen 109, 
1934, S. 668-678.
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102 Р. Erdds und P. Turan

Zahl; wir vergrossern die Anzahl der Zahlen der zweiten Gruppe, wenti
г

Tvir jene k Zahlen (& < й) in Betracht ziehen, fur die l{k)< ^{logn)^.
Als Anzahl dieser Zahlen erhalten wir o i— -- - - V

V {log »)V
Nach Definition sind diese k  Zahlen unter den Teilern der Zahlen

I.'
{a — 1), («2 — 1)___ , a — 1 ; also vergrossern wir die Anzahl
•der obigen Zahlen k, wenn wir diejenigen Zahlen bis n nehmen, die
•aus den verschiedenen Primfaktoren der Zahlen (a — 1), (a^ — 1),........

2

(a [(^05̂ «) ‘ — 1) zusammengesetzt sind. Es ist klar, dassdie Anzahl der
verschiedenen Primfaktoren der Zahl к kleiner ist als Cilogk, also

enthalt ein Glied der obigen Zahlenreihe hochstens 0 {log ® n) ver- 
■schiedene Primfaktoren; infolgedessen ist die Anzahl der verschiedenen

Primfaktoren 0 {log ® n).

Nun beweisen wir folgenden Satz. Wie wir auch [log ® n] Primzah- 
len angeben, ist die Anzahl derjenigen Zahlen, die nur aus diesen Prim-

zahlen zusammengesetzt sind 0 1 — - — |. Unter diesen Zahlen gibt es
V log^n j

namlich solche, bei denen 1, die Anzahl der verschiedenen Primfakto
ren ^■j/' log n ist und 2. bei denen die Zahl der verschiedenen Prim
faktoren < ] Z  log n ist. Die Anzahl der Teller der Zahlen, der ersten 
„  Y  log n
Gruppe ist offensichlich >■ 2 ; oder wenn wir mit d {n) die Anzahl
Л rr, Y  log n•der Teller von n bezeichnen, О {n log n )— V  (/z) > (й) 2

=  o l - ! ! ^ \  =  0
\  У  lognj

nund daraus R {n)------ ,___
\ YTogn} \  log^ n

Fiir die Zahlen der zweiten Gruppe ist die Anzahl аег '^41щ ииркп  
Primfaktoren <C]/ log n- Ein Primfaktdr kann hochstens mit dem

2 log n
Exponent [2 log n] vorkommen, denn 2 >  л. Also mussen wir

aus {log «) g I  ̂ Primzahlen und Primzahlpotenzen die Kombina-

tionen 1, 2 ; . . .  .|  ̂ Y  log n ] — ter Ordnung bilden, und auf diese Weise 
erhalten wir alle Zahlen de'r zweiten Gruppe. Die Anzahl dieser Zahlen

ist offentar О {e "  ( f  +  > ) \  =  о  q .e .d .
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Ein zahlentheoretischer Satz 103

Es ware vielleicht mteressan, S I (k) abzusch^tzen, Es scheint wahr-
ft = i 

( a .  A ) — I

scheinlich, dass die obige Summe 0(n^) ist. Der Beweis scheint aber 
sehr schwer zu sein.

Об одной теореме из теории чисел 

П. Эрдеш и П. Туран (Будапешт)

(из письма к Н. П. Романову).

В настоящей заметке доказывается следующее предложение::

1 Я д 2 -
1 где I {k) означает наименьщее из чисел т, удовле-

‘̂ 1  k I
творяющих сравнению а ’" = 1  (mod k), сходится при всяком е >  0.

Это предложение является обобщением аналогичной теоремы^, 
доказанной Н. Романовым в его указанной выше работе.
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Х Р О Н И К А

Научно - Исследовательский Институт Математики и Механики 
при Томском Государственном Университете под этой рубрикой 
публикует отчеты о работах Института, выдержки из программы 
Института, построенной на принципе планирования, и аналогичные 
сообщения.

В этом номере помещаем программу, положенную проф. Берг
маном в основу работ, пррводящихся под его руководством в 1935 г. 
Изучаются следующие, вопросы теории функций двух комплексных 
переменных;

1) Не-эвклидова метрика областей, инвариантная при преобра
зовании этих областей при помощи пары аналитических функций 
двух комплексных переменных, а также ее применения в теории 
функций двух комплексных переменных.

2) Целые и мероморфные функции двух переменных. Они изу
чаются при помощи так называемых особых (двухмерных) гранич
ных поверхностей. Эти последние находятся на трехмерной гра
нице четырехмерной области определения функций двух комплекс
ных переменных и играют с точки зрения теории функции двух 
комплексных переменных ту же самую роль, что граничные кри
вые в теории функций одной комплексной переменной^).

3) В связи с этим производятся работы по применению теории 
функций многих переменных к дифференциальным уравнениям и 
к вопросам прикладной математики.

В отношении пункта 1 изложенной программы, более подроб- 
Hli^ указания даны в докладе проф. Бергмана, помещенном в 
этом выпуске журнала (стр. 69). Более подробные сведения отно-' 
сительно пунктов 2 и 3 будут даны в следующих номерах нашего 
журнала.

1) См. работы Math. Zeitsch. 39, (1933), 76—94; Math. Annalen 109 (1934) 324— 348; 
Comptes Rendus 197 (1934), 1743-1745 н 198 (1934) 340 -3 4 ‘
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C H R O N IK  DES INSTITUTS.

Das Forschungsinstitut fiir Mathematik und Mechanik an der Staats- 
universitat Tomsk wird unter dieser Rubrik Berichte iiber seine Arbeit, 
Ausztige aus seinem, gemass dem Planierungsprinzip aufgestellten Pro- 
gramm und ahnliche Mitteilungen veroffentlichen.

In diesem Heft teilen wir das Programm mit, das Prof. S. Bergmann 
den unter seiner Leitung auszufiihrenden Arbeiten fiir das Jahr 1935 zu 
Grunde legt. ^

Es sollen Untersuchungen zur Theorie der Funktionen von zwei 
komplexen Veranderlichen durchgefiihrt werden. Erforscht werden vor 
allem;

I. Die Nicht-Euklidische Metrik von Bereichen, die bei der Abbil- 
dung dieser Bereiche durch Paare analytischer Funktionen zweier Ver- 
anderlicher invariant bleibt, sowie ihre Anwendung in der Theorie die
ser Funktionen.

II. Ganze und meromorphe Funktionen zweier Veranderlicher. Sie 
werden der Untersuchung unterworfen unter Heranziehung von soge- 
nannten „ausgezeichneten (2-dimensionalen) Randflachgn“.

Diese liegen auf dem (3-dimensionalen) Rand des (4-dimensionaIen) 
Definitionsbereichs der Funktion von zwei komplexen Veranderlichen 
und spielen in der Theorie der Funktionen von zwei Veranderlichen 
eine analoge Rolle, wie die Randkurven in der Funktionentheorie 
einer komplexen Veranderlichen.

III. In Verbindung hiermit werden Arbeiten zur Anwendung der 
Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlicher im Gebiete der 
Differentialgleichungen stehen, ebenso auch in der angewandten®lathe- 
matik vermittelst Methoden, die in Verbindung mit der Nicht-Eiiklidi- 
schen Metrik stehen.

Beziiglich Punktes I. obigen Programms finden sich nahere Angaben 
in dem Vortragsbericht voa Prof. Bergmann in diesem Hefte der Zeit- 
schj;"'

litteilungen beziiglick Punktes II und 111 werden in. 
?ren Hefte folgen. #
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