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Ф . Э. МОЛИН

25 декабря 1941 года на 80 году жизни, после продолж^- 
тедльной болезни скончался заслуженный деятель науки, доктор 
фиизико-математических наук, профессор Томского Государствен- 
ноого университета Федор Эдуардович Мо л и н .

Окончив физико-математический факультет Юрьевского 
(ДДерптского) университета, Федор Эдуардович специалиэиро- 
валлся по астрономии. За диссертацию, посвященную определе- 
ниию элементов кометы 1880"', он получил степень-кандидата 
асттрономических наук. Результаты Федора Элуардовича были 

Г* оппубликованы в журнале Astron. Nachr. 1883. Но вскоре предме- 
J^ooM  усиленных занятий Федора Эдуардовича становится мате- 
^  маатика, главным образом теория эллиптически.х функций и ал- 
^  геебра, а несколько позднее—теория гипёркомплексных чисел и 

,.»..-аялг>иа rnvnn Пплученныс Ф. Э. М о л и н ы  м результаты соста-

inil'̂ CV.IVnA
еввского университета. К этому периоду жизни Федора Эдуар- 
доовича относится ряд его научных работ, в которых он, на осно- 
ваании развитой им ранее общей теории числовых систем, полу- 
чаает ряд ценных свойств групп подстановок и исследует один 
изз важнейших и труднейших вопросов теории групп^вопрос о 
прредставлениях групп. В 1900 г. Федор' Эдуардович занял ка- 
фоедру математики в Томском технологическом институте,' где 
оан и проработал затем 12 лет. Тотчас по прибытий в Томск 
ФРедор Эдуардович всецело отдается делу организации препода- 
ваания высшей математики в институте; подготовляет и выпу- 
сккает (сначала в литографированном, а затем в печатном виде) 
СБВОЙ курс лекций по математическому анализу. Еще большей
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Ф. Э. МОЛИН

25 декабря 1941 года на 80 году жизни, после продолжи
тельной болезни скончался заслуженный деятель науки, доктор 
физико-математических наук, профессор Томского Государствен
ного университета Федор Эдуардович Мо л и н .

Окончив физико-математический факультет Юрьевского 
(Дерптского) университета, Федор Эдуардович специализиро- 

^ вался по астрономии. За диссертацию, посвященную определе- 
■V нию элементов кометы 1880'” , он получил степень-кандидата 
А астрономических наук. Результаты Федора Элуардовича были 
^опубликованы в журнале Astron. Nachr. 1883 Но вскоре предмё- 
J^OM усиленных занятий Федора Эдуардовича становится мате- 
^  матика, главным образом теория эллиптических функций и ал- 
^  гебра, а несколько позднее—теория гипёркомплексных чисел и 
-Атеория групп. Полученные Ф. Э. М о л и н ы  м результаты соста- 

■или содержание его магистерской (1885) и докторской (1892) 
диесертаций, а также и ряда других работ, опубликованных в 
различных журналах. Главная работа Федора Эдуардовича—его 
докторская диссертация Uber Systeme hoherer komplexen Grbssen 
(Math. Ann. 1892)—посвящена построению основ теории гипер
комплексных чисел. Новые понятия, введенные Федором Эдуар
довичем в этой работе, а также полученные им здесь весьма 
важные общие результаты, делают ее одной из основных работ 
в этой области. Федор Эдуардович заслуженно может считаться 
одним из основателей теории гиперкомплексных чисел, что не
однократно отмечалось многими учеными, в том числе такими 
корифеями, как Фррбениус и Софус Ли. Получение Федором 
Эдуардовичем степеней сначала магистра, а затем доктора чи
стой математики открыло ему доступ к преподаванию матема
тических дисциплин на физико математическом факультете Юрь
евского университета. К это.му периоду жизни Федора Эдуар
довича относится ряд его научных работ, в которых он, на осно
вании развитой им ранее общей теории числовых систем, полу
чает ряд ценных свойств групп подстановок и исследует один 
из важнейших и труднейших вопросов теории групп—вопрос о 
представлениях групп. В 1900 г. Федтхр' Эдуардович занял ка
федру математики в Томском технологйчёскбМ институте,' где 
он и проработал затем 12 лет. Тотчас по прибытий в Томск 
Федор Эдуардович всецело отлается делу организации препода
вания высшей математики в институте; подготовляет и выпу
скает (сначала в литографированном, а затем в печатном виде) 
свой курс лекций по математическому анализу. Еще большей
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заслугой Федора Эдуардовича является организация им регуляр 
ного студенческого практикума по математике,—что в те вре
мена представляло собой педагогическое новшество,—и издание 
ежегодных выпусков сборников задач по дифференциальному и 
интегральному исчислению, систематически подобранных парал
лельно читавшемуся им курсу. С 1914 г. Федор Эдуардович со
стоит профессором Сибирских высших женских курсов, а с 
1917 г. профессором открывшегося тогда физико-математиче
ского факультета Томского Государственного университета. 
Нельзя также не отметить деятельности Федора Эдуардовича 
в деле создания математической библиотеки при Томском инду
стриальном институте, а также в деле организации и руковод
ства Томским научным математическим журналом „Известия 
НИИММ'а при ТГУ*, в деле выращивания новых научных кад
ров, в организации семинаров по научным проблемам матема
тики. Проф. Ф, Э. М о л и н  не был кабинетным ученым—он 
живо интересовался всеми вопросами общественной жизни 
страны. Всем известна его солидарность с революционным дви
жением студенчества, вызвавшая репрессии к нему со стороны 
царского правительства. Научная, педагогическая и обществен
ная деятельность Федора Эдуардовича, освещенная здесь далеко 
не полно, была высоко оценена Советским Правительством, при
своившим ему звание заслуженного деятеля науки.

Память о проф. М о л и н е —ученом, организаторе, обществен
ном деятеле, будет жива в сердцах советских ученых.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ВЗАИМООТНОШЕНИЯ РАЗЛИЧНЫХ ОБОБЩЕНИЙ ПОЧТИ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Л. с  Кованько (Иваново). ,

ВВЕДЕНИЕ.

В настоящей работе мы имеем целью провести аналиэ всех 
известных обобщений почти-периодических функций, что ча
стично проделано в части наших работ, приведенных в списке 
прилагаемой литературы; затем мы хотим расположить все 
классы обобщенных почти*периодических функций в опреде.чен- 
ном порядке и указать на возможность вставления промежуточ
ных классов.

Иэ обобщений почтн-периоднческих функций имеются еще 
функции Урсела, но они стоят несколько в стороне от тех обоб
щений, кои мы рассматриваем, а потому в настоящем нсслело- 
ванни мы нх оставим в стороне. Также мы но рассматриваем 
наших обобщений (7-в), которые в силу своей широты не пр<и- 
ставлйют достаточного интереса для исследования.

Для уцрошения определений и некоторых выводов иы вве
дем общепртятые о(^значения в теории обобщенных почтн- 
периоднческих функций и будем давать определения не в ори
гинале, а в указанных символах, появившихся несколько позже.

§ L Некоторые обозначев1 я, ооределевмя, формулы

Пусть Е{а, Ь) обозначает часть линейного множества Л на 
(— сж,- |-оо), ааключенную внутри интервала ( а < ;л < 'Н

Полагаем 5 Е (а, Ь) = M esp  (а, Ь) 
Ь — а

Введем следующие обозначения:

г5£"=верА. Гр. ЬЕ(а,
у —со<о

bwE-Wxn bt E
d ̂ оо

superS £(— J , - |  Г)
Г —► оо

U )
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л. с. Комнько

^  =  верх, гр .-^  Г \f{x) —
 ̂ —СС<в<*4"0® ^  Vя (о, а rf) -

D ^  \f{x). ^ x ) ;^ )  =  limD" [^(x).9(x); £];
* d^-n "

[/(-*̂ )* ^  J I /W  — 'P(̂ ) I* d x .
Я(-Г. Г)

( 2)

«»̂
Если в частности в обозначениях (2) Е =  ( - о .  , +  оо), то МЫ 

их сокращенно условимся писать так:

Di  ̂U(x), 9(л-)1. [fix). v(x)\, D g J /(x ). 9(x)).Bftl (3)

Если 9(дс) =  0, то мы примем следующие сокращенные обоз
начения:

m l J A x ) ;  =  0 ;Е ]

Ш ^^(П х);Е ):= 0^^  {^W.0;EI (4)
f / ( n  0; Е]

Вводим также следующие обозначения:

1 Г \/(х)if(x)\ 9(х); '̂1 =  верх, гр . iroo<n< + oo d J 1 ^ tp(x)I
E (a, a + tf)

■dx

'PW; £‘l =  lim0  ̂ (/(JC), r^(x); E]
d - ^ oo

Hb I/(x ). 9(x); E] = lim  super
7" _> CO -Г-2 T J  1

i/(x) — 'f(x) I dx

(5)

В частности при E =  (—oo,-j-cx)) мы напишем для них со
ответственно следующие обозначения:

{/I-*). ? W ].’>» (/(•«). ?W 1, ^s(/(x), '^Х)\.

Введем следующее обозначение:

М Ja;| qp lim super
2я +  1

t :г= fl

at

(6)

(7j

О п р е д е л е н и е  l.,/(x )(— о о < л :< 4 “°°) называется 5  асим
птотически ограниченной если, как бы мало ни было
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В?лимоо1ношения рамичных обобщений почти-лерионическнх фупщмй 3

«положительное число е, меньшее 1, и число d > 0, существует 
такое число i4 > 0 , что множество точек Е, где | / ( х ) |> Л  об
ладает тем свойством, что £ < е .

О п р е д е л е н и е  П. /(х) (— оо <  х <-}-сх)) называется W
асимптотически ограниченной (W .a .o .), если, как бы мало ни 
было* е> -0 ( е < 1), существует такое число Л > 0, что множе
ство точек Е, где |/ (x j |> /4 ,  обладает тем свойством, что 

Е
О п р е д е л е н и е  Ш. /(х ) (— о о < х < о о )  называется В  асим

птотически ограниченной (В. а. о.), если, как бы мало ни было 
г > 0  (s< ll) , существует такое число А, что множество точек £ 
где |/ ( х ) |> Л , обладает тем свойством, что ЬвЕ<С^.

О п р е д е л е н и е  IV ./(х) ( — o o < ^ x < -f-o o ) называется 5  
равномерно-суммируемой (S.p.c.), если, как бы мало ни было 
г > -0, и r f > 0, существует такое число > 0,что  Щ ^(/(х ),Е )< е  
при 8̂  f  <!

О п р е д е л е н и е  V. fix )  (—оо<[х<1-1-оо) называется W  рав
номерно суммируемой (W .p.c.), если, как бы мало ни было в >  О, 
существует такое число ■»i>0, что (f(x)); £ Х в  при8* £ '< т1.

О п р е д е л е н и е  VI. /(х ) (—оо<[х<оо) называется 5  равно
мерно-суммируемой (В.р.с.), если, j<3K бы мало ни бы лое>-0  
существует такое число что 9Ив, (/(•*); при ЬвЕС^ц-

О п р е д е л е н и е  VII. Относительно-плотной последователь
ностью чисел..........<Х_з <Х _2 <Х_1 -<Хо<Х,-<-*2<!-«3............ у  -•
называется такая последовательность, что существует число 
такое, что внутри всякого интервала длины I имеется по край
ней мере одно число последовательности.

О п р е д е л е н и е  VIII. Достаточно равномерной последова
тельностью чисел..........  х_з <[х_2 <!х_1 •<Xo'<Xi<X2-< x ,. . . . . . .
называется такая последовательность, что существует число / > 0, 
обладающее следующим свойством:

Пусть Н{1) есть максимальное, а v(/) минимальное число чи
сел последовательности, заключенных внутри любого интервала

/  М /)  ^  „длины тогда—^ < 2  при
v(/)

I достаточно-большом.

.Отметим в заключение некоторые неравенства, вытекающие 
из неравенства Hplder’a и Минковского.
Пусть /» >  1. Имеем;

I _
m ‘t < [ Щ  +  е )\т -.

S p  Лр Р

m w p i f ^  =р: Е)]Т  <  Щ ^р{/\  Е)\т  4 -  m ^ p i r ,  £ ) ] Т ; 

( f <s \  Е)\р <  Щ вр{1 \Е ) \Т  4- [зЯ в

(8)
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flycTb р *1 д положительные числа, большие 1 и такие, что».

Р Я

ТЧ>гда имеют место неравенства:

[/.? ; Щ <  if-лГ . ’
_1

OTw. [ / . ? ; £ )  ^
-L J-

3«я. I/. ?; £] <  ТОв;, f / ; f )] '  . (2Йл,(г,£)) ’

СЯ)

в  частности, прн р =  ^ =  2 мы .имеем неравенства Швариа. 
Укажем еще на такие неравенства;

Ч  Шх), ¥.Х);1:] ■< в|(/(л), 0; ’£] 4- »^(0. ?(х); Е] |
Т(^); Щ <  »»{А Jf). 0; £j +  &40.?W; £1 0  »»

»в \Лх), <t{xy, Е] <  вв [fix), 0; Е] +  »в [0,?(х); Ь] |

В заключение введем еще одно сокращенное оботиаченпе 
для тригонометрического лолинома.

Положим , где X* действительные количества.

§ 2. Мржтинй обзор pasjRWbix обобщевий почти аермодмческих.
фуинци!

Первые обобщения почти периодических функций принадле
жат В. В. Степанову *) и А. С. Безнковичу *), а затем уже Вей
лю*). К этим обобшенняы примыкают наши обобщения в С|1ысле 
некоторого «расширения классов, принадлежащих указанным ав
торам.

'Следует отметить важные результаты Франклина ♦З.-которы» 
занялся впервые задачей апроксимнрования обобщенных -почти- 
периодических функций, если не считать определения, ланиог» 
Беэиковичем. Следует также отметить работу Шмидта ь), кото
рая тесно примыкает к работе Вейля.

В этих различных обобщениях ставились различные задачи, 
но подход был различен. В общем мы должны отметить две 
точки зрения в обобщениях почтн-пернодических функций. Одна 
точка зрения основана на задаче апроксимириваыня функинн ря-

1)_1. з)_з *)_2. 4) 7_а, с, d, ♦ ) - 4, »)-5.
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лами квазн'периодическнх функций. Она принадлежит А. С. Бе- 
•эиковичу, а другие обобщения Вейля и Степанова основаны на тео
рии почти периодов без каких-либо вопросов апроксимирования.

Наши исследования дополнили классы обобщенных а. и. ф. 
в пространстве измеримых функций, а также в пространстве 
функций с суммируемой р-й степенью (р > 1 ) . В работах Безико- 
внча и Бора *) эти последние наши классы обобщенных функций 
•были позднее обозначены соответственно через Sp. Wp и Вр ори- 
т^енительно к обобщениям Степанова, Вейля и Безиковича.

Для классов измеримых функций мы вводим соответственно
обозначения S, W к IP).

Мы разберем в отдельности различные обобщения Степанова, 
Вейля и Безиковича с темн дополнениями, которые были нами 
сделаны.

§  3. Обобщения типа Степанова

О п р е д е л е н и е 5^). Функция Д х) (— оо <  х схэ) назы
вается 5  почти-пернодической (S п. п.), если, как бы мало ни 
было положительное число г, меньшее 1, и число </>•(>, суще
ствует относительно плотное множества чисел т (почти-периоды) 
таких, что |/(х-*-т) —/(х)| <Сг для всех значений х, исключая, 
быть может, множества такого, что

■Отметим, что сумма и произведение двух функций S. п. н. есть
■опять функция 5  п. п.
функция 5  я. п. есть функция S. а. о.

О п р е д е л е н и е  Функция /(л:)(— о о * а з ы -
вается Sp почти-периодической (Sp п. я.), если, как бы мало ни 
было число е ]> 0, и число О, существует отаосительио ндот- 
ное множество чисел (почтн-периодов) т таких, что

Легко видеть, что сумма двух функций Sp п. п. есть функция 
Sp я. я., а также, что всякая Sp я. п. функция есть функция 
S .n . п.

ТВОРИМА Is*). Необходимое и достаточное условие того,

чтобы функция f(x ) (S п. п.) была бы также функцией (Sp я. я.), 
состоит в том чтобы \Дх)^ была бы S  р. с.

•) 7 «. ») 1. ♦) 7-*.
J) 7—(частный случай р = \ ,  р=2 см. 1).
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Докажем еще одну важную теорему, вытекающую из 1-го не
равенства (9) § I и из теоремы I5.

ТЕОРЕМА П^). Если f{x) и <f(x) две функции, из коих пер
вая Sp п. п., а вторая Sq п. л., причем =  1, то произ-

Р <1
ведение f(x )  и <̂ (х) есть функция S  п. п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из I5 вытекает, что f{x) и <р(л) суть
«■w

5  я. л. функции, а потому f(x).<f{x) также 5  п. п. Кроме того 
и i/Wl’ суть функции S .p .c ., а потому, как бы мало на 

было г > 0, мы ложем подобрать так, что

Е ) < Л »  ^ tq  (< г,Е)< Л
при Щ Е<С,"Г1, а потому, в силу первого неравенства (9) § 1, мы 
заключаем, что

^ 5 .

Следовательно, /<р есть функция 5. р. с., а потому, в силу тео
ремы Ь, она Si п. п. Теорема доказана.

ТЕОРЕМА Ills*) Необходимое и достаточное условие, что^

бы /(х ) была функцией. S  п. п., состоит в том, что, как  
бы мало ни было е > 0  и r f > 0, существует относите л  ьно  ̂
плотное множество почти периодов х таких, что

Ч [Г{х -{- х) , / (х ) ]< г.

ТЕОРЕМА IV ^). Необходимое и достаточное условие-

чтобы f{x) была функцией S  п, п., состоит в том, что. 
как бы мало ни было положительное число t<C^I и число- 
d '^ 0 ,  существует такой тригонометрический полином Ря{х), 
что имеет место неравенство: |Дх)—Рп{х) -<с для всех зна
чений X ,  исключая, быть может, множества F. значений х  
такого, чтобы Ц E<^t.

В силу теоремы IV5 можно видоизменить теорему 11Ь сле
дующим образом;

ТЕОРЕМА Ks )̂. Необходимое и достаточное условие, что
бы f{x) была функцией Sp п. п., состоит в том, что, как 
бы мало ни было S >  О и число rf >  О, существует такой три- 
гонометрический полином Рп{х), что

_______  D i p \ K x ) , P e { x ) ] < ^ ,

Не оцубликонно. *) 1—g, *)—4.») Не
•) 7 -
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Взаниоотношеаи)! различных обобщений почти-оернохических фувнинй 7

ТЕОРЕМА Vls^). Необходимое и достаточное условие, 
‘чтобы функция f(x ) была бы ЗрП.п., состоит в том, что, 
1как бы мало ни было г> 0  и каково бы ни. было число < /> 0, 
1существует такой тригонометрический полино.н Рп{.ф, что

D“sp\Axl Рп{х)]<г.
Из теоремы Vis вытекает интересное и простое следствие. 
Мы, очевидно, можем построить последовательность полино

мов. которая сходится определенным образом к /(л).
Мы, очевидно, имеем для всякого значения к такой тригоно-

:метрический полином Рпи{х), что |/(л) — Я»»(л)1-< — для всех

значений х, исключая, быть может, множества Л* такого, что

2*-

Составим множество Е =  Ei \~ Е^-\-Е',,-\-..............
Очевидно, что ЗДа, a-\-d ) -^ 3/:'i{a, а d) оД(« (^-\-d)-\-........
при любом а и так как оД (а, я f  t /) -< <  — , то отсюда яс

но, что оДл, a - f - i /)<
сс

2»
—  Z, откуда следует что

Вне множества Е мы имеем, очевидно, равномерную сходи
мость. Итак мы приходим к следующей теореме.
ТЕОРЕМА VIIs^). Если /(х) есть функция S  п.п., то, как 
бы мало ни было положительное число г <  1 « каково бы ни 
било rf >  О, существует последовательность тригонометриче
ских полиномов Р„,(х), Рл/х)....... которая сходится равномерно
к f(x), исключая, быть может, множества Е такого, что

в  частности, если f{x) ограниченная функция, то можно по
строить последовательность, указанную в теореме VUs, тан, что 
все ее полиномы ограничены в их совокупности. На доказатель
стве этого предложения мы не остажщливаемся, ограничившись 
лишь замечанием, что метод доказательства аналогичен приве
денному нами в нашей статье 7/-е для приближений функций
Ъ п.п.

§  4. Обобщения типа Вейля

О п р е д е л е н и е  Функция f ( x )  (— сю <  л‘ ■< оо) назы-
вается почти-периодической (W  п.п.), если, как бы мало ни

>) —6. (Частный случай р — I. р = 2 см. 4).
’) f ' е опубликовано. 7 — d.
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было положительное число г <  I, существует относительно плот
ное множество чисел (почти-периодов) т таких, что |/(jc-j-t) — 
— для всех значений х, исключая, быть может, множе
ства Ez такого, что

Отметим, что сумма и произведение двух функций W. п.п. 
есть опять 'функция W.n. п.

Функция V('. п.п. есть функция W. а. о.
О п р е д е л е н и е  Û V). Функция /(х) (— о о < л : < 4-оо) назы

вается Uf'p почти-периодической (Wp п.п.), если, как бы мало 
ни было г > 0. существует относительно плотное множество 
почти-периодов т таких, что

E>v,p\f(X-^z),f(x)] < -6.

Сумма двух функций Wp п. п. есть также функция Wp п. н. . 
Функция WpH.n. есть также функция W  п.п .

ТЕОРЕМА /»•-). Необходимое и достаточное условие, что
бы W п. п. функция f{x) была также функцией Wp я- л.. 
состоит в том, чтобы \/{х)" была бы W  равномерно сумми
руемой.

Совершенно аналогично, как это мы доказали для функций 
Sp п .п ., мы можем-доказать следующую теорему.

ТЕОРЕМ.'i /Air-*), Ехли f{x) и <р(х) две функции, из коих пер
вая иГр п .п ., а вторая Wp п.п. причем — -f. — =z\, то их

л ' q
произведение /(x j.(?(.<) есть функция Wi п.п.

ТЕОРЕМА Ш\р*). Необходимое и достаточное условие,
чтобы f(x ) была функцией Wp п. п., состоит в том, что как 
бы мало ни было £>*0, существует относительно плотное 
множесчпво почта периодов t  таких, что

•W(-* 4-^)./(■*)!<
ТЕОРЕМА IV  «г’). Необходимое а достаточное условие,

чтобы f(x) была функцией W  п. п., состоят в том, что, как 
бы мало ни было положительное число е -< 1, существует 
такой тригонометрический полином Pj{x), что

\fOc) —  Pn{xy^<^

для всех значений л, исключая, быть может, множества Е  
такого, что ^vcE <  г.

') 7—f. '-■) T-g,  *) Не опубликовано. ‘) 7—g. **) 7—rf.
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В силу IIIw—теорему IVir можно видоизменить, и мы прихо
дим к теореме.

ТЕОРЕМА Vv^). Необходимое и достаточное условие того,
чтобы /(х )  была бы функцией п.п„ состоит в том, что, 
как бы мало ни было е > 0, существует такой тригономет
рический полином Р„(х), что

Оа-( (̂х), Р«(л:)]<г.
ТЕОРЕМА VI\r)- Необходимое и достаточное условие 

того, чтобы функция f{x) была Wp п. п„ состоит в том, что 
как бы мало ни было е >  О, существует такой тригономет
рический полином Рп{х), что

»^,(Ла-), Я„(ж))<£.
Теорем'а Vlb не имеет аналога для функций W п. п. Для 

частного случая, когда /(х )  ограничена, можно лишь высказать 
такое предложение: каково бы ни было е < 1, существуют 
^бесконечные последовательности тригонометрических полиномов 
Рп^{х), ограниченных в их совокупности, и таких, что

i/(jc) — Рп»(а)1 <
2‘

для всех значений х, исключая, ()ыть может, множества Ец та- 
^кoгo, что

л <  — .
2"

§ '4 .  Обобщения типа Безиновича
\

О п р е д е л е н и е  fi*). Функция /(ж) (— о о < ж < - |-о о )  назы-
вается В почти-периодической {В п п.), если, как бы мало ни 
было положительное число существует достаточно-равно
мерная последовательность чисел (почтн-пернодов) -с таких, что 

+  всех значений х, исключая, быть может,
множества Еь такого, что

' Ов,(/М*[й/Ь*(ж, ж- f  а)),0 ]< 8

(а любое), кроме того, /(ж)—В а. о. функция.
Отметим, что сумма -и произведение двух функций в  п. п

•суть опять функция 5  л. л.

I, 7- g. П) 1 -g .
7—(эти функции были навваны первоначально 3 п.п.).
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О п р е д е л е н и е  Вр'). Функция /(л) (— о о < л < - } - о о )  назы
вается Вр почти-иериодической (Вр п. л.), если, как бы мало hw 
было г >■ о, существует достаточно-ра,вномерная последователь
ность чисел (почти-периодов) -с* таких, что

D'вх Ми | — Г  , о
I i

Сумма двух функций Вр п. п. есть функция Вр п, п.
Всякая функция Вр п. п. есть функция В п. п.
ТЕОРЕМА 1в̂ ). Необходимое и достаточное условие, что

бы функция f(x )  В п. п. была также Вр п. л., состоит к 
том, чтобы. \f(x)\v была бы В р. с.

ТЕОРЕМА Ив^). Если /(л) и две функции, из коих пер
вая Вр п. л., а вторая В^ п.п., причем 1, то их про^

Р Чизведение f{x).<^(x) есть функция В, п.п.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 1Ь.

ТЕОРЕМА Шв*). Если /(л) есть функция В п. л., то, как * 
бы мало ни было г >  0, суи^ествует относите.аьно плотное- 
множество почт и-периодовт аких, что

ТЕОРЕМА IV b )̂. Необходимое и достаточное условие,.
чтобы /(х )  была функцией В п. п., состоит в том, что, 
как бы мало ни было положительное число г<^1, существует 
тригонометрический полином Рп{х) такой, что

\ f{ x ) -P j^ x ) \< .
для всех значений .v, исключая, быть может, множества Е  
такого, что ЬвЕ2 <  е.

Этой теореме можно еще придать следующий вид-

ТЕОРЕМ.А Vb^). Если f(x ) есть функция В п. п., то, как  
бы мало ни было е > -0, существует такой тригонометриче
ский полином Р„(х), что

Ы Нх). Я ,/х)]<5.
.Аналогично, как и для функций Вейля, .мы можем высказать.

*)—6. *)?—/• Неопубликов.
о  7 -/-JT . 7 - / “) 7-,?.
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Нзанмоотаошения различных обобщений почта-периодических фуямвий 11

следующее свойство ограниченных В п. п. функций. Если f{xy
ограниченная В п. п. функция, то, каково бы ни было поло
жительное число с <11, сущестеует бесконечная последова
тельность тригонометрических полиномов Раь(х), ограничен
ных в их совокупности, и таких, что

J[x)-P „ ,{x)\< -
2“

для всех значений х, исключая, быть .может, множества

hk с Од Ек <С
2*

В заключение заметим, что функции В п. п. были нами рас
смотрены в нашей статье 7-а (Определение -4) в несколько иной
форме, чем то, которое мы приводим для функций В п. п^ 
Кроме того, то определение является частным случаем опреде
ления В, предполагающим, что множества исключения, фигури
рующие в определении В, совпадают между собой независимо 
от почти-периодов -с*.

Затем мы рассматривали частные случаи определения Вр; это 
Bi а Вг в частном предположении, что !/(л)1 и 1/(л)|з суть функ
ции S.P.C. Эти определения были названы нами соответственно 
И' и С.

§  4. Сравнительный анализ различных обобщевиб вочтн- 
периодических функций и композиция их классов

Мы рассматривали обобщения почти-периодических функций
в определениях S, W, В. Эти определения даются в простран
стве измеримых функций.

Для этих функций мы доказали соответственно теоремы 1V.9, 
VI», 1Уд, дающие возможность приближения их тригонометри
ческими полиномами с соответствующими множествами исклю
чения. Эти теоремы являются аналогом теоремы Bohr’a для его 
функций, где имеет место всюду равномерное приближение.

Обратимся к определениям IV, V и VI § 1, в которых гово
рится о различных видах равномерной суммируемости.

Введем следующие сокращенные обозначения для классов, 
удовлетворяющих условиям определений IV, V и VI.

Екли \f{x)f есть функция равномерно суммируемая, то-
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12 А. С. Коваиько

/  Sp р. с. \
мы скажем, чго она принадлежит классу \ W р с )•

V В̂р р. с. I
Теперь мы можем построить формально, кроме классов 5,

W. В, девять других различных классов соединением трех 
.классов с классами Sp р. с., V̂ 'p р. с. и Вдр. с. Тогда мы полу
чим следующие классы: >)

S{Sp р. г,). ^{W p р. с.), S  (Врр. с.)
W (Spp.c.), W (W p p .c .) , W {B „p.c.) т р)
В (Sp р. с.), В (W pp. с.), Ъ (Вр р. с.)

Классы, стоян1ие по главной диагонали данной таблицы, нами 
уже изучены н представляют собой ничто иное, как соответ
ственно классы Sp, Wp и Вр п.п. функции.

Нетрудно привести примеры остальных видов классов, при
чем интересно рассмотреть такие примеры, которые не были бы 
тривиальны и не давали бы совпадающих классов.

Прежде чем перейти к примерам, рассмотрим вопрос о том, 
какие классы являются более общими по сравнению с другими.

Совершенно очевидно, что, каково-бы ни было измеримое 
множество Е,

, '>'̂ Е ̂  figpE ">- ЬвЕ.
Лоэтому следует, что

(Sp р. с.) l(W p р. с.) С {Вр р. с.). (1)
Также совершенно очевидно, что

SQ wc в.
Из (1) и (2) следует, что

£  {Sp р. с.) { S  {Wp р. с.) С 5  {Вр р. с.) 
W {Sp р. с.) { W { W p p .  с.) С ЩВр р. е.) 
B (S p p .c .)  С B{W pp.c.)Q  В{Врр.с.) 

Т акже очевидно, что

£  {Sp р, с.) С W (Sp р. с.) С В {Sp р.  с.) 
^{Wpp.  с.) С Щ Wp р. с.) С В{ Wpp. с.) 

_ _ _ _ _ _  S (Вр р. с.) С ЩВр р. с.) С Ъ(Врр. с.)

(2)

(3)

(4)

Г-с.
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Из (3) И (4) вытекает еще, что
S{X('pP.  г . )С  W(Bpp.  с.)
W(Sp p . c . ) CB( W р.с.) ^ I
S '( 5p о. с.) (  ^{Wp р. с.) <  Вфр р. г . ) '

Заметим еще, что если р > < /, то каждый ктасс матрицы 
будет заключаться в соответствующем классе матрицы 3R,/

Займемся теперь построением примеров нлЛ|ОСтрирующих. 
различные классы матрицы Зйр, а^также примеры функций

5, п Ъ п.п.
Мы начнем с примера 6' п. п. функции. Таной приме,р «ы 

встречаем в работе В. Степанова *). Но мы здесь построим при
мерно тем же методом несмолько иной пример;

Составим последовательность периодичеснил функций 
гу,(л), <pj(a:),..........  следующим образом: =  Л * О  ио

интервалах 10* + —'— <  •< < — ^0  ̂“Н

< л < 1 0 * ------
2* + ‘ /

В остальных местах интервала (—Ш* ■< а -< 10*) 0.
В остальном <р*(л) периодически повторяется и, следовательно,, 

имеет период 2.10*. пп
Составим следующую функцию: <f(.v)--

k )
Совершенно очевидно, что, поскольку значения л, для ’кото

рых значения f*(x) ‘(при разных к) отличны от нуля, не сов
падают, построенный ряд является всюду сходящимся на

(— оо,+оо). Кроме того, он дает нам функцию 5  п. п.

В самом деле, ;р*(А)естьква.зн-перноднческая»)фуик iUin-

и от.чнчается от ср(л) только на множестве Е„, средняя плотность 
которого на любом интервале заранее заданйой длины d (л вы
бирается в зависимости от выбора d) может быть сделана ве
личиной сколь угодно малой.

*) Так называется функция, состоящая нэ суммы конечного чнсха «?мсто- 
гериодичсскил функций. Заметим, что вместо цолннома приближения можно 
«зять квази-оериоднчесную функцию или даже почти-периодическую фувкци»- 
Ьора
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Чтобы <р(л), будучи 5  п. п., не была бы Sp п. п., при данном р  до
статочно предположить, что среди всех величин А, Лг А,............
существует бесконечное множество А» таких, что >  1. Это 

дает нам. что^А* > .2  р •
В этом случае среди таких значений к, для которых выпол

няется последнее неравенство, можно будет отыскать столь 
большие значения к и, соответственно этому столь малые ин
тервалы длины что на них значение интеграла от 1<?(jc)|'’

будет превосходить 1.
Следовательно \f(x)\p не есть функция 5  р. с., а следова

тельно, <р(х) не есть функция Sp п. п.

Положим для удобства А* =  2 /» . а*/».
Из сказанного вытекает, что существует бесконечное множе

ство таких а*, которые > 1,
Постараемся теперь выбрать а^, аз........так, чтобы <p(x)

была бы Вр р .с .
Пусть Е  произвольное измеримое множество на (— оо,-|-со) 

вобще бесконечного диаметра.
Рассмотрим следующую величину:

Д- 10",н-1(У')
Пусть Еп.ь есть часть Е, лежащая в (—10",-|- 10") и общая 

с интервалами, в которых (р*(,х )0.
Тогда, очевидно, что, так как то

+ 10"

f  {-|(У.+10")

+ 10“

- 10“

Но, очевидно, что - -  Г d x =
2 . 10" j

—  10“

......... +

, V  , ^  . 4,  Л "
2«J 2 [ 20^ 20  ̂ 20"J 10 10-’ 10"

1
2 " - >

+
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В»ип1 0 0 1*ошения раалияных овобщеняй почти-периожическик функций 15

Отсюда легко видеть, что *

........
(6П

-Г
Мы выберем числа а^аг»---- так, чтобы полученный беско

нечный ряд был сходящимся.
Имеем теперь, в силу неравенства (н) § 1, что

/ ’" f  I

И-7-.+П 
РI i

m-M

Р -f-

(7)

Ж-Г.+ Г)
Но

Ит вирг<-п. 2 /
К /

f »(х) N-»̂  <  1‘П1
m-f-l

д-г.-ьг)

+-Г
г  со ,

/ IS»/ m+l—Г

^cpfc(x) I'’ tfjC =

дт+t a"«4- 2
-  + - 7 т г т ; г - + - - -IOm+2

_a*_ 
10 '̂

(8)
10'"+

00
в  силу сходимости ряда

1
МОЖНО выбрать ш столь большим, что

^  10* 2Р
тЦ-1

•, как бы мало ни бы л о г^О ,

(9)

Итак для любого множества Е мы имеем, в силу (8) и (9)
что

lim sup
2J

2 jik {x )  I dx  <  ,
m-fl ^

/
(10)

Ж-г,+т)
при m достаточно большом.

С другой стороны, поскольку
т \р

есть функция огра-

*> Тот факт, что мы считаем Г =  10", не нарушает общности.
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18 А. С. Коваиько

нич€ннэя, а следовательно, S. р. с., то мы можем выбрать т 'Ъ О  
столь малым, что ^

т
lim sap

I F  / 2^

=  ( у + Y  ) '

при Од t  <  т̂.
На основании (7), (10) и (11) мы можем заключить, что

tp , SP

Д-7-.+Г) ' .  ̂ \ -г ^
при «д£<г,.

Это значит, ч т о |9(дс)|̂  есть функция В. р. с.-, следовательно, 
'/^Х) есть функция S{Bp d. с.).
^  JlerKo теперь убедиться, что ”f(x )  не принадлежит к классу 

S i W p p . c . ) .

В самом деле, если бы это было так, то в силу известного 
свойства функций Wp п. п. можно было бы найти такое посто
янное число i4}>0, что для достаточно большого Т'о^'О выпол
нялось бы следующее неравенство;

<и-г.

- 4 ^ /  л.
а-Г,

(1г>

каково бы ни было число а.
Пусть 7* > 2.

Но легко видеть, что в нашем примере этого как раз ие бу- 
Авт. В самом деле, взяв интервал (—10”— 1,10”) внутри ь* — 7^, 

мы получим, очевидно, что 
10"

J *  ^  (ij ..........~Ь

10" _ |

Таи как среди всех а* ecfb бесконечно большое их число, 
таких, что 0H H > 1, то выбрав л достаточно большим, мы можем 
добиться того, что

10"

J  | ^ ( л ) | М л > 27И .
10" _ |

10"
откуда

1
27- J  W ^x ffd xyA -,

10”- 1
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Взаимоотношения различных обобщений почти-периодических функций 17

отсюда подавно

^ /  о Jа —Та

(13)

Неравенства (1^) х (13) противоречат друг другу.
Это противоречие доказывает наше утверждение, что fix )  не

принадлежит к классу 5 (W pp.c.).

Нам не удалось привести примера функции класса S(Wpp.c.)

без того, чтобы она не была также и класса 5  (Sp р. б.). Было 
бы интересно построить такой пример, или же доказать тожде

ственность классов Л {Wpp.c.) и {Spp. с.).

Для построения примера класса 6' {Sp р. с.) функций нам до
статочно было бы в предшествующем примере взять для Лп 
бесконечно убывающую последовательность, положив, например,

а„ —  ̂ .
»Г) п

Перейдем теперь к построению примера класса W п. п. 
1''^ч*функций.

Пусть F{x) суммируемая функция на интервале ( —
<  -1-1). Строим следующую функцию/(х):

f ( x )  =  F{x) на ( -  1 < х < - |- 1 )
и /(х) =  0 на (— о о < х < — 1) и ( - f l  < x < -f -o o ) .

Это, очевидно, функция п. п.
Предположив теперь, что \F{x) f  {р>\) суммируемая, мы 

получим функцию и̂ ' {Sp р. г.)

Рассмотрим теперь следующий пример:
я 1

/(х) =  2^ на интервалах 2"“ ' <  X  < 5 -2" '

и /(х) =  0 на интервалах ^ 2"~'-f- < х < 2" j,

а также /(х) —О на интервале (— со,- ( -1).

Это несомненно функция W п. п., и квази-периодическая
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18 А. С. Ковавько

функция ее приближения может быть выбрана равной нулю (она^ 

очевидно, не 5  п. п.).
Совершенно очевидно, что это также функция W  р. с. 
В самом деле, рассмотрим величину

«-f-r
± J  \f{x)\»dx,

а *
где Т достаточно велико и а любое.

Не нарушая общности рассуждения, мы можем, например, 
взять: Т — 2*.

Пусть 2" * < ;й < 2 '';  очевидно, что 7 -<2"+* — 2"~Ч
а + Т 2л+А j—

^ +  1 ̂ 2" __
2" ' ~  2*

Имеем -L j \ f{ x ) fd x ^ ^ ^ ^ J \ f ( ,x ) 'P d x =
а 2”—' ‘ л—I

Это величина, которая, при достаточно большом к, может 
быть сделана сколько угодно малой.

Следовательно, f{x) есть функция Wp р. с.

Следовательно,/(ж) принадлежит к W  {VC'pp.c.).
Видоизменяя несколько числовые данные в предшествующем 

примере, мы легко можем построить функцию Ир р. с.

Пусть f(x )  =  h„ на интервалах ( 2”~’, 2"- -I----  ̂ \  и /(х) =  О на
2*

2л-1_^ J _  2Л  
2" I

J

, а также /(л) =  0 на ( - о о < х < +  1).

Положим

h n —  2Р

-t г
■) 1 /*

Рассмотрим величину интеграла —̂ j r J  dx  при Т до-
- г

статочно большом.
Не нарушая общности, мы можем положить Т  «= 2"“ ’; тогда 

значение этого интеграла будет, очевидно, следующим:
fan-1

1
9"
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Выберем а , = 2 ^  — 2 тогда
i.
2 о 2  .

i~n—1 I-я—I
V a , =  V ( 2 . ' - 2 ^ W 2 ”l - 1 .

Отсюда видно, что lim
/^л-1 " -I

V V  й; =  =  0.
2" 2"

< I

Значит, /(х) есть функция Вр р. с.
Но легко также видеть, что /(х) не есть функция Wp р. с.

а^Т
1 /■В самом деле, рассмотрим величину—  1 |/(x ) |^ rfx  при лю-

Я
<>ых а и при Т достаточно большом.

Легко видеть, что, выбрав а достаточно большим, мы для 
значения рассматриваемой величины получим сколько угодно 
«большое значение .̂

Мы имеем: lim аг =  Ит 2  ̂ { \^ 2 — 1 ) =  оо.

Пусть теперь Т  нам задано сколько угодно большим, но по- 
<тоянным.

•Мы выберем тогда а столь большим, чтобы в интервал 

попал-интервал ^2'’“ ' <  х - < 2' '“'- |--  j

„дексом я, чтобы

с таким ин-

W -  1
а„ =  2 {У'2— \ ) > Т  п.

а+-7
Тогда — J  {/{xyi'd.x . > я.

Поскольку я может быть выбрано сколь угодно боЛьшим, мы
а + 7

■звидим, что - L !/(х)/' dx неограниченная величина, следова-
а

тельно, f (x )  не Wp f .  с.
Итак, мы имеем пример функции W {Врр.с).

Построим теперь функцию В п. п.
Пусть f{x) — Un в интервале (2", 2" - f  я)(я =  1,2,3.. .),ал >  0, 

в  остальных местах считаем /̂ (х) =  0.
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Совершенно очевидно, что /(дг) есть функция В п. lu^c квазн-

периодическим приближением =  0 (но W  не п. п.).
Сделав все величины а„ ограниченными в их совокупности,, 

мы получим функцию Sp р. с.
Сложив эту функцию с функцией U/;, и. и., мы получим 

функцию

BiWpp.c.).
1

Наконец, положив а„ =  пР, мы находим, что
|=Л—1

l \ / ( x ) f  c ix=  j  V  
2"./ 2"

0 i = l

и эта величина стремится к нулю вместе с п. Следовательно^ 
мы имеем функцию (Вр р. с.) и, следовательно, пример функции

(Вр р. с.).
Заметим еще, что среди функций З р П .п .  мы можем выде

лить весьма широкий подкласс ограниченных функций.
Если мы сложим две функции различных классов, то получим 

в сумме функцию того класса, который будет более общим 
из числа слагаемых.

Для произведения функций классов из числа В, W w S  п. п. 
мы можем высказать аналогичные предложения.

Для классов суммируемых функций вопрос обстоит сложнее; 
можно для них высказать предложения, аналогичные теоремам 
(II) §§ 3, 4 и 5.

Например, произведение двух функций классов

S {Вр р. с.) и 5  (5 , р. с.) 

дает нам функцию класса 5  (В, р. с.), если
1

На дальнейшем развитии этого вопроса мы не останавли
ваемся в виду его большой простоты.

§  6. Последовательности обобщенных почти-периодических
функций.

Мы знаем, что для функций Бора достаточным условием со
хранения почти-периодичности при переходе к пределу является 
равномерная сходимость.
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Взаимоотношения различных обобщений почти-периодических функций 21

Нетрудно убедиться, что равномерная сходимость является 
акже достаточным условием сохранения почти-периодичности 

для последовательностей обобщенных почти-периодических функ
ций. ^

Однако, это условие может быть заменено более общим для 
обобщенных почти-периодических функций.

Так для последовательностей функций 5  п. п. *) мы дали ус
ловие более широкое, чем равномерная сходимость.

■Мы говорили, что последовательность функций;
/ q(-’c) . / sW ..........(— -с <  X <  +  оо)

сходится по мере, если, как бы мало ни было число 1)
и число r f> 0 , можно подобрать такое число Л /> 0 , что 
;/«4v)(jc)—Д (х ) |< е  при всяком я > Л/ и при любом р  для всех 
значений х, исключая, быть может, множества fin./, такого, что

Ч Е п/, ;  г.
Для такой последовательности, как мы показали, существует 

„предельная“ функция /(.v), т. е. такая, что, каково бы ни было 
г > 0  ( е < 1) и d  >  О, можно подобрать такое N, что имеет ме
сто неравенство

для N  и для всякого-V, исключая, быть может, множества 
Еп с

Ч Е п г.
Мы также доказали, что если функции нашей последователь

ности 5  я. я., то и ^(х) также 5 я. я.

Можно показать, что сходимость ,Л' по мере" обеспечивает

сохраненисх классов U/ и В п. п. ф)»нкций. Итак имеем:
TEOPEfAA I. Ec.ni Л(х),/,(х-),/з(х). . . . ( -  ^ » < х - , - f  .л) после-

()овательно( гпь функций W я. я., которая сходится ,S  по

мере", то ^предельная" функция /(х) будет так.же функцией,

и «я. я.
5 /
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим произвольно малое полож»- 

тельное число е, меньшее 1, и число

1) 7 -7
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----------------- -------  ^

Мы можем тогда, в силу условий сходимости, подобрать та
кое число М > 0, что

(!)■

при всяком п '^  N  а при всяком х, исключая, быть может, мно
жества И„ такого, что ^4 Е„<С ^

Так как /„(х) есть I ^  | я. ?г. функция, то существует такой' 

тригонометрический полином Рт„(х), что

\ f ( x ) - P ^ J x )  ■< ‘ ( 2)1

исключая, быть может, множества^: такого, что

OBt <  у .

На основании неравенств (1) и (2), имеем;

\ f ( x )  Рт„(х) f { x )  /л(-^) I - | - |/ ( л  ) — Ртп(х)^<^    U = £
2 2

для всех значений х, исключая, быть может, множества t  = /: -)- 
■{-Е  такого, что

'‘\ с Е .п - \ - h '̂ \х ЕI
<

''j\x Е
<

2 2

'>в Е '‘В i'̂ n Е.

.Можно ввести для функций W В п. п. более общие усло
вия, сохраняющие их класс при переходе к пределу.

Дадим следующее определение:
О п р е д е л е н и е  I. Мы говорим, что последовательность

функций fi{x),f^{x), f i( x ) ........ (— с о < ; л < 4-оэ) сходится W

ч
по мере", если, как бы мало ни было число з > 0  (е <  1), можно 
подобрать такое Л ^ > 0, что

/
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Взаимоотношеиия различных обобтени!! почти-периодический функций 23

I fn fn{x) 1 <с =■

при всех значениях n ^ N  и любом р  и для всех значений л', 
исключая, быть может, множества Епр такого, что

I '>\Х'£'П,р

^В^п.р
Этот вид сходимости существенно отличается от сходимости

,S  по мере". Из всякой последовательности, сходящейся по 
мере";можно выделить подпоследовательность, которая сходится 
почти всюду к своей „предельной" функции. Этим свойством не

обладают последовательности, сходящиеся по мере".

Следующий пример показывает нам это.
Пусть /п(л:) =  1 на интервале (— п ^ х ^ - \ - п )  и /я ( х ) = 0  на 

(—о о < л :<  — /I) и ( + п < а: <  +  оо).

Совершенно очевидно, что f„(x) есть функция U' п.п.

Последовательность сходится „IF по мере", но одновременно 
она сходится всюду в обычном смысле к функции ^f{x)~  1, но 
не сходится к ней по мере, как это дано в следующем опреде
лении.

О п р е д е л е н и е  1-а.- Мы говорим, что последовательность

функций fi(x),/>(x)........ (— оо<^А' -Ь Jo) сходится по

мере" к f{x), если, как бы мало ни было г ^ О  (е 1). 
ствует такое число N ~^0, что \/(х)—fn(x)\<^z для всех га >  Л
и для всех X ,  исключая, быть может, множества с , ,  с i

\^Н Сп /

ТЕОРЕМА //. Если последовательность 

/,(а) , /2(а') , /з(х) .. .сходптся^^^^^ по мере к /(х), то /(х) также

функция п. га.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию сходимости, как бы мало 
ни было е > 0 , можно подобрать N  столь большим, что
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24 А. С. Кованько

(3)

при всяком n > / V  и любом ж, исключая, быть может, множе
ства такого, что

2

-1 .

w \Так как /п{х) есть функция I ^  | л. п., то существует такой
V bJ

тригонометрический полином Рт„(х), что имеет место неравен
ство

, M x) — Pn,„{x)<z.

для всех значений ,v, исключая, быть может, множества с
е
2

2
Из неравенств (3) и (4) мы заключаем, что

Ах) Рп,„{х) i <  f(x) ~/„(х) ] - f  \/„{х) -  Р,„ (̂Х), <  - f  -L =  е
2 2

для всех значений х, исключая, быть может, множества 
Л =  г ,, у которого

" - f  с
ЬвЕ 2 2

следовательно, /(дг) есть функция

Обратимся еще к вопросу сохранения классов суммируемых 
почти-периодических функций обобщенного типа.

Для функций Sp п. п. мы разобрали этот вопрос ') и ввели 
понятие о следующем виде сходимости.

Мы говорим, что: /Д л :) ,/г (л :) ./з (х ) ,. . . ( — о о  <  ж < - f  по) схо
дится в среднем*, если, как бы мало ни было и
существует такое N, что-

') 7 -i,
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Для такой последовательности, как мы доказали, существует 
.предельная функция" Дх), обладающая тем свойством, что, как 
бы мало ИИ было и существует такое /V ^O , что

D ip\}(x\f„{x)\< z
для всех значений а также мы доказали, что, если функ
ции последовательности Sp п. п., то и Дх) будет Sp п. п.

Введем теперь новое определение сходимости. 
О п р е д е л е н и е  П. Мы говорим, что последовательнвсть

‘ (а),/..(х) , / з(х). . :о < :х  -4- 00) сходится.^ ®

У к /(х), если, как бы мало ни было г ^ - 0, существует такое 
Л’> 0, что

D^-p[f{x),Ux)]<-c,
D„p\/{x),f,,(x)\<^

для всякого п]>Л '.
ТЕОРЕМА И. Если функции последовательности 

/,(х ),/.(х ),/з(х ). • • • (  сходится

среднем' к /(х), то f(x) также функция! ^  \ п . п .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения сходимости, как 

бы мало ИИ было 3 -0, можно удовлетворить неравенству
Он-р[/(х),/„(х)1 S 5̂^
О вр[Ах),их)\ 2>'

-при всяком п >>N.
' f  W  \Так как /«(х) есть функция I  ̂ можно подобрать

такой тригонометрический полином Рр.т{х), что

'C :v

Dv'p[fn{X),Pл.т(х)|

Овр (/л(х),Яп.т(х)) - ~
(6)

1 Р
На основании (5) и (6) заключаем, что

1
Г>\Кх), РпАх)] \[n\f{x),f„{x)\\" A-[D[fnix),Pnn,{x)\\'’ ] ■

(Значки Wp и. Bp мы для сокращения письма отбросили).
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26 Л. С. Коваиько

Последнее неравенство показывает нам, что Нх) есть функ-
I W p \

П И Я  \ ^  \п. п.

§  7. Композиция обобщенных ночти-периодических функций.

Нами был решен вопрос о композиции почти-периодических 
функций Бора >). Мы можем теперь исследовать более широко 
вопрос композиции, отнеся его к обобщенным почти-периоди- 
ческим функциям.

Пусть нам дана функция п переменных
F{x^,X2 ....... Хп) (— оо<лг(.<-|-оо) ( / =  1,2 . . .  .я),

' »
которая равномерно-непрерывна в отношении совокупности всех 
ее переменных.

Пусть мы имеем п почти-периодических функций Бора;

'-? iW .? 2W — ъ{^)-
Тогда, как мы показали. F{^^{x ),'ĵ {̂x).........?л(а:)) есть также
функция почти-периодическая.

Это предложение можно расширить, и мы приходам к сле
дующей теореме:

ТЕОРЕМА /. Если F {x■̂, х,,....... х,^ равномерно-непрерывная
функция совокупности своих переменных л,. х>,....х„ и если

S

---- 'in(x) функции W п. п. то Е{<^иЪ..........?л)

И

S

есть функция W п. п.

В
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Задав г > 0  (г< 1>  (и число г /> 0 ) , 

можно указать такое число г,> 0, что
\F{xi +  hu X2 -\-h ,....... x„-\-hr,) — F{x^Xi-----х„)' < £  (1)

при ( * =  1, 2. 3 ---- п). ^
После этого мы можем подобрать п почти-периодических функ
ций Бора '|;2(а') ---- ’\п{х) так, что

„  .. (2)
1) 7- л.
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ДЛЯ всех значений х, исключая, быть может, И*) с

(Число т) должно быть достаточно малым, мы его выбираем-s:,. г). 
Тогда, в силу (1), мы заключаем, что

---- ?п) — -----%) <  ®
для всех значений х, исключая, быть может множества Е.

Но так как по предыдущему /• (>!'i, ■ ■-'^п) есть почти пе
риодическая функция Бора, то (?ь ' fii---- rn) функция

5

W  п. п.

Легко убедиться, что равномерная непрерывность г  (х,, х^,. .х„) 
не обязательна для справедливости предшествующей теоремы. 

Докажем это. ,

ТЕОРЕМА //. Если E {X i,x^ ,...„  х„) есть функция непрерыв-
ная^ в оРгношении совокупности переменных Х\, Xj............ x«
( — o o < x <  +  cxi) и если ®1 (х), '^^{х),...... (̂ п(х) почти периодиче
ские функции Бора, то Д(?1, ?2....... т-л) ^сть функция п. п. в
смысле Бора.

Д о к а з а  т е л  ь с т в о .  Пусть М есть верхняя граница для 
совокупности.

срДх); (А =  1, 2........ п).
Рассмотрим F{Xu х , , . . . .х „ )  в области

( — Л1 X / -j-/И) ( t = l ,  2, З. . . .Я).
В этой области, очевидно, F равномерно непрерывна; по

этому, задав произвольно малое положительное число г 1, мы 
можем подобрать число т|]>0 столь малым, что

Б (Х) h \, х> —)— h i,. . . . Хп “t” ^л) F (Xj X.,. . . . Хп) <С  ̂ (^)
при всяком (Считаем т, <;£).

В силу известных свойств почти периодических функций Бора 
можно подобрать относительно-плотное множество почти пе
риодов {•:) для совокупности функций ф1, 'f-2, ---- ф„, принадлежа
щих к числу Tj.

*) Можно всегда выбрать одно такое множество, пригодное для -i,
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Имеем
?*{•« +  ■) — ?»(-«) < г , (4)

для всех значений л.
Тогда, в силу (3), мы имеем, что

i ^'(?1 +  ^). ? г ( -^ Ч -’ ) .........?п (Х -+- х)) —  /■'('{>,(X ), - s , i ( x ) ,------- 'Jv, (.V)) 1 <  г
ДЛЯ всех значений х. Значит, F (®i, 'f2, . . .  .f„) есть функция почти- 
периодическая по Бору.

ThOPEMA III. Если F{xi, х-,,....Хп) есть непрерывная функ
ция в отношении совокупности переменных х^  ....... х„
( — СЮ<Л';<' -\-0 0 ) и если tpi(x), (CjW ........'?п{х) суть функции

5

W п. п., то 

5

/■('fi, 'f5....... '̂ п) есть также функция W  п. п.

's
Доказательство этой теоремы, с небольшими оговорками, 

есть полное повторение доказательства теоремы I, а потому мы 
его опускаем.

Рассмотрим теперь композицию двух почтп-периодических 
функций.

Пусть Е(х) есть функция почти-периодическая по Бору, и 
ф(л) другая почти-периодическая функция.
Тогда F (л-ь!?(д:)), очевидно, также функция почти периодиче
ская по Бору, что можно непосредственно проверить. В самом 
деле, взяв е > 0 , в силу равномерной непрерывности F(x) можно 
выбрать т ) >0  столь малым, что

iF ( x - { - h ) ~ F ( x ) \< ~ (5)
при 1й1<т,.

Выберем А

Пусть {т} относительно-плотная система почти-периодов, об
щих для F и ср и принадлежащих к Т(.
Тогда имеем

1^(л +  т ) - Д л ) 1 < Г ( <

и 1 <5 (л — т) — ср (л:) I ■< т, 
для всех значений х.

(6)

(7)
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На основании (5), (6) и (7) :^аключаем, что

— F (X +  'f(а+ т) ); +  Г(а- +  'f ( а +  ^)) -  (А))' <  2 + о ”
для всех значений а.

Следовательно, f  (а -f - f(- '̂)) функция п.п. %
На основании этого простого замечания мы сможем совер" 

шить композицию обобщенных почти-периодических функций.
ТЕОРЕМА IV. Если Е{х) есть функция п.п. по Бору, а z(x)

^ £
есть функция п.п., то F(A-(- 'f(A)) будет функция п.п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим произвольно малое положи
тельное число S <  1 и число r f> 0 . В силу равномерной непре
рывности функции Е{х) можно подобрать такое число т)>0, что

1 Г ( а - ( -Л )— f ( A ) | < 2 ,  ( 8 )
три всяком Л| т,.

Выберем Т( ^  £.
После этого мы можем построить такую почти-периодиче- 

скую функцию Бора что
а ) — 6 (a ) К  г, (9>

для всех значений а, исключая, быть может, множества значе
ний Е такого,- что

Ч ‘
')w E<C£
г .вЕ < г

Тогда в силу (8) и (9), очевидно, что
( F' (А +  ®(а ))  — Е(х - f -  6 ( а:) ) к  S

для всех значений а , исключая, быть м*жет, множества Е,
Но так как, в силу предшествующего, F'(A-f'6(A)) есть

функция п.п. по Бору, то /-'(а -*(а ) ) функция

в

п.п.

ТЕОРЕМА V. Если Е\х) есть функция п.п., а К а )
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есть функция n.v. по Бору. , то ^ (х  +  ср(л:)) будет также
[  s \  'функцией _ п.п.
\W) ' .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу хорошо известного свойства

функций I £ , I п.п., как бы мало ни было число £ >  0 (г <  1), и
\w )

можно подобрать столь малое число Т(>0, что

\F{x +  h )~ F { x ) \< -L
(10)

при всяком ]А|<Т( для всех значений х, исключая, быть может’ 
множества Е с

S'* f  —5 ^  г. »

^wE<C. 2 •

Выберем Tj

Выберем теперь относительно-плотное множество (х) общих 
почти-периодов F(x) и »(х), которые принадлежат к числу ц.

Мы имеем, что
х) — з (х ) 1 < т ,  ( 1 1 )

Д Л Я  всех значений х, и -

| / - ( л - ч - х ) - /^ ( х ) |< т ,< 4 -

для всех значений л, исключая, быть может, множества Е^, с
е

т

Принимая во внимание (10), (11) и (12), получим 
|F(X-f-X-H(^(X-j-T)) — /•'(Х-f-ср (Х) ) i-< F (x -j-X -!-(;> (х - |-х )) — 

— F{x 4- -р(д: +  х) ) I -j- I /=-(л - f  ср (х -!- х)) — F (x  -|- а(х) | <

< - -  +  —  =  £ 
2 2 ( 12)

для всех значений х, исключая, быть может, множества
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такого, что

■ Е £)
Неравенство (13) показывает нам, что / "(л:»(х))  есть функ-

аия ( ^  I п.п.

Если бы мы предположили, что f'(x) есть функция В п. п., 
то указанным методом невозможно доказать почти периодич
ность / -(л' 9(-^' )) ь обобщенном смысле. И вообще, остается 
пока неизвестным, будет лн В{х - j - f ( A r ) )  функцией почти перио
дической в одном из обобщенных смыслов. Может быть, здесь 
необходимы некоторые добавочные условия, которым должны 
удовлетворять F (л).

ТЕОРЕМА 17. Тхлп Т\х) есть функция S  п. п„ а '̂ (л:) функ-

S  \  !  ■
ция ^  п.п„ то £(.v 4~ функция п.п.

£  В
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу известного свойства функ

ций S  п.п., как бы мало н и б ы л о г > 0 ,  существует такое число 
т, > 0 ,  что

Т \ х h) — Т\.х) < у (14)

для всякого h < ', и для всякого -V, исключая, быть может, 
множества F., с

С

Выберем <  3

5
Так как есть функция п.п.. то существует почтн-пе-

В
Ч

риодическая по Бору функция '!>(л'), такая, что
'9(д) — 'Î C.v) <  ■/, (15)
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ДЛЯ всех значений Л", исключая, быть может, множества /: та
кого, что

-rf Z ■' - ~'‘S ^ ^  Т

Ои/ ;<т,  <  g

'‘в1-

Следовательно, на основании (14) и (15), мы заключаем, что

F (x-\-  'f(x)) — F(x + ■!>(-«)) <  ^
2 (16)

для всех значений .с, исключая, быть может, можества F — F,

Гак как в силу теоремы V F(x • '|<(х)) есть функция 7.«,

В
то существует тригонометрический полином Рп{х), такой, что 

F{x~\<'j(x)) — Р „ { х ) \ а -

для всех значений х, исключая, быть может, множества /: с

оР Е <  \3

O ut - ^  о  ■

Ой Е 3

На основании (16) и (17) заключаем, что

,Г(л- 9(х)) — /^„(х) < ”7 + Y < s (18)

для всех значений л, исключая, быть может, множе.тва 
Е =  Е -\-Е -\-Е  такого, что
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3 .—- = 6  .
О

'>аЕ <  ip- - h 8в£ +  ЗвЯ <  3. £
О

Значит, F (x -{ -^ x ) )  есть функция ^  л.л. ,  что и требова-

Ъ
лось доказать.

ГЕОРИМА VII. Если Е{х) есть функция W  л.л. ,  а <^х)

S  S
функция ^  п .п ., то ^(хЦ-<р(х)) есть функция л.л.

Ъ Ъ
Доказательство этой теоремы есть полное повторение дока

зательства теоремы VI, только здесь вместо о ^ ' берется о^Е- 
Поэтому на доказательстве мы не останавливаемся.

§  8. О некоторых иных обобщениях п.п. функций и возмож
ности построения новых классов обобщенных п.п. функций.

Мы не упомянули еще об одном промежуточном классе обоб
щенных почти-периодических функций, принадлежащем А. С. Бе- 
зиковичу. Это функции И п .п .  Они определяются следующим 
образом:

О п р е д  е л е н и е ;/(л ) ( оо<[л: <С-Ь'^) называется В п .п . 
функцией, если, как бы мало ни было число s > 0 ,  существует 
достаточно равномерная последовательность почти-периодов |т*| 
таких, что

Кроме тоги
Ов, {Мм I [fix  т*) — f{x) 1, 0} J <  е.

Г '
11 ш i n / ~ f \ f ( x )  d.\

 ̂2T.J
южечная величина.

Оказывается, что всякая функция -о̂ х) Hi п .п . может быть 
представлена в виде !р(д:) = / ( х ) -f-б(л), где /(х ) есть функция 
fi п .п ..  а Ов,Щ х), 01 =  0.
. г  Т р р д ы  Н И И М Л \ ,  т .  I I  в .  2 .
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Нами изучен анализ этих функций в пространстве измеримых 
функций, и эти функции были названы  ̂ и .п .‘). Приводим их 
определение.

О п р е д е л е н и е .  f{x) (— оо < х <  +  оо) есть функция р л .л ., 
если, как бы мало ни было е > 0 ,  существует „достаточно рав
номерная" последовательность почти-периодов {т*}, что

1) \f{x-\~'Zk)—/(л:)|<С® для всех значений х, исключая, быть 
может, множеств Ek таких, что

2) iW* {|/(л:-|-т*) — /(х) I} < £  для всех значений х, исключая, 
быть может, некоторого множества Е с ЬвЕ<С,£.

3) Кроме того, f{x) есть функция (а. о.).
Интересно было бы углубить изучение этого класса функций 

и, может быть, в связи с этим упростить и самое определение, 
отбросив некоторые условия.

Кроме указанных классов, можно было бы поставить проб
лему построения промежуточных классов, а именно между клас

сами W п.п . и 5  п .п ., а также между классами S  л.га. и Бо
ровскими. Определения этих функций мы даем соответственно 
в следующих видах:

О п р е д е л е н и е  f{x) есть функция S{d) п .п ., если, как бы 
мало ни было положительное число е<С1. можно подобрать от
носительно-плотное множество почти-периодов (т) таких, что

|/ ( л  +  т) —/(л )1 < е
значений х, исключая, быть может, множества Евсех 

с (>i.E<^e..
для

О п р е д е л е н и е  II. /(х ) называется функцией 5^ (/»> !),
если, как бы мало ни было е > 0 , существует относительно- 
плотное множество почти-периодов (х) таких, что

Эти два определения совпадают соответственно с определе-

ниями функций 5  п .п . и Sp п .п ., если d становится произволь
ным числом.

О п р е д е л е н и е  III./(х) называется функцией S  п .п .,  если, 
как бы мало ни было положительное число е<^1, существует 
относительно-плотное множество почти-периодов х таких, что

№ + ^ ) - / W I < e
для всех значений х, исключая, быть может, множества меры 0.

J) 7".
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поставить еще следующие определения почти-перио-Можно 
дичности.

О п р е д е л е н и е  IV ./(х) называется почти-периодической в 
смысле А, если она непрерывна, исключая, быть может, регу
лярных точек разрыва (первого рода) и если, как бы мало ни 
было е > 0 ,  существует относительно-плотное множество почти- 
периодов (т) таких, что

/ ( x  +  T - f 0 ) - f / ( x f x - 0 )  f ( x  +  0 ) + f i x - 0 )
2 2 

для всех значений х.

<  е
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Sur la  co rresp o n d en ce  en tre  les classes d iv e rs e s  de 
fo n c tio n s  p re s q u e -p e rio d iq u e s  g e n era lise es

.4. S. Kovanko (Jvanovo).

Le but du travail present, c’est de faire line analyse protonde 
des classes de fonctions presque-periodlques J4eneralisees qui presen- 
tent I’object des recherches de H. Bohr, W. Stepanoff, H, Weyl, 
A. Besicovitz, et de nos propres recherches.

En faisant les intersections des classes de fonctions presque- 
p^riodiques mesurables avec des diverses classes des fonctions som- 
mables sur (— oo л <[-4-oo) nous recevoiis des nouvelles classes
intermediaires de fonctions presque-periodlques, dont nous demon- 
trons des exemples, qui nous prouvent que ces nouvelles classes ne 
sont pas vides.

Nous posons des problemes tr^s naturelles й construire encore 
des nouvelles classes intermediaires des fonctions presque-periodi- 
ques generalisees, dont la resolution doit presenter beaucoup 
d’interet. '
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к  ВОПРОСУ о ПОВЕДЕНИИ ОТОБРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ
НА ГРАНИЦЕ.

П. П. Куфареа (Томск).

В этой работе рассматривается односвязная’ограниченная об- 
иасть G плоскости комплексного переменного z, граница Г кото
рой удовлетворяет следующим условиям: 

а' Г является кривой Жордана;
£ 6

б) г  принадлежит кольцу 1--------<  I z 1 •< 1
2 2

в) На дуге Г̂ о границы Г, принадлежащей углу—сро<?<!?о. 
радиус—вектор точки является однозначной функцией аргумента, 
г =  /(ф), удовлетворяющей условию:

кроме того, предполагается, что для постоянных а, <ро, <?имеют 
место некоторые ограничения (см. формулы (96)—(98)).

Для таких областей докз.тывается следующая теорема:
Функция

W — <1> (г), '1> (0) =  о,
конформно отображающая область G на единичный круг

н ее производные '1>'(г), Ф"(г),............ '!)<'' >̂''г) стремятся к опреде
ленным предельным значениям Ф(1), Ф'(0»............Ф̂ "'-‘̂ >(1) при
приближении Z изнутри области G к граничной точке Z o = \ по 
дутям, не касательным к Г.

Кроме того, для предельных значений устанавливаются оценки:

| Ф ' ( 1 ) - 1 К ^ о ^ ?

п~2
П  —  1

J  —  I

где L i— числовые постоянные.
Я думаю, что метод, которым доказывается эта теорема в 

данной работе, даст также возможность доказать более общие 
теоремы о поведении отображающей функции на границе. 
Именно, кажется очевидным, что этим методом можно получить
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38 П. П. Куфарев.

результаты, аналогичные результатам, установленным в работе 
Seidel’a ’), но в некоторых отношениях более общие.

§ 1.
Рассмотрим в плоскости комплексного переменного z окруж

ность
Т. z  =  eti- (1)

ТЕОРЕМА I. Пусть интегрируемая *) в интервале О <; «р <  2ж 
периодическая *) функция /(?) удовлетворяет условиям:

а) l / ^ K ®  при 0<<р<2тг;
б) |/('P)|<Л^1®I" при — с р о < Т < ? о < * .  
Пусть, кроме того,

<Рв>
V  ж

(2)
(3>

(4)

Тогда аналитическая в круге
К: | г | < 1

функция
K i)d t

«/ J
■ efi. (5>

и ее производные F'(z), F” (z)..............стремятся к опре
деленным предельным значениям F ( l) , / '( I ) ,  F '( l) , ........ / '̂<"-*(1)
при приближении точки z  изнутри К к точке Zq— I, причем

| FW( l ) | < C , Af "  в

где Cs = 2.-1

(5 = 1 .2 ,, 

s! <)

1 ). ( 6 )

(7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование предельных значений 
для производных

.1 r m d l  (8)г / (
«  J { t— s)^+'

J) W. Seidel. .Uber die Randerzuordnung bei konformen Abbildungen*. Math. 
Annalen, Bd. 104, 1931, стр. 232.

*) Здесь и дальше име.м в виду интегрируемость по Лебегу.
3) с периодом 2п,
*) Условие (4) имеет значение лишь при получении оценок (6). Если огра

ничиться только докажете ibCTBou существования предельных значений, то это 
условие может быть отброшено.

Это же вамечание относится к условиям (21) в теореме 3, (36) в теореме 
За в (71) в теореме 4.
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непосредственно следует из существования при условиях тео
ремы интеграла

=  (9)
' ' тЛ j ( ^ _  1)^+1 

1
Остается лишь получить оценки (6) Дли этого представим 

в виде
Я^)(1) =  ФД1) +  Х,(1), (10)

где

ФХ1) =
si Г /(?) dt
ТГ1

2jc—9(1

9o

(11)

( 12)

Пользуясь условиями (2), (3) и справедливым при 0 < < ? < ’' 
неравенством;

I i — 1 1 =  2 sin — <р
2 It

(13)

найдем для этих выражений оценки;

IV, ПК Г__ -  -<Г— V—
U У{ sin  JP_Y^‘ ^ V 2  7 

»о\ 2 /

(14)

* + 1 9о
(15)

из которых тотчас следует справедливость неравенства (6).
С л е д с т в и е .  Так как аналитическую в круге К  функцию 

F{z) можно представить через граничные значения Р (1 ,ф) ее 
вещественной части интегралом;

Д 2 )=  - i , -  /
тл J
1 /'P(l.<p)rf^

t — Z
+  С (16)

то из теоремы I вытекает следующее положение;
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TtOPEMA 2. Пусть граничные значения >) /(ф ) .= Я(1,(р) гар
монической внутри единичного круга К функции Р(г,<̂ ) удовлет
воряют условиям теоремы /. Тогда аналитическая внутри К 
функция

Г(г) -Р (г ,ф ) +  /0(г.о) 2) (17)
(в -  1)

и ее производные F'(z),F‘{z)....... F (z) стремятся к опреде
ленным предельным значениям F{\), F '{ \),F \\)........ р "  h )n p u
приближении Z изнутри К к точке г „ =  1, причем выполняются 
неравенства (6).

§ 2.

ТЕОРЕМА 3. Пусть граничные значения функции Р(г,<р), гар
монической в секторе

G: — 0 < л <  i (18)
интегрируемы и удовлетворяют условиям: ■

я) |^(Л ® )|<е на всей границе области G; (19)
б) I®!" при |<р1<р. (20)

Пусть, кроме того.
е

~м,
\п -  I

Тогда предельные значения F'{\),F"{\)........F (1)
ных аналитической в О функции

F{z) — P(r,i)-\-iQ{r,^) 
удовлетворяют неравенствам

(21)

)̂ производ

ите С S числовые постоянные.
(22)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отобразим конформно сектор G на
единичный круг плоскости С =  так, чтобы точка So= I пе-
решла при отображении в точку Со=1 и дуга

я:

') Существование граничных значенпй функции Р{г,^) предполагается. Это 
замечание относится также к теоремам 3. За, 4.

") Здесь и в дальнейшем через G(r,tp) обозначается гармоническая функция, 
сопряженная P(r,<f).

2) По дуге границы.
*) Существование предельных значений при приближении г изнутри G к 

Хо=1 для всех производных от функции F{z) до п—I —ого порядка включи
тельно следует из теоремы 2 и из того, что функция, отображающая сектор G 
на единичный круг, продолжаема за границу G в окрестности точки Zg.
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перешла в полуокружность

/«
2 2

д':

Отображающая функция имеет выражение:

(23)

( 23 - I

(причем для функции выбираем ветвь, принимающую зна
чение 1 при Z —  1).

Элементарные вычисления показывают, что при этом отоб
ражении между аргументами соответствующих точек на дугах 
7 и я' выполняется соотношение:

sin — — .
2.8 2

T.IK как при »>! справедливы неравенства:

(24)

t.R 1̂ 1
У2 2Р

Т ) из формулы (24) вытекает неравенство:

I Ф —L  i»1 
^^2

(25)

Отсюда следует, что гармоническая к круге l C i < l  функция

/ч (р,{))^Р(г(р.})),^(р,0)) (26)

удовлетворяет у с л о в и я м  теоремы 2. если положить:

(27).М -- Ж, ' „ . ?о
■д
2

Поэтому, согласно этой теореме, предельные значения f  j (1)
/-','(1)___f,(«-/>(l) производных по С от аналитической в круге
С 1 функции

/^,(;) =  P,(P,«) +  *Q.(P-») (28)
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удовлетворяют неравенствам:

I W 1 ) I < C , S

2 ^
-Ж ," е " ( s = I . 2 . . . n — I). (29)

Переходя теперь к функции
n ^ )  =  F,(S.{z)).

рассматриваемой в теореме, имеем при z  Q G-.

р = ‘
(3)

где Aps— полиномы от производных функции С(2)—такие, что 
сумма произведений порядка производных на степень, в кото
рую возвышается данная производная, равна s для каждого 
члена полинома.

Но значения производных функции С (г) в точке 2 = 1, как 
устанавливается элементарными вычислениями, удовлетворяют 
неравенствам:

\  J  г  ~  I
< J?JL (31)

где Dk— численные постоянные. 

Таким образом,
\А I< 4 - (32)

(^р — численнные постоянные), и, следовательно, из (30) и (29) 
имеем:

_S р П — р

I I <  р " " 'ж /  г (33)
п 2p=i I  ^

ИЛИ
# Я — S р

02 й \  Ml / .7^1 2 *  Р
Так как по предположению (см. 21)

(33)

1
Р

(21)
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ТО окончательно имеем:
S п —X 

п (22)

где С / — постоянные, зависящие толко от s, что и требовалось, 
доказать.

* « «

Рассмотрим далее круговой двуугольник 

B(k): 1 г | < 1 , 1 г - 1 | < Л .

Пусть * и соответственно 3 — дуги окружностей \ z \ - l  
\ z — 11 =  А, принадлежащие границе области 5(A). Величину А 
будем' считать для удобства дальнейших вычислений не боль
шей ‘/г- ^

ТЕОРЕМА 3 а. Пусть граничные значения функции Р(г,’о). 
гармонической в B(k), интегрируемы и удовлетворяют условиям-.

(34)
(35)

(36)е
Ж

а) | P ( r ® ) l < s  на
б) |Р ( г,? ) |< Л 4 2 |т 1" на 

Пусть, кроме того.

Тогда предельные значения *) Р(1),5"(1).........^  производ
ных аналитической в Вф) функции

/^(0) =  P(r,<?)-ftQ(r,<p)

удовлетворяют неравенствам:
i  п —.1

(Р М (1)|< С /Л 12" е “ , (37)
где С , числовые постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Посредством линейного преобразо-

Z —  1
вания

С = 1 — (1 — AJ2
область 5(A) отображается на круговой двуугольник

т у -  К 1 < 1 . с — 1
<

1

(38)

(39)

•) Относительно существования предельных значений см. примечание s  тео
реме 3, стр. 40.
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С
гак что дуга S переходит в некоторую ду1 у ?/ окружности 

=  — луга в — в дугу а' окружности |С| =  1, и точка
TV

— в точку С =  1. При этом между аргументами соответ
ствующих при отображении точек дуг а и а', как легко прове
рить, выполняется соотношение;

1̂
k

tp
k , ft- tc[ -

2 — k  2 (40)

;>ткуда таким же образом, как в теореме 3, следует, что

<р|<А:К2|в| .  (41)

Следовательно, граничные значения гармонической в В'{к) 
Функции

Pi(p,ft)=:rP(r(p.»), ^(р.«))

••’довлетворяют условиям:

Л(р.«)| на а' о'.

M ik  2 - |f t | на а'.

Рассмотрим далее принадлежащий В'(^к) сектор 

В" |f t |< a rc c o s -^ , р < 1 .

(42)

(43)

(44)

(45)

По принципу максимума для гармонических функций Pi(p,ft) 
принимает на границе сектора В ' значения, меньшие е по мо
дулю. Таким образом, Я,(р,0) удовлетворяет условиям теоремы 3, 
■гели в качестве области, рассматриваемой в этой теореме' 
азять сектор В ,  и принять: ’

Mt — M-ik" 2 * , 

о *Р =  arccos ')

(46)

(47)

Следовательно, по теореме 3, предельные значения Pi'(l),
'"«СО»........Pi (1) производных по С от аналитической в В(к)
функции '

Р.(С) =  Р(г(С))
*) Условие (21) удовлетворяется в силу предположения (36).
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удовлетворяют неравенствам;

Пользуясь этими неравенствами и имея в виду, что

dK

(48i

( ? )V dzP /г  = 1 kP

справедливость указанных в теореме неравенств для пре лель-
ш п

ных значений ........ F (1) производных (по г) о'г
функции /^(г)—установим таким же путем, как в теореме 6- 
(см. формулы 30—33).

§ 3 .

Рассмотрим специальные области B„{k,A), которые опреяе 
ЛИМ следующим образом:

а) Если /7г>1 нечетное число, т =  '2р-\-1, то В „{к, А) - об
ласть, на которую отображается круговой двуугольник

функцией
а д :  | С! <1,  к  \ \ < к  

г = -а;* (С) =  с +  (— 1)̂ Л̂ (С -  1 ) " -

2 ( -  \ у - Л(С— l)"log (С — 1)е
-  i- 1 (5<*)

где для логарифма выбирается ветнь, принимающая вещее г;(ег-

т:
ные значения при ч— 1 = о е  ‘ - .

При этом, для обеспечения конформности отображения, по
ложительный параметр А ограничим неравенством;

1
Ш к т - 2 (о! )

6) Если т четное, пг=^2р, то В„{к,А)—область, на кото- 
торую отображается В{к) функцией

„(С )= .С Ч -(-0 (50)
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где
0 < Л <

2mk т  —  1

Кроме того, в обоих случаях примем, что

k <  s in ------ ^----- , k <  — .
2 ( m— 1) ^  2

(5Г)

(52)

Обозначим через Ь„ и соответственно л„—дуги границы 
в которые переходят при отображении дуги8 :jC—1| =  Л 

и а : | С | = 1  границы 5(A).
При указанных ограничениях параметров А и i4 мы устано

вим следующие свойства области
1) Область Вт (A,i4) принадлежит сектору

где

! 2 К  1, I arg 2 К  arcsin —  А.
4

2) В точках дуги о„ удовлетворяются неравенства; 
5 „ i4 |a rg 2 |'» <  1 — |a rg 2 j«

(53)

(54)

2 \  /

m — 1
Lm — 2 {tn -|- 2).

01 J
(Для четного m можно также принять L„ =  2 ).

3) Аргументы соответствующих при отображении точек 
дуг а и о„ удовлетворяют неравенству

|a rg 2 | <  — it| argC|.
О

(56)

4) На а„ радиус—вектор точки 2 является однозначной функ
цией аргумента г.

Ограничимся доказательством этих свойств для случая не
четного т, так как для случая четного т доказательство осу
ществляется аналогично.

Установим некоторые вспомогательные неравенства, которым 
удовлетворяет функция (50).

а) При С С 5  (А)

4 4
(57)
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В самом деле, полагая
с — 1 = о г

и используя удовлетворяющееся при 0 < [а< ;1  неравенство

. 1 ^  Iо l og— < — , 
а е

имеем
1 ТС 3[ п р и О < о С ^ <  — , —

\ L с, ль ) -

1г — l > l C - l l j l  — Л о — 1

(58)

(59)

— _ Л о —  ̂ у '  ( 3 l o g o ) 2 - | - ( 0 - | - )  [ >

Аналогично доказывается второе из неравенств (57). 

б) При с е в  (Jt)

1 arg 2 К  Y  ^
1Действительно, так как по неравенству (57) при

|2 - 1|< 1.
ТО имеет место неравенство:

(60)

I arg Z I <; arcsin [ z — I K  —  [г — 1|.

Из (57) и (61) следует неравенство (£0).
в) При С С * выполняются неравенства;

— о -< arg ZК  —  да,
2 8

(61)

(62)

В самом деле, из (50) легко видеть, что при условиях (51) и 
при й < ;-^ н а  а выполняются неравенства:

I arg 2 1 >  I arg СI — arcsin |z  — Cj>argC — 2]2 — C|.
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arg СI =  2 arcsin "  >  о.

С другой стороны, по (50), (51)
|z  — С | <

I " logs J  < 7 - ’ --)-----А o”-^
я

Отсюда следует левая часть неравенства (62).

г) При С С а
1 о— — | г К  —  (ш -f-2) Л а"
2 5

Действмтельно, полагая
— I а е‘̂  — e'ft, 0 =  2 sin —

2
можем представить 1 — iz|* в виде

1Ь4)

- | г | “ = 2 Л 0"» cos I/  /и — 2 i^iV 1 -

log —  tg

1 2 

( " - 4

'/1

| » | ) ) -ТС (3 \  2 / /

( l  +  ^ )
4 Л2 . (о logV X* /

, 2 А* 
4 - ....

ТГ2

(65>U
Пользуясь для оценки удовлетворяющимися на а при усло

виях (51), (52) неравенствами:

|« ! <  a r c s i n -
2 ( д - 1 )

(6t)̂

о <  лг 17
192 т

Л o'” , ■
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О <  2А^ 3̂ '" <  — А 3*
те 24 т

4  4
з*"-2 ( з 1 о е з ) * < ---------------

тг2  ̂ ^ т
/4з«,

получим из (65) неравенства:

^  <3“ <  1 — 1213 <  — (т-\-2) А я” <С.0,\. 
3

(67)

Деля на 1 - |- |2 | и замечая, что из (67) для модуля г следует 
неравенства

0 ,9 < 1 2 |< 1 ,

легко получим неравенства (63). 

е) При С С «
I ч dz ' arg —  — 

z dC < т -
(68)

Для доказательства заметим, что при С С * имеет место не
равенство:

С dz 
arg — —  

z d(.
2 I , i dz \ ^  . \z  , ; ,<  I arg —  -f- i arg —  1 <  arcsin -  1 1 +  

I - I I  d(.\ : C

4- arcsin dz
rfC

и тем более
arg С dz 

z d(.
C j L f l i - i  +  ^  _ 1 Л

производя оценки, аналогичные выполненным при доказа
тельстве неравенства (57), получим:

Z

т <
1

d с 4
Таким образом, неравенство (68) доказано.

Из полученнных вспомогательных неравенств свойства обла' 
сти которые мы хотим доказать, следуют непосредственно 
Именно: неравенство (56) следует из (62), так как на а

3 < l a r g  Cl.
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Неравенства (53) следуют из (63), (61), (57). Неравенства (54) 
следуют из (63) и (62). Наконец, свойство 4 вытекает из нера
венства (68). В самом деле, известно, что при конформном отоб- 

С dzражении arg — —  равен изменению угла отклонения линей-
Z

ного элемента от радиального направления. Таким образом, из 
неравенства (68) следует, что элемент дуги <х„, соответствующий 
при отображении какому-либо элементу дуги а, образует с ра
диусом-вектором точки Z угол, меньший г., и, следовательно, 
при движении по а в направлении возрастания аргумента С, ар
гумент соответствующей точки на также монотонно возра
стает.

§ 4.

Докажем теперь теорему, аналогичную теоремам 3, За, для 
функций, гармонических в области Bm{k, Л).

ТЕОРЕМА 4. Пусть граничные значения функции Р (г, <р), гар
монической в Вт (к, Л), интегрируемы и удовлетворяют условиям:

а) 1^ {г, Т) К  е на - f  ; (69)
б) |Я(л, ср)|<уИз|ср|« на . (70)

Пусть, кроме того, п -^т  н

(71)

Тогда аналитическая в B„{k, А) функция
F {z) =  P{r, ср) +  1 Q(r,<f)

и ее производные F' (г), F" (z), F"-’ (z) стремятся к определен
ным предельным значениям /•'(!), F' (1), Я"->)(1) при прибли
жении z изнутри Вт {к, А) к точке Zq= 1, причем

П
3 е (72)

где D, — числовые постоянные.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отобразим область Вт{к,А) посредст

вом функции z =  w „{’',) (см. (50), (50') на круговой двууголь
ник В (к).

Вещественная часть аналитической в В (к) функции Л  (С) =  
F (г (С)) в силу неравенства (5С), удовлетворяет условиям тео
ремы За, если принять;

Л 1 , = ( ^ ^ )  м .

(Условие (36) удовлетворяется в силу неравенства (71).
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Следовательно, предельные значения производных (по С) этой 
функции удовлетворяют неравенствам;

С '\М ,
S п  S 

п п (5 =  1,2........я -  1).

Но при 5 < я ,  как нетрудно проверить, значение, к кото
рому стремится Л*>(г)при стремлении г к 1, равно Fi'*’ (l):

Таким образом;

где

Л^)(1) =  /=-,М(1).

X

|Я*> ( 1 ) |< 0 , / И з  " *

X

5 к
Ds = ( Т ) с\.

§ 5.

Пусть непрерывные и однозначные*) в интервале
— (73)

функции X (ф), X (ф) удовлетворяют в этом интервале неравен
ствам;

а) | Х ( ф ) - 1 | <  уМ | ф Г ;  (74)

б) | Х(?)— (75)
в) IО <  X ( ф ) С X  (ф). (76)

Рассмотрим область 0^ . ограниченную лучами ? =  + ?  и кривой
Г; г  =  Х( ф) .  (77)

Заметим, что кривая
Г'; л =  Х( ф) .  (78)

принадлежит .
Докажем следующую теорему;
ТЕОРЕМА 5. Пусть граничные значения функции^) Р (г, ф ) ,  

гармонической в G^, удовлетворяют ]/словиям:
а) : Р  (г, ф )  1 на границе G^ ; (79)

1) Предположение, что функции /  (ф), X (ф) однозначны, не явдяется су 
щественным.

’) Известно, как можно изменить формулировку теоремы и доказательство 
е:ли не пргдпо,1агать существования |рамичиых значений функции Р {г, ф); см. 
Julia: .Princlpes g6ometriques d, analyse*, 1932, т. 2, стр. 2.
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<Л/ | ®|  на Г ( л > 1 ) .  

Пусть, кроме того,
п — 1 л— 1 1

(80)

(81)

Тогда значения, которые принимает Р (г, на кривой Г', удо
влетворяют неравенству:

где
i) \< .K \v \  при — (82) 

'  2 2

Н =  2N -{- -j- М '). (83)
Д о к а з а т е л ь с т в о .
Заметим, прежде всего, что при выполнении условий (81) 

при |<рК Р  справедливы неравенства:

log ^ 1 4-/И я (ф|

Поэтому

l o g ( l l o g  ' у

( т Х  1 +  j <р : <  I 1 - f  ж  т: I Ф I j

^ ( ? ) > 1 — ^ f ' | ® | ' ' > ( l  — M'lt

9 LX-’л -  J \ тс
1т1 ) (84)

2 ^
\  "

? 1" ~ ) (85)

, ограниченную лучами»  U U i f i a v l O  U U )  V. w  *p
? =  + < “< ?  и дугой Го. кривой г, принадлежащей сектору

По принципу максимума значения, которые принимает Р(г, ф) 
на границе Gw, удовлетворяют неравенству:

(86)

Кроме того, по (80), для граничных значений Р{г, ф) на дуге 
Го. имеет место неравенство:

Я (г ,ф )|< /^ < о \ (87)
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Оценим далее значения Р(г, <р) внутри Ош.Воспользуемся для 
этого неравенством Неванлинна—Островского,') которое в рас- 
матриваемом случае можно записать в виде:

— .Л (г) Е — (1 — Л (г) Л/ ш'’<  Р  (г, ») <  А (г) г +

4-(1 — Л (г))Л/ш". (88)

Здесь Л (г) — гармоническая в функция, принимающая зна
чение О на Ги, и 1 на остальной части границы Ош.

Для оценки функции (s) используем метод, предложенный 
Julia. Именно, построим круговой сектор /Сш, ограниченный лу
чами ф =  +  о) и дугой окружности радиуса

Гш= Р
где

Р  =  1 /И ЯШ
Я — I

(89)

Из неравенства (84) следует, что этот сектор содержит О». 
Определим далее функцию

. . . .  2 iR  — z------ arg (20 )

I P z
(
гармоническую в Рши принимающую значение нуль на принад 
лежащей границе области Ршдуге Kpyraj^: =гши значение 1 па 
остальной части границы Рш.

Так как О.., С Ро., то по принципу максимума в Ош
0 < А  (г )< А ,(г )< 1 .

Поэтому из (88) следует неравенство;

— А, (2) е — Л/ ш" <  Р (л, ср Х  А, (2) е -4 N  ш'’ (91)

Применим это неравенство в принадлежащей Ош точке

1) См., напр., уж е цитированную книгу .lulia, стр. 43
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кривой Г.Имеем:

_L t (U

)=т

Но, по (85)

arcsin R^ — r'

1 /
V R * + r ' “

< R ^ ~ r '

Следовательно, (см. еще (89) )

Л — 1

Л — 1

2 " /^  +  ^ '  +  2" 'тс  Ж ’ о."

или, учитывая условие (81),

. ^
тс ( у ) .

Таким образом

Л 1

п  -1

т (К т ) ,т )< Ч т>
где

п I I

К =  2 N +  e(2 Ж +  Ж').

(92)

(93)

Так как в этом неравенстве —  может принимать любое значе-

Рие между нулем ” ^ теорема доказана.

§ 6.

Основываясь на предыдущих выводах, мы можем теперь 
доказать теорему, являющуюся основным результатом этой 
работы.

T t O P L M A  6. Пусть граница Г односвязной области G яв
ляется кривой Жордана, удовлетворяющей следующим условиям-,
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а 3
а) Г принадлежит кольцу 1------ 1 +  ~  J2 2

(94)

б) На дуге Г<ро границы Г, принадлежащей углу — 
радиус вектор точки является однозначной )̂ функцией аргу
мента, r =  f  (<f), удовлетворяющей условию

i / ( ^ ) - l | < Q ' c p l " (95)

Пусть, кроме того, Ф

,  к .
*-*п

=  Ья =  2" '(/1 +  2) 
2 \07с/,

(96)

щ
(97)

S п
24
5т1® 1'

1
/  —  <  sin ^7 и 
'  80  2(л — 1) 2

(98)

и, для нечетного п,

Тогда функция
г« =  Ф(г), Ф(0) =  0,

(99)

(100)

отображающая область G на единичный круг, и ее производ-
(п -2)

ные Ф'(г), Ф'(^).............. Ф стремятся к определенным пре

дельным значениям Ф{\), Ф' {I), Ф (1) при приближении
г изнутри G к точке Zq-= \ по путям, не касательным к Г или 
имеющим в точке Zq касание ниже п — 1 — ого порядка к еди
ничной окружности I г 1 =  1.

При атом 1 п  ̂ « - i
я  —  1 я  —  I  —

1 - L o Q  е <1Ф '(1)1<1+^оО ® ,

U) я41 (101)
г , (s =  2, 3, . . .  п — 2),1Ф ( D K - ^ .Q

где Ls— числовые постоянные.
') Предположение, что функция/(<р) однозначна при 19!<[?0’ че является 

существенным.
1) Условия (9 6 )—(99) не нужны для доказательства существования предель

ных значений. Они используются лишь для доказательства оценок (101).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем числа А w к, удов^1етворя- 
ющие неравенствам:

sin----------—
2(л— 1) 2

2 arc sin — А <  фо, 
4

К,

(52)

( 102)

(103)

(104)

и неравенствам (51) или (5Г), и построим область Вп(к,А).^) 
При условиях (102), (103) эта область, в силу предположения 
(95), будет принадлежать G (см. формулы (53), (54), (55)). Кроме 
того, из неравенств (53), (102) следует, что В„{к, А) принад
лежит углу ia r g z K - p ,

Рассмотрим далее дугу границы области В„ {к, А ) »). На л„, 
по (54), выполняются неравенства:

KnA\i\ < 1  - (105)

/■i, - /р,
Отметим крайние точки/, =  Г] е , t 2 — r-̂ e дуги и по

строим в секторах:

р1 <  ф <  “>. i <  Ф <  — Р,, U) =  2 arc sin —  к,
4

дуги 7 , 7 , удовлетворяющие следующим условиям:
а) Дуги 7'. 7' вместе с а, образуют непрерывную кривую 

Жордана Г'ш, на которой радиус вектор точки является одно 
значной функцией аргумента;

б) Г'ш принадлежит G;
в) Неравенства (105) удовлетворяются на всей кривой Foi. 
Обозначим еще через Г,„ часть дуги принадлежащую

сектору |ф| <  О).
2) При условиях (96) — (99) числа A u k ,  удовлетворяющие »тии неравен

ствам, можно подобрать.
*) Здесь применяются те же обозначения, что в § 4
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Рассмотрим теперь гармоническую в G функцию P (r,f) , при
нимающую на Г значения

f) =  log7'- (106)

По условию (95) граничные значения функции Р{г,<о) удов
летворяют на Г неравенству:

l O g ( l - y ) < P ( r , ® ) < l 0 g ( l 4 - y ) ‘

Поэтому и подавно
— е < Р (г , ( f ) < e .  (107)

Аналогично из условий (95), (104) получим, что значения, 
которые принимает Р(г, <р) на Гш, удовлетворяют неравенству:

-2Q |cpl < P (r,? )< 2 Q l< p | . (108)

Оценим далее значения, принимаемые функцией Р (г ,f) на 
кривой «л. Для этого мы можем воспользоваться теоремой 5. 
В самом деле, так как на кривой Г'ш выполняется нера
венство

0 <  1 — |г1</.„Л|<р|! ■
то, таким образом, для Р(г,<р) удовлетворяются условия тео
ремы 5, если в качестве дуг Г, Г , рассматриваемых в этой 
теореме, взять соответственно дуги Гш н Г'ш, и принять:

N = 2 Q , M =  Q, р =  •)

Следовательно, значения, которые принимает функция Р(г,ч>) 
на а„, удовлетворяют неравенству:

где
л +  1 я -(-•

К =  2 Q 4-e(2  Q-\-L„A)

(109)

Л-f 1
или (см. (103) )

^ ■ < ( ( 1 + ^ ) 2  " + 1 1 Q < < J (  Q.

где d — числовая константа.

(ПО)

1) Усаовин (81) будут удовлетворяться в силу неравенств (103), (104).
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Отсюда н_епосредственно вытекает, что Я(г,ф) удовлетворяет 
в области Bn{k,A) условиям теоремы 4 при замене л на л — 1

я — I
и при Mg =  d  Q *)

Применяя эту теорему, заключаем, что аналитическая в G 
функция

Г(г) =  Р(г.ф) +  »д(г,ф)
( я - 2 )

и ее производные F' {г).Р" (z)......... F (z) стремятся к опре
деленным предельным значениям при приближении z  изнутри 
В„(к,А) к точке Zo— l. Но отсюда следует, что F(z), F '(z) ,...
. . . F  (г) стремятся к Р(1), Р'(1), F" (\) ............F \ l )  при
приближении z  изнутри G к точке Zq по любому пути, некаса
тельному к Г в или по пути, имеющему в точке Zq касание 
ниже л — 1 — ого порядка к единичной окружности, так как 
такой путь в достаточно малой окрестности точки будет 
проходить в В„ (к. Л).

(S )

Кроме того, по теореме 4, предельные значения F (1) будут 
удовлетворять неравенствам:

S Л — J  —  1
(S) я — 1 л -  I (111)

\F (1 )1< D /Q  S ,  ̂ ^
где

D , '  =  d D s .

Но из этого результата доказываемая теорема следует оче
видным образом. В самом деле, функция, отображающая область 
G на единичный круг и переводящая цуль в нуль, выражается 
в О через F(z) формулой:

п —/"(г) 
и»=Ф(г) =  г ze (112)

и производные ее выражаются суммами вида:

<тг —̂ (г) ♦
Ф'{г) =  е е [1— zF  {z)\ 

и
(S) /4—F(z)(* Щ U-I) (г-1)

ф (г) =  е е |  — zF (z) — sF {z)-}-sF' {z)F (z)-f-

. ^ { - \ ) z [ F { z ) ] 1 {s =  2. 3, 4 ........ ),

причем сумма произведений порядков производных на степень, 
в которую возвышается данная производная, для каждого члена 
суммы (114) не превышает s.

>) Условие (71) выполняется в силу левого из неравенств (104).
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Из ЭТИХ формул видно, что вместе с существованием пре-
(*)

дельных значений для F (£) существуют также предельные 
(*)

значения и для Ф (г). И далее, производя обычным способом 
оценки этих предельных значений (см. аналогичные оценки в 
теоремах 3, За) и используя неравенства (111) и (97), получим:

1 Л — 2 I я  — 2
Л— 1 л — 1 л — I я — I

1 - Z . o Q  е < | 0 ' ( l ) | < l + / : o Q  е ,

S л — X— 1
(j) л — i  п— I

|ф  (1 ) |< Z :,Q (s =  2, 3....... л — 2),
( 100)

где Ls— числовые постоянные.
Теорема доказана.
В заключение укажем еще одно вытекающее из теоремы 

6 с л е д е  т в и е. Рассмотрим бесконечную последовательность 
областей Gi Оз, G.,........ .обладающую следующими свойствами:

1. Каждая из областей G„ удовлетворяет условиям тео
ремы 6, при

® =  6*1, Q =  Q»«, 9о =  Той»

2. П те„ =  0 ;«I > QO

.3. Ит Qm <Соо.

Пусть 70т=Фт(г), Ф т (0 )= 0 , — функция, отобрзжающая об

ласть G„ на единичный круг.

Тогда
Игл |Ф '„(1)| =  1 (114)

(*)
Ит Ф„(1) =  0 (s =  2.3........я - 2)- 21. (Н5)
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Z u r F ra g e jn a c h  dem  V e rh a lte n  d e r  ab b ild e n d en  F u n k tlo n
am  Rande.

P. P. Kufareff (Tomsk).

In dieser Arbeit wird ein einfach zusammenhangender Bereich G 
in der kotnplexen Ebene betrachtet, dessen Begrenzung Г folgender 
Bedingungen geniigt;

a) Г ist eine Jordansche Kurve;

b) Г gehdrt dem Ringe 1 ---- ^ < 1 2 |< 1 - | -  2' an;

c) Auf dem Bogen Г<ро des Randes Г, der zura WlnkeJ
— gehort, ist der Radiusvektor eine einwertige Funktioir
des Arguments r =  /(<p), welche der Bedingung

l/C T ^ -iK Q iT i"
geniigt. Ausserdem wird angenommen, dass fiir konstantes 3, :p,, Q 
gewlsse Einschrankungen statthaben (Formeln 96—98).

Fflr solche Bereiche wird tolgender Satz bewiesen:
Die Funktion

-гг; =  Ф (z), Ф (0) =  0,
die den Bereich G konform auf den Finheitskreis

|w !< l
abbildet, u. ihre Ableitungen Ф'(z), Ф "(г).. . .Ф̂ '‘~*>(2) konvergie- 
ren nach bestimmten Randwerten Ф(1), Ф '(1).. .  .Ф*'’~^*(1) bei Annd- 
herung, von z aus dem Inneren des Bereichs G an den Randpunkt 
Zo =  l iuf Wegen, die Г nicht beriihren.

Ausserdem gelten fiir die Randwerte die Abschatzungen

|Ф(1) - 1|< / : о д ' - '  e
1

n—1.
n— s— 1 
/1-1

wo L, numerische Konstanten sind. Jch nehme an, dass die Me- 
thode, die den Satz in der vorliegenden Arbeit beweist, auch die Mb- 
glichkeit geben wird, allgemeinere Satze fiber das Verhalten der 
Abbildungsfunktion am Rande zu beweisen. Augenscheinlich kann 
man mit dieser Methode Resultate erhalten, die den in der Arbeit 
Seidels aufgestellten analog sind, aber in gewisser Beziebung allge- 
meiner sind.
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к  ТЕОРИИ РОСТА ФУНКЦИЙ С ЗАДАННЫМИ 
НУЛЬ-ПОВЕРХНОСТЯМИ.

И. Н. Аравийская. (Томск).

Настоящая работа имеет целью доказать одну теорему, ка
сающуюся роста аналитической в данной* области функции двух 
комплексных переменных при некоторых условиях, налагаемых 
яа границу области и расположение нуль—поверхностей ’) 
функции.

Пусть В односвязная, однолистная, конечная область в прост
ранстве—z,, z-i и /(Zi.Za)—аналитическая функция в В\ причем

А — ) (In |/(r,.Z 2) \Y dXtdyidXidyi <  oo.
В

ln,/(Zi,Zj)| будет правильной бигармоннческой функцией в об
ласти 5 ', полученной из В исключением всех нуль-поверхно
стей функции f{zi,z^. Известно *), что для всякой односвязной 
однолистной области В  существует положительная непрерыв
ная функция H(zuZ^ (так называемая ядровая функция области В 
для класса бигармонических функций) такая, что для каждой 
аналитической в В бигармоннческой функции g(2i,Z2) с интегри
рующимся квадратом имеет место неравенство;

где
\g{ZuZ2) i< K r / / ( z „ 22),

Г =  ) ^ ( z u z . t )d x u d y id x .d y t .  (z, =  X, 4- «у,, Zj =  х^ +  iy-i). 
В

('ледовательно, для нашего случая
И п|Лг1.2, ) 1К / Л Я ( г „ г , ) . ( 1)

Это неравенство дает возможность поставить вопрос об оценке 
роста аналитических функций в данной области при помощи 
ядровой функции.

Принимая во внимание известные ’) основные свойства яд
ровой функции, а именно;

H q {z^ ) > Нq ^(z,z). ( 2)а)
если В С В* 
и

■) О нуль—поверхностях см. Bergmann. Ober die Nullstellen... Proceedings 
Acad. Amsterdam 35 (1932).

’) Bergmann. Zwel Satze aus dem Ideenkreis des Schwarzschen Lemmas, 
s) Bergmann. Ober die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am 

Rande I. Journ. f. die relne und angewandte Mathematik. Bd. 169, Heft I, p 4.
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____ ' I d(Zt,z,) *

где Zi =  A|(zi*,02*), Z2 =  A2(0i*,Z2*) две аналитические функции 
дающие псевдоконформное отображение области В на область 
В*, нужно, очевидно, для исследования роста функции по
строить такие области в пространстве—21,22, которые представ
ляли бы собою часть данной области В, были бы свободны от 
нуль-поверхностей данной функции и для которых функция 
//(21,2г) могла бы быть легко вычислена.

Пусть Q точка на границе области В и пусть область В и 
расположение нуль—поверхностей функции /(21,22) обладают 
тем свойством, что существуют прямая, проходящая через 
точку Q (пусть это будет ось 0X2), и угол а такие, что все точки 
достаточно близкие к Q и лежащие внутри конуса с вершиною 
в Q, осью 0X2 и раствора о, принадлежат области 5  и не при 
надлежат ни одной из нуль-поверхностей функции /(21,22). Если 
только что указанные условия выполнены, то мы будем гово
рить, что точка Q удовлетворяет условию Аа.

Так как ни одна внутренняя точка области не может являтьск 
местом накопления нуль-поверхностей функции f{zi,Zi), то, оче
видно, существует кусок непрерывной кривой L, лежащий це
ликом, за исключением точки Q, внутри области В и свободный 
от нуль-поверхностей. Опишем около точки Q гиперсферу до
статочно малого радиуса. Тогда около каждой точки куска кри 
вой L, вне упомянутой гиперсферы, можно описать гиперсфер) 
достаточно малого радиуса л > 8 > 0  так, чтобы она целиком на
ходилась в области, свободной от нуль-поверхностей. Следо
вательно, можно утверждать, что внутри области, свободной 
от нуль-поверхностей, в наших предположениях, помещается 
область В', сконструированная следующим образом. Не нару
шая общности рассуждений, можно считать, что кривая L за
дана уравнениями;

-*1 = / Ш  

Х 2 =  f M .
Vt

где fuhJ iJ i  дважды дифференцируемые в окрестности точки Q 
функции; причем / 1(^о)= /2(^о)=/4(̂ о) =  0,/з(/о)=  l , / i ( M = A ( 4 ) =  
= / ' 4(̂ 0) =  О- Возьмем за границу области В' огибающую семей
ства гиперсфер, центры которых находятся на кривой L, т. е. 
граница области В' в окрестности Q задается уравнениями:

(Xi - M t ) Y  - f  (у, - M t ) Y  - f  (X2 - M t ) y  +  (У 2 - W ) Y  =  R^t), (2)
(Л-. - / . ( 0 ) / '. (o + ( j '.  =

=  -R { t)R \ t ) ,  (3)
T.-e. R  может быть представлена следующим образом:
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/ а * + / / - / ? ■
(1 -Х г)-“+ . . .  =  0. (4)

§ 2. Чтобы получить возможность рассмотреть вопрос о 
росте функции при помощи неравенства (1), построим специаль
ную область 3S содержащуюся в области В ,  и вычислим для 
нее ядровую функцию HiSuZt). Возьмем область R*:

I 1̂ -1- а 1̂ 11  ̂ 1.
Заметим, что гиперповерхность

3

ep =  |z 2|*-f-n jzi|  ̂— 1 = 0
может являться естественной границей функции двух комплекс-
ных переменных, рассматриваемой в области
нее выражение Levi *)

0 d<f d(f
dz2 dz,

df d̂<p
dzj, dZidz2 dzidzi
d<f d^f
dz 1 dz.dzi dzidzi

< 0.

Как известно, частный случай формулы Шварца

Н-*.

Zj*= 1
П

-е ‘ ‘' ( i + s r )

(6)
дает отображение круга |Z2|< ; i  на равнобедренный треугольник
в плоскости Z2* с вершинами

1 — cos
2v

s i n ---
2v2v I

(1,0); ( l - c o s i , M n

углом при вершине — , причем точка 
2v

Z2— 1 переходит в точку гг* =  1. Воспользуемся только что 
указанной функцией и отобразим область R* на ЗИ. полагая

Zi*=Zi,
Z2*=/v(Zj).

‘) Levi Е. Ann. Math. pur. appl (3) т. 18 (1911).

(7)
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При отображении (7) плоскости 2i =  const, и точка (0,0,1,0) 
остаются неподвижными. Сечение области ЗИ- (2̂1 =  0) есть вы
шеупомянутый равнобедренный треугольник с углом при вер

шине Q (0,0,1,0) равным
2v

В сечениях 3,<. (г, =  7, 7 ^  0) |гз

будет очень быстро стремиться к нулю с возрастанием 7, если v 
велико, так что эти сечения очень быстро становятся двумер
ными областями, расположенными вблизи нуля. Во всей области 
ЗИ Обозначим через В /  область В' в том случае, когда
кривая L является куском оси 0 x 2. Опишем около точки Q, как 
центра, гиперсферу произвольно малого радиуса 8 > 0 . Для то
чек области ЗИ> лежащих -вне этой гиперсферы, выполняются

1неравенства;! г, | <  - и 13/2 К  sin— ,,т.е. выбирая а и  v до-
0 2  2v

статочно большими, можно добиться того, чтобы любая точка 
области ЗИ, для которой |г ,р - } - |1— г г р > 8, помещалась бы 
внутри В \,  если только ее проэкция на ось 0X2 принадлежит 
области B't.

В окрестности точки Q границу области 3i  ̂ представляем сле
дующим образом. Введем обозначения:

- ( i ) - ( l - i )  ,
Тогда вместо (6) имеем:

;  i _ ,  _ L _ L
l ~ z 2 * =  g (1—0   ̂ "-''at;

0  f

причем | u K l  при A,> 0 .
Неревенство (5) переписываем в виде 

2

(8)

а I г,! < 2(и “ )
(С, С).

(1 -^-«) (1
где С =  1 — гг*.

Разлагая функцию Ф (С, С) в ряд в окрестности точки Q, по
лучаем:

2
Ф(С. С) = ---- (С' '')4‘ члены с более высокими степенями С и С.

(Avr
Следовательно, в окрестности точки Q точки области ЗИ 

удовлетворяют неравенству:
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пли иначе:

а | г , ( р -  ^ О
(ЛуГ

{А.у
Г9)

Точки, лежащие в окрестности Q и принадлежащие области В i, 
удовлетворяют неравенству, которое получается из неравенства 
(4), если там положить / з ( 1) =  1 ; А ( 1) =  0. т. е.

(10)

13 силу того, что в точке Q выполняется условие Аа, можно 
считать, что и, следовательно, число v можно подоб
рать настолько большим, чтобы в окрестности Q

1—
(1 — Х2^ ) > уУ,

Действительно, всякое сечение 3î - (2̂1 — const) помещается внут
ри равнобедренного треугольника с вершиной в Q и с углом
при вершине Q, равным ^— ; следовательно, для каждого се

чения У2

1 — Xi
<;tg  ^ , и, чтобы выполнить неравенство

2v
( 11), достаточно v подобрать настолько большим, чтобы

tg
2 v

т. е.
■ц

V  --

2а

Подобрав V только что указанным образом, мы можем ут
верждать, что если выполняется условие (9), то выполнено и ус
ловие (10), т. е. в окрестности точки Q зонд 3 î  находится внут
ри области iB'i.

Покажем, что можно постоянную а подобрать так, чтобы вся 
область ЗИ находилась внутри конуса условия Аа. Функция 
/у(гг) в (7) регулярна и удовлетворяет неравенству I f- îzz) | <  1 в 
круге следовательно, в этом круге

Л(г-.) < .г*! +  1/(0)1
1 + 1/(0) | |г , !

Каратеодори. Конформное отображение 1934 г.
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Для краткости введем следующие обозначения;

1/(0) \ =  k,\Zi\ — r u \ z 2 \ — Г2 .

Рассмотрим кривую, которая получится, если ординату /j

каждой точки кривой ГгЗ- f  ал ,'’ =  1 заменить через—- i -
1 -\-кг2

Тогда, принимая л̂  за параметр t и обозначая координаты то
чек новой кривой через л, и Лг, получим рассматриваемую кри
вую в виде: 2

ЙЛ,  = 1

г-г
или

/-1-Л 
1 4 -^ /

сл, =р _ { \  - Л 22) ( 1— ^2)
(14)

Из пучка прямых через точку Q выберем касательные к толь
ко что полученной кривой. Так как из (14) следует, что

dr, р (Г _ А 2)(1 _ Л 2) ’

то координаты точки касания (ii.Sj) определятся из уравнения

5 2 - 1 = - ^
Р к —  1,

следовательно, кроме решения £., =  1, имеется еще только одно 
(при Е2> 0):

-  (к -  1 -\-p)]^(k — 1 4- /,)2 - \ -4 (p k+ l )к
2 к

Нас интересует случай когда Е2> 1- Это будет выполнено ори 
Л > 1  и /» > 2 . Поэтому в дальнейшем можно положить/> =  3. 
Если через ф обозначить угол между осью ох^ и касательно* к 
рассматриваемой кривой, то, очевидно.

1__t Р (15)
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Всякое сечение ЗИ. =  const) находится внутри пряыо- 
угольной пирамиды с вершиной в точке Q и высотою I, основа
нием пирамиды является прямоугольник:

IУ2 К  tg —  ,: X, к  tg.;-.
2v

Сечения 3,‘. ( х ,=  const) находятся внутри такой же пира-

МИДЫ с основанием; I V2к  tg - -  • I^ 'a K tg ^ .
2v

Сечения 3/(з/г =  const.)—внутри такой же пирамиды с осно
ванием ;

|j'l|< tg> l',lX i|< tg 'l-.

Следовательно, подобрав > и о так, чтобы

tga
tg

2v К 2
(16)

tg1' =
( l _ ^ 2)(l +  ê )2-  (l -  5з)2 

аТ (1—k l i f

-1

<
tge
К 2

или

" (1- W g a

(что всегда можно достигнуть подбором а, после того как v и 
d выбраны), можно утверждать, что область 3 i‘ находится внутрк 
конуса с вершиной в Q и раствора а. Тогда, делая еще пре 
образование подобия с центром в Q, т. е.

Zx — CZi, \ — Zt — C (\— Zi),

где с вещественное и меньше 1, подбором с можно добиться 
того, чтобы вся область 3i* лежала бы внутри В^\. _

§ 3. Рассмотрим теперь ядровую функцию Н (zi,Z2\Zi,z^ длк 
области ЗР и сс поведение при приближении к точке Q. Пусть 
2, =  rie'f*', =  г,е Система функций

Л"Г2"с08(т<р. +  ЛФ,) r ," r3 " s in ( /m P i4 :^  ;(m ,„) =  (0,0),(01),(l0)... . .

где
V ^ n
^тп

Va„
к^рп\

(ш +  1) Р ((m -f 1 )р +  11... ((т - f  1)р +  П - f  1]2а<-+>'^
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представляет полную ортогональную систему бигармонических 
функций для области_^. Следовательно, вышеупомянутая ядро
вая функция //(2|„S2;Z|,Zj) области относительно класса бигар
монических функций

fti ̂ 0 Л=0
СО с о

- 2 /<r,̂ ) =

_  2а/’{(/7+ 1) (1 - г , ^ ) Р - \ - ( р -  1)аРг,*}

о,'тЫ) лв=0

"*(1 - г г ^ У -а Р г ,^ \ \
При отображении области на область Вх*, в силу (8),

du 1 '“ 7 ,, . , r  + 2i- и (1 - ш )
А

Фи
dtC~

В точке Q
-[-старшие члены.

_  du _  __ d''- ' и __Q dm  _  (v — 1)1
rfC ~  йГС''-' “  ' ~

Следовательно, в окрестности точки Q 
1и  =

(^v)'
Откуда

2, =  1 —

С'-[-старшие члены.

2
(-4V)

Следовательно,

е''-|-старшие члены.

— ---- - -С"'-|-старш ие члены.

В ет g m а п п. Матеиатическяй Сборник

(17)

4. ( ' - “ ■)( (

(18)

(19)
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Если В ПЛОСКОСТИ Zi =  0  приближение к точке Q  происходило 
по оси охг, т.е. У1 =^0 , то в В \  ему будет соответствовать, в 
силу (7), приближение по кривой плоскости г,* =  0

К ^
1 --2 , =  ^ “ 2-,' А

i+x, ,

I
1 1

Г» i i - z - yв  окрестности точки Q при j  ̂ - -

кривой можно записать в таком виде;

/  1 --- JC.. \ /
1

(1 — 2̂) 2 2- dr.

-<Х<[1 уравнение этой

I — Хг
Хг

Или, полагая ^
1 + ^ 2

1 — Хг* =  АЧ.

+ 1

1 _ 1
2 2v 

2

4 +

2 -f
Е-2 +

3;,* =  Л£ ; —
1 + -

Эта кривая в точке Q имеет с осью ох^, очевидно, соприкосно
вение не ниже v—того порядка.

В равенстве (17), полагая г, =  0, имеем

2дР (д +  1) 
K*"(l—2гг,)Р+2
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Воспользуемся теперь тем обстоятельством, что ядровая 
функция Н  есть интегральный инвариант. В силу равенств (3) и 
(19), имеем:

2о-(л+ 1)

(^V)
2 VС + .. 21------

(А.у
TIP+2

Т О

=  ( Р + 1 ) 1 С Г - = ^  ! + • •  Л{Ау>у-а"
^22Р-»(С’' 4 -  С}Р+2[1 _j_ . . . |р+2

И так как в силу (19)

lim -------=
t . j )  (с + е у н -!  2r t!

11т К Г + « в - = £ ^ £ +Т -^  . ^  ' U222P+' (20)

Принимая во внимание, что преобразование подобия с цент
ром подобия в точке Q, которое, может быть, дополни
тельно придется провести, чтобы 3 î  поместилось внутрь 15',, в 
силу (3), не изменит порядок роста функции Н, в силу неравен
ства (1). получаем:

1п | /  (г,.22)| <
- — 2̂

Р'‘*1 9- +'

Полагаем /? =  3 и получаем теорему.
Если граница области В* и расположение нуль-поверхностей 

аналитической в В* функции f{Zi,Zi) таково, что в точке Q вы
полняется условие Аа, то

11т 1 — Z2 *
3v
Т + ‘ | 1 п | / ( г „ г 2) | | < о о .

Zi* стремится к 1 по оси 0 X2 *.
Мы предполагали до сих пор, что кусок оси 0 X2 конечной длины, 

одним концом которого является точка Q, принадлежал обла
сти ^  и не имел общих точек с нуль-поверхностями функции 
/(^^ь.^г); этот кусок оси 0x2 был осью конуса, в окрестности Q 
свободного от нуль-поверхностей. Результат не изменится, если 
конус будет иметь осью какую-либо другую прямую, проходящую 
через точку Q. Тогда, при наличии гиперсферы с центром в Q 
и радиуса 8 > 0  такой, что область, ограниченная коцусон и сфе
рой, лежит внутри В и свободна от нулей, существует кусок пря
мой, одним концом которого является точка Q и вся остальная
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часть которого свободна от нулей и лежит внутри В. Пусть 
это будет кусок прямой

_  У*  _ ■•«г’_____
т п р q

rî  р (22).

Аналитическое вращение, переводящее ось охг в пряную (22) 
имеет вид:

Zi* =  (m-\-in)z-i-\-{k-\-H)zi, (23)
22* =  (Р 4- Щ)^2 +  ('■+ is)zu

л{)ичеи k,l,r,s выбраны так, что

Р* +  <7̂ +  '-= +  « "=  1. 
kr ^  I s рт -{-qn — Q,
Ir— ks-\-pn  — mq =  0 ,
m* +  rt2-|.jfe2_^/2_  1.

Так как в этом случае =  I , то преобразование (23)
d(zt,Z2)

дает взаимно однозначное отображение конуса Qi на конус Qi 
с вершиною в точке Q, осью—прямой (22) и прежним раство
ром а. Следовательно, при отображении (22) область B't отобра
зится на область, находящуюся внутри конуса Q,.

S u r la  th e o r ie  de la  c ro issan ce des fo n c tio n sd o n t 
les v a rie te s — гё го  sont donnees.

E. N. Araviyskaja.

Du fait q u e ^ (In  | /  (z,, z^)!)* dxi dyi dx  ̂ dya et (1) existent, on 
В

tire des conclusions sur la croissance de la fonction /  (2i,zj).
Soit la fronti^re du domaine B* et les varl^tes-zero de la fonction 

/  (zj, Zi) analytique dans B* sont telles, qu, en un point Q de la fron- 
Нёге de B* existe la condition Aa. Alors lorsqu, on s’apporoche du 
point Q, on a (21), ou v et a satisfont й la condition (16).
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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ЯДРОВОЙ ФУНКЦИИ ОБЛАСТИ.

П. Куфарев. (Томск).

Пусть G — конечносвязная область плоскости комплексного 
переменного z  =  x - \ - iy  и Г — один из граничных континуумов. 
Пусть, далее, часть 7 континуума Г, принадлежащая некоторой 
окрестности точки PQL, является аналитической правильной 
дугой.

Рассмотрим для определенности случай, когда 7 делит доста
точно малую окрестность точки Р  на две области, из которых 
одна не принадлежит G.

Примем за оси координат внутреннюю нормаль и касатель
ную к Y в точке Р. Обозначим через ро радиус кривизны кри
вой 7 в точке Р  и условимся считать ро положительным, если 
центр кривизны лежит на внутренней нормали, и отрицатель
ным, если центр кривизны—на внешней нормали. Обозначим 
далее через Ки (z, z) ядровую функцию области G i)-

При указанных предположениях имеет место следующая 
теорема:

Разность-.
H o(z ,P ) =  K o ( z , z ) -  * - -  (1)

n (z - \ - z y  1гро(г-1- 2!)з

при стремлении z к точке Р изнутри С по Лучу

arg z  =  a. Jt тс— <  а <  — 
2 2

остается ограниченной.
Докажем сначала теорему для односвязной области. 
Пусть

^-=f(z). f  (0 ) ^ 0

— функция, отображающая G на круг

Q: 1 С -1 К 1 .

(2)

(3)

(4)

Так как аналитической дуге 7 соответствует при отображении 
аналитическая дуга (окружности |С— 1| =  1)2), то функция /(г)

*) См. напр., S. Bergmann. ,Ober die Kernfunktion eines Bereiche.s und ihr 
Verhaiten am Rande*, I, Journal fiir die reine und angew. Mathematik, Bd. 169. 
H. 1. 1932, стр. 3.

*) Cm., мапр. Л. P. Форд: .Автоморфные функции* 1936. стр. 215- 217.
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Об одной свойстве ядровом фувчцик области 73

продолжаема за ■; и поэтому в некоторой окрестности точки Р  
может быть представлена рядом;

: / ( ? ) =  «, C-f Па 22 4- Ы, с* - f (5)
Здесь а ,> 0 ,  так как линейный элемент дуги 7 в точке Р  не 
поворачивается при отображении.

Покажем, что радиус кривизны кривой 7 в точке Р  может 
быть выражен через коэффициенты «, и этого ряда фор
мулой:

N
(6 )

Если принять за параметр длину дуги s кривой 7, отсчиты
ваемую от точки Р, то уравнение дуги 7 вблизи Р можно запи
сать в виде:

Z = 'Д(.V) =  — /5 4- ^ -----(7)
2р«

Подставляя это выражение в (5), получим параметрическое 
представление окружности |С— ) |— 1 вблизи точки С =  0;

=  /(<? (S)) =  —«1 I-  ̂ "р------4 - (8)

Вычисляя отсюда кривизну х окружности 1C— 11 =  1 в точке 
С =  0,

(is (is- _ I_  ̂ _ “г +  «2
rfC 2 I п,2 ’ (9)
(is h-O

И приравнивая х единице, получим соотношение (6).
Переходя теперь к рассмотрению ядровой функции области G, 

воспользуемся для ее представления формулой:
dC 1*‘)

Ко (Z, Z) =  К(,(С(г)Л(г)) (L ( 10)
где

1
„ (С 4 -> -с с )2  (11)

'—ядровая функция круга Q^).
По этой формуле" Ko(z,z), согласно (5), может быть пред

ставлена в близких к Р  точках области CJ в виде:
— 1 Я) 4 - 2^2^ -|- 4 -  • • ■

°  ̂  ̂ ~ \<^i(z-\-z)-^a-2Z^-\-a2Z^-{-. . .  — | a-̂ z-\-a->z'‘-\-. . .  |2]2 ( 12)
>) См. цитированную работу S. Bergraann'a стр. 4 
2) Там же, стр. '8, примечание.
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Составляя теперь выражение И а{г,Р)н  производя вычис.ясле- 
ния, получим:

. Но{г,Р) =

+  Я 1 —  - - - \  4 -  ( а , . а з .  a^.argz) 4 -  0 ( х « )
___________\  Д1 2рп/
~  4ra,2jc5 4- 0 (xe)

или, по (6)
( ( 13 ]

а д . Р ) : 1 С  (я , ,  Яг, аз, argz) 4 -  0 (л ) .

Здесь C{at,a,,a3,argz) — полином относительно tg{argzgz) и 
ak,ah{k =  \ , 2 ,Z), и 0(jc)— величина, стремящаяся к нулю » при
стремлении г к точке Р по лучу =  а, | а -

Итак, при приближении 2 к Р  по лучу argz =  <x,\a\<^<^

H(}{z,P) стремится к определенному пределу:
\ i m f i o ( s ,  Р ) =  С (о ,,Я г,я .„а)

41гя£* (15
Переходя к доказательству теоремы для многосвязной )й об 

ласти, построим односвязные области G, и Ga, удовлетвороряю 
щие условиям: а) С G С Ĝ ;- б) точка Р  принадлежит граоаницс 
области G((Ga); B) часть границы области G, (Go), принадлд,лежа 
щая некоторой окрестности точки Р, совпадает с принадлцлежа 
щей этой окрестности частью дуги t-

Как только что доказано, при приближении 2 л<знутри GtGe{0„'
п о  л у ч у  a r g 2  =  a, 1а | <  P ) | / / g^ (2 , P ) j  с т р е м и т с я  ш  к оп

ределенному конечному пределу. Но из неравенств:
На„ (2, Р) <  На (2, Р) <  На, (z,P), (,i6

выполняющихся во всякой точке z С G, *)■ следует, что о пр» 
стремлении z  к_Р по лучу arg2 =  a

lim/ /о (2, Р ) < l i m (г, Р ) < оо (17

И т //о (2, Р ) >  ИтЛ/оо(2. Р ) >  — сю. (18
Теорема остается справедливой и в случае, когда дуга га t н< 

является аналитической, но обладает дважды дифференцицируе 
мой по S кривизной и делит некоторую окрестность точки и Р  щ 
две области, из которых о^на не прннад^тежит G. Это мгможе' 
быть доказано так же, как выше, при помощи построения ся одно 
связных областей Gg и Ga, Ge С G С Ga, границы которыхых со 
держат Р  и в некоторой окрестности точки Р  являются я пра 
вильными аналитическими дугами, имеющими в Р касаниене 3-г( 
порядка к

’) См. цитированную работу Бергмана.
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СОПРЯЖЕННЫЕ СЕТИ С ОБЩИМИ ОСЯМИ\
С. Фиников {Москва)

Если точка М при изменении параметров и  и v  описывает 
сопряженную сеть линий, то линия пересечения соприкасаю
щихся плоскостей линий и к V, проходящих через точку М, 
называется первой осью сопряженной сети.

Если касательные в точке М  к линиям и  и v  касаются в 
то же время во втором фокусе соответственно поверхностей 
(М,) и {М-,), то касательная плоскость поверхности {Mi) служит 
соприкасающейся плоскостью линии и  на поверхности {М), а 
касательная плоскость поверхности {М>) — соприкасающейся 
плоскостью ЛИНИН V. Следовательно, первая ось сопряженной 
сети является линией пересечения касательных плоскостей двух 
первых преобразований Лапласа. Второй осью называется пря
мая, соединяющая соответствующие точки Mi и М-̂  этих пре
образований.

Мы будем искать сопряженные сети с одними и теми же 
осями в соответствующих точках.

Пусть мы имеем две поверхности {М) и (Л/), между точками 
которых установлено взаимно-однозначное соответствие. Такие 
поверхности всегда имеют, по крайней мере, одну общую сопря
женную систему, ’которая может выродится в одно семейство 
асимптотических линий. Допустим, что линии этой сопряженной 
системы различны; примем их за координатные линии и  и V.  
Может ли случиться, чтобы две оси сопряженной системы 
{и ,  v) поверхности {М) совпадали с осями системы {и , v) на по
верхности (N)}

Задачу эту можно поставить в двух видах: можно требовать 
совпадения одноименных осей, т. е. первой оси с первой и вто
рой со второй, или же совпадения первых осей поверхности 
{М) со вторыми осями поверхности {N) и наоборот. Сообразно 
этому настоящая статья делится на две части.

Первая из этих двух задач имеет очевидное решение: перио
дическая с периодом 4 последовательность Лапласа.

В этом случае первые преобразования Лапласа поверхности 
{М) относительно системы (и, v), т, е. поверхности {Mi) и {Mz), 
совпадают с первыми преобразованиями поверхности (Л̂ ). Сле
довательно, обе оси естественно тоже совпадают.

Если этот случай исключить, |ТО задача имеет только одно 
решение: обе конгруэнции {MMi) и {MMz) должны быть конгру
энциями Вильчинского. Так называются конгруэнции, которые 
сами принадлежат линейным комплексам и все их преобразова-
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76 С. Фиников

ния Лапласа тоже принадлежат различным линейным ком
плексам. Будем называть фокальные сети такой последователь
ности сетями Вильчинского. Тогда можно сказать, что сопря
женные сети с общими осями суть сети Вильчинского. При 
этом ко всякой сети Вильчинского присоединено оо* сетей 
того же рода так, что все сети имеют одни и те же оси.

Те же оси Вильчинского являются и решением второй за
дачи: пара осей сети Вильчинского несет два семейства поверх
ностей, каждое семейство имеет общие оси. Прямая, служа
щая первой осью поверхностей первого семейства, являете^ 
осью поверхностей второго семейства.

Кроме этого очевидного решения, вторая задача имеет не 
тривиальное решение, именно: выделяется особый класс сетей R, 
зависящих от 4-х произвольных функций одного аргумента; с 
каждой поверхностью R  этого класс связывается одна поверх
ность R того же класса так, что они находятся в отношении 
преобразования Ионаса, и соответствующие друг другу сети 
имеют общие оси. Конгруэнция, осуществляющая это iiреобра
зование Ионаса, принадлежит некоторому линейному комплексу.

При исследовании этих вопросов мы будем пользоваться 
методом подвижного тетраэдра и в частности каноническим 
тетраэдром конгруэнции.

Теория эта подробно изложена в моей книге „Проективно- 
диференциальная геометрия', стр. 118 и следующие. В част
ности мы будем пользоваться установленными там обозна
чениями.

1
$

2. Будем называть аналитической точкой или, коротко, точкой 
и обозначать одной буквой прямого шрифта М четыре однород
ных координаты геометрической точки /И.

Система уравнений

М/„ V af М*, М,„ = ( 1)

вполне интегрируема, если функции а,̂  удовлетворяют урав
нениям

3

к
Qiv ■ biu

/  =35 О
{Ь\ а Ч -а \  Ь,) (2)

и определяет семейство оо  ̂ тетраэдров вплоть до проективного 
преобразования.

Если точки Мо и М| поместить в фокусах луча МоМ,, точки 
Ма и Мз в фокальных плоскостях его и параметры и к v  выб-
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Сопряженные сети с общими осями 77

рать так, чтобы « =  Const и г ' Const определяли разверты
вающиеся поверхности конгруэнции, то таблицу компонент 
л?, Л? можно привести к виду

(3)

0 1 2 3 0 1 2 3
0' 0 3* 0 0 • Р q 1 0 1
1 ; q\ Pi 0 0 ; 1 ! 0 0 0 ,
2 ! т п 0 — 1 2 ; я N — Я - Д  1
3 N , Я, - Л| — я. | л. m, — q\ 0 i

1евая таблица дает к правая , а указатели i
чают номер строки и столбца таблицы.

Величины р, q, /»], q\ — произвольны и определяют положе
ние точек М-., М;, в фокальных плоскостях.

Уравнения (2) принимают вид
— — — ДД,
=  Зй, ~ q q f  — m 

3,, ~  q„ =  pti Pi q п 
Дц — — Р, Д Pq Л

Piv —  =
Pxu — '‘̂ \— qqi—mi (4)
5i„ — q\v ~  P\ S] P4i  4“
Дц. — q\u =  РД| -)■- Piq\-\- jVi

— — —  tn ( Я + Я ) — ДЛ̂ 1 —  0 | r t  Nqi-\-ttiq
OT,„ — — m,  ( Я , - f - p , )  — Д.Л/' — 0 Л , - f - +
rtf — Nu =  Rb — Р,Д-f-N di — Pn ~  q (m — mi)
Пи, --/V ,„= :P ,3 , — R ^ ^ -{ - ^ lP — P, n, — qi (m, — m)

3. Пусть мы имеем пару поверхностей (М) и ^W) с общей 
первой ММ' н второй MiMj осями сопряженных систем (и, v).

Так как вторая ось соединяет первые преобразования Лап
ласа точек М или М' относительно системы (и, v), то мы мо
жем выбрать точки MiH М.. в фокусах касательных ММц и ММ».

Рассмотрим конгруэнцию (MMi). Точки М и Mi служат фо
кусами луча MMi; точка Mj лежит в касательной плоскости 
поверхности (М), т. е. в фокальной плоскости луча MMi. По 
условию ММ' — первая ось системы (ы, v) на поверхности 
(М), следовательно, является линией пересечения касательных 
плоскостей в точках Mi и Мо поверхностей (Mi) и (Мг). В част
ности М' лежит в касательно плоскости поверхности (Mi), т. е. 
в другой фокальной плоскости луча ММр Наконец, параметры 
и, V являются параметрами фокальной сети (и, v) конгруэнции 
(ММ|), т. е. д =  Const, w =  Const определяют развертывающиеся 
поверхности конгруэнции. Следовательно, точки М, Mi, Мг, М' 
можно принять за вершины нормального тетраэдра конгруенции 
(ММ,).

Примем таблицу компонентов (3), На эти компоненты нала
гается теперь целый ряд требований.
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При условии задачи ребра ММ| и ММз касаются соответ
ственно линий и и V т  поверхности (М).

Записывая тремя буквами в скобках (М М| М,„) шесть ми
норов матрицы, составленной из координат точек М, М,. Mj, 
мы выразим эти требования равенствами

(М М, М,в) =  0, (ММ, М2„) =  0, 
или, внося Мщ, Мзг, с ПОМОЩЬЮ таблицы (3),

(М, Ml, 8Mi) =  0, (М, Мг, pM +  ^Mi +  M,) =  0.
Первое равенство удовлетворяется тождественно, ибо о вы

ходит за скобку, как общий множитель у элемента одного 
столбца, а скобка с двумя равными мной<ителями равна нулю, 
как определитель с двумя равными столбцами.

Разлагая скобку, стоящую в левой части второго уравнения, 
как определитель, где элементы одного столбца представляют 
суммы членов, получим

р СММ, М) - f  <7 (М Мз М,) -I- (М Мз Мз) =  0.
Первая и последняя скобки равны нулю, как определители 

с равными столбцами. Средняя скобка—не нуль, иначе три 
точки М, М|, Мз лежали бы на одной прямой. Значит мы имеем

д =  0. (5а)
По условиям задачи ребра ММ] и ММ, касаются соответ

ственно линии V на поверхности (М|) и линии и  на поверх
ности (Мг).

Следовательно,
(М М, M,t,) =  0, (М Мг Мг„) =  0 

или, с помощью таблицы (3), '
(М, Мь о, М) =  0, (М, Мг, т М +  лМ,) =  0.

Первое уравнение удовлетворено тождественно, второе по 
раскрытии скобок дает

п = 0 . (5)

При этих условиях ребро MiM, является второй осью со
пряженной сети (М). Чтобы ребро ММ' было первой осью, необ
ходимо и достаточно, чтобы плоскости М М' Mj и М М' Mj 
были соответственно касательными плоскостями поверхностей 
(Ml) и (Мг). Так как касательные к линиям v  на поверхности 
(Ml) и ы на поверхности (М,) уже лежат в этих плоскостях, то 
надо потребовать, чтобы там лежали касательные к линиям и 
поверхности (Mi) и v  поверхности (гМ), т. е., чтобы имели 
место равенства

(ММ, М' М,„) =  0. (ММг М' Мг») =  0.
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Пользуясь таблицей (3), мы преобразуем их к виду 

(М, М„ М', 9iM-b/».M, +  M') =  0 

(М, Мг, М', R M +  yV М, — РМг — ДМ') =  0.

Развертывая и отбрасывая скобки с равными множителями^, 
мы приведем первое равенство к тождеству, а из второго 
получим

ЛУ =  0. (5с>

Обращаемся к поверхности (М'). Таблица (3) дает нам 

M'„ =  yV, М +  Р, М, — Д, Мг — Р, М', 

м /  =  л, М 4-'И| М, — (/, Мг.

Так как ребро М1М2 должно быть второй осью системы' 
{и ,  V) на поверхности (М'), то плоскость М' Mj Мг должна быть 
касательной плоскостью поверхности (М') и, следовательно,, 
должна содержать точки М /, Mt,'.

Следовательно, мы имеем

ЛУ, =  О, л,  =  О (5d>

и касательные к линиям ы и г; поверхности (М') пересекаю! 
ребро М)Мг в точках

М / - Р ,  М ,— Д, Мг,

Мг' =  /И, М, — М3. <6>

Эти точки должны быть фокусами лучей М 'М / и М'Мз'. 
Это значит, что они касаются соответственно на поверхности: 
(Ml') линии г» и на поверхности (Мг') линии и, т. е.

(М' М,' M'lt,) =  О, (М' м ; Мг„) =  О,

или, внося сюда М /, Мг' по формулам (6) и подсчитывая про
изводные с помощью таблицы (3),

(М', Р, М, -  Д, Мг, (8, Р, — Д, Р) М + Р ,г, М, -f 

-Ь (— Д,„ +  РД.) Мг +  ДД, М') =  О,

(М', т ,  М, — Мг, Qi {т, — т )  М -f- 

(лх,„ -{-рх Шх) М, — (]хи Мг +  ш, М') =  0.
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откуда, раскрывая эти произведения и отбрасывая скобки 
с двумя равными точками, имеем

(М ', /?, М, -  Л, М „ М) (о, R^ Л, /?) +

+  (М' М, Мг) j In I 4- Р  j /?, Д, == 0.

(М', /га, М, — qi М.,, М) (/га, — /га) </, -f 

+  (М'М, M ,) j£ - / r a ( ^ ) 4 - / / , j / r a ,  <̂, =  0.

'Следовательно,
0, р ,  — Д, Р  =  0. (5е)

<7, (//I — /га ,)= 0, (5У)

ibg)

(5Л)

Наконец, надо потребовать, чтобы ребро ММ' было первой 
осью системы (и, v) на поверхности (М'), т. е. чтобы касатель
ные плоскости к поверхностям (М /) и (Мз') проходили через 
ММ'. Так как касательные к линии v  на поверхности (М/) и к 
линии и на поверхности (Ма') совпадают с прямыми М,' М' и 
Мз'М', т. е. уже лежат в плоскостях М,' М М', Мз' М М', то надо 
только потребовать, чтобы там же лежали касательные к линии 
м поверхности (М,') и к линии г» поверхности (Мз').

Мы получаем таким образом условия

(М М'М,'М,„) =  0, (М М'Мз'М2г) =  0,

или, внося сюда значения (6), пользуясь таблицей (3) и опуская 
члены, пропорциональные первым двум точкам,

(м, м', р, м , -  Л, Мз, (Р ,«+/> ,Р .) м , — д,„ Мз) =: о,
(М, М ', ?га, M l —  Q i Мз, /га,г, М , —  {q^y  —  Р^,) Щ )  —  0, 

или, развертывая и обращая в нуль коэфициент при (М М  М, Мз),

) 0 (5 /)
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Сопряжеяные сети с общими осями 81

скобки

(5е)

(5У)

(5i?)

(5А)

первой 
асатель- 
1И через 
М/) и к 
М,'М ' и 
то надо 
к линии

опуская

О,

А М,М2). 

(5t)

(5/)

4. Искомая конфигурация определяется системой уравнений 
Н); к которым надо присоединить уравнения (5а—у).

В силу (5а, Ь, с, d, е) уравнения (4) принимают вид:

Р,^ =  4Д, — /«,,

ГП; ■

Яу =  ДД, —  т,  
р„ —  001 — т, Piv =
fjj, HIZ pft̂  (Jii,
Лц nz: Д, V

R „ — —  m ( P  i  p),  rn,u 
/?o — Р,Д =  0, R ,br  
</, (m — m,) =  0.

Pi ^i+P(h>
■ Qiu — P^\ РхЯь

=  — m ,  (P, -Ppi), 
РД,  = 0 .

(7a)
(Jh)
(7c)
(7d)
(7c)
(7/)
(7^)

Остановимся сначала на предположении, что касательные 
сопряженных сетей {и, v) на поверхностях (М) и (М') не пере
секаются. Следовательно, Р,, Дь wi, <7i отличны от нуля. 

Уравнение {7g) дает теперь
т =  /«,.

Уравнения {og, h, i ,j)  принимают вид:
(8)

d , lR i \
O V  \ ■i,/

-Р , (9а)

- р . (9d)дп / d v  ' qi /
Условие совместности уравнений (9а) или (9/>)

Pw ~~ Ри

в силу {7Ь, с) и (8) принимает вид
' ДД, — o8j =  0. ( 10)

Так как асимптотические линии на поверхностях (М) и (Mj) 
определяются уравнениями (Проективно-дифференциальная гео
метрия, 130)

о du^ —  Д Ov- =  О,
Д, du- — =  0, (11)

то уравнение (10) показывает, что асимптотические на (М) и 
<М)) соответствуют другу другу, т. е. что конгруэнция (ММ,) 
есть конгруэнция W.

Уравнения (7 а, h) теперь дают
(Р - р)и=  О, (Р, — pi )г =  0.

Следовательно, Р — р есть функция одного V, а Р , — д , — 
одного и.
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»2 С. Фиников.

Таблица компонент (3) допускает замену параметров и, v  на 
и*= ^(а),  v*-='^(v) и умножение М и Мз на V= :fi{v)  и Mj, 
М' на U=f-i{u), при чем новые компоненты выражаются че
рез старые по формулам (Проективно-днференциальная геомет
рия, 124).

V duб* =  «5
и  du*

А* А — / — Г  —
и  \d vV  du ’

R* =  

V du dv

n /  du dvR\  - , in* =  m ---------,
\dv*l du* dv*

X, У I d'V \■ n ------------- , N* — N  — ' '
U du'-dn* U

( d v V  V dv

p"
dv
dv*

V A_]n / у
dv* ' dv* dv \ dv* )

аналогичным, получаемым заменой и на v 
Так как

г,- * /п  X dv d . ( , , . ,d vР  — р* =  { Р — р )  \п{ 1/^-
dv* dv*

2 Ау л
dv*)'

то выбирая подходящим образом параметры и, г» и нор.мирова- 
ние координат, мы достигнем

Р ^ р ,  Рг=Рх. (13)
Исключая из (7 с, d) и (9а) величины рх к Р, получим, 

интегрируя,
R x  l/i U x

А, А о
Т , 7/, =  ®, (м), Vx =  ф, (-у).

Между тем, из формул (12) следует при условии, что
dvуравнения (13) сохраняются, т. е., что V i - - -  — b
dv*

du

R

!J2 — a,& =  Const.
du*

’,*A*   R x \  b -  I d v V  R x * b *    R x o  b ^  I du \
Aj* A, Ц2 \dv*] ’ A,* A, a^ \du*}ij’ ti] a -  \ u v  ! -i]' ‘̂ i u “ \ a u * j

Следовательно, выбирая параметры «, v ,  мы достигнем

А =-о,

и уравнения (7/) дадут

/г, =  ^ (14а)
А

-.^1 =  3,. (14&)
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При условиии (14а) уравнения асимптотических (И) при
нимают вид

du^ — dv- — 0.

Следовательно, (Проективно-диференциальная геометрия, 142) 
система (и, v) на поверхности (М) есть система линий R, обе 
конгруэнции сети (ММ,)'и (ММг) суть конгруэнции R.
Исключая Pi ц Р из уравнений (9Ь) и интегрируя, получим

т — — с, с =  Const. (15)

Вносим значения R и гп из уравнений (15&), (15) в систему 
(7^); мы получим

( ^ -  1) ( - " - ^ - + / ’) = 0. ( г - 1) ( - ^  (16)

Уравнения (16) удовлетворены, если
£ • = 1,

но в таком случае таблица (3) в силу (14 Ь), (15) дает

м'„г=-^1 м , - а ,  M , - P i  М',

т. е.

М„ =  - ^ М ,— <7,М2, 

(М'М'„М'„) =  0

и поверхность (М') выоождается в линию.
Если с > \,  то уравнения (7 c,d), (16) принимают вид:

4 iu~— PiQit ^1»^^ РЯ\>
(>и Р\ $̂

0,„ =  Pl®l. =  р^1-

Откуда, исключая р,р\ и интегрируя

, о, — ^2^1 ^ 2  ■”  C onst.
5

(17)

i Нетрудно заметить, что уравнения (13), (14а) при преобра
зованиях (12) будут сохраняться, если

du _  а ( j i_^
du* Ь ’ dv* Ь * ’ а
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Ч

Т1ри этом

С. Фиников

о, а-

Следовательно, выбирая а,Ь, мы приведем Гч к единице. 
Мы получаем таблицу компонент ^

0 1 2 3 0 1 2 3
0 0 ч0 0 0 i 01п S

._ . -
. 1Г. d In й 0 0 1 0
1 0 1 ! dv

О ди 1 0 0 0
2 ££* 0 0 0 ! 2 1 0 — С*1пй --  0й- 1 dv
3 0 1 — 0 - in Й 3 0 -CCi Cl 0

ди ; 82 ч0

- 5  (18)

где о удовлетворяет уравнению
dHnfj
ди dv

=  йг — сс,
■(19)

Эти уравнения определяют наиболее общую конгруэнцию 
Вильчинского (Проективно диференциальная геометрия, 135).

Конгруэнции (ММ|) и (fAM-,) принадлежат различным линей
ным комплексам.

Итак, ко всякой сети Вильчинского можно найти вторуюсеть, 
очевидно, тоже сеть Вильчинского, так что они будут име7ьоб- 
ищми первые и вторые оси.

5. Поверхность (Mi) является первым преобразованием Лап
ласа для поверхности (М) относительно сопряженной системы 
(u,v). Чтобы найти второе преобразование, надо найти вюрой 
фокус конгруэнции (MiMiu).

Вели
N ,^ c ,  M-f-Й М'4-Й, М,

—второй фокур луча М, Мщ, то
. (М, N, N,,) =  0.

Диференцируя N, с помощью таблицы (18) и внося п)оиз- 
водную сюда, мы получим

(-А 5|м  +  8̂ М '^ -= 0I М,, С| М -f-S М', |с | 

или, развертывая,
>. йг (ММ,М') =  0,

•откуда S, = 0  и, следовательно, N лежит на оси ММ'.
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Как известно (Проективно—диференциальная геометрия, 137),. 
соответствующие точки последовательных преобразований Лап
ласа сети Вильчинского располагаются на двух прямых. Этими 
прямыми являются, следовательно, оси ММ' и MjMo. Все преоб
разования четного порядка лежат на прямой ММ', которая для 
них будет первой осью; прямая MjM?—второй осью. Нечетные 
преобразования имеют те же оси, но в обратном порядке.

Следовательно, ось ММ' несет бесконечную последователь
ность сетей с общими ося̂ ми.

Если вместо вершины М' ввести точку.

N ^_ i_ M  +  M',

го таблица (18) примет вид

0 О 0 0 ! <?ln& 0 1 0с, — |Х <Jln S 0 1 '
1

dv
du 1 0 0 0

CCi 0
1 1-fu. 0 dlno

0 0 1 --0
dv

[Xu
1+ : -

5 In Й tH' CC| Cl —}x 0
1 du 'Nf, 0

'(18 ')

Отсюда следуег, что при а == Const таблица (18 ) будет отли
чаться от таблицы '(18) только тем, что с\ будет заменено на с,—ц.. 
и R =  R, примет значение 1-г!'-- Это последнее значение можно 
привести к единице выбором параметров u,v; следовательно, с 
произвольным постоянным IX можно выбирать точки N на оси 
ММ' гак, что они описывают сети с общими первыми ММ' и 
вторыми М,М^ осями. Отсюда следует, что с парой конгруэнций 
(ММ'), (MjMj) связано со' последовательностей Вильчинского так, 
что лучи этих конгруэнций служат осями фокальных сетей 
последовательностей.

Обе прямых ММ' и М, М> описывают (Проективно—диферен
циальная геометрия, 137), одну и ту же линейную конгруэнцию.

G. Переходим к рассмотрению особых случаев и допустим 
прежде всего

=  0, т Л, О.

Формулы (6) показывают, что в этом случае Мг' совпадает с 
точкой Ml, т. е.,. касательная к линии v  на (М') и каЛтельная к 
линии и на (М) служат сопряженными касательными одной и той же 
поверхности (Mj), ломанная М2ММ(М' описывает три звена од
ной последовательности Лапласа.
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Уравнения (5 А,у) обращаются в тождество, уравнения (5^,*) 
с помощью (7 с, d) интегрируются:

/?, =  Uu  =  У„ и ,  =  ср, (и), V, =  6, ( ,̂).
Д|

Подходящий выбор параметров и, v  приведет 7/|, Kj к еди
нице. •

Уравнения (7 /)  дадут
/? =  /?, = 1 ,д  =  г, =  (20а)

Так как
р)а =  (Р1 Р|)г/ =  0,

то выбором нормирования U, V получим

P = P ,P i= P i-  (20в)
По исключении р, система (7 с, d) дает две интегрируемые 

комбинации, откуда получаем
о, =  £• 8, с — Const,

и это постоянное с опять приведем к единице.
Мы приходим, следовательно, опять к сетям Вильчинского, 

но на этот раз поверхность (М') является вторым преобразова- 
ним Лапласа от поверхности (М).

7. Случай
/?1 =  0, mq^ А, >0,

по внещности отличный от предыдущего, по существу соответ
ствует ему с заменой и на v. В этом случае М', совпадает с М,, 
ломанная М) ММг М' описывает три звена последовательности 
Вильчинского и т д.

Если
/?. =  0, <7, =  0,

то обе точки М, и Мз' совпадут с М, и М,, ломаная М, ММз М' 
опишет периодическую с периодом 4 последовательность Лап
ласа. Она, конечно, не будет связана никакими другими требо
ваниями.

Обращение в нуль одновременно /?i или qi и Aj, или при
ведет к вырождению, как это сейчас же следует из формул (6), 
Нам остается, следовательно, рассмотреть, когда и порознь 
или одновременно обращаются в нуль.

Если
 ̂ т ,  = 0

и '̂1^ 0, то уравнение (7 g) даст

/и =  0.
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Уравнения (7 е) дадут Ru =  Riv =  0, следовательно, выбором 
параметров и, v  приведем R,  к единице

и из (7 / )  получим
Д =  8, Д, = 8 , .

Значит, выбором нормирования U, V можно достигнуть
R = p ,  R ^ = p ^ .

Уравнения (5 h,j) удовлетворены тождественно, уравнения 
<5 g,i) ’Интегрируются и дают

8, =  сЬ, с Const.
. Постоянное с приведем к единице изменением нормиро

вания.
У^>авнения (7 c,d) после исключения 8, 8,,/7,р, и интеграции 

дают

1̂ =  ^ ’
\

Таблица компонент принимает вид

О
с,т
о

о 1

8 0 0
dln8 

~ди
0  0 0

1 й ^1 — 6 ------------------ I
ди ;

^1п8
dv

0 1 0

fs0 0 0 0

1 0
^1п8 g
dv

0 0 _ Ч _ 0

( 21 )

де 8 удовлетворяет уравнению

dudv
(22)

Поверхность (Мг) вырождается в линию. Сеть (м,г/) на по
верхности (М) и на поверхности (М') является тоже сетью 
Вйльчинского, но частного типа: последовательность Лапласа 
обрывается на поверхности (Мз).

Вводя вместо М' новую вершину тетраэдра

• N =  —  М +  М',
6

заметим, что при X, =  Const таблица компонент (21) сохранит 
СВОЙ1 вид с заменой Ci на Ci—Xj и R — R^ на 1'4-^- Следова-
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тельно, луч ММ' несет со' точек N, описывающих такие же 
сети Вильчинского.

Так как

М,„ =  0, М„.==(М—йМ')—Мг ,
dv

(М — т')„  =  s2Mj, (м — т ')„  =  (i - f  г,)Мг +  (м  — оМ')

(с,м - f  -5М)„ = « |(с, + 1 )М,—ом,].(с,м 4- гм')„=(с,м 4- <:м') 

[(с, +  1 )м , — 6М4 „ =  (г,м 4 - оМ') +  |(с, 4- 1)м,—oMjj

dv
dlno

dv
dln'j
du

[(C, 4- 1)M -йМг]» =  5(f,M 4-гм ').
TO прямые, соединяющие точки Мг и М—йМ' или с,М -t-oM' и 
(с, 4- 1) Ml — 8М2, остаются при всех перемещениях тетраэдра 
неподвижными. Это—две директрисы линейной конгруэнции, 
которая содержит все лучи ММ' и MiMj.

Последовательность, построенная на сети (М), содержит 
только две фокальных поверхности (М) и (MJ, упираясь одним 
концом в точку Мг—фокус второй оси MiM,, а другим концом 
в точку CiM-j-SM'—фокус первой оси ММ'.

Аналогично формулы
0мМ 4-8М')„ =  4 (4  4- 1)М,-8М2],(>.,М4- оМ')„ =

=(> - f i ) M 2 4-(>M4-SM') ,
dv

1(А 4- 1)М, -  8М2|„ =  (с,М 4- оМ') |(л +  1) М -  оМ']  ̂ .
'i дп

к>. 4- 1)М, — oMjJr =  8(ХМ 4 - 8М')
показывают, что каждая поверхность, описанная точкой 
N =  (/. =  const), дает последовательность Вильчин-

О
ского, состоящую из трех звеньев, которая упирается в фокус 
М., оси (M,AAj) и в фокус с,М4-8М' оси (ЛШ').

8. Случай
Л, =  О, ' О

не даст ничего нового, ибо получается из предыдущего заме
ной миг».

Ясли одновременно *
щ , =  0, Л, = 0 ,  R̂ q о,

то обе пары касательных к одноименным линиям и, v  сетей (М) 
и (М') пересекаются.
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Как И в предыдущем параграфе, мы получим, выбирая пара
метры и нормирование,

: /п, =  О, /?1 =  /?1 =  1, Д =  й, ДI =  Oi =  0.т ■■

Уравнения (5g  — j)  исчезают тождественно, а система {7 c,d} 
дает после добавочного нормирования

</1
1

Таблица компонент принимает вид:

<)1пй 0 1 00 й 0 0 dv
1 dlno 0 0 0 00 1

ди 1
1 0 ^1пй

0 0 0 0 dv
— ?

0 1 0
dinfi; 10 0 0ди

(23)

где с, есть рен1ение уравнения
d l̂no
dudv

=  fj2. (24)

Оба преобразования Лапласа сети (u,v) на (УИ) или (М') вы
рождаются в линии. Нетрудно убедиться в том, что Mi и М-, 
суть фокусы луча MiM,, именно

(М,,М +  5М'), (М„,М — ЙМ )

суть директрисы той линейной конгруэнции, которая содержит 
обе оси ММ' и MiMj. *

Всякая точка
N =  X М f  ЙМ'

описывает сеть, оба преобразования Лапласа которой совпа
дают с линиями (Ml) и Мг).

II.

9. Допустим теперь, что совпадают разноименные оси, т. е. 
первая ось сети {u,v) на поверхности (М) совпадает со второй 
осью такой же сети на поверхности i.M') и наоборот.

Воспользуемся каноническим тетраэдром (3) для конгру
энции (ММ„).
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Точки М) И Мг будут первыми преобразованиями Лапласа 
поверхности (М) относительно сети (u,v), следовательно, пря
мая М1М2 будет второй осью этой сети. Выберем Мз так, что
бы ММз было первой осью. При этом мы можем еще переме
щать Мз по прямой ММз и совместить, например, с преобра
зованием Лапласа точки N относительно сети (u,v) в сто
рону V .

Тогда касательная к линии и на поверхности (Мд) пройдет 
через точку N; так как точка N должна лежать на прямой 
M1M2, которая* служит для сети (u,v) на поверхности (N) пер
вой осью, то, очевидно,

N^./?,M , — Д,М2. (25)
Так как Мд, как и в § 4, является вторым фокусом луча 

(ММр), то имеют место уравнения (5 а,1?) *
n — 0 ,q =  0 . (26а)

Так ММз служит первой осью сети (u,v) на (М), то уравнение 
(5а) должно быть удовлетворено.

Л/ =  0. (26Ь)
Условия для поверхности (Л1): 1) Условие, что Ыз =  Мз есть 

фокус касательной (NNu), выражается посредством равенств
 ̂ (МзМз„П) =  0, (NN,M3) =  0.

После подстановки значения (25) эти равенства принимают вид
{m .,;n ,m ,/?,m , -  д ,м > ) =  о,

(/?,М, — Д.Мг, (8i/?i — Д1/?)М - f  /?,„ М, — (Д,  ̂
откуда имеем

Л̂ , =  0, о,А>, — Д,/? =  0, 

f д . / /?,

ЯД.)М2 ,Мз) =  0,

(26с)

А?1Д 1 ди
-4п +  Р =  0. (26d)

2) Условие, что касательная плоскость поверхности 
(Ыг) =  (Мз) проходит через М1М2, выражается равенством

( М , М 2М з М з ^ )  =  о
rtj —• 0.

или^

3) Так как
N« =  —  отД]) М - | -  ( R i a  P i R i ) R ^ i  —  Д11/М2 - { - / ? 1 Мз

и второй фокус Ni луча NNh лежит на прямой ММ', то 
Ni =  (Riqi — mAi) М +  R 1 M.3.

(26с)
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Условия, что N, является вторым фокусом луча NNa, запи
шутся в виде равенств

(NN,N„) =  0, (NN,N,^) =  0
или

(^iM, — AjM,, ( R i q ,  — m \ )  M +  R i M ^ X R i u  - \ -p ^R , )M . i  —  =  0.
(RiMt — A1M3, (R,qi — тД,)М +  R ,M 3 ,[(Riqi —

+  /»(/?i<7i — rnAi)]N\ +  — mAiMj -}- /?ц,Мз)= 0,
откуда

R i \

RtiRiqi — mAi)

i u ' i  i ' ; ) + ' ”
/?,Д,(ш — Ш|) =  о,

/пД,

=  0,

dv ( » . Т Rx
+ р :0.

(26/)

(25^)

(26А)

4) Наконец, касательная плоскость поверхности (N,) должна 
проходить через прямую М1М2, следовательно,

(M,M2N,N,„) =  0
или
|М,,М2.(/?,^1 — mAi)N[ -j- /?,Мз . ( / ? , ? 1  — /ЯД,)„М +  (/?,« — Pi/?,)M,)=0. 
откуда

шД( =  0. (26А)

10. Уравнения (26 а — h) вместе с основными уравнениями 
таблицы (4) определяют искомые пары сетей (М), (N).

Внося значения (26 а—с) в уравнения (4), мы снова приве
дем их к виду (7 a—g); на этот раз второе уравнение (7 /)  нам 
дано и уравнение (7 g) получается отсюда, как следствие, с по
мощью последнего уравнения (4).

Таким образом, уравнения (т а — q), (26g) и (26t/,/,A,А) состав
ляют все уравнения проблемы.

Мы должны предположить, что

ибо иначе Nj совпадет с М3, т. е. с N2 и поверхность (N) вы
родится.

Допустим, кроме того, что N не совпадает с точками Mi или 
Мг, т. е. что

/?,Д, ^0.
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Тогда из {‘l&g) следует
т =  /и,. (27а)

Сокращая уравнения (26 d,t) на /?iA| и устанавливая совмест
ность их, получим

Ри P\v̂
Следовательно, в силу (7 а,Ь), (27а)

ДД, — 58, =  О (28*)
конгруэнция (ММ,) есть конгруэнция W.

Выбирая нормирование координат мы достигнем, как и выше,
Р =  Р ,  Р\=Р\-  (27с)

Исключая теперь Р, р, из уравнений (26 d,f) с помощью (7 c,d) н 
(27 с) и интегрируя, получим

Д, Д о ’

Выбором параметров u,v приведем произвольные функции 
U^,V^ к единице.

Д =  8, Д, =  5,. /?, =  — I -  . (27rf)
6

Следовательно, система {u,v) на поверхности (М) есть си
стема R.

Уравнения (7 /) дадут теперь
=  (27с)

Уравнения (26 Л,/?) по сокращении на /?, (7?,^,—/пД,) и интегри
ровании дают

а, — , c =  Const.,
/?, «

откуда в силу (27 d)
qi — mi. -[----f-- (27/>

О
и это выражение удовлетворяет уравнениям (7 c,d) правой ко
лонны, если воспользоваться уравнениями (7 е). Добавочным 
нормированием постоянное с можно привести к единице, если 
оно не равно нулю. Таким образом, поверхности (М), (N) опре
деляются системой уравнений

niv — — '2тр - f

Ри —  P lv  —  '̂ ''1

'>V~P'‘, ^ u ~ P l %

I \ / "-'L л  — т , - { - 2 т р и
о V

(28)
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Сопряженные сети с общими осями 93

которая определяет пару поверхностей (М), (N) с четырьмя про
извольными функциями одного аргумента.

Таблица компонент принимает вид

О

т <1 -V-
ст

т

О

о
С>1пё
да
О

о,
о

о
О

О

0

1 

О
Й1пё

ди

()1п8
dv

0 1 0

0| 0 0 0
0, 0 (Jlno
О dv

0 т , с — ти— — 0

- -I

Уравнения (27rf) показывают (Пр.-д. геом., стр. 142), что сеть 
(и,г;) на поверхности (М) является сетью /?. Из соображений 
симметрии следует, что тем же свойством обладает сеть (u,v) 
на поверхности (N).

Так как точки М и N находятся соответственно в касатель
ных плоскостях поверхностей (N) и (М'), то луч MN касается в 
точке М поверхности (М) и в точке N поверхности (N). Более 
того, нетрудно заметить, что асимптотические линии на фокаль
ных поверхностях (М) и (N) конгруэнции (MN) соответствуют 
друг другу.

Действительно, асимптотические линии на поверхности (М) 
определяются уравнением (11), которое теперь принимает вид

(/и- — =  0.

Уравнение асимптотических линий на поверхности (N),
если внести сюда N по формуле (25), или, лучше, умножая на

примет вил

(М,
или

N =  M, — ЗМз,

■ >  М 4- М,„ М„сМ,с/и^ — сёМо^фЗ) =  0.

с (i/«3 — </г/з) =  0.

Следовательно, конгруэнция (MN) есть конгруэнция W, а так 
как она пер^еводит сеть R в сеть R, то она определяет преоб
разование Йонаса. Мы увидим, что это—не общее преобразова
ние Йонаса.

11. Рассмотрим произвольную сеть линий R  на некоторой 
новерхности (М). Примем эту сеть линий за сеть координатных 
линий u,v. Пусть Ml втррой фокус касательной ММ«. Присо-
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единим к конгруэнции (MMi) тетраэдр с компонентами (3). В силу 
произвола в выборе точек и Мз в фокальных плоскостях мы 
можем всегда их выбрать так, чтобы

D — q=p^-=q^ — )̂.
Так как конгруэнция (MMi) есть кЬнгруэнция R, то при под* 

ходящем выборе параметров u,v имеем (Проективно—диферен- 
циальная геометрия, 141) равенства

Л =  о, Ai =  o„
которые выражают требование, чтобы фокальная сеть на обоих 
поверхностях (М) и (Mi) была изотермически сопряженная и 
асимптотические соответствовали друг другу. Выбирая норми
рование координат, мы достигнем

P  =  Pi =  0.
Снабжая чертой наверху компоненты движений этого тетра

эдра (кроме й, 3,̂  которые не зависят от выбора р, q, Ри q,), 
мы получим для определения сети R  из координатных линий на 
поверхности (М) систему уравнений

т — т, =  8о,, п — Sj,, л, == ощ, N =  8„, /V, =  3,г.. (30а)
^„ =  2 (3S,)„ =  2 (SS. V  (30 ;̂)

П и - о, —  Nu^-iR —  Rx) 8, (30^)
riiv — N\u =  ^, niu — Nn’ — (R\ — R)^\. C-iOd)

Эта система определяет сети R с 6 произвольными функция
ми одного аргумента, именно, произвольны начальные значения 
R, Ri, п, «1, Л/> Ni. Начальные значения 8 и 8i суть постоянные, 
которые добавочным нормированием можно привести к единице.

Выберем теперь точку N в касательной плоскости поверх
ности (М) так, 4To6jj  она описывала сеть R, соответствующую 
в преобразовании Ионаса сети (М). Тогда можно выбрать N, 
так, чтобы луч NN, описывал конгруэнцию R и огибал на по
верхности (N) линии и. По свойству преобразований Йонаса 
точка Ni будет вторым фокусом луча NNi поверхности. 41етыре 
точки М, М, N, Nj можно принять за вершины канонического 
тетраэдра (3), присоединенного к конгруэнции (MMi). Будем 
обозначать компоненты этого тетраэдра теми же буквами, как и 
компоненты тетраэдра М, Mi, Mj, Мз, но без черты наверху. 
Компоненты Д =  8и Д, — 8, остаются без изменения.

Связь между другими компонентами обоих тетраэдров уста
навливается формулами (Проективно—диференциальная геомет 
рия, 121):

Р — р =  Р — 0, т =  m — pu — qqu n =  n — q„ — Pi q - рЬ, (31) 
R = R  — p^ — qi^— p„ — qbi, N  =  N — pq — pyo — q .̂
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На компоненты р, q, ри </i налагаются следующие требо
вания: •

1) Точки N и Ni служат вторыми фокусами лучей MN и 
Ml N|, а также фокусами луча NNi, т. е. касательной плоскостьк> 
поверхности (N) служит плоскость MNNi, поверхности (Ni)— 
плоскость Ml NNi.

(М N Ni N„) =  (М N Ni N̂ ,) =  (М, N Ni N,„) =  (M, N N, N,„) =  0
или, c помощью таблицы (3),

- rt =: «1 =г N =  Ni =  0. (32a)
2) Развертывающиеся поверхности конгруэнций (MMi) и (NNi) 

соответствуют друг другу, т. е. луч NNi касается на поверх^ 
ности- (N) линии и, на поверхности (Ni) линии v.

“(N N, N«) =  о, (N N, N,t.) =  о ъ t
или, с помощью таблицы (3), .

т =  гп̂  — 0 ., (32/>)

Все четыре конгруэнции, описанные сторонами косого четы- 
реугольника ММ| NiN, суть конгруэнции W, т. е. на поверх
ностях (N), (N|) асимптотические линии определяются уравнением

du? —■ dv- — 0.
Сравнивая это уравнение с уравнениями

{M N N ,t/2N )=0, (М, N N ,i/2N,) =  0

(М N Ni Ml) (— <7 R̂  diO -f- Rq dv-) =  0,
(MiN NiM) (R q, du- — R qidv-) =  0,

R^R>.

или

получим
{32c)

При выполнении условий (32 а — с) конгруэнция (NNi)6vfleT 
конгруэнцией R, ибо это—конгруэнция W, фокальная сеть ко
торой—изотермически сопряженная.

Формулы (31) позволят предста 
уравнения на р, q, ри q̂ .

qu =  n — p^q--p'j,  *̂, =  Л 
q \ u ~ N \ — P\q\—/?0|, qiv~

Pu — '̂H — qq\, Pu=^~R-p^- 
P\v =  R \ — pc- — Qh — qC — R

Здесь R  надо рассматривать как новую неизвестную функ
цию. Условие совместности для уравнений (33а,Ь) удовлетво-

вить условия (32а--  c) как

' — р я — р А (33a)
n i — p q i — pi f ju (33b)

— q i ^  — qii — R , (33c)
, Piv — 3̂ 1 — qq\- (32d)
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ряется в силу (33с,rf), (30). Условие совместности для уравнений 
(33с,rf) дает два уравнения для R.

откуда
=  Rv =  0,

R — Const.

Система (33а — d) определяет p,q,Pi,q\,  с 5 произвольными 
постоянными, считая в том числе и /? =  Const. Этим опреде
ляется наиболее общее преобразование Йонаса (Проективно— 
диференциальная геометрия, 201).

12. Потребуем теперь, чтобы сети R  на поверхности (М) и 
на поверхности (N) имели общие оси. Так как М, — преобразо
вание Лапласа для М, то вторая ось сети (М) должна совпасть 
с прямой М) N, аналогично вторая ось сети (N) совпадает с пря
мой Ni М.

Обратно, N] М должна быть первой осью сети (М), М, N — 
сети (N).

Следовательно, точка M'l, точка пересечения касательной 
ММг, с ребром MjN, служит фокусом этой прямой, а касатель
ная плоскость к поверхности (M'l) в этой точке проходит через 
ребро MNp

Таблица (3) дает для М', значение
M ,'=M ,<7-f  N.

Внося это значение в уравнения

(M N ,M /M /„) =  0, (M NM ,'M ,'„) =  0,

мы выразим аналитически все требования наложенные на точку 
М /. С помощью таблицы (3) эти уравнения принимают вид

л =  ро, N — ps'j. (34)
Аналогично, касательная к линии v  на поверхности (N) пере

секает ребро MN, в точке
=  — oN,.

Касательная плоскость к поверхности (N /) в точке N,' дол
жна проходить через ребро N М|, следовательно

(N М, N,' N/„) =  о, (N М, N,' N/„) =  0.
В силу (34) оба уравнения удовлетворены тождественно.
Итак, пара поверхностей (М), (N) с общими осями опреде

ляется системой уравнений (30), (33 a — d), к которым надо 
присоединить уравнения (34).

Нетрудно заметить, что поверхность (10) не является произ
вольной поверхностью R. Будем рассматривать уравнения (30),
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(33 а — d), (34) совместно. Исключая я и N при помощи уравне
ния (34), мы заметим, что уравнения (33а) интегрируются и дают

, с — Const. (35)

Уравнения (30с) будут удовлетворены в силу (30с,rf). Мы 
получим систему

'•а — Pt^, (3(5а)
=; П, 5|Р =  У,, (36Л)

4iu =  l ^ i — P i 4 i  — P^i< —  Pi 'M,

y?n —- 00| c R — p^ — qib — c ------ R, (36d)
(j
Яхp^u—Rx ----qx'‘ — R,Piv—^ \  — c f.

(36c)

(36rf)

(36c)

/?* =. 2 p obj -j- 2 Ь A/|,
/(]» =  2 Pi - |- 2 i"j Л), (36/)

rt\v =  А/ IB,
«,„ =  /V,„ +  ( / ? , - / ( ) 8„ (26g)

которая определяет поверхность (М) с 4 произвольными функ
циями одного аргумента.

Постоянное с можно привести к единице добавочным нор
мированием.

13. Нетрудно обнаружить характеристическое свойство кон
груэнции Йонаса, преобразующей сеть (М) в сеть (Л/) с общими 
осями.

Вернемся к общему преобразованию Ионаса, определяемому 
формулами (33 а — d), и потребуем, чтобы конгруэнция (MN) 
принадлежала некоторому линейному комплексу.

Вели уравнение линейного комплекса написать в виде
V Л«р'* =  0,

где р'* — линейные координаты луча, или короче, опуская указа
тели, в виде

УАр =  %
то условие, что конгруэнция (MN) принадлежит этому комп
лексу, примет вид , ^

2 Л(МН) =  0. {а)
Здесь коэфициенты Аш—постоянные, а М и N — функции от 

и, V,  производные от которых определяются таблицей (3) со 
значением компонентов (33 а — d). Диференцируя тождество (а)
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последовательно по и и по v  и каждый раз используя преды
дущие соотношения, мы получим

о1 Л(М, N) — (/v /l (MN,) =  0,
Л(М,Ы) — 3 S/4 (MN,) =  0.

Если q — то прямая MN касается на поверхности (М) 
асимптотической линии, конгруэнция (MN) вырождается. Если 
q~ то полученные уравнения эквивалентны системе

1Л(М , N) =  0, v^(M N ,) =  0. {b)

Диференцируя еще раз по и и по v, получим 
V Л(ЫЫ,) +  9 2 ,4 (М ,Ы ,)=  О,

(M M ,)- |-^ v ^ (M .N ,)-0 . (f>

Новое диференцирование дает

2 Л (М, N |).( qn-\-p^ 7) — О,
2 Л (М, N,).( 4- pq) = 0 ,

2 Л  ( M , N , ) . (  ы - Я ,^ ^ ) = 0.
2 Л (М ,Н ,).(„  /73):-~-0.

Если 2Л(М, Ni) равна нулю, то из уравнений (а) получим 
что все 6 ребер тетраэдра принадлежат линейному комплексу, 
что невозможно. Мы приходим таким образом к уравнениям

7и +  /̂ 1 7 =  о, 7„ - |-  /; (/ =  о, /V =  /», 3, п — ри.

В силу уравнений (33а) эти условия эквивалентны равенствам 
(39), которые определяют пару сетей с общими осями.
„ Итак, если конгруэнция W, осуществляющая преобразование 
Ионаса сети R, принадлежит линейному комплексу, то обе 
сети R имеют общие оси. Мы будем называть такие сети 
сетями /?,.

Уравнения (Ь) показывают, что обе оси принадлежат тому же 
самому линейному комплексу.

Нетрудно увидеть, чго они описывают расслояемую пару 
конгруэнций. Для этого надо показать, что существует семей
ство оо* поверхностей, касательные плоскости которых, проведен
ные в точках пересечения поверхности с лучем MN,, проходят 
через луч Mj N, и второе семейство поврхностей, касательные 
плоскости которых, проходящие через MNi, имеют точки касания 
на луче MiN.

Если
P =  a M -4-N ,
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Сопряженные сети с общими осями 99-

— какая-нибудь точка одной из поверхностей первого семей
ства, то ее касательная плоскость определяется тремя точками 
Р, М, и N; следовательно

(P M iN P „) =  0, (Р М , N P „ ) -^ 0 ,

или, если внести значение Р,
(XM +  N , ,M „  N, Х „М — /7,N,) = 0 , ( / .M 4 - N „ M b N ,  (>,„+  >.;?) М ) =  О 
или

"4 ■ '̂Pi — Of '̂ 'v “i" '̂P ~
Эта система вполне интегрируема* и определяет >. с произ

вольным постоянным, т. е. определяет оо* поверхностей первого 
семейства.

Аналогично, если
Q = u M ,  +  N

какая-либо точка одной из поверхностей второго семейства, то- 
(QMN,Q„)==0, (QMN, Q»,) =  0, 

или, если внести значение Q,
(u M .-f N,.M,N„ (ii« +  u/T.)M,i =  0,
(uM ,-fN , M,N„ (a„M ,-/^N ) =  0,

или
1л„-|-U./7, — 0, UL„ 4 - [j. p =  0.

Эта система определяет oo' поверхностей второго семейства^ 
Г4. Если поверхность (М), удовлетворяющая системе (35), дана, 

то с ней связана вообще только одна поверхность (N). Действи
тельно, по заданным п, N, л,, N^, R,  S, 5, уравнения (36а> 
определят р и pi единственным образом.

Уравнение (35) определит </, если известно постоянное с, а 
тогда первое уравнение (Зба) определит qi.

Диференцируя второе уравнение (36d) по и или первое (36е> 
по V,  чтобы исключить произвольное постоянное R, мы получим

I- ( n —Pi 'ч) =  — puv — 2рри -4- Ър 55, 4- о /V,,
О
с л *Ч

—  ( N , — P ^ ' ^  —  — P iu v  —  2 P i  P i v i - ^ P i  35,4- о л,.

Эти уравнения определяют г единственным образом, за исклю
чением случая

л, = /> ,0|, /V, = р о , .  (37>
Из уравнений (Зба, Ь), (37) по исключении р, Ри п,, N, 

получаем
оЗ, „ —  о, 5„ =  0 .  53,„ —  3, Ot, =  о ,
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откуда

С. Фиников

; >5, =  Const.

И конгруэнция (ММ|) есть конгруэнция Вильчинского.
Для конгруэнции Вильчинского постоянное с останется про

извольным.
Добавочным нормированием приведем

Из уравнений (Збг) после интеграции получим

<?1 ^  , Cl =  Const.
Полагая

=  -  , R  =  R ’ - 2 c .
с

мы приведем систему (36я — е) к виду

а:Ь2 —
«2 R - p i - R \

а
.S2

P\n —  R i — P i - ~ R ’,

^,z=zp^Ь,

R, =  Aph\ /?и, =  4р,32.

(38)

Эта система определяет поверхность (М) с двумя произволь
ными функциями одного аргумента. Постоянное с остается не
определенным. Следовательно, с каждой поверхностью (М) свя
зано <х>1 поверхностей (N).

15. Нам осталось рассмотреть случаи совпадения поверх
ности (N) с одним из преобразований Лапласа поверхности (М), 
т. е. с поверхностью (М,) или (Мз). В первом случае Д |= о | 
во втором /?, =  0.

Если
Д ,  =  0

и, следовательно, отлично от нуля (если поверхность (N,) — (М,) 
не вырождается), то из (If) следует 5, =  0 и поверхность (М,) Е  (N) 
вырождается.

Если
^1 =  0,

го из первого уравнения (If) следует

R =  Q,
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ибо 8 =  0 ПРИВОДИТ к вырождению поверхности (М).
Допустим, что 1̂ отлично от нуля, тогда

т =  /П),

уравнения (26 d , / ,  g, h, к) удовлетворены тождественно и си
стема (7 а — g) принимает вид

/>„ =  ЛД, — т, Я,„ =  ДА, — лг, =  85, — лг,/7 ,,'=  — 'Я-
5t/ =  />8, 5,„— (jiv ~  Р Яи (39)-
Л„ =  Р ,Д , Д,,. — < 7 1 и ^ ^ Д .+ Л < 71 .

Л1,, =  — лг (Я -f-р), Л1« =  — л1(Я ,4 -р,).

Здесь Я1 можно задать произвольно, как функцию двух пе
ременных и, V; при этом условии система (39) определит 8, Д, 
5,, Д,, р, pi. Я, Я,, Л1 с 8 произвольными функциями одного 
аргумента.

Таблица компонент проективных движений тетраэдра

0 h 0 0 1
, р 0 1 0

Pi 0 1 S| 0 0 0

т 0 0 0 0 0 — Я —  Д

0 0 - д . - р . i 0 т — Я1 0

(40>

показывает, что ломаная М, ММ-, Mi описывает три звена по
следовательности Лапласа.

Поверхности (М) и (Мз) -  (N) суть две соседние фокальные 
поверхности последовательности. Следующее звено последова
тельности в сторону V описывается касательной Мз Мз». Таблица 
(40) показывает, что эта касательная лежит в плоскости MiMaM*. 
Три последов-зтельных преобразования Лапласа точки М в сто
рону V,  т. е. точки Мз, М;, и второй фокус касательной Мз 
и первое преобразование в сторону и, т. е. точка М,, лежат в 
одной плоскости. То же самое можно_сказать о трех последова
тельных преобразованиях точки Mj — N в направлении ы и в 
первом преобразовании в направлении v, т. е. относительно 
точек М, Ml, второго фокуса касательной М, М,« и точки М,.

Будем называть сетью Розе сопряженную систему линий (m, v), 
описанную точкой М, если три последовательных преобразования 
Лапласа точки М в сторону и и первое преобразование в сто
рону V лежат в одной плоскости. Мы можем ^сказать тогда, 
что обе сети (и, v) на поверхности (М) и (Мз) — (N) суть сети 
Розе, направленные навстречу друг другу.
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Очевидно и обратно: две сети Розе, являющиеся соседними фо
кальными сетями одной последовательности Лапласа и направ
ленные навстречу друг другу, всегда дают нам конфигурацию 
двух сетей с общими осями.

Если в системе (36) положить

< 7 . = 0 ,

то мы получим замечательный специальный случай. Таблица (37) 
покажет нам, что касательная к линии и поверхности (Mj) прой
дет теперь через точку Мд и каса1ельиая к линии т/поверхности 
■(Мз) пройдет через точку М,. Последовательность Лапласа, 
описанная ломаной MiMiM., Мз, замкнется в периодическую 
четырех-членную последовательность Лапласа.

Система (30) при =  0 определяет эти последовательности 
•С 8 произвольными функциями одного аргумента.

R eseaux coпjuguёs au x  axes  com m uns.

S. Finicoff (Moscou).

Etant donne tin reseau conjugue (u,v) tracё sur une suriace (Л1), 
■on аррёНе le premier axe du reseau la ligne d’intersection des plans 
osculateurs aux lignes u, v  au point M, le second—la droite qui joint 
les transform^s de Laplace Mi, M-̂  du point M  relativement au re
seau (u,v).

Cela pose, examinons deux surfaces (M), {M') dont les axes re- 
Jativement au reseau conjugue commun (u,v) coincident. Le prob- 
leme se| presente en deux especes selon la coincidence A directe 
(le premier axe avec le premier axe) ou В  inverse (le premier axe 
de (M) avec le second de (M') et vice-versa).

Deux solutions sont ёvidentes, a savoir:
1°. Quelle que soit une suite de Laplace p^riodique й periode 4 

decrite par le quadrilatere gauche MMiMAi^, deux rёseaux focaux 
оррозёз (M) et {M') ou contigus (Л4) et (AJ|) presentent une solu
tion du probleme A ou B.

2°. Appellons le гёзеаи dont deux congruences appartiennent a 
des complexes Ипёа1ге8, reseau de Wilc?ynski. Cela pose, deux 
reseaux de Wilczynski (M) et (M') appartenant a la meme suite de 
Laplace ргёзеп1еп1 une autre solution du probleme. Les transformёs 
de Laplace successifs du point M sont зйиёз sur les deux axes du 
reseau: les transformes d’ordre paire sur le premier axe, ceux d’ordre 
impaire sur le second. Ils composent avec le rёseau {M) des solu
tions du ргоЬ1ёте A ou B.

Deux congruences des axes du rёseau (M) appartiennent a la 
meme congruence lineaire. Une infinite des suites de Wilczynski est
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attachee а се couple de congruences, chaque reseau focal compose 
avec le reseau (M) une solution de A ou de B.

Les configurations citees sont toutes Ics solutions du probleme A. 
Le probleme В admet de plus' deux solutions nouvelles.

Г . Appellons reseau de Rozet (de v vers u) le reseau dont les 
points honiologues de trois transformes de Laplace successifs dans la 
direction de и et celui du premier transforme dans la direction de v  
sont situes dans le meme plan. La congruence dont les reseaux fo- 
caux sont des reseaux de Rozet diriges I'un vers I’autre est une con
gruence la plus generale appartenant a un complexe lineaire. Les 
r^seaux focaux cites presentent une solution de B.

2°. Appellons Ri le reseau R qui se transforme en гёзеаи /? (done Ri) 
par une congruence d’un complexe lineaire. Les deux reseaux Ri 
associds presentent une solution de B. Les congruences des axes 
appartiennent au meme complexe et composent un couple de con
gruences stratifiables. Les surfaces R qui portent les reseaux /?i com
posent une classe speciale qui depend de 4 fonctions arbitraires d’un 
argument. A chaque surface de la classe un seul reseau /?, est associe 
et un seul rdseau /?, lui est attache comme transformd par une con
gruence d’un complexe lineaire.
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ОЦЕНКАХ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ 
ОСНОВНОЙ ФУНКЦИИ АДДИТИВНОЙ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ.

П. М. Булат. (Томск).

В аддитивной теории чисел рассматривается функция 
Я х .... .................. .укг \п),

определяемая, как число целых чисел замкнутого интерва па 
совпадающих по меньшей мере с одним из х„ или с одним 
из yj, или с одной из сумм Xi-\-yj ( t =  1,2,3.. ./г„ / =  1,2,. . .*2), 
где Xi и yj суть различные или совпадающие целые числа, также 
расположенные в интервале (1,я)*).

Иначе, /(лГ|.д:з,.. .х*,у;1,у2,. • • Vft, 1я) означает число членов по
следовательности, расположенной в интервале (1,и), полученной 
путем сложения последовательностей х,.л:2, .. .х», и .. .у*, 
расположенных в том же интервале )̂.

В первой из указанных работ Н. П. Романов решает вопрос 
о нахождении средних значений функции Ях\,- • • • Укг\п).

Цель настоящей заметки состоит в том, чтобы, исходя из 
найденных средних значений функции /(Хз.Хг,.. . . . у* I п),
оценить порядок ее роста в среднем, при некоторых частных 
предположениях относительно Л, и ki.

В случае различных последовательностей .v,,X2,X2. . ..v*, н 
УиУ^у.Ук, установлено следующее равенство’):

V /(Х|,Х2, . . .х*,;у„>2. . .ук,' п) =

-  «С ; Q  +  С« ( 1)

где внешнее суммирование распространено на все сочетания из 
первых п чисел натуральпого ряда по к^, а внутреннее—на все 
сочетания по к .̂ Символ С" — число сочетаний из п элемен-т
тов по т.

Пусть Mi(f) означает среднее значение функции 

Ях^,хг.......<к,;У1,у2,- ■ -yk.ln),

') См. работы Н. П. Романова, .Известия НИИММ‘а ТГУ* том 1, выпуск Ш 
3* 1937 г. стр. 190—204 и том II, выпуск 1 .за 1938 г. стр. 13—17.

■■') См. работу Шыирельмана, „Известия Новочеркасского Института* 1930 г., 
а также Mathem. Annalen 1 107 стр. 619—690.

•'’) .Известия НИИММ'а* за 1937 г. т. I. выпуск III,стр. 198.
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тогда из (I) находим:

+
(n — ki — k-,—

(п — ki)(n —k-i) 
(̂ 1 ~t~ 0 (^2-j- 1) 
■ l)(n — k, -  k^)

где
н,(и) =

(^1+  и

{n — ki)\{n — k.i)\

(2)

(3)n\{n — ki — ki)'.
Пусть, далее =  [ал*1 и A’2=(i^«'], где 0 < s < l  и 0 < ^ < 1 .  
Ясно, что характер асимптотики не изменится, если для удоб

ства выкладок, величины [ал'| и 1-in‘j заменим соответственно ве
личинами и ^п'.

Вставив эти значения и в (2) и (3) и оценивая (3) по 
формуле Стирлинга, приходим к следующим асимптотическим 
равенствам: 
при S / <  1 и S >  ^

при S -ф / =  1 Н Л-> ^

«3
(Ь)

при 5 -|-  ̂>  1 и 5 >  /
M^{f)-  П-\-0{П ^ О- (6)

В случае сложения совпадающих последовательностей изве 
стно соотношение

....... • • • Я-k I л) "

[-1  f -1

где суммирование распространено на все сочетания из я пер
вых чисел натурального ряда по k, а £2̂  =  0 и e-2„^.i =  l.

Если пол М>{}) понимать среднее значение функции
/ ( а-|,а-,. . .a'*;X|,-V2- . .а:*|л).

тогда из (7) имеем: 
для п — 2гп

2т — к

M.,i f)  =  2in 

o*+i I л

2 (2fft — k){2m — k — 1) 

k — \){m — k) , ni — /
! ( ^ + 1)(Д: +  2) k-\- 1 ич(«); <3)

*) Известия НИИММ'а за 1937 г. т. 1, выпуск III, стр. 200.
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ДЛЯ п — 2т I
=  2,» + 1  -  2 < ? 5 _ ;р 4 > е 5 ^ А ± 1 ) _

2т —
k +

(^ +  l)(ft +  2)
* I f Л' ”— — 0 (2/n — *4-1) I
г + ^  I '  — (2; . + 1 х* + 1)о ч - 2) ~  +

(2т — А 4-1 К'” ~  *) i-4-3

где
(А4- 1)(2т +  1)

. . »г!(2/н — А)!]1j(ot) — ---------------- .
(2т)\(т—к)\

['■Ат), (9 )

( 10)

По предыдущему, не изменяя характера асимптотики, можем 
положить А =  а«^ где 0 <  s <  1.

Вставив это выражение для А в (8), (9) и (10) н оценив (10) 
по формуле Стирлинга, приходим к слетую цнм, общим для п 
четного и п нечетного, асимптотическим равенствам:

. Iпри s < ---

2'-bv/' ■' 4 ..
О

О
1 а )  .

п' - 2' \ ’
91-25 I

( 11)

1при л'= —

Л Ш  = 2j2
2*2 8 - f 8t? 4 U . o \

при s > 1
I

- а д ) = ' ' + ' ’ ( 4 4 ) - '

л
т

( 12)

(13 )

Наконец, если последовательность .. фиксирована и 
обладает заданной плотностью *'), известна ф о р м у л а  2):

' ■ n-Jr,
^ /(X i .X a , ■ ■ ■ ■ .у», ,п) =  с;. — \  (14)

1 < 5 , <  ..<Х)ц<П. »  ' ■ = '

') Последовательность Q,,Qj,-..Qe называют последовательностып, имеющей 
в интервале (1,л) плотность;>а (0 < а < ,1 ) , если, взяв любое число k { k — 
=  1,2...л) и обозначив через yV А) число членов после товательчосги QpQo, ■. .Qs, 
ве превосдодвших к, выполняется неравенство

К
2) Известия НИИММ‘а за 1937 г. стр. 192.
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где _Vi, v-.’> расположены в возрастающем порядке и об
разуют в интервале (\,п) дополнительную к . . .  у*, последо
вательность, а суммнрованне распространено на все сочетания 
и.з п первых чисел натурального ряда по ki.

Так как по смыслу порядок роста функции
.......Кк

не может превосходить п, то из (14) видно, что порядок роста 
/(x i.X j.. Хк,-,уиУ2,- ■ ■Ук,'и) будет найден, если будет найдено 
достаточно хорошее ограничение сверху для следующей суммы

n-k.j

V f^n — l —yy\-rz

ф 1  — 2 —Уг+ — ki—уг +  Г) (15)

Относительно крайних множителей, входящих в фигурную 
скобку под знаком суммы (15), достаточно сделать следующие 
предположения;

с)  п — 1 — ^ г + / ' < 0  и
b) п — \ “
c) п — 1 — у  г +   ̂>  О и

п — ki — yj^-\-г 

« — ki —уг-{-
Нетрудно видеть, что предположение_(а) не может иметь 

места. Действительно,неравенствоя — 1 — Vr-t-r-<0 в силу усло
вия не выполняется даже для г =  1. Таким образом, пред
положение (а) отпадает. _

Вследствие того, что каждый из множителей вида л — 1—уг-\-г  
(г =  1.2, . .  ./?|) является целым числом и так как два соседних 
множителя отличаются на единицу при любом г, то, при условии, 
что имеет место предположение {Ь), среди множителей, входя
щих в фигурную скобку, наверняка найдется множитель, равный 
нулю. Стало быть, если при каком-либо значении из интервала 
1 < / - < л  — k-i выполняется предположение [Ь), то соответствую
щее слагаемое в сумме (15) будет равно нулю. Следовательно, 
величина суммы (15) определяется лишь теми значениями г из 
интервала 1 < г < я  — к,, для которых выполняется предполо
жение (с). Вследствие этого можем написать:

Л — fr ,

0 < у г4~г '

rzzl

^ iS   ̂~ -  2 —Jv -г- /■)... (/i—f i , - J r+ г)'» (16)
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108 П. М. Булат

где СИМВОЛ I ' означает, что г пробегает лишь те значения из 
интервала 1 < /■ < /! — к.., которые удовлетворяют условию (с).

Из предположения, что последовательность y'l.y'j,.. .у*,, обла
дает в интервале (1,л) плотностью п., следуют неравенства:

У г - г ' ^

к-, >  а п ; 

аг

1 —  а
(17)

Действительно, если N{n) означает число членов последова
тельности у 1,у2,. . .у*,, не превосходящих п, то согласно опреде
лению плотности имеем Но Л^(«)=Аз, стало быть

п
Точно также, если N(yr) означает число членов последователь

ности У |,у .,. .у/,,, не превосходящих у„ то имеем — Но
Уг

N(yr) — Уг—'Г, стало бытьуг— г'^  ауг или у, >  ,------. Вычитая из
обеих частей последнего неравенства г, приходим к указанному 
неравенству. •

На основании неравенств (17) имеем;

n~k.j
1

/1 — 1 -yr-\-r
Ch,

ln{l-a)]

•—I ' ' '

аг

1 (18)

Пусть /г, =  [ря ]̂, где 0 < [ s < l ,  тогда при достаточно боль
ших п,имеет .место неравенство:

п — ki- аг

1 — а
> 0 (19)

при любом г из интервала 1 < г < п  (1 - а ) .
Действительно, при указанном ki и достаточно большом п оче

видно неравенство:
л(1 — а )— А, > 0 .

Отсюда в силу (I — t̂) следует неравенство (19).
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Об оценках средних значений основной функции аДдитивион теории чисел 109

Вследствие (19) имеем:

И 1—з)|

V  ' '<
шЯЩ
г - I

.........^  (20)
где г пробегает все целые числа интервала (1,л(1—«)).

Выражение, стоящее под знаком суммы в правой части не
равенства (20), может быть записано в виде следующего отно
шения гамма функций:

Если суммирование в правой части неравенства (20) заменить 
интегрированием в пределах от 0 до /?(1— а), то оно примет 
следующий вид:

п
п-\-у,\г 1 — а С Г {x)dx

J ~Гт=1
У с : (21)

7/1,1 J Г (х - / г , )
П (1 -з)

Заменяя сумму определенным интегралом, мы заменяем пло
щадь ступенчатой фигуры площадью криволинейной тра
пеции. Из чертежа непосредственно видно, что площадь криво
линейной трапеции больше площади ступенчатой фигуры.

Привлекая асимптотическое выражение для гамма функций, 
имеем следующее равенство:

rt
1 — а г Г (x)dx _

г,! J Г ( х — А,)7 .k,

1 - а  
а^1!

Я(1-5)
П

в ”*' 11 1-
/г, \ + Т dx. ( 22)

Я(1—а)

1----- у I * возра

стает в интервале л(1 — я) ^ х ^ п ,  имеет место неравенство:

k 1 л + *1 -f-y "
k.

(23)

я{1-а)
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Стало быть
Л—A,

Л — 'J. . n  *. H-'< ;------  C~K—
ak^\ kx

(2-1)

Разделив обе части последнего неравенства на С" и оценив 
правую часть по формуле Стирлинга, находим;

п~к. o ',  * ' - )
(25)

Если под Ж;,(/) понимать среднее значение функции
f [ \ x , x . , . . .X * . ;  У х , У ъ . .  ■Ук' \п) ,

тогда, согласно предыдущему, из (14) следует; -
п >  /Из /̂) > п  — 0{т^-^). (26)

Отсюда получаем асимптотическое равенство:
Жз1/) =  « +  0(г/1'-^). (27)
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ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ. 
КОМПЛЕКС ПРЯМЫХ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ ПОЛЕМ

Л. Ермолаев (Москва)
•

В приложениях теории векторных полей играют большую 
роль инварианты афинора, составленного из производных век
тора поля, взятым по координатам точки приложения; главным 
образом, его первый скалярный инвариант—дивергенция, и век
торный инвариант—ротор. Задачей настоящей статьи является 
исследование геометрических свойств афинора, которые, как 
оказалось, хорошо связаны со свойствами комплекса прямых 
линий, проведенных через вектора поля. Здесь мной отмечены, 
главным образом, те свойства комплекса, которые связаны с 
афинором и5 производных первого порядка. Ьолсе тонкие свой
ства комплекса, которые были получены, например, Наак в 
„Differeiitiaigeonietric der StrahIenkompIexe“ ' ) связаны с афинора- 
ми из производных высшего порядка и имеют позтому, при от- 
сутствии нормирования векторов поля, громоздкий вид, хотя 
получение их не составляет больших затруднений. Статья разби
та на три параграфа.

В первом §-е установлено преобразование, перемещающее век
тора поля по прямым комплекса. Установлены признаки полей, 
определяющих специальный комплекс, и полей, вектора кото
рых имеют точки приложения в центрах лучей комплекса.

Во втором параграфе установлен способ разбиения комплекса 
на семейство конгруэнций и найдено условие, при котором кон
груэнции семейства являются нормальными. Найдено условие 
того, что поле, определяющее ко.мплекс, приложено в фокальных 
точках семейства изотропных конгруэнций.

В третьем параграфе исследуются семейства векторных по
лей, зависящих от одного параметра. В общем случае такое се
мейство векторных полей координирует совокупность всех пря
мых пространства; здесь найдены условия, при которых мно
гообразие прямых, определяемых семейством векторных полей, 
вырождается.

Прямые, лежащие в плоскостях некоторого поля бивекторов 
и ироходящпе через соответствующие точки приложения, обра
зуют многообразие ос*. Здесь найдено условие вырс)ждения это-

>) МаШеш. Zeischrift В. 40, И 4, 5, 6; В. 41 Н. 2.
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112 Л. Ерыолаев

ГО многообразия и условие того, что это многообразие обра
зует линейный комплекс.

Найдены условия, которым должно удовлетворять семейство 
бивекторов, плоскости которых огибают конусы комплекса.

Установлена связь с теорией криволинейных комплексов.
О б о з н а ч е н и я

Умножение на скаляр и неопределенное' произведение двух 
нскторов обозначается поставленными рядом буквами, обозна
чающими множители.

Скалярное умножение векторов и афиноров обозначается 
точкой, поставленной между множителями.

Внешнее умножение векторов обозначается прямыми скоб
ками, в которые заключаются множители, причем множители 
могут быть отделены запятой.

Смешанное произведение трех векторов обозначается про
стыми скобками, заключающими сомножители, которые могут 
быть при этом отделены запятыми. Скалярные величины обоз
начаются буквами латинского алфавита, векторные величины— 
строчными буквами греческого алфавита, а афиноры—заглазны
ми буквами греческого алфавита.

§ 1. [1еренесение векторов поля вдоль лучей комптекса
1. Пусть в каждой точке некоторой области пространства 

приложен вектор; совокупность этих векторов образует много
образие оо .̂ которое называется векторным полем и которое 
мы будем изображать вектор-функцией, выражающей завнеп- 
.чость поля векторов от радиус-вектора точки приложения:

-̂ =  М?) (1)
Если выбрать некоторое направление перемещения d? точки 

приложения, то соответствующее изменение d/ вектора поля 
представится диференциалом:

который можно изобразить, как скалярное произведение 
афинора

. ,, д )ф =  L ------ с‘,
dV

где с' направляющие вектора осей координат, на вектор d;:
dX =  Ф d;. (3)

2. Перенесем каждый вектор поля / вдоль по его направле
нию, тогда получится новое поле !>, пекторгГ которого равны 
соответственным векторам поля X:

U =  X (t), |4 )

%
( 2 )
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а ТОЧКИ приложения определяются радиус-вектором:
т) =  | — гХ(|). (5)

Таким образом, уравнение нового поля можно рассматривать, 
как преобразование вектор-функиии (1) к новому переменному 
т) по формулам (5), если только в результате указанного пере
носа векторов поля, получается действительно поле. Исключе
нием является случай, когда все перенесенные вектора прило
жены к точкам одной поверхности; в этом случае все значения 
диференциала

df\ =  d\ — г Ф.d^ — \.dr (6)

должны быть компланарны, т, е. афинор

I- ■гХ — s*
d■̂ {V

где I — единичный афинор, должен вырождаться.
Если определитель афинора (7) не равен нулю тождественно, 

то при каждом данном $ он может обращаться в нуль при не
которых значениях л; если, в частности, г не зависит от ?, то 
определитель имеет третью степень относительно г. Следова
тельно, при постоянном г существуют три точки вдоль луча (5), 
в которых преобразование вырождается и элементарный объем, 
описанный радиус—вектором S, преобра.зуется в площадку, опи
санную соответствующими значениями т).

3. Если через каждую точку пространства провести прямую 
в направлении вектора X, приложенного в этой точке, то либо 
полученное многообразие прямых образует ооз, либо это много
образие вырождается в оо2; в первом случае многообразие пря
мых называется комплексом, а во втором—конгруэнцией. По
ставим вопрос, в каком случае все прямые многообразия каса
ются одной поверхности; в случае многообразия ооз это будет 
случай с п е ц и а л ь н о г о  к о м п л е к с а ,  образованного каса
тельными к одной новерхности.

Пусть точка tj из (5) есть та точка луча, определенного век
тором X, которая является точкой касания луча с поверхностью. 
В этом случае все вектора d(\ должны лежать в одной плос
кости и эта плоскость должна проходить через X. Представим 
равенство (6) в виде:

dT] -f-X dr =  {I—
тогда видим, что 1) должно существовать такое г, что афинор

/  —  г Ф  (8)

вырождается и 2) плоскость вырождения проходит через X.
Легко видеть, что для любого данного афинора Ф может 

быть найдено такое г, что афинор (8) будет вырождаться и
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ПЛОСКОСТЬЮ вырождения является обязательно инвариантная 
плоскость афинора Ф. Таким образом, к о м п л е к с ,  о п р е д е 
л е н н ы й  в е к т о р н ы м  п о л е м,  б у д е т  с п е ц и а л ь н ы м  
в т о м и т о л ь к о  в т о м  с л у ч а е ,  е с л и  и н в а р и а н т 
на я  п л о с к о с т ь  а ф и н о р а  *1' п р о х о д и т  ч е р е з  >..

Если два вектора, лежащие в некоторой плоскости, преоб
разуются умножением на афинор в вектора, лежащие в той же 
плоскости, то плоскость, определенная этими векторами, яв
ляется инвариантной плоскостью. Вектор ). лежит в инвариант
ной плоскости, следовательно, его преобразование Ф.л тоже 
лежит в инвариантной плоскости. Отсюда вытекает аналитическая 
запись необходимого и достаточного условия того, что комплекс 
является специальным: исключая случай коллинеарности X и 
Ф.Х») мы видим, ч то  в е к т о р а  X, Ф.Х и Ф̂ .Х д о л ж н ы  б ы т ь  
к о л л и н е а р н ы

(X, Ф.Х, Ф2.Х) =  0. (9)
Обозначив

v =  [X, Ф.Х] (10)

мы имеем, благодаря вырождению афинора (8), равенство:
v =  гv.Ф. ( 11)

Если, в частности, плоскость (X, Ф.Х) является плоскостью 
вырождения афинора Ф, то г приобретает бесконечно больщое 
значение.

4. Рассмотрим функцию

(А  ( t j ,  г )  =  X (;),

где 6 выражено через г и т) из равенства

т] =  £ — гХ (5)

( 12)

(15)

и г является параметром. Эта функция четырех переменных 
может быть иначе определена в неявной форме равенством:

}i =  X(7]-f Г1Х). (13)

При каждом значении параметра г указанная функция пред
ставляет собой уравнение поля, вектора которого получены из 
векторов поля X перемещением вдоль по линиям комплекса. 
Таким образом, уравнения (12) или (13) являются уравнениями 
некоторого семейства векторных полей, определяющих один и 
тот же комплекс прямых линий.

5. Если рассмотреть точку, определенную радиус—вектором 
тг], то вектора семейства полей, приложенные в этой точке, за
висят от одного параметра, следовательно, вообще говоря.

') см. ниже § 5.
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определяют конус, называемый к о н у с о м  к о м п л е к с а .  Зафик
сируем некоторое значение т), тогда с изменением параметра г 
точка I опишет кривую, определенную из (5), и разложим в этом 
предположении функцию (12) по степеням параметра г:

\̂  =  ^(7i) +  r 4_
r f r J , =o 2

При нахождении производных пользуемся равенством (13):

дк (у\ г(х)
dr

d̂ \i
dr̂ -

d-X (t] -f- rp.)

, у ^Цт) +  гр.) +  w , ) I У  +  I Л  1

i,k

Вводя обозначение:
1 d’X gi g« (14)

найдем:
i.Ar

1̂ =  Х(т)) +  гф.Х +  - ^ ( Ф ’ .Х.Х +  2 Ф 2 .))-|-...(1 5 )

Из этой формулы следует, что векторыХи ф.Х определяют плос
кость, касательную к конусу комплекса.

Вектор Ф.Х может быть коллинеарен вектору X:

Ф.Х =  уЬХ. (16)

Если это условие коллинеарности соблюдается тождественно 
во всех точках пространства, то все конусы комплекса вырож
даются в прямые линии и комплекс вырождается в конгруэнцию.

Н е о б х о д и м ы м  и д о с т а т о ч н ы м  у с л о в и е м  т о г о ,  
ч т о  п р я м ы е ,  п р о х о д я щ и е  ч е р е з  в е к т о р а  п о л я  
о б р а з у ю т  к о н г р у э н ц и ю ,  я в л я е т с я  к о л л и н е а р н о с т ь  
в е к т о р о в  X и Ф.Х.

6. Продиференцируем равенство (13) по V •

d<i dX , _ дХ dll—  = -----кгЕ  —
d'r\̂  dV k &t\i
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И , умножив на координаты а ' произвольного вектора а, просум
мируем по i, обозначив ’F афинор, составленный из произволь-
ных —, найдем:

'Г.а =  Ф . а г Ф . ' Г . а .  (17)

Это равенство является системой трех уравнений с тремя 
неизвестными координатами вектора 'I".а, причем в коэффици
енты при неизвестных линейно входит параметр г; отсюда сле
дует, что Ф‘.а есть рациональная функция параметра г вида:

Д(г)
(18)

где А (г)—определитель диады /—К>, а фо, уь и у2—три вектора, 
подлежащих определению. Определитель А (г) может быть вы
ражен через инварианты Ф/, Ф//и Ф/я диады Ф:

А (г )= 1 — Ф/Г +  Фяг2 — Ф/ягЗ; (19)
подставляя (18) в (17) и сравнивая коэффициенты при г, найдем:

фо =  Ф. а
ф1 =■ ф2. а — Ф/ Ф. а 
Уз =  '!*///« •

( 20)

7. Касательная плоскость к конусу комплекса определяется 
аксиальным вектором:

rj, jp. _ [X, Ф • ^ ^ —  Ф/ Ф ■ X]

Чг)
(21)

Из этого выражения видно, что при неограниченном увеличении 
г предельное направление касательной плоскости определяется 
вектором:

[X, ф г.Х  — Ф /Ф .Х ] ,

плоскость которого касается цилиндра комплекса, проходящего 
через рассматриваемый луч комплекса.

Центром луча комплекса мы назовем ту точку, в которой 
касательная плоскость к конусу комплекса перпендикулярна к 
этой плоскости. В е к т о р н о е  поле,  о п р е д е л я ю щ е е  к о м 
плекс ,  о т н е с е н о  к ц е н т р а м  л у ч е й  к о м п л е к с а ,  е с л и

[X, <1>. X]. [X, Ф. X — Ф/ Ф. X] =  о . (22)
Если для комплекса не выполняется тождественно равен

ство (9), то оно определяет конгруэнцию специальных лучей 
комплекса, вдоль которых все конусы имеют общую касатель
ную плоскость.

8. Приведенные выше формулы позволяют находить вектор
ные поля, которые определяют различного вида комплексы. Так,
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например, условие того, что поле определяет специальный 
комплекс лучей, пересекающих одну линию, найдется, если 
потребовать, чтобы определитель афинора (7), где г определено 
из (11), имел ранг, равный единице. Все центры комплекса, опре
деленного полем Х($), будут находиться на одной поверхности, 
если определитель того же афинора (7) будет равен нулю при 
г, найденном из уравнения

[X, 'F.X].[X, Ф2.Х — Ф/Ф.Х] = 0 .

§ 2. Поля, определяющие комплекс, разложенный на 
семейство конгруэнций.

9. Пусть комплекс прямых определен векторным полем Х(|). 
Чтобы выделить из лучей комплекса некоторую конгруэнцию, 
достаточно задать уравнение поверхности

/(S) =  0,

на которой должны лежать точки приложения векторов, опре
деляющих конгруэнцию. Уравнение семейства поверхностей:

(23)

разбивает данный комплекс на семейство конгруэнций, и, чтобы 
знать уравнение семейства (23), достаточно знать векторное поле

9(0 =  v/(S)

с симметрической диадой производных. Таким образом, разбие
ние комплекса на семейство конгруэнций определяется зада
нием потенциального поля.

Ес л и ,  в частности, само п о л е  Х($) я в л я е т с я  п о т е н ц и 
а л ь н ы м  ил и  м о ж е т  б ы т ь  сд е ./1а н о  п о т е н ц и а л ь 
н ым  и з м е н е н и е м  м о д у л я ,  т о  e i o  н о р м а л ь н ы е  по
в е р х н о с т и  о п р е д е л я ю т  р а з б и ю н и е  к о м п л е к с а  на 
н о р м а л ь н ы е  к о н г ( ) у э н ц и и .

10. Для того, чтобы перейти от данного луча конгруэнции, 
заданной уравнением (23), к смежному лучу, достаточно пере
двигать точку М  приложения вектора X по поверхности (23); в 
этом случае радиус-вектор S удовлетворяет условию:

Обозначим;
cp.dE =  0.

Т| =  Е — гХ,

(25)

где г зависит от Е, фокус конгруэнции. Тогда di\ коллинеарно 
X и мы имеем;

dl—rdX =  k \
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Л(г)

откуда, в силу (3), аналогично, как и в (18), имеем:
^ X - f  г(Ф.Х—Ф/.Х) +  г^(ф2.Х— Ф/1).Х - f  Ф//Х)

и, подставляя в (25):
ср.Х - f -  г((р.Ф.Х —  Ф /9 .Х) - f-  г2(ср.ф2,Х —  Ф/.ср.Ф.Х - | -  Ф//<р.Х) =  О, (2 6 )

получаем квадратное уравнение, определяющее положение фо
кусов конгруэнции.

И. Равенство:
ср.Х =  0 (27)

является условием того, что вектора поля X приложены в фо
кальных точках конгруэнций семейства <?. Потребуем, чтобы век
тора поля были приложены в фокальных точках лучей парабо
лических конгруэнций. В этом случае уравнение (26) имеет двой
ной корень, равный нулю:

Ф.Ф.Х =  О, (2 8 )

но уравнения (27) и (28) составляют полную систему только в 
том случае, если:

(Х.Ф.Х,Ф'Х.Х) =  0, (29 )
так как

(у(Ф.Х)кХ — (vX) .(Ф.Х) =  Ф’.Х.Х +  Ф2.Х — Ф2.Х.
Таким образом, р а в е н с т в о  (29) я в л я е т с я  н е о б х о д и 

мым и д о с т а т о ч н ы м  у с л о в и е м  т о г о ,  ч т о  в е к т о р а  X 
п р и л о ж е н ы  в ф о к а л ь н ы х  т о ч к а х л у ч е й с е м е й с т в а 
п а р а б о л и ч е с к и х  к о н г р у э н ц и й ,  на к о т о р ы е  р а з л о 
ж е н  к о м п л е к с  п р я м ы х .

В этом случае нормали v (10) коллинеарны соответствую
щим векторам поля ^ и, следовательно, образуют поле, приво
димое изменением модуля к потенциальному полю.

12. Определим положение общего перпендикуляра двух смеж
ных лучей комплекса: луча, проходящего через точку с в на
правлении вектора X, и луча, проходящего через точку S-f-cfE 
в направлении луча X-(-rfX. Пусть точка пересечения этого пер
пендикуляра с первым лучем определяется радиус-вектором

У] =  ^ -г К ; (5)
тогда эта точка лежит в плоскости, проходящей через точку 

в направлении, определяемом векторами X-f-rfX и [Xjd'X],
т) =  е — гХ =  S 4- - f  а(Х +  d).) - f  f>[XdX],

где a и некоторые коэфициенты. Отсюда имеем:

^ 1[[Д?Х],Х] 
X.[[XrfX],dX] ’

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Лиференциальная геометрия векторного поля 119

ИЛИ, после простого преобразования, в силу (3):

[Х,ФЛ].[Х,^Е]
• [Х.Ф.Х]2 (30)

Если общий перпендикуляр смежных лучей комплекса пере
секает луч X в точке i f  приложения вектора X, то числитель дроби 
(30) равен нулю. Рассмотрим картину проекций всех направле
ний dl на плоскость, перпендикулярную к X, Назовем те л у  и 
комплекса, бесконечно близкие к исходному лучу, которые имеют 
общий перпендикуляр с исходным в точке М, лучами комплекса, 
ближайшими к точке Af. П р о е к ц и и  т е х  э л е м е н т а р н ы х  
п е р е м е щ е н и й  d;, к о т о р ы е  в е д у т  к в е к т о р а м  ноля ,  
о п р е д е л я ю щ и м  луч  и, б л и ж а й щ  и е к т о ч к е  Л), п е р п е н 
д и к у л я р н ы  к п р о е к ц и я м  их п р е о б р а з о в а н и й  Ф-dt

13. Все такие направления d\ определяются равенством;

[X,4).d'].[X,rf$]=0, 

которое может быть переписано в виде:

d;.[X2<l' —(A.<l))X}.rf; =  0;

(31)

(32)

пни образуют конус второго порядка. Этот конус действитель
ный, так как он имеет две действительные образующие: 
X н Ф-'.Х.

Пусть комплекс разбит на семейство изотропных конгруэн
ций и вектора ноля X приложены в центрах лучей изотропных 
конгруэнций. Тогда все лучи, ближайшие к точке М, должны 
принадлел<ать одной конгруэнции и их центры должны лежать 
в одной центральной поверхности. Элементарные перемещения 
d;, которые ведут к точкам приложения векторов, определяю
щих прямые комплекса, ближайшие к точке /И, должны удовлет
ворять равенству:

ф.сГ; =  0, (25)

т. е. все df должны лежать в одной плоскости, и, следовательно, 
конус (32) должен распадаться на пару плоскостей. Одна пло
скость этой пары проходит через X, другая через Ф~^; очевидно, 
что плоскость (25) должна совпадать со второй из этих плоско
стей. Для того, чтобы поле определило таким образом семей
ство изотропных конгруэнций, необходимо еще, чтобы поле 
векторов, нормальных к семейству этих плоскостей, могло быть 
изменением модулей приведено к потенциальному полю ср.

Сравнивая (31) с (22) видим, что для соленоидального поля 
(всякое поле можно сделать соленоидальным, изменяя модуль) 
совпадение вектора <1'.Х с одной из образующих конуса (32) яв
ляется отличительным признаком того, что вектор X приложен 
в центре луча комплекса.
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§ 3. Семейства векторных полей.

14. Пусть дано семейство векторных полей:

V =  (33)
где t  является параметром. В общем случае это семейство оп
ределяет многообразие четвертого измерения прямых, проходя
щих через точку, определенную радиус-вектором •»), в направле
нии, определенном вектором ft, т. е. координирует совокупность 
всех прямых пространства. Найдем условия, которым должна 
удовлетворять функция (33), определяющая многообразие пря
мых ооз, для этого рассмотрим комплекс прямых, определенных 
векторным полем Х,(£), и потребуем, чтобы все вектора семей
ства (33), приложенные в точках прямой, проходящей через век
тор X, поля X(S), были коллинеарны вектору X. Таким образом,

(34)

ТГ] =  $ — гр.,

где k л г некоторые функции от точки т) и параметра t. Дифе- 
ренцируем тождество (34) по параметру t, тогда получим:

при условии:

дк
dt

|1 - f  /fe Ф
dt

dr
dt

ф

откуда видим, что три вектора е, 

планарны:
dt

и ‘Г.р. должны быть ком-

(35)

Докажем, что условие (35) является в то же время доста
точным.

Пусть, в самом деле, эти три вектора связаны соотнощением:

'Т]х +  Л ф
dt =

где А и В—функции от т] н t. Вводя параметр к, получим ди- 
ференциальные уравнения характеристик:

dr\‘ _ dt _
A Да'

откуда находим, во-первых:
к \1 =  const;

d/г
~Вк
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вводя обозначение:
■d г

k
d'т\̂

найдем:
Т)-|-Гр. =  const.

Наконец, оставшиеся уравнения;
^ г _ dk _  dt

определяют некоторую зависимость г и /fe от Таким образом, 
обозначив >.($) произвольную вектор-функцию, получаем общий 
интеграл в виде:

Ч'П +  />) =
У с л о в и е  (35) я в л я е т с я  н е о б х о д и м ы м  и д о с т а т о ч 

ным д л я т о г  о, ч т о б ы  с е м е й с т в о  п о л е й  (33) о п р е д е 
л я л о  к о м п л е к с  п р я м ы х  л ини й .

15. Функция (33) определяет в каждой точке пространства се
мейство векторов, образующих конус. Также конус может быть 
определен семейством аксиальных векторов v(t(,̂ ), плоскости ко
торых огибают конус.

Особое место занимает тот случай, когда в частном случае 
функция не зависит от параметра определяя таким образом, 
в каждой точке плоскость, в которой, должны лежать все пря
мые комплекса, проходящие через точку приложения вектора v.

Пусть / есть прямая, проходящая через точку приложения 
вектора v, в направлении вектора р-:

р - и ,  (36)
где р — некоторый вектор.

При перемещении точки приложения вдоль I аксиальный век
тор V может только вращаться, так, что /  остается в плоскости 
вектора. Вектор-функция v будет при этом перемещении зави
сеть от одного параметра г:

производная по г от этого вектора должна иметь плоскость, парал
лельную вектору р:

1̂. н̂' =  0. (37)

Это равенство должно быть удовлетворено тожд'ествено при лю
бом р. Так как левая часть этого уравнения второй степени от
носительно р, то оно равносильно равенству нулю щести коэф
фициентов, что дает три независимых уравнения;

* ’ (38)З̂уЗ
дт1̂
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где второе и третье уравнения системы получаются из первого 
круговой перестановкой индексов.

16, Решения системы:
<?v̂

(?Т)1 d tf

д-i]̂

д-ц̂ +  W <?7]3

I <9vi
:0 (39)

являются одновременно решениями системы (38). Условия интег
рируемости системы (39) имеют вид:

t)2vi ^vi

(40)

откуда получаем обшее решение этой системы в виде:

v =  [a7i] +  p,

где а и 9 — произвольные постоянные вектора.
Это поле определяет линейный комплекс, так как плюккеровы 

координаты прямых, определенных этим полем, ;а', —
р.2т|8, fiiTj» — (хЗт]3 |j,2Tji — связаны линейным соотношением:

{[“■'i] “Ь Р Ь !̂  =  0. (41)
Итак ,  п о л е  а к с и а л ь н ы х  в е к т о р о в  о п р е д е л я е т  с о в о 
к у п н о с т ь  п у ч к о в  л и н е й н о г о  к о м п л е к с а  в т о м и 
т о л ь к о  в т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  а фи н о р ,  с о с т а в л е н н ы й  
из е г о  п р о и з в о д н ы х :

i  =  S —  -г»,
&ri‘

а н т и с и м м е т р и ч е н  или м о ж е т  б ы т ь  п р и в е д е н  к 
а н т и с и м м е т р и ч н о м у  и з м е н е н и е м  м о д у л е й .

17. Пусть комплекс прямых определяется семейством полей 
аксиальных векторов

v =  v(rj,0, (42)

плоскости которых при каждом данном значении радиус-век
тора точки приложения ■») огибают конус. Найдем условия, ко
торые должны быть наложены на функцию (42), для того, что
бы многообразие образующих этих конусов было оо*.

Поле векторов, направленных вдоль по лучам комплекса, по
лучится из поля (42) равенством:

!х = ду
dt (43)
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Это поле должно удовлетворять условию (35). Вычисляя век
торное произведение вектора р. на его производную и умножая 
потом скалярно на 'Г.р., найдем:

dt (?2v Р

Первый множитель не может равняться нулю, так как в этом 
случае образующие каждого конуса комплекса лежали бы в од
ной плоскости—это случай, который мы здесь исключаем. Вы
числяя выражение *F.p, имеем:

Ч'.а=: dp.
(?т/

dv
dt

и, умножая его скалярно на v, имеем:

Г dv " dv 1
'^dt dt ,

+

= 0,

^3
dt

(45>

ч т о  и я в л я е т с я  у с л о в и е м  того,  ч т о б ы  м н о г о о б р а з и е  
п р я м ы х ,  о п р е д е л я е м о е  п о л е м  (42), в ы р о ж д а л о с ь .

Вычислим теперь, обратно, поле нормалей v, определяемое 
подем (43). Перемноиаая векторно (43) и (44), найдем:

..'F. dv d 3 dv ■

J “ l / ’ dt _ dt 9̂ dt
)v; (4 6 )

д л я  т ог о ,  ч т о б ы  к о м п л е к с  с у щ е с т в о в а л  и не в ы р о ж 
д а л с я  бы,  н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  к о э ф и ц е н т  n p n  vB 
п р а в о й  ч а с т и  э т о г о  р а в е н с т в а  б ыл  о т л и ч е н  от  
нуля .  Это есть второе условие, налагаемое на поле (42), для 
того, чтобы оно определяло комплекс.

Построим в каждой точке приложения векторов семейства 
полей (42) нормали к плоскостям векторов; уравнение (45) поз
воляет ответить в положительном смысле на вопрос о сущест
вовании комплексов, у к о т о р ы х  указанное многообразие обра
зует комплекс прямых, в этом случае поле (42) должно одно
временно удовлетворять уравнениям (45) и (35).

18. Уравнение комплекса кривых линий может быть пред
ставлено в форме'

=  (‘̂ 7)

где радиус-вектор т) при каждом определенном значении радиус- 
вектора S, описывает одну из кривых комплекса.

Диференцируя это выражение по параметру t, получим при 
каждом значении t поле векторов, приложенных в точках и 
направленных по касательным к кривым комплекса. По исклю-
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чении I из (47) и 
ставлено в виде:

ее производной, это поле может быть пред-

* | - = K V ) . (48)

Это поле можно назвать „элементом" криволинейного ком
плекса; оно опредяляет комплекс прямых, касательных к кри
вым комплекса. При переменном t  уравнение (48) изображает 
семейство векторных полей, каждый вектор которого касается 
одной из кривых семейства.

Каждое из установленных выше условий, наложенных на век
торные поля: (9), (22), (29) и другие, характеризуют свойства тех 
или иных элементов комплексов кривых линий. Каждое из этих 
условий может соблюдаться для некоторого семейства элемен
тов комплекса (48); этим устанавливается, что, вообще говоря, 
каждый комплекс кривых линий имеет семейство элементов, 
обладающих одним из указанных свойств.
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о ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИЯХ

А. Н. Селиванов (Москва).

1°.—Известно, что произведение двух производных функций 
может и не быть производной.') Простым примером этого 
факта является функция, равная нулю при л:=:0 и равная
sin —  для значений х, отличных от нуля. Эта функция есть про-

X
изводная (и при том даже ограниченная), в то время как ее 
квадрат уже не есть производная -).

Целью нашей заметки является доказательство одной про
стой теоремы, позволяющей утверждать, что при соблюдении 
некоторых условий, произведение двух производных есть также 
производная.

2°.—Мы имеем в виду следующую теорему:
I.—П р о и з в е д е н и е  о г р а н и ч е н н о й  произ водной на 

н е п р е р ы в н у ю  ф у н к ц и ю  в с е г д а  е с т ь  п р о и з в о д н а я .
В самом делё, пусть f (х) — ограниченная производная и 

пусть во всех точках рассматриваемого интервала имеет место 
неравенство \f{x)\<^M.  Обозначим через ^(х) непрерывную, на 
этом же интервале, функцию. Очевидно, что существует после
довательность непрерывных функций 'Рл(а'), имеющих непрерыв
ные производные, равномерно сходящаяся к функции «(х). В ка
честве функций <рп(х) можно, например, взять полиномы клас
сической теоремы Weierstrass’a. Функции / ’(x)'s„{x) суть, оче
видно, производные, так как мы имеем: /  ср„ =  (/'{>„)'—/?« '. 
Далее, неравенство

•/ (х) ?{x) — f  (х) (х): < M \r f  (х) — (х)1

показывает, что последовательность производных / '  <рл равно
мерно сходится к /''р, откуда и заключаем, по известной 
теореме 3), что/ ^р есть производная.

3°.—-Из доказанной теоремы непосредственно следует, что
II.—П р о и 3 в е д е н и е л ю б о й  п р о и з в о д н о й  на ф у н к 
цию,  и м е ю щ у ю  о г р а н и ч е н н у ю  производную,  всегда 
е с т ь  п р о и з в о д н а я .

1)-Мы рассматриваем только всюду конечные точные производные.
5)—В. В. Степанов сообщил мне, что это свойство рассматриваемой функции 

было еще известно Ю. Гольдовскому.
3)—Равномерно сходящаяся последовательность производных всегда сходится 

к производной. См. Лебег.—Интегрирование и отыскание поимитивных функций, 
стр. 81 82.
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Это следует из равенства если заметить,
что /tp' есть производная на основании теоремы I.

По поводу теоремы 1 можно еще заметить, что произведение 
неограниченной производной на непрерывную функцию может 
уже не быть производной. Чтобы убедиться в этом, достаточно, 
например, рассмотреть функции F{x) и Ф(л:), равные нулю
при л: =  О и определенные равенствами — sin ^ и

1 ^  Ф(л:) =  лг51п— при л: отличном от нуля,
X

N ote su r les fonctions (1ёпуёе5

N. A. Sdlivanoff. (Moscou).

n ~ O n  sait que le produit de deux fonctions dёrivёes^) peut, 
en general, ne pas etre une fonction dёrivёe. Un exemple simple
est fourni par la fonction nulle pour x =  0 et egale к sin -  pour x

X
<iiffёrent de zero. Cette fonction est bien une fonction dёrivёe 
(et meme Ьогпёе), tandis que son саггё ne Test plus*).

Le but de cette note est de signaler un 1Ьёогёте fort simple 
permettant d’affirmer que, cerlaines conditions etant remplies, le 
produit de deux fonctions dёrivёes est lut lui-meme une fonction 
йёг1уёе.

2.—11 s’agit du 1Ьёогёте suivant:
1.—Le p r o d u i t  d ’ une  f o n c t i o n  d ё r i v ё e  Ь о г п ё е  pa r  

u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  q u e l c o n q u e  e s t  t o u j o u r s  
u n e  f o n c t i o n  dё r i vёe .

En effet, soit / ’une fonction dёrivё2, que nous supposons ёtre 
Ьогпёе; soit |/' pour tous les points de I’intervalle considёrё. 
Soit tp une fonction continue dans ce meme intervalle. II est ёvident 
qu’il existe une suite de fonctions cpn uniformement convergente 
vers cp, les fonctions cp„ ёtant assujetties к cette condition qu’elles 
aient des dёгivёes continues. On peut, par exemple, prendre pour 
les 9, les polynomes du 1Ьёогёте classique de Weierstrass Alors les 
fonctions f'(p„sont ёvidemment des fonctions dёrivёes [puisque nous 
avons: /<p„ =  (/!p„)'—/tp'„] et Гinёgalitё ёvidente

_____________ i/ t —/'®я l < - % — ©„!
>)—Nous ne consid^rons, dans cette note, que les fonctions d6riv6es exactes 

partout fillies.
M. W. Stepanoff m’a commuпiquё verbaleraent, que cette propridt6 de la 

fonction envisag6e a ё1ё reconnue depuis longtemps par G. Goldowsky.
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prouve que les fonctions derivees /сря tendent uniformement vers 
/'cp, done, en vertu d’un 1Ьёогёте de M. Henri Lebesgue ®),/ ' cp est 
une fonction dёrivёe.

D’autre part on volt facilement qu'il existe des fonctions non 
derivees, bien qu’elles soient produits d’une fonction dёrivёe non 
bornee par une fonction continue. Telles sont, par exemple, les 
deux fonctions F et Ф, nulles pour л: =  0 et definies par les
egalites F  =  —  sin —  et Ф =  x sin pour x  ф  0.

X X  X
3.—On dёduit immёdiatement du Шёогёте dёmontrё la proposi

tion suivante:
II.—Le p r o d u i t  d ’ u n e  f o n c t i o n  d e r i v d e  que l conque  

p a r  u n e  f o n c t i o n  b. d d r i v e e  Ь о г пё е  e s t  t o u j o u r s  u n e  
f o n c t i o n  de r i vde .

En effet, nous avons — — f<p' et la fonction est une
fonction derivee en vertu du thёorёrne I.

3) И. L e b e s g u e.—Lecons sut I’intfegration. Deuxieme fedition. Pages 92—93.
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ СРЕДНЕ-АРИФМЕТИЧЕСКИХ ВЫСШЕГО 
ПОРЯДКА ОТ ОСНОВНОЙ ФУНКЦИИ АДДИТИВНОЙ 

ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

Романов Н. П. (Томск)

В моей предыдущей работе: „Определение среднего квадра
тичного основной функции аддитивной теории чисел", поме
щенной в первом выпуске т. II „Известий НИИММ'а при 
Томском Государственном Университете имени Куйбышева*, а 
также в работе „Об аддитивных свойствах общих числовых по
следовательностей* (III выпуск 1-го тома „Известий НИИММ'а* 
определено значение: ^

V 1 ^  ^,1(.Х^,Хъ-Хк:,УиУ2,.Л'ПУ
СП /-»Я

п р и / 7 = 1  И п р и /7 =  2. З д есь / ( л ; , ,Х 2 , . .  .Зс*,, V i,  У з , - . .J7*, | я )  озна
чает основную функцию аддитивной теории чисел, определяе
мую как число-чисел интервала 1, 2 ,. . .п , совпадающих или, 
по крайней мере, с одним из л -ов , или, по крайней мере, с од
ним из у-ов, или по крайней мере, с одной из сумм x,-\~yj. 
Здесь так же, как и предыдущих работах, OjJ означает коэффи
циент при и* в разложении (1-|-а)" по степеням, поэтому 

равно числу членов в двойной сумме, стоящей под 
знаком корня в выражении ^p(f ,n).  Целью настоящей работы 
является определение среднего кубического значения основной 
функции f, т. е. определение 9Из(/, л) или, что тоже самое, опре
деление двойной суммы

=  V у  f (Xi ,  -V o ,.. .л-*,; y i У з , . . .у*̂  I л)7 =

( 1)
^ ( X l t  Х ^ , .  . . Х / г ^  J У ] ,  У з , . . -У )! ,

-VZ. г;.
Покажем, что для этого достаточно определить значение 

суммы:
~  2 j 2  ,Х 2 , . . .  -V*.; у ь Уа,. .  -У», |я)* =

=  2  2  -^2,... а:*, ; У„ Уа, - • -У*. ,«)*

К  К
<2)
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где штрих при знаке суммирования означает, что суммирование 
распространено на все те пары сочетаний Xt, Х2, . . .Xk,',yu у*,. .у*„ 
у которых выполнено условие: дс)-|-У/Ф л - |- 1 ( i =  1, 2 ,..
/ =  1,

В самом деле, в вышецитированной работе*) на стр. 30 
имеется формула (36), принимающая, после элементарных упро
щений, следующий вид:

Ф„+,;р (и.т») =  (1 +  «)"+' (1 +  — (1 +  и фх»)'* ф-
р д-1

+  (1 f  и)(1 + а )  2 с ^ Ф » : Д и .г » ) - 2 с ? Ф - ; И и .1 ' ) ,  О )
jri 1=1

где Ф„;p(u,v) и Ф'„■p{u,v) определяются формулами:

(4)Ф л ;д (« ,‘0 ) = ' ^  V  52/;^ И*'V**

Ф'„; Ди, X,) = 2  2  “*■
Лд —О

а Sk̂ 'X, и 5*1,i," определяются формулами (32) и (33) той же ра
боты, Умножая обе части соотношения (3) на {(1 фиД1 -|-t>))'*~"“ ‘ 
и суммируя затем по п от единицы до т—1, получим:

^ Ф  л+1; о («,1') { (1 + < * ) ( ! + 1 * )  ) =
Л = |

Р т—1
= 2  2  1 ( 1 + «)(1+ V) I" ■" Ф

п^\
т — 1

ф ( /п  -  1)(1 ф  и)« (1 ф  V)” -  2 ( 1  ф и ф ® )"  ((1 +  н)(1 фх»))"~"" -
Л = 1

-  у  q  V ф ;  ̂, («. х;) j (1 ф  Ц) (1 ф  X») I"
)т—п—1

s=t л=*'
Вычитая из обеих частей последнего равенства

m*t
2 Ф л;я («.®) |( 1 - и ) (1 ф ® )!  .получим:
п^2
Ф„.р(н,х/) == {(1 ф и)(1 фХ1) [" " 'ф , ;р(н,Х))ф (от— 1)(1 ф «)'" (1ф х /)'"—

т —I
-  2 ( ^ + и + ® ) " ! ( 1 + “)(1 + ® )Г ~ '’ ‘+

1) Известия Научно-исследовательского института математики и механики 
при Томском Государственном ун те им В. В. Куйбышева, том 2-й выпуск 1-й 
.Определение среднс-квлдратишюго* стр. 13—ЗЬ.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



130 Романов Н. П.

р -\ т —1

+  + г ' ) Г ' ' ‘
Х=1 Я=1
р—\ Я|—1

2  V Ф„;, (и, г») ((1 4- и)(1 - f  V )  I” '"— n- I

s = l  п -Л

или заменяя т т  п и л на А; и пользуясь равенством
Ф up{u ,v )^a - lrv -{ -uv  =  {l + и )(1  4 - -у)— 1,

получим: Ф„;^,(и,г;) =  л(1 4-в)"(1 4-'^’)'’— (1 4 ’ В)"'' (1 4~'^')"~'—
Я—I

kz= l

P - J л—I

+  2  ^  : 4и , j (1 4- И)( I 4- Х-) Г ■*

р—I п—I

— 2  2  1 + "К   ̂ г  • *” (5)
*=1

Таким образом, мы найдем Ф/1,р(м,у), если знаем Фп.\(и,у), 
а>„;J (и ,т ) .. . . Ф„;р_, {и.V), ф; . , (и ,V), <1>;.̂ (« .v ) , . . . а > ; . («,v). Так 
как на основании формулы (26), (38) и (39) указанной *) работы, 
значения Ф„ i (и, v) =  Ф„ (и, v), Ф^., (н, v) — <1>;̂ («, v) и Ф„; j (и, г») 
известны, для определения Фл:з(«,‘У) достаточно определить 
Ф),. 2 (в. ®)i т. е. для определения значения суммы (1) достаточно 
определить сумму (2).

Начнем, поэтому, с определения суммы S ^ ' \  и ее произво
дящей функции Ф^;2(“''^)* этого определим число пар ич
сочетаний л , ,х „ ........хн,-,УиУ2, .........у*., где ( l < X b < X 2< .........
---- Л*.<Л ---- Ук,<П) Хи Х.,.. .Xk, и Уи У г - ■ Ук.
суть сочетания из первых п цифр натурального ряда чисел по 
ki и 2̂ соответственно, удовлетворяющие условиям:

-\-yj Ф В +  1; 4- V/ Ф /«ь Xi-\-yj ф ;я,; Xi ф ОТ,; yj ф ш,;
Xi ^  гп2; y j Ш2 ( i— 1, 2....... k u J = \ ,  2........ кг), (6)

>) Формула (39) в указанной работе напечатана неверно, нмевио, последний 
п—I

член следует читать — 2 \  (и, о) |  (I -|- и)(1 +  о)  ̂ j  ^е
*-1Л —I

+  2^ ф;  {и, 1, ) | ( 1 +ы)(1 -1-г)| ' '  *
Д=1
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где ОТ, и ОТ; любые заданные целые числа, удовлетворяющие 
неравенствам 1 < о т 1 < л ,  1< !отг< л . Для определения числа 
указанных пар сочетаний воспользуемся приемом, использован 
ным в вышецитированной работе при определении числа пар 
сочетаний, удовлетворяющих условиям (5) и (8) этой работы. 
Воспользуемся и здесь также теоремой; (см. 15 стр. указ, ра
боты). Если дана совокупность из N  объектов и л’ условий 
Ах, A- i , . . .  .As,  то тогда число объектов N ,  не удовлетворяющих 
ни одному из условий Ai, равно М — N a, —Na, —. . .  — +
+  Ч-... ■ • • • • +  Л'л,л,л,...л, , где ^ к 1,А 1, . .м р  озна
чает число объектов, удовлетворяющих условиям i4i,, Л /;,..
В качестве указанной совокупности из N  элементов возьмем все 
пары сочетаний х,, х^,.. .л*,; Vi, Уг.• • -Уь,, удовлетворяющие усло
виям n-i - l  ( / = 1 ,  2....... a в качестве
условий A i следующие условия:

А > Л — '  ̂ 1 Л =.-''«1 — =
^ ' “ )от, Г ' ^ ^ ~ / о т , - 1 Г - -  \ 1 S’

. _ — S 1 I л
‘̂ '"' + ^ ~ ‘ |ОТгГ ‘'̂ '”'■*■■*— //«2— 1 Г "  I ,  Г

где условие J р | означает, что в сочетание X i ,  х , , ------дс», пары
входит а, а в сочетание у,, у ;..... у*, входит р и, кроме того,
условие I означает, что во второе сочетание пары входит от,

а условие | |  означает, что в первое сочетание пары входит от.
Очевидно, что искомое число пар сочетаний равно числу пар 
сочетаний, удовлетворяющих условиям:

Xi -f- у/ Ф л -ф 1 (г =  1, 2, . . . .  А); у — 1, 2 ,. . .  Л;) (7)
и не удовлетворяющих ни одному из условий Ал (см. указ, ра
боту, стр. 17—19.). Назовем сочетание из условий Л/, Л ,,...Л ,, 
совместимым, если М а„ а 1,...а 1р ф О  и  определим число совмести
мых сочетаний из услевий At по р (1 -< />< от,-фот2-|-2). Кроме 
того, определим число совместимых сочетаний по р каждого и:з 
следующих шестнадцати типов;

(Л |, Ащ^и-1, Лщ,-!-■), Ля|,-Гт,-1-2) I (Л ,, Лщ,-)-! , А т ,+ 1 ,  А т ,1  т , \ - “2) ,

(Ах, А

(j4j, Ant̂ Af-\j Am̂  t 2) {A\y , Am̂~[-2t »*i 2) »

(Л ь j)  ;(Л „ Л«,+ 1 , Ля.,̂ -2 , Лш,+«,п 2 );

. (Л ,, А,п,.^\, Ат,+г> Am, m,-i-i)
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И .
{Аг, Ani,+2t Amt+mfi-i)

(^A\f Affg^~̂ 2i > (  A i f  A/fi^^i f А щ ~̂̂~2 t »

(^If /̂И1-4~1л̂ -|-2) (^If ^ iW|-1-2f
где под сочетаниями типа (Л,, Ля,,+ь Л„.+2, Л„,4-„,+2) например под
разумеваются сочетания, содержащие Л), Am.+i, но не содержа
щие Ля,,4-2, Ля,,4-т,+2 и т. д. Иначе говоря, в названии типа соче
таний условия, заведомо не входящие в сочетания, отмечены 
черточками, а заведомо входящие в сочет;^ния отмечены без 
изменения. Обозначим через число всех совместимых со
четаний из Л], Лг........Л„,+и,4-2 по р, а через (Л =  I, 2 , . . .  16)
число всех совместимых комбинаций ^-го типа из Л|, Л],..........
-------Ат,+т ,+ 2  ПО /7. О чевИ Д Н О , ЧТО

16

(в)
к=\

Обозначим через 7* (тг,, Отг, î , v, р) число совместимых соче
танийА; -того т и п а  из условий |(/П| L - i ) - r r ' l
{^* 1 {/я } {ffh—  i j ___{” 1̂ среди верхних чи

сел символов | ^ | » | ^ | » | * | >  входящих в сочетание, имеются щ
а среди нижних чисел тех же символов имеется v различных 
между собой чисел. Обозначим далее через 7 {т,, т^, Р, V, р) 
число в с е х  совместимых сочетаний из условий вышеуказан
ного вида. Очевидно:

16
Т(т,, те,, (i, V ,  р) — ^  Тк (те,, тег, [>■, v, р), (9)

k~l

Определим значение суммы Na,_a,_...Ajp, распространен
ной на все совместимые сочетания из условий Л/. Покажем 
сначала, что если среди верхних чисел условий Лг,, Л /,,..  .Л/р 
имеется (х и среди нижних v различных между собою чисел, то

....
где с ” =  с " ( с р .  стр. 18 указанной работы).

В самом деле, обозначим через а,, а,....... все различные
между собою верхние числа символов Л;,, Л;,. . . .  Л;  ̂ а через 
Pi,р2,- • ■ все различные между собою нижние числа тех же 
символов. Тогда число пар сочетаний x̂ i, х ,....... Хк,]Ух, Уг,.. .уь„
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(10)

удовлетворяющих условиям (7) и условиям Ai,, Ai,, . . .Ai^,равно 
числу uap сочетаний, удовлетворяющих условиям (7) и условиям:

....... V  (^»)(|ii)-* - (?v),
Pi, p2,....pv ^

которые означают, что в первое сочетание пары х,, Лг,^. .дс*, 
заведомо входят числа о,, o j , . . и заведомо не входят Рь Ра,...  
. . .pv и, кроме того, в сочетание уи  Уа.•••>'*. пары заведомо
входят ,р1, Pa,...Pv и заведомо не входят а ,......... , причем
а. =  я + 1  — «I (* =  1. 2,. ..р.) и л +  1 — р, (i =  l, 2........ v).
Очевидно, что все числа верхней строчки условий (10), а равно 
и все числа нижней строчки, между собой различны, так как из 
предложения а ,=  Р; следует а, +  ру =  л + 1. что противоречит 
тому, что i4i, Л/,___Alp суть совместимые условия, т. е. усло
вия не противоречащие (7). Если мы выбросим из сочетаний 
X,. Xi,...yk, и уи уг,. .yii, числа, заведомо в них входящие, то, убедим
ся в том что число NAi,Ai,....Aip указанных пар сочетаний х,,Ла,...
___X», ;у1,у 2........ равно числу пар сочетаний х,. Ха..................
. .  ; у,, уа. • ■ -yfti—v удовлетворяющих условиям (7) и усло
виям:

(И )
(*.) («2) . . . . ( а^)  (Р.) (_P2)...(Pv)
(Р.) (P2)....(P v ) (»l) (*2)....{»f.)

Если мы обозначим через "fa........различные
числа из числового интервала 1, 2....... п, отличные от чисел
а,, Oj,... .а^, р,, Ра,... Pv, расположенные в возрастающем по
рядке, а через 8], 6, ....... все различные числа того же ин
тервала, отличные от Рь Ра,-..Р>. “ь ®2>---- “|л и расположенные
в возрастающем порядке, то будем иметь (так как вычитая из 
л -|-1 все числа верхней строчки (11) мы получим все числа
•нижней строчки) ifj =  n -f- 1 — 8„4_i_^_v_i ( * = 1, 2, ........л—ji—v)
то есть равно n-f-1 тогда и только тогда, когда г-}-у =
=  л -)-1 — !* — V. Рассматриваемые пары сочетаний Xi, Ха,----
• - • Уг,-• -Уа*—V. удовлетворяющие условиям (7) и (11)
можно записать как пары сочетаний T/.,Ti.......................................
. . .  8 - , удовлетворяющие условиям 4  -j-y'p ф л Ч- 1 — у — v.
Число же пар сочетаний, r'l,/а,-• ,х;Уь Уа,-• -Уа,—v (*я-фУ» ф 
ф л + 1  — |х — v), равно (ср. стр. 15 цитированной ра
боты). Поэтому имеем:

..л. ^  (ли, т „  ^  V, р) C;+V.iClv (12)
1*=0 v=0
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Поэтому, на основании формулы 

Л/ =  Л/ — N a, — N А, — • •.— NaiAj ~|~ • • • — .......... rh
±^А,А,...A,{s =  mi-\-m-.~>r2) (13)

имеем для числа всех пар сочетаний Хо,.. .л*,; j»,, У>........
• • •3'*, удовлетворяющих условиям (6);

mi-f-mj-j-2 т,Н-/Яз-|-1

-V = < „ . , + 2 ' I ' S  2
р—\ !ж=0 v=0

Введем символ е (т ;х ,, Хг,. . .х*,; у,, З'а.-■ •З'О* Равный единице, 
если тп входит в состав аддитивной суммы Шнирельмана по
следовательностей X,, Хз,...X*, и уи  у2,--'Ук,, и равный нулю в 
прйтивном случае, т. е. равен единице, если только пара соче
таний; Xi, Хз,.. .х*,;у/ь З'з!-• • V*. нарушает по крайней мере одно 
из условий: Xi ф т ,  у/ ф пг, Х(-фу; ^  т [ i =  \ ,2, . .  ./г,; / =  1,2,...Л,). 
Очевидно, что

П П
^  ^  ^ 2 , X2,...xk:,yi,y>,--yi>,)=^
mi=l /п,=1

n n
—  ^ { [ l — E( OTi ; x , , x , . . . . x * , ; y , , y a , . . . y f t . , ) ] X

W,3=l

X  [1 —  E f/Пз; x „  X ,. . . . X*,; y „  y „  . . .y *J ] —  1} +

m,— l m,=l
ф-г(т2;х,,х„...х*,;у1,уг,...у*,)]?=/(-Х1,Х2---- -«*.:У»У2- •

Суммируя обе части полученного соотношения по всем парам 
Л11,Х2,...х*.:уьУ2..-3'*,. удовлетворяющим условиям X iф -y^ф л-t-l 
( / =  1 ,2 ,.. 1, 2,. .^з) и пользуясь (14), получим:

2  2  f{XuX.,. .  .X*, ly i.y j, . . .у»,|л)2 —
XI У"ki к,

ft п

m i=l m ,= l fi.=0 --—О р= \
п

4 - 2 2 ! •••X*,; У1, у-1,-■-УкХ
1,'Я WSSIл*, /
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где штрих при знаке двойной суммы ^  ^  означает, что суи-

мирование распространено на все пары сочетаний л:,, х*,..
Vi, Уъ • • -У*, удовлетворяющих условиям: Х\ ф л-|- 1 (* =  1,2,... 
.. . k u j — \ , 2 , . . Лк)  на основании формул (6) и (12) моей выше- 
питироваиной работы получим из последнего соотношения:

V  V  / (л-,, л'2, .. .л>.; V,, J-2- • • -Ук, \пУ —

К
ft П Я | J-+-/?! _-}-1

2  2  2  2
W,=l /Л2=1  ̂ Р—̂

п п ,Г ^т—1;/Н-1—m ,
~Ь 2 (— 1 У~ Ср Ск,-р. к,-р -ф

m = i  р— \

/  т + \ . п + 1 - т  т - \  п + 1 - т  'т-1;л+1 т \ п-2р+2 1
ф ф р  ~ ^ р  S -1  Ф*,-Л+1.*.-Р! 1J +

л n -f l
I , \р  1; л+1 —m _ я —2 р + '+  11 Op ,

m -1 р
(15)

. ; де '** означает число всех сочетаний из первых п чисел на
турального ряда по к, таких, что ни одна пара чисел, входя-'n;d
щих в Сочетание, не имеет разности, равной а, а означает 
число таких сочетаний, все числа которых, сверх того, отличны 
от d.

Умножая обе части формулы (15) на ц*'-у*» и суммируя по
k■̂, Лз от нуля до п, получим:

Фл;2 (ы, г>) =
л п 2п+2

=  ^ ( —IV’ 7'(/П1,/Пз,1̂ .у,А>) ut^t>''(l-fu-4-T>)"~>^~ ' ф-
m|mj~l|i,vx=:0 р=1

ф-2 лф ,̂ (и, 1/ ) =  (о, т;) +  л2(1 +  и-фг))'‘ +

, 2л (1-|-и  ~1?)"+2
Н--------------------------- X 1 я-t-l—m (jc)ф

фЛ<Рт-1 m-rl—ш (л) — ; п + \ - т  (л)] Ф

+  +  “  +  V l , . :  W l =
UV m=l

— If̂ n {u, v) Ф Л“ (1 Ф u Ф v y  Ф  2л 0Л (и, v}. (16)
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где Wk (u, v),,rfn,a(x), x,6„(u,v) н Ф^(и, v) определяются форшу* 
лами;

UV
^  ~  ' (i + о)» ^) =  ф ;  -> «  (1 +  « +  v )^ ,

4»; («. V) =  Ф'„., (и, о) =  2  ^  S'ik,  «*■ '»*’
*1=0 *1^ и

Wniu,v) =
я я Jrt+J '

~^id  ^ ( —1У’ Ц / П | . » * з , | * , у . Р ) и Р 0^)
(‘tX̂ O р=0

(Г(от|, Шз, о, о, 0) =  1, Т (mi, mj, ji, v, 0) =  0 при ji  ̂ф 0)

Подставляя в формулу (5) настоящей работы р =  3 и, поль
зуясь элементарной формулой

«—1
2 ( 1  +  и-Ьо)*[(1-|-и)(1-|-г»)1«-*-‘ =
*=|

_  (1 + ц)"-Ч1Ч-гО"-»— ( 1 + ц - f
UV (1-|-ы ф -о) (18)соь/

получиу;
Ф„;3(«. 0) =  Я (1 + Д )"(1 ^ р )Я — л  + ‘Р)"— ( 1 + « ± ^ ,

UV||~1
+  3 У ф * . , ( и , о) ( ( 1 + и ) ( 1 - |- г , ) ] «  * 4 -

Jb=l 
я—1

+  3 ^  Ф*;2(в, г>)1(1 4-а)(1 —
*=.t

Я — I

*»t
Я~1

- 3 ^  ф;;,(в.гг)[(1 ф «)(!-[,

где
Фя; 1 («, V) =  Фя (и, V) =  я {(1 -j- «)(1 -фо)]« —

_  (1 + ц )" (1 Ч -‘в)"— (1 -f д + 'р ) ‘
•UV

(J9)

(20)
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(си. формулу (38) цитированной работы)

,̂.1 (и,г>) =  Ф; (и, V) =  я (1 +  и - f  1»)» 4 -  XUV
п

я , n-fl-m(.«)4--«'Pm-l;«-|-l-/« (-̂ ) — фя1-И;я-И-т W ] +
т=)

, (1+ы4-г/)»+*
4“ /  I [ф/я;B-fl—m уХ) *рш—1;л-И— I

i t i
/ х = - — \ (21)

(см. формулу (27) там же).
Подставляя в формулу (5) р =  2, точно также получим:

Ф. ,(ф  „ (1 +  „ ).( , + V ). -  Л -Ь-У (14ф) - - 0 - Ь - И ' ) - . ^
UV

и-1
4-2 2 ] ф * i(" ' »)[(1 4 -« )(1 4-v)]'’'* —

*=1
я—1

— 2 S  (“> ■") 1"'
*=1

или, на основании (18), (20), (21) и элементарной формулы:
Я--1
^  А(1 4- и 4-^')* 1( 1 4- «)(1 4- «'))”-*-• ==
а- 1

_  (я—1К14-м4-<>)"—д(14-«)(14-‘р)(14-и4“̂ )*~~‘(1 [ д [ j

(22)

u^v^

tt^V^

получаем, после элементарных упрощений:

Фя:2 (И, г>) =

(1 4 -в )° (1 4 -у )* - (1 4 -^ 4 -р )*=  Я*(1 - f  “ )"(1 4-» ')" — (2я — 1)

- 2 V  е*(и. 'ц)1(14- « ) ( 14 -« ) )

lit'

! » - а - 1 (23)
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где, ДЛЯ простоты, положено:

(“ > ■*̂) =  '’’я («, г') — л (1 +  и +  г')*’ =  X
uv

^  [?« ■ я-f-l —<it I X  I m (''C) срп|_|_|;д,̂ | я, I
m—1

, (1 -f-« +  'U)'’+‘ ,----------------- ^  I'Pm .nM-mU) —cp„_,;„4-|_«(x) j.- (24)
UV m. I

Подставляя в (19) Ф*;2(м, “p) из формулы (23) и пользуясь 
при этом (16), (18), (20), (21), (22) (24) и элементарной формулой:

и — 1

V  ^J(1 -|-«-|-t,)A [(l_)-u)(l _|_г;)|п-А-1 =

” ^  (? — 1 )Ч 1 +  И +  ®)"+2 ,
цг^г

(2я« —2я— 1)П -[-ы)(1-f  р)(1 4 -ц 4 -т>)м< _

+  ■ 

- f

цЗ .рЗ

+«)==(! +JP)

(14-ы)"(14-Ц)”( 1 + а +  +
u’v-*

+ и)”+ Ч 1 + ^)* + Ч 1 + а  f .^ )
цЗ^З

+

- ^  +

(25)
получаем:

— (Зя* — З л +  1)

Ф » ;з ( м ,  г») =  я® (1  +  « ) " ( !  —
(1 4-«)'■(!+ г ; ) п - (1 -f-а -}-«>)• 

UV
в — 1

п—1 ДГ=:1

-3 V  (4А_1)0*(и, t»)[(l 4-и)(1 + ® )]»-*-• 
*=1

(26)

Для исследования формулы (26), необходимо видоизменить 
выражение для '^'„(u,v) и Wa{u,v). Оставляя пода в стороне 
вторую задачу как более трудную, преобразуем (и, г») к 
форме явного алгебраического выражения от и я v.

Для этого нужно найти, прежде всего, явные выражения 
для производящих функций v„-a(x) чисел
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Докажем сначала формулы:
: , I 1 ______ \n-t-2 ______

2 ( у  +  — / 1 + 4 x 1  =<ря(х) +  2хф„_1(х)+ф„(х)|/ 1 _|_4х (2>

• ,1  1 \Я+̂
2 /- i------^ у Т + 4 л 1  =?«(•«)+2х®„_1 (х)—ф„(х)|/1 4 д; (28)

где

( Х ) = 0 „ ; , ( Х ) =  V
fc=0

функция фя(х) удовлетворяет рекуррентному соотношению:

=.?«-! (-«) +  -«Т<»-2(-«) (29)
(см. формулу (15) цитированной работы).
Поэтому правые части доказываемых равенств (27) и (28) 

удовлетворяют тому же соотношению, как линейные комбина
ции фп(х) и ip„.^i(x)c постоянными относительно « коэффициен
тами. Непосредственной элементарной подстановкой убеждаемся 
в том, что и левые части (27), (28) удовлетворяют соотноше
нию (29).

Далее, так как левые и правые части (27) и (28) удовлетво
ряют одному и тому же рекуррентному соотношению и совпа
дают при л =  0 и л =  1, то равенства (27) и (28) доказаны.

Докажем теперь формулу
/ 1 , 1  ^______ \ ”+‘'+='

■pa;d('̂ ) — ’ /, ~~ ' 4rf+l( К 1 + 4 х ) " + ‘

X 1— i
—  X

X
^ ( y + Y K i + 4 : i ) ’

I 9+-3'

X

+

- y / l + 4 x j

■ p / T T ^ + ' '
■X

X 1 —

—  X d—r
X

/ 1 + 4 Х
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X

где

1 —
— X

, ( 2
(30)

я =

г =  п —qd, n = q d - { - r
Для доказательства этой формулы, подставим в формулу

•+Ч
<f„.a (Jc) =  ^  C(s|/n„ m j,. .та) {— х)*<f„+â 2s (х) (31)

S = r0
(формула (22) моей цитированной выше работы),гдеС(5|/П1,тг, -  
^...та) =  С(з\п, d) означает число всех разложений числа s на d 
слагаемых следующего вида; 5 =  Zi +  z , + . . .  ( 0 < z ,< / n .4 - 1,

t =  i , 2 ....... d) где mi, = [ ^ j  0 = 1.2........d)

Производящая функция чисел C(s\n ,d)  очевидно равна
n-i-d ^

J « . d { z ) = ' ^ C { s \ n , d ) z ‘ =  II ( i - f z 4 - z *  +
Х=0

_  ( I — zg+y-^(l ~ z 4 - ^ y

. . . - i - Z
,«, + 1 ^_

так как среди ях; имеется ровно d — г чисел равных у~Ь1- 
На основании (58), (29), (31) и (32) имеем теперь:

~  f  ( т + Т

Т.:,(дг)=  2̂  К1 +  4л:J^o

_ (
1 , I ^_____ V+a-H*
^ + у К 1 + 4 л )

.(т+т^^'+Ч’
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/и: (

После элементарных преобразований, как легко видеть послед
нее соотношение переходит в формулу (30). Другое *), удобное 
для определения выражение для (я, v) мы получим,
если докажем формулу:

(1 -J-ы-|-г»)” 1

где

UV
(1 -f  u - f  х;)2■)=2/ д.-о Z ^ D l ^  (33)i-rzd Ла«=0

I f . .ЛрЛа «j R\

Легко показать, пользуясь правилом треугольника Паскаля

соотношение:
■чЯ—1 Я—I ■чЯ -1 (34)

Помножая обе части соотношения (34) на и*' и суммируя 
по всем неотрицательным значениям ki, А21 получим для суммы

Я Я

рекурентное соотношение:
F„ (и, г») =  (1 +  и -f г>) K„_i (ы. г») — нг; V„-t («, т;).

Так как тому же соотношению удовлетворяет и

»j)„(u,'i>)=(l-[-«-f'u)“?n-if---------- — ------ К® нетрудно убедиться
\ (1 Ч“ “ “Ь }

на основании (29)) и так как совершенно очевидно, что Vt(u, v) =  
=  ф, (и, г;) =  1 +  ы т;, Уг{и, v) =  ’î 2 {u,v)— 1 -|-2«4-2г>-|-аг»-|-н2г/=, 
то имеем при всяком л > 0 ;  V„ {и, — v) так как две функ
ции ф„(ы, г»), V„{u,v) удовлетворяющие одному и тому же ре- 
курентному соотношению и совпадающие при п — \, 2, должны 
совпадать при всех положительных значениях. Таким образом, 
равенство (33) доказано. Мы видим, что выражение '1'я(и, "v)-
=  (1 -(- U 4- г»)” tp„_i(---------- — -------I, имеющее смысл *) при вся-

(1 + и  +  г»)2

1) Формула (33) была мною подучена на основании интересных соображевий, 
любезно сообщенных мне В. П Симоновым.

>) См. цитированную работу. Рекурентное соотношение (29) позволяет опре
делить <р„ (х) при л =  о, — 1, — 2 ,...
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КОМ п, имеет очень простые коэффициенты при л > 0 .  Кроме 
того, на основании формулы (16) цитированной работы:

(Х) -  —

имеем при

? т - 4  (Х )  

( —

UV

{и , V ) —- % _ 1  (и , V )
(35)

Помножая, далее, формулу (17) цитированной работы:

^  на ср„,, (х) и пользуясь
,*=0

той же формулой, получим:
(х) 9т, (х) 9 „, (х) =

ц,=0 (*5=0
Продолжая этот процесс дальше, получим:

« т ,  (Х)9т,(х). . . < р „ , ( ^ ) =  V  V  . . . . 1
р,,=0 ti,=0 |J.,=0

^®OT,4 m,+...+mi4-4—1—2 (P-l4"Pi“b' • l) ^X)
или

9m, {x) cpn,, (x :). . .  9mj (x:) =
W,

V
v = 0

C ( v | / n 2 , rrit,.. .nis){—xy 9n+s-\-2-. (-^), (36)

где С(и\гп2 , Шз,.. .nts) равно числу решений уравнения к =  .;,-|-
“Ь ^2+ ........+a^s-i в целых Zi удовлетворяющих неравенствам
О < ;г ;< ;/И(+1 +  1 (г := 1, 2 , . . .  .S— 1) и л = /л ,-f-/и ,-)-........т,.

Подобно тому, как в цитированной работе была доказана 
формула (22), из (19), получим:

где
9 „-а (•«) — 2  С {s\n, d){— x y  cp„4-d _ i_ 2 s ( х ) ,

n - \ - i— 1
С(«|л, d) =  C{s\m2, Щ,-----ma),mi =

(37)

( / = 2 ,  3,........ (I)
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при < />  1,(С(0;л, 1) =  1, C ( s \ n , d ) z ^ —_f„-d{z) —
s=0

На основании (21) (37), (31) и (36) имеем;

ф' (л, v) — n (1 -)-и "у)" -1-----N  C(sj  л:,л 4- 1 — т.)-^

=  («, у)
п

— V] N"' с  (51 ш — 1, п 4-1 — т) а “ у* Ф„ _ ц, {и, у) —
Vx О
Я

—  —  ( s |m  - 4 - 1 , л +  1 — т ) и '  ( ц , у ) +

1 ” >4 "V V  С(4-|т,я 4-1 — Л2)ы'‘ У"-}»„.̂1 2ь(и, у) —пт Л**(В—1 s=l

И ЛИ

J "  ^

-  V  V c ( s | f f t  — 1 . п Ц  I — /п )  и» у» (н , у )
«-у „'S' I s

(ы, у )= л (1  4 и 4- у)“ “f-
и

( C(s 4* 1 'ш.л 4“ 1 — /я)— ^  (^1^~ 1. я + 1 —w) —
m-l srO

ч

—  с  ( s - f - 1 ]/n + 1 . 1 — /я)! «*у'4н 2s (и, у) 4-

я*—1 *сг:1
— C(s-4-l|/ra—1,л+1—m)]«'‘y"'V»_i-2s (и, о) (38)

Выражение (38) для {и, v) удобнее других в том отноше- 
нни, что в него входят 4*» (и, у), коэффициенты которых легко 
найти по формуле (13).

В тех членах (38), в которых индексы при ф» (н. у) отрица
тельные, мы легко найдем коэффициенты, выразив 4» (“> с 
отрицательным индексом чере.з фо (и, у) с положительным ин
дексом на основании (35) и, таким образом, определим ^^"^ввиде 
сравнительно простого выражения.
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ПРИМРНЕНИЕ ФУНКЦИОНА]ГЬНОГО АНАЛИЗА К ВОПРОСАМ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

Н . П  Р о м а н о в  ( Томск).

В беседе со мной в 1935 г. Л. Г. Шннрельман сообщил мне 
о своих соображениях по поводу возможных применений функ
ционального анализа к вопросам теории распределения простых 
чисел, а также указал на то обстоятельство, что ряд числовых 
тождеств, связанных с распределением чисел, может быть по
лучен путем рассмотрения введенной им „(Ьункциональной“ 
дзета-функции. Целью настоящей pa6o ri.i является изложение 
идей Л. Г. .Шнирел'мана и дальнейшее их развитие и обобще
ние, к которому я недавно пришел. Рассмотрим семейство 
•функций F, определенных на области В. (Термин „область по
нимается з.тесь просто в смысле любого множества веществен
ных или коми 1ексных чисе.т). Рассмотрим последовательность 
дястрибутирных функциональных операторов i , ,  L,....... отобра
жающих функции семейства F в семейство F, и обладающих,
сверх того свойством /-л ^ т -  .... которое мы в
дальнейн1ем будем называть Л1—свойством. Например, рассмат
ривал в области ( — со, со) множество функций, обладающих тем 
свойством, что вместе с f{x), f{nx) где п любое целое положи
тельное число, принащаежиг тому же семейству (т. е. из 
f{x)sF следует f {nx)eF)  можем положить Lnf {x )—f{tix)

Тогда, очевидно, имеем

т. е.
Ln{Lmf{x) )  — Ln f { r n x ) — f{m n  х)  =  L„mf{x)

Тп Тппу
Также можно взягь операторы L n f  x) — yj,n)f(nx), где VJn) 

характер Дирихле для модуля к и F таково, что из f{x)sF 
следует у{п)/{пх) г F

Из данной последовательности операторов, обладающих Л1— 
свойством, .можно получить лру| ие последовательности, об
ладающие тем же сн йством на оспопании теоремы: если 
Тл(л — 1,2,3........) есть послед.1вательность операитров, облада
ющая М —своДс вом, то и L„ -^--ALnA~'  где А и А ~ ‘ два 
взаимно- братных линейных <)'ункциона ^ьных оператора, отобра
жающих F  само на себя, так.ке образует последовагельность, 
обладающую yW—свойством;

Тп T/rt — А L гг А   ̂AL т ^  -А/. ALfifn А   ̂ Тпт
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Приведем примеры последовательностей фукциональных 
операторов, обладающих М—свойством;

infix)  =f{n^^x) о ^О , in f ix )  =  f i x а log и), in fix) =  fix"),
i n f i x )  =/(лА - — (л — 1) a),

X

i n f i x )  =  j >  i x " ) d x ,  i n f i x )  = f i< ?  («-> (A)), (cpi- (A)) =  A)
О

определенных, разумеется, на соответствующим образом—подо
бранных множествах F. Больщое количество примеров можно 
получить на основании того замечания, что последовательность 
функциональных операторов

=  =  („ =  1,2....... )

где У. есть произвольный линейный функциональный оператор 
обладает М  — свойством, если при этом все ряды здесь рас
сматриваемые:

L„ fix) =  fix) +  1 f ix)  -I ).* /(A) + ..........

ft=0
будут аасолютно сходящимися и полученное применение опера
ций У.’’ ip = ^ \ ,2 . . . .) к рассматриваемым рядам предполагается 
законным. В этих предположениях проверка М—свойства совер 
шается формально также, как проверка элементарного соотно
шения — {пт)^-.

V  U* V  =
^  k\ ^  /! ^  k\к-о г О * О

где I».—число.
Этим способом можно получить и ранее рассмотремные при

меры. Напр. для /(а) разлагающейся в ряд Тэйлора

/(A -f  А )= /( а) + ^ Г ( А ) + .

имеем:
ioĝfi. а

7(A) =  лi n f i x )  — fix - \ -a \og  п) = е 
Далее для аналитической fix):

infix)  =  finx) =  infix)  =  Да") =  ^ Д;с):
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=  п fix), и  fix) =  " Ч х )  =  fix) =
оо

=  Д*/(^) . (Д /(д :)= /(х + 1 )- /(х ) ) .
k\

Рассмотрим теперь функциональный оператор следующего 
вида, определенный на функциональном множестве F

4s,L) = V —

на основании следующего соотношения;
ОО

C(.,L)/(X)=: V - M - -rV‘
л—1

где ряд справа предполагается абсолютно сходящимся для 
/?(s)>6o и последовательность L„ обладает М—свойством.

Оператор С(х, А) таким образом определен для всех/(х) 
рассматриваемого семейства F и для всех значений комплек
сного параметра 5 =  о - |-й  лежащих правее линии о=гоо. В част
ности, при соответствующих ограничениях легко определяется 
функциональный оператор

rt*
где / некоторых дистрибутивный функциональный оператор и

ОО

 ̂ 'фи чем легко видеть, что лля1,„—п~
Р'-р-О

/И— свойство выполняется. В частности, при соответствующих1
1 ограничениях для F имеем приХ^(х) =  — х/ ' (х)илиХ =  — х  -
' ах

: ( 5 - f  Х)/(Л) =
ои

f inx)

Также точно для >.= — xi ogx  — имеем (на основаиии Дх")
dx

log я log X - -=  (? ^  fix))

;(s  J-X)/(X)=
я*
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Приложения рассматриваемой здесь функциональной дзета- 
функции основано на следующем замечании: если на функциональ
ном множестве F- определена последовательность функциональ
ных операторов LxL-,........такая что из f (x)sF  и обладающая
yW—свойством Z,„im==/-пт т. 0 . L„ (Lm f{x)) =  Ь„„ f(x) ё F . Если, 
кроме того, для всех значений комплексного параметра s в'епщ- 
ственная часть которого больше оц и для любой /(х) из F, ряд

^  _  г (5 у (д;) абсолютно сходится и дает функцию,
^  я*

п 1
принадлежащую к некоторому семейству F'. Если, далее для

СО
^  l0£f /I

каждаго R(s)'^ao и каждой f{x)sF ряя >  - Lnf{x) =
Л : 1

=  — ^,'{s,L) очевидно, сходящийся дает функцию от х, принад-оо
лежащую к семейству F \  а ряд /:„/(х) =  ; - '  (5, L)f{x),

сходящий на том том же функциональном множестве F  дает 
функцию, принадлежащую к F" и почленное применение опера
торов к рассматриваемым рядам законно, то тогда справедливо 
следующее тождество

С' (S, L ) . С (5, L ) -  ' /(X) == У  и / ( х ) . . ( 1)

для каждой f{x)e.F. Это тождество является обобщением тожде
ства Эйлера для дяета-функции и доказывается совершенно 
аналогичным образом на основе /VI—свойства для L„ и тождества

V  log ^ =  Л (я).
йп

Вывод формулы (I) опускаем в виду его полной очевидности. 
Также точно легко доказать тождество

!l-'(5,/-)C(5,iL)/W  =  /(x) (2)
оправдывающее обозначение C~'(s,I-).

Разумеется произведение ^'{s,L) на С“ '(5, /,) нужно понимать 
в смысле композиции операторов. Для случая:

Ln /(х) — е 
получим:

Д;,) =  Д;,П) ^  Д^) _  Д^), ,  ^  О

С(Х)с?(х)= У - .-Ф (х )  =
Я = 1 п~Л
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следовательно для
' i {x )=x  :(1)^(х): X

1 —X
Следовательно

С (X) —  =  с“’ =1 — X
Поэтому тождество (1) дает для

CIS. L) =  C(X), f {x )^

в этом случае
оо оо

X" \ л-------— л  log tn х ' ^

\ — х

(3)
Jmmi 1 --X" Jmd
п =1 m i

т. е. известное тождество для ряаа Ламберта, которое т. о. по
лучилось из обобщенного тождества Эйлера (1). Это рассужде
ние не только дает новый вывод тожаества (3), не только свя
зывает неожиданным образом давно известное тождество (3) с 
тождеством Эйлера, но и дает надежду изучить ряд Ламберта
ОО

\(л) ^   ̂ методами теории дзета - функции, на основе
Л  !

равенства

у  Л(«)  ̂  ̂ ( Х ) ^ -  . (>- == — X log X ^  У
^  1 — л:" С 1 — л : \  dx /П т:1

так как (как увидим ниже) свойства функции С от „функцио
нального" аргумента совпадает со многими свойствами обычной 
дзета-функци. Для функциональной дзета-функции для случая 
L„ =  ^  е (след. '  {s, L) --  '(5 -|- X)) возможно найти в
некоторых случаях аналитическое продолжение C(s-l-X) внутрь 
„критической полосы", аналогично тому, как это делается в 
теории обычной дзета-функиин. Прежде всего, о п р е д е л я я для 
любого н > 0  (не только целого) формулой:

и  f i x )  f i x)  =   ̂ ^^f i x)  = f i x ) ~  -1-°̂  “  Х /(х ) + . . . .

имеем тождество, аналогичное известному тождеству из теории 
обычной дзета-функции:

С (5 -Ь Х )/(х ) ~-:;(д,Л )/Гх) =

S +  X -/CxJ — (5 +  X) j  Lu f ix) du
S  +  X — 1 (4)

(cm. напр. Ингам „Распределение простых чисел")
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где

определено как

5 -j- X 
S +  X— 1 /W

—  Luf  (л:) du — (s -j- J '
I I

и [и] означает целую часть и.
При этом делаются следующие предложения / {х)~О(и^  

для каждой f  (x)eF,  операцию X можно переносить через знак 
интегралов для случая /?(х)>оо -[- 1 (дающего абсолютную сходи
мость всех интегралов^, ^ ( s ) > a o + l  причем, естественно, зна
чения этих интегралов и подинтегральных выражений пред
полагаются принадлежащими области определения оператора X 
(иначе 1оворя все выражения, входящие в формулу, предпола
гаются имеющими с;.;ысл).

Кроме того, равенство;
оо оо

V  < - ' ° е " Г  ).+ . ц )̂ =  л V  („ >  о . F)
^  k\ ■ ^ ^  k\
к=о А—1

предполагается справедливым, т. е. предполагяется, что к равно
мерно сходящемуся ряду для «""^/(ж) можно почленно приме
нить операцию X. Последнее будет наверное выполнено, если 
операцию X можво применять по членно к абсолютно сходящмся 
рядам или тогда, когда в результате ее применения получится 
абсолютно сходящийся ряд. Для доказательства формулы, отме
тим, что

d -^f{x) __ d - L \  - t K V W 1du du . u* k\ J
*=г0

. - JL -  V  ^
ц5-)-1

log м)* 
k\

ХЧ{х) ,5-t-l
(— logM)

k\ H 4 ( x )  =
*r.-l

_  _  ( 5  _j_ X) / (x).

Рассматривая следующий интеграл, получим формулу (4):

1 I
оо оо

л  -  / f{x)du-
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Применение функционального анализа 151

du —

du —

...............=
2

= < ' + ‘ > /  / w - ' ”  -  [ ( ^  -  T ^ i r ) +
I

+  2 ( j i r - n ^ )  +

1

/W  =

=  (5 +  >0 f  - ^ f ( x )  du -  C (S +  X)/U) Ч. m. d. 
J  ц-Ч-^

Выражение

?(-<)■ / w = ( ^ + > ^ )  f5 4- X — 1 J «•*+*j
входящее в формулу (4) является при /?(л) >  oo-f 1 частным 
решением функционального уравнения:

в самом деле;
( S  +  X— 1)ф(л) =  ( 5  +  Х)/(х) (5

1

1

Второй член правой части формулы (4) имеет смысл не 
при /?(5)> o o - f  1, но и при R(s)>ao  если оператор X приложим

СО

к интегралу Г - d и, при этом получается аналитическая ots
J  ы«+>+1
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функция, и если, при этом, первый член правой части этой фор
мулы аналитически продолжаем внутрь полосыз^ < ( 5) -f-1,
то тогда формула (4) дает аналитическое продолжение функцио
нальной дзета-функции С(х-[-л) определенной первоначально в 
области зо- j-1, внутрь этой полосы. Вопрос об аналити
ческом продолжении функциональной дзета-функции, таким 
образом, связан с аналитическим продолжением одного из ре
шений функционального уравнения (5) по параметру s. Возьмем, 
в частности, случай когда F есть множество функций определен
ных и регулярных, т. е, неограниченно дифференцируемых и
разлагающихся в ряд Тейлора, при чем положим ). =  — л log .

dx
В этом случае для и > 1  и и~^'(х) =  f (х") формула (1) приобре
тает вид:

п I

_ S -Ь X
S +

± ^ / ( A - ) - ( 5 - f X )  I ’

где

и - [ и ]  
п'+'

/  (л") du (б)

^ =  (S 4 -  >■) f  {x'‘)du
5 -f - А — 1 Ум®

I

=  [s— A-lOgA-^'l f (x“) — — (5 — AlogA d z
\ d x l J u ^ ^  \ d x U  z{ \ogzy

1 0

является решением линейного дифференциального уравнения: 

( s - f X — 1 ) у ; =  ( s - f  Х ) /( а )

и может быть 'получено из общего интеграла. Здесь
Помножая обе части формулы (6) на (5 - f  X)  ̂ поль-

S X
зуясь коммутативностью всех имеющихся здесь операторов 
получим:

СО

, Л + 4 : - 4 _ \ .  _
S -|- X S -f- X ли л®

П̂1
оо оо

^  \1  А (п) f i x ’') _   ̂ \  Г и -  [н] -у f i x '”’) А
^  л®  ̂ ^  ’ Аы J и®+> Z i  л®

(л)

л .  1 1
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Заесь

Применение функционального ан лила 

S +  X — 1.

153

=  при чем (s-(-^)“ ’ пони
мается, как оператир обратный к s-[-X слева, т. е. удовлетворя
ющий условию (5г-}-'Х) -' [(S + Х)_у(л:)] —

Таким оператором будет, в случае, если интегралы
к X

r(logO ® dt  и г у ' {t) dt  существуют и
.1 Jt\ogt
X) о
[logx) ’ v(x)].t-о^О.

(s ч - (х) =  — (log хУ J(log  /) , yU)
/log /

di (7)

В самом деле

(s +  К-S' 4- Х)М.Т)] =  -  (log ху  J  (log / - 0  ...at -

/ lo g /

: + (logxy |T/((logr) ^y(t)) y(x).

Легко также, путем простых выктадок. убедиться в том, что 
построенный здесь оператор (s^-X)-' является так же обратным 
правым к (5-{-Х), т. е.

(s-y\)[(s - f  X)-'j;(x)]:
X

=  ('» — x l o g A : — (logx)‘ ( (logt)-^
\  d x / [  J /log /

=  y(x)

s +  X—1легко проверить коммутативность оператора--------------—
s Ч~ X

L_'(s +  ^— ~  1 -f-X) ‘ с оператором (/-, v(-x:) =  
~  n ~ ' у(л) =  V (ас")) при всяком п, откуда автоматически выте-
кает коммутативность* onepai’opa - ' ,—  — (s-|-X— l)(s4-^)“'‘ =

s -f" ^
=  1— (5 +  ^) ’ со всеми фигурирующими здесь .функционально- 
операторными* рядами Дирихле. Также легко доказывается, что 
операторы (s-pX) и L„ коммутируют. Здесь предполагается, что 
условия существования интегралов;

X X

j  (log /) ’ d t ; I  (log /)-* d t : [(log Л)-» J/ (x)l*=o =  0
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выполнения лля

и для

v(x) =  (s +  X -  1)->/(л:)=
J  И®

1

t
оо

- /(л") du.

В этом случае получим следующее тождество

Л(п)

п я= 1

м___ /7 (^“)=  >  - ^ " 1  (Iogx)= n ^ ± ( \ o g t Y ^ t + f { x ^ )  
' J  flogt +

+  1 (« — 1) — jclog J - ]  /(л*“)а'«
[ d x j j  «»+' n*

Л =* I
(»)

Полагая здесь s =  0, f  (x) — x, что возможно, так как фор
мула (5), доказанная нами для справедлива, в силу
принципа аналитического продолжения и в этом случае. Тогд»^

ОО

обозначая через Ф(д:) сумму \{п)х' ' ,  получим:
Л  -- I

X
dtФ (х) — log п "Ь

1 -f-д: log д: и - [ и ](I I г  и—
dx  I  J  и

log^

Ф х “) du (9)

Вывод формулы (6) можно цровести почти дословно, опустив 
предположение о неограниченном диференцировании функции 
f  {х) и заменнв его предположением о существовании только 
первой производной. Из формулы (4) получим также, при соот
ветствующих ограничениях, полагая

\  — х ^ - ,  f  ( x )—f{nx)  следующую формулу;
dx

';(S-bA)/(x):
1

•/(А )
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Применение функиионалыого анализа

— (S +  ̂ ) J  /(и х ) du
1

155

(10)

du

справедливую так же, как легко видеть, в предположении 
[существования только первой производной. Здесь предпола- 
[гается: f(u x )= 0  (н5.)при > 1  и /?(s)> о о + 1.Формула (10) по- 
! добно предыдущей, может быть, в некоторых частных случаях 
■ использована для аналитического продолжения по s функин 

/ (-̂ ) внутрь полосы оо< / ? (s)<<О о 1 • Это будет навер
ное, если

s-|-X /(и х )
s-(-X

/(x )  =  (s+ x )
---1 J  и

du

[ аналитически продолжаемо внутрь указанной полосы и, если 
{ также

и — W if i
J  и* + ‘

аналитически продолжаемо внутрь этой полосы.
Последнее условие не является само собой разумеющимся*-

ХОТЯ ИНТНГ1

лосе

•рия С -  f(ux)du  сходится и в указанной по-
J  + ‘

/
и — |и|— может и не существовать в

I
оо

этой полосе, т. к. X =  х — а интеграл f  —— /  (их) dx
(1х J  и^+‘I

может не иметь производной по х  при +  Из
существования и равномерной сходимости интеграла будет всег
да следовать его дифференцируемость по х, если рассматривае
мая область изменения есть плоскость комплексного перемен
ного, а /  (х) есть регулярная аналитическая функпия комплекс-
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ного переменного л. Если к' =  В1В^^ где В есть некоторый 
дистрибутивным оператор, то легко видеть, что

и и —L'n =  ы>' =  Л нХ Л - ‘ =  BLn В - \т .  к. л'* =  В'к'<В-

V  >/''■ -  В , Д. \ Д. а
^  k\ k \  Jк -1 , *==l

Таким образом, от любой из рассмотренных формул можно 
перейти ко многим, преобразовывая \  и Л„ входящие в э:и фор
мулы при помощи ироизнольного линейного оператора В. На
пример, если =/(<? W), где (д-) заданная ф-нкция,
имеющая обратную в данной области, ю  В t (х) = / (Т (х)) где
Т (Ч‘ (х)) =  А- ('Г ( а ) )  и  тогда, если X =  а  Luf {х) =■ / ( « а) имеем:

(1х

■k' =  B l B . =  _ 4 - ( a) ^ '0 F ( a)) =
ах

*Г f x  , d
' Г '  ( а ) d x

L' ,J{x)  =  BLn B - ^ f { x )  = / ( 9  (и 'Г (A))

Формула (4) в применении к случаю X =  X' и L Л'„ дает

/ ( ' - Р ( я ' Т ( а ) ) )

О
Ч- ( а ) \  f  1
^Г(х) dx

оо

г S W (А ) 'У  (Ф  (А )) ^  j  . у *  “  -  W  /(с р  (и Ч- (А )

или

" (5 -ь >■') /  (-̂ ') =
- ,J S +  X' — 1

/(■V)-

— (s -f- Х‘
ОО

' > / (П)

Умножая обе части последоего тождества (в смысле компо

зиции преобразований) на 5 4- Х̂ — 1_ (S +  X') 
+  :(5 +  х')

i-ffe

5  4 -  X' S -4- X'есть оператор обратный к —- ' j - —р- (Здесь ' '

5-ЬХ'

, —  -понимается,
5 -{ -У — 1 S - f X '

как оператор (s - f  X'— 1) (s-f-Х')-‘ где (5-|-Х')-> означает опера
тор обратный слева к 5-|-Х', т. е, ( 5 4 - 4 - ^ - ' )  У ( )̂] (л)
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Таким оператором будет для любого у  (л) для которого ин-
X X

тегралы (г?) у (̂ ) Л  и (()~^у’ {О dt будуть сходя-
ср( 00)

1ЦИМИСЯ и для которых

9 (—оо)

[Ч-(х)-у/ (X)
х=9(--сс)

=  0 следующий оператор:

у  (X) =  - 'F (X)- у 'ч - (0 -^-' 'F -{t) у  (О dt
9  ( - С Х Э )

как в этом нетрудно убедиться, производя элементарные вык
ладки, аналогичные ранее проделанным. Гакже легко убедиться 
в коммутативности всех фигурирующих здесь операторов между 
собок)), ,п пользуясь коммутативностью всех фигурирующих 
здесь операторов, получим:

7(ср (л 'F (х))) =  V  "
/1-1 /1-1

-Ь ('I’ (^)У f } ( т W)• J  *1 (-«)
9 (—со)

+  ( 5 —  1 Ч‘ (х) (I \  f  и — [и]
'x JJ  и

\УА_{П) Ч-(х)))
л*'Г'(х) d.

В случае ф =  (х) =  Ч‘(х) =  х получим, в частности;

du (12)

V '  f{nx) V  I f(n x )  +  х^ Г /(их) х-^-Ы х  +
0:̂ 1 /̂ Л ОО

СО оо
S — 1 — X 'j Г " ~  {^пих) du (13)

\  d x / J  иI rt-1
где / (х) любая функция, имеющая первую производную, //иг 
^ / ( / ) / - ‘ О и такая, что все ряды и интегралы, входящие в

t----►—ОО

формулу, СХОДЯТСЯ абсолютно и равномерно в отношении в рас- 
смагрнваемой области, в частности при /х!(5) > - 1+ е(® > -0)х< [0
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Еще специальнее, в случае /(A:) =  sin д-е®-'/? (s) >  1- f  е, jc <  О, 
получаем, после небольших упрощений.

2 — sjn {пх) е =  >  ------
Л— 1 Л - 1

ПхЬ
sin пхе -j“

S г* — пхЬ —s—\
1x 1 / sm пхе х  dx +

СО со
I /  1  d \  '  А (я) пхиЬ - I

+  sin(.;«x) JciH (14)
1 Л=1

оо
1 /* ~̂ tx S

При— (*)< 0 ,—выражаяХ“*~'в ф о р м е---------- \ е t dt

я производя перемену в порядке интегрирования:
ОО

sin пх
пхЬ  —S—1 

1хе X dx =

ео
\х \‘ Г 

r ( s 4 - l ) j

xf +  хпЬ
■_£_______ [я cos ях — (̂  +  до) sin (ях)]

4s-{-\)J  (<4-я«)г +  я2  ̂ '
Ф

Правая часть равенства (15) дает аналитическое продолже
ние по левой части в области /? (s) >>— 1 Положим, для сок
ращения:

• Л 1 ^пхЬ
Фп (х,х,8) =  IXI I sin лх X е dx =

— X
°° X

_  |х|* /_£______(я cos Пх — (/-)-Лб)81П пх) td t
\J  “{t-{-nof-{-n^

Очевидно, что обе части формулы (16) определя(от Ф„(х,5,̂ ) 
лри х-<0. г > 0 ,  как целую функцию от s 

Формула (16) теперь приобретает вид:
сс оо

\ ' ^ л ( я )  пхЬ V ' ^  lo g  Л Г • .-  ■ - е sin (ях) =  ^  S— sin пхе
я* я* LЛ̂ 1 Я—I

- f  Фп {X,s,b) ~  / “^'sin (лих) —

пих , . пизЛл
— X  пиЬ sin {пих) е — пих cos (пих) е du (17)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Прмме1 енне фуякцлональяого анализа 159

Помножая обе части последнего равенства на sin х и интег
рируя в пределах от—2тг до— получим, после элементарных 
упрощений:

|Я- • д — ляо g —2яяо1
n ^  ' ((Я—я—м

С€>
log Я 2 ̂  [(— 1)"-' ^ - 2ял?.)
Я»--' [ ( я  '  1 )^ Ч -я ^ 8 ]~ ^

Я - 1
ГГ) — TZ

-2т;

■ И -  [«]
J . У  /-'„(б-.о, ы) — I t/ы/

Я=1
( 18)

Здесь /-„(s', о. и) для сокращения, положено, вместо громозд
кого,. но элементарного выражения, возникающего в процесса 
интегрирования. Переходя в формуле (18) к пределу при - »■ О и 
замечая, что левая часть и первая сумма правой части равен
ства (18) стремятся при -О к нулю, получим:

Иш Г « — М  I у М " 1  А--

J и я
F {s, 'J, и) du ~

Я —1

^  у  log д ___L__ у
я ’ Г ( 5 + Пя—1

X J  j  ^ ‘('i^^osnx-Jsinnx) , ^  ̂ (19)
—2х о

Другие примеры последовательной функциональных опера
торов, обладающих Л1—свойством, получим, полагая:

оо

/- ./ (^) /(О  dt
/1=1

где /С<*Чл,з») означает последовательные итерации заданного ядра 
К{х,у) Полагая

У  А Т т ,  у )  ^  ( х , у )

т\
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получаем

L n t  (х) = / ( х )  +  ^ К п  (,xt) t  (t)  d t

a «

Пользуясь известным свойством итерированных ядер:
ь

г  . (9) (р-тЧ)
I К (x ,t) К U ,y ) d s ~ K  ( •̂>') легко доказать здесь наличие

М — свойства. 
Получая

имеем

(— /.)/(л) =J K{x, t ) f { t )  dt

-л) K x ) ^ j K  {x, t )f{ t ) dt

Легко видеть, чю тогда ^ ̂ ь
Luf{x)^-n~  / ( х ) = / ( х ) +  J K n { x ,t) f ( , t )d t

а

откуда А1—свойство становится очевидным.
Здесч С (s -f- /.) f  (х) равно

СО

Y  1„/{х) г
— «’ J
п=-1 и

(s +  >-) /(-^) =  С (б-) f ix) -h I '  G (x,t,s) f{t) dt
a

•mi n‘
Л—1 

СЧЭ

где

Л—1
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Тождество Эйлера для функциональной дзета—функции дает

у log_tt

Я—I

['Р* (x,t) ср. (/) л | =
а

оо Ь

п=1 а

где f  (х) некоторая данная функция, для которой рассматривае
мые здесь ряды сходятся абсолютно п равномерно а «р, (дг) есть 
решение интегрального уравнения

ь
J < f ,  ( t)d t— f{ x )
a

при чем, очевидно, что
00 Ь

Ъ {X) =  /  {X) - f  У г Л - „  (ж,о  /  (О dt
C(s) ^  J

п— 1 а

Еще один пример функциональной дзета-функции получим, 
полагая

f (^) =  у 0 5 ^ / ( 5 + А .и , ) ; С ( ^ + Х ) / ( ж )  :=  y i^ lZ W L
А!

Я = 1
jLi
П = 1

где <0—заданное число.

Функциональное уравнение для функциональной дзета функции

Рассмотрим дистрибутивный функциональный оператор опре
деленный на функциональном множестве F, отображающий мно
жестве F, отображающий множество F в множество F. Поло- 
жии, как и выше

Lat W  =  и /(ж ) =-- ^  ( ~  “ )
а=1

где n ^ O f ( x )  tF 'k . f ix )  е F и предположим, что ряд записан 
ный справа сходится абсолютно и почленное применение к нему 
операции к” {т >-1) все1да законно. Кроме того, допустим, что 
для любой f  (x )sF

L a t {х) — 0  и°) и L a f(x )^F
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Тогда ряд: С(54->>)/ (>f)= V — — будет сходящимся при
п̂ Х

/? (s)>-Oo-|-1,/(дс) е /=■ и мы предположим здесь, как и всюду 
раньше, что к этому ряду можно почленно применять оператор 
K'^.La» дальнейшие и что сумма этого ряда входит в F. 

Предположим делее:

Lufix) =  0 {и  ')
при U -+0, где o i> 0  и f { x ) tF  Введем линейный функциональ
ный оператор Г определив его формулой:

во СС

е   ̂ t { x ) d t =  /  е t LxJ{x)dx
О О

Очевидно, что l'(s-f-X.) всегда имеет смысл при /?(s)>-a, 
Легко доказать формулу:

-----Г.1

'

л + sГЯ'-*/ —г----1
/(X )d i (20)

s-t->
при/? (s)> -о, предположив, что оператор "  ̂ = : t  L i можно

переносить через знаки последнего интеграла. В самом деле:
— ^  I f

I-I-* Z' —nrfli 2 г —T̂riH 2 2 1
It 2 J  е t L f_^^f(x)d t — ^  e r. t L(^t)~Ff{x)dt

Подстановкой T:n4 =  f  получим далее:
V W b

£i_ /• — 2 * _ Le t  L , f ( x ) d ti ± l  Г

'  ' 7

cc

= 'T 'n rj
-t 5

e t i - ^ L r \ n ) { x ) d t  —

oo

= - fп Ч
e t L r r  Lnt (x) (it

\ 2 f
Ln!{x) и T. Д.

Здесь мы двукратно использовали Ж—свойство: Z,oZ.* =  Lei, 
Предполагая законность почленного применения операторов

5-|-Х
' ^  ̂ рассматриваемым рядом, получим, путем сумми-
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Применение функционального анализа 163

рования обоих частей равенства (20) по п от единицы до безко- 
нечности;

dtг ( ? ^ ) С ( 5  +  > .)/(^)=« 2 J  ̂ ‘/ W (21:

W3 —T.rfit
где н ( )̂ =  \  е На основании известного функционального

П=1
уравнения для тэта-функции имеем: -  i

^  (0 — -  Y  +  +  y  f  ( у )
Отсюда получаем:

S-|-A 1 S-j-X j
г ( ^ )  с (s +  X) /  (X) =  j e  {t) Г 2 "  ■ /  (X) dt -I-

о

6 + X  OO 5-J-X  ̂ s4-X

+  ' " ^ / »  "/(д:) i t  =  " ' ^  ( -  ) / W  +
О

i+X 1 ■» __
+  « ( y )  t ^ ^ = 7 ^   ̂ f ( x )d t

*+x
{t)t

Здесь I
( - j i r  +  7 r W l ) ^ < " >  =

1 7  (x) оз

начает интеграл Л
1 S+\ J—1+A

. У  - 2 —  
2 2

(s +  X)(s-j-^ — 1)

/ (x) являю-*

ЩИЙСЯ, как нетрудно видеть одним из решений функциональ
ного уравнения:

(s +  X(5 +  X— 1 )у /(х )= /(х ) (22)

Производя замену переменной интегрировании: полу

чим:

г / £ - + 7 \  C(s - fX)  7х)==1г 2 -------- ^------------/(■*) +V 2 /   ̂ ^   ̂  ̂ ’ (5 +  Х ( s - f X - 1 ) ^ ^

S-\- к

s-f-X. 1—5-|-Л l-j~X j
+ r ' ^ y *  e  (t) 2 ~ ‘+ 1~^ ~ у  (X) dt (23)
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Г C(s+X) f{x)------------- -̂-------- f{x ) =
V 2 )   ̂ • (s +  x ) ( s + X - l ) ' '

1-S-X

= j  т  [ t ' + i
f+X _, f{x)dt (24)

Последний интеграл существует во всей плоскости комплек
сного переменного s, так как (0(^) убывает при t —► О показа
тельному закону и представляет, поэтому аналитическое про-

должение оператора и * Г ( i ^ ) 4 s + X )  

всю плоскость. Предполагая, что оператор

1
(5 +  X)(s-f-X-l) 

1

на

1
(s-fX )(s4 -X -l)

может быть аналитически продолжен на
(  ̂+  X )(1-S-X )

всю плоскость комплексного переменного (т.е , предполагая, 

что 7—— — —гг f{x)=^F(x,s) продолжаемо по s на всю пло-
(5 -f X)(s-f Х-1)

скость S при любой f(x)eF получим аналитическое продолжение

-̂1-Х . ,
” Ч Т )  C(s-f-X) Если мы предложим, что не только про

изведение I’ С (5 +  X), но и отдельные сомножители

Ч Ч - ) ” с (5 -f-X), продолжаемы и что, кроме того, суще- 

1
, как регулярный*) оператор, приложимыйствует

к Г ^  С (5-|-Х) и обратный Г помножая обе
, /s4-x>

1) Оператор As, определенный на F мы называем регулярным, если для лю
бой f(x) есть регулярная (голоморфная) ф-ия s.
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Применение функционального анализа 165

части формулы (24) на
11 2

' ■ т

1C , получим формулу, даю

щую аналитическое продолжение С +  во всю плоскость 
комплексного переменного s. Заменяя в предыдущих рассужде
ниях оператор X на—). и комплексный параметр s на- 1—s и 
предполагая при этом, что все предыдущие условия выполнены:

аналитически продолжаем на всю плоскость s на
' • т

соответствующем функциональном множестве и т д. получим:
1—J—X

1
i(s - f  >-)(s >.—1)-)p

f(x )  =

= f  m - J — 4 - 1 f(x)d t (25)

где 1

1 1-j-X
Л 0 В = - —  I t  *

’- т /

/  означает или значения суммы интегра-
1 _8 —̂

I  .  — - — 1

—  \ t  /(х)Л  или, если по

крайней мере один из интегралов перестает сходится, сумму 
аналитических придолжений слагаемых этой суммы, подобно
тому, как ч ер ез------- - - —т.-----/(-^) была обозначена сумма двух

(s -|").)(54-^4—1)
интегралов и аналитическое продолжение этой суммы

— 1-----------/(X) =  -  -L  г  f{x)dt-\-
1) 2 J

+ т /

I «+Х-1
f{x)(it

Заметим, что в общем случае, 1

1
(5_j_xx5 +  x - i )

/(х )и

L (s - f -x )(5 + x _ i)
если X—число.

f{x) не равны тождественно, как это будет.
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Сопоставляя формулы (24) и (25), получим функциональное 
уравнение для фукциональной дзета функции, аналогичное функ
циональному уравнению Римана для обычной дзета функции 
Римана:

1

1-S-A

(s +  X )(5 -fX -l)

\ - Т ' ...........  ̂ ‘) С ( 1 - 5 - Л ) .
(5+XXs +  X - l ) J

(26)

Это уравнение приобретает простой вид, полностью аналогич
ный виду функционального уравнения для обычной дзета 
функции: %

в случае, если тождественно 1
fix)-=

fix), т. e. если тождественно 

1 =-|-A_i

[ (5-f-X)(s -|- X— 1)

-----2 J  t  * /(x)rf^ =

> t-8-Х
t 1 r n m  (28)

где значения интегралов понимаются обычно, если интегралы 
сходятся и как аналитические продолжения интегралов в слу
чае их расходимости.

Подставляя t =  в интегралы правой части равенства (28) 

убеждается что оно принимает вид:

* 1 °° 1

“ 2 /  * ’ '  /  '  ’ '
о 1

• з+Х-1 ОО _

+  у /   ̂  ̂ t  ̂ ' f{x)dt =  Q.
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'^ - 1

167

Заметим, что сумму интегралов J' t
о '

/(Х)Л +

-j- / t f{x)dt нельзя, вообще говоря, обозначить, как ин- 
1

теграл J  f(x)dt Это можно сделать, если у областей
о

* _1
первоначального Определения интегралов ^   ̂  ̂ f{x)dt и

о
ГI t (до аналитического продолжения) есть общая

I
часть, т. е. если существует область значений в который инуег-

5+̂ _1
t  ̂ f{x)dt будет сходится. Это последнее обстоятель-рал /

ство не всегда имеет место: / t‘dt расходится при любом s, в

то время ка интегралы

. . . р

j f d t  „ j . i'dt сходятся в соответствую

щих областях и продолжаемы на всю плоскость. Предполагая

существование области сходимости у интеграла J  t ' f{x)dt
о

и определяя Ф(/{х),'8), как значение этого интеграла или его ана
литического продолжения, мы можем условие, при котором урав
нение (26) принимает формулу (27), записать в виде условия

Ф(/(л),5) —-<I>(/(a:),s — 1) =  0 (f(x)eF) (28)
Нетрудно убедиться иутем элементарных выкладок, что все 

операторы, входящие в формулы (26) и 27) между себой ком
мутируют. Для любого регулярного в данной часту плоскости 
комплексного переменного, линейного оператора Л, (т .е . для 
любого линейного оператора, для которого Аг/{х) при (Дх)еГ бу
дет регулярной функцией комплексного параметра 5) можно оп-
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168 Н. П. Романов

ределить также регулярный и линейный в той же части плоско
сти 5 оператор Л'в по формуле

A \f{x) =
ds

А,/(х)

При этом при ограничениях весьма общего характера легко 
вывести правило дифференцирования:

(А.В,У = A \B s  +  A,B',
В самом деле:

д . / ( х )  —  А Л / ( х )  =  A ^^^[B ,f(x )  +  =

=  i4+sA. B,f{x) - f  Л»-)-Д. [A 5 . / ( x ) l  —A S s f ix )  =  A / l . [ 5 j / { x ) ]  - f

+  /l.+Дs[Д5./W]
Отсюда;
(Л«^д» Д|-|-Д1 — A tB ^ f(x )_ I

As As
А5./(ДС)

As

Устремляя здесь As к нулю, получаем требуемый результат >)■ 
Предполагая условие (28) выполненным и допуская, что регу
лярные и коммутирующие со всеми здесь рассматриваемыми

операторами, операторы 1 1

' ■ т  ‘'( 'Т - )
обратные к

1) Здесь предполагается что предельный переход; {гт /1 ,^5  

=  As |/1'5^(.т)] законен, что является дополнительным допущением.

A B s fix )

4 T ) " ^ r i - )  существуют, мы убеждаемся из фор

мулы (27), что если для C(s +  ̂ ) в некоторой области существует 
обратный оператор, то в той же области существует и регуляр
ный оператор обратный к С(1—s—>.) в той же области. В част
ности для C(s +  ^) существует обратный оператор в области. 
/?(«)•< — 3, а для (C(s — X) в области ^ (5) > о , -f-l и R{s)<C. — «о 
Вопрос о существовании обратного к Q(5 +  ̂ ) регулярного опе
ратора в «критической полосе*— /?(s)<!оо-4-1 не менее тру
ден, в общем случае чем вопрос о нулях дзета-функции Римана. 
Дифференцируя обе части формулы (27) по s, пользуясь при 
этом выведенным выше правилом дифференцирования произве
дения и помножая результат дифференцирования на оператор 
обратный к обоим частям равенства (27) получим функциональ-
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ное уравнение для логарифмической производной функциональ
ной дзета-функции:

СХ5 +  Х) 1
C(s -f- X) 2

г - (

: log 1C С (1-5—X) 
С(1—S—X)

I— S— X

2
)

1—S—X 
2 )

(29)

Заметим, чти здесь ---- 1---- и —  в областях R is X i  — о:
С(5 +  Х) С(5-Х)

и /^(5)<С — оо не могут быть рассматриваемы, вообще говоря# 
как аналитические продолжения этих функций из области их пер
воначального определения, как это имеет место для прямых 
дзета-функций. Это будет в'^рно, если критические полосы, че
рез которые прямые дзета функции могут быть, при всех сде
ланных выше предположениях, продолжены аналитические не 
содержит купюр для обратных дзета функций, т. е. если суще
ствует для каждой f{x)sF по крайней мере одна линия, пересе
кающая критическую полосу, по которой можно продолжить

1 ч 1/(дг),-------------
C(s-b^) С(1—5-Х)

/(х) по 5.

Предложение о возможности аналитического продолжения

на всю плоскость комплексного пере

менного фактически во многих конкретных случаях выполняется, 
при чем большую роль играет здесь функциональное уравнение 
для .функциональной" гамма функции Г(5 -^-Х-|-1)=('5 +  Х)Г(5 +  Х) 
которое нетрудно доказать. Предположение о существовании

{ ¥ )

1
1—5- также часто фактически выполняется,

так что перечисленные выше ограничения гораздо менее узки, 
чем это межет показаться. Соотношение (29) в случае, вели и

/(х) и /■(jc) могут быть разложены в сходя-
С(5 -)- X) 11( 1 —5—X)
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щийся ряд, дают тождество, связывающее два ряда распростра
ненного на простые числа и является неистощимым источни
ком для получения таких тождеств. Дли логарифмической произ
водной функциональной дзета-функции справедлива для многих 
выборов  ̂ формула Дирихле;

П  е^У(х) ---------- -------/ ( , r ) \ - ^ L  (30)
r ( s - f  X) ^  J  \ (1+0*+^ '  I f

о

где, как и всюду =  Г'(5 +^)Г(5 + е с т ь  'результат
Г(5+Х)

композиции оператора Г'(«-}-Х) с оператором обратным к 
Г ( а В  частности формула справедлива в денной области зна
чений S, если интеграл правой части формулы сходится абсо

лютно в указанной части плоскости иГ(« +  Х) I е - ' т -

1 fix) dt всегда принадлежит области определе-

1
(l-f-^)‘+x 

ния оператора
Г(5+Х)

Тогда формула (30) Дирихле выводится путем совершенно 
аналогичным выводу обычной формылы Дирихле. Применим те
перь все предыдущие рассуждения к случаю

in fix) = f{ux)К — — Х

в  этом случае;
rlx

wo г» ^
dt

еу —1
2  ̂ ) / ( - ^ ) = J  е ‘t̂  f { x V t ) d t

(31)

(32)

Операторы

решение уравнение: ф

означают соответственно

-1
(33)
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/
1—S

е v{x Y l ) d t = f(x) CM)

их аналитическое продолжение.
Оба уравнения легко сводятся к уравнению Лапласа:

/
~tuе v{t)dt=f(u)

(См. Widder *The inversion of the Laplace integral and the related 
moment problem" Trans, of the Am. Math. Society № 35 p.p. 
107—201).

Можно показать, что в указанном случае Х =  — х ------  ус-
dx

ловия приложимости формулы (27), как привило выполняются,, 
кроме условия (28), которое представляет собой специальное ог
раничение накладываемое на функцию f(x) Здесь оно имеет вид:
с о  S с о

' О  w )  dt (где J  понимается, как сумма

м
, а каждый из последних интегралов понимается или

I

обычно в случае сходимости или как аналитическое продолже
ние) есть всегда переодическая, с периодом 1 функция от s. Особо 
интересен при этом случай когда существует область совмест-

ОО ОО ✓  V

ной сходимости рядов: ^  А(л) и '  ̂\  л /  А(л). Тогда,
л* ----- ,—

при наличии всех выше перечисленных условий получается про
стое соотношение между этими рядами и интегралами

- / / ( X ) -
1

(1 +  0-2-p -^(F lV )i-r
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На детальном рассмотрении подобных тождеств я думаю оста
новиться в следующей работе. Замечу только, что условие диф
ференцируемости не существенно, так как фактически прихо
диться рассматривать не

1 =  — х  —^ а Luf{x) =  f{xu ).
fix

Если мы помножим обе части равенства (26) на (s-f —1)
и допустим при этом, что операторы (5-f-X) и (^-|-Х — 1) можно
переносить через з н а к ---------- -̂---------f(x) и

1
(5 +  Х)(5+Х-1)'

(5-|-Х)(5 -|-Х  — 1)

/{х) то получим:

1

— + )̂('̂  “Ь 1)

+т/ *

(s +  X)(5 +  X - l )  
1 ;

[-1/

f{^)-

f(x)d t -f

f{x)dt
bи

1 1

=  +  ̂ )(5 +  -  1) [ -  J  f(x )d t+  I  t
0 0 I -

=  -  (5 +  X -  1) j ’(s -b X) f(x)dt -f
0

1

+  (5 +  >̂) f  (s +  >. — l)r+ ^ ~ ^ /(x )d i^  —
01 1

+  l+ (S + > ^ )  f d l ^ r + '  7 W =  /(x)

1 /(x) ~ / ( x )
Аналогичным образом получим:

(5 +  x)C<f +  x - i ) [ - —
L (s -}- X)(s X — 1) _

Следовательно, помножая (26) на (s-|-X)(s-f-X — 1) получим
I .  _  5+̂

(s - f  X)(s +  X-1 ) r (5 +  ^  ̂ =
1 - s — ̂

: (S +  X)(S - f  X -  1) i: (1 - 5 - X )  Г ( ' (35).
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Применение функционального анализа 173

Взяв логарифмическую производную от обоих частей этога 
равенства получим (29). Неудобство последнего рассуждения 
связано с необходимостью предполагать, что все слагаемые 
обоих частей равенства:

1-А
2 1

(s-f-X(s-j- X— 1)
f{x) =

l - s - X
-----2— ^ /1 —s—X 1

- “b  ̂— 1)
входят в область определения оператора (5-[-X)(s-|-X— 1) и пря
этом оператор ------------------------  приложим ко всем рассмат-

( s Х)(5-|-X— 1)
риваемым здесь функциям и коммутирует со всеми здесь’фи
гурирующими операторами.

В случае X =  — л; — это рассуждение позволит нам в из- 
dx

вестных случаях доказать (35) и след. (29) пользуясь (26) без 
дополнительного ограничения накладываемого равенством (28). 
но зато при этом придется вводить дополнительные ограниче
ния другого порядка, в частности рассмотрение (s +  X)(5-f-X — 1) 
требует двукратной дифференцируемости /(х) то время как фор
мула (29) может быть доказана в некоторых случаях без пред
положений о дифференцируемости, если (28) имеет место.

Особенно интересно было бы доказать законность формулы 
(29) для случая, когда f(x) обращается в нуль при доста
точно больших и достаточно малых значениях х. Тегда 
( in f ix ) --Дпх)) формула (29) дала бы соотношение между конеч
ными суммами, распространенными на простые числа и интегра
лами, не связанными с простыми числами. Можно во всех рас
сматриваемых случаях взять вместо C(s-j-X) функцию Z.(5 -j-X,X) =

"" У.'п) где X—характер Дирихле rto модулю Л и доказать=  V
П' ■f~ X

функциональное уравнение, выражающее Z.(s-|-X,X) через 
i ( l —5—X,X) и „функциональную” гамма-функцию. Ср. Ландау 
„Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prlmzahlen 1 Bd. 
стр. 486) Отмечу, что в этой работе основная мысль: рассмот. 
реть тождество Эйлера для функциальных операторов—принад. 
лежит проф. Шнирельману, все конкретные формулы и все даль, 
нейшие сиибражения здесь рассмотренные даны автором на. 
стоящей работы.
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о ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

С. Н. Бернштейн {Ленинград)

1. Одной из самых фундаментальных теорем теории вероят
ностей является следующая теорема, доказанная А. М. Ляпуно 
вым в 1901-м году;

ТЕОРЕМА ЛЯПУНОВА.

Пусть 5я =  х, +  дсг+  •••+•*«
будет суммой независимых случайных великан хи причем

п п
М.О.Х1 =  а„ M.o.{xi — а,)2 =  bi, А„ =  Ея;, B„— 'S. bi.

2(1+ 6)Если для некоторого В >  0, M.O.{Xi — Ui) . — Ci,?.

М „ь= -^
B n

l+c, (I)!

стремится к нулю с возрастанием п, то вероятность F„(t) 
неравенства

Бп — Ап
" УВп

равномерно стремится к пределу

<С. t (— оо)

0 )

Как замечает Ляпунов, если М„,ь—►О для некоторого дан
ного 8, то тем более М„,и—^0 при любом положительном Л<^8. 
В настоящее время известны более общие формулировки этой 
предельной теоремы.

Наиболее общая формулировка 0 предельной теоремы дана в 
моей статье ,Sur I’extension du thfeoreme limite du calcul des proba- 
ЫШёз aux sommes de quant^s dёpeпdantes“ (Math. Ann., 1926.

I) Впоследствии равнозначная формулировка была дана Feller ем в 1935 г. 
(Math. Zeitschjift, В. 40). /
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о  предельной теореме теории дероятностей 175

В. 97), где намечено весьма простое рассуждение, показываю
щее, что это обобщение является почти очевидным следствием 
из теоремы Ляпунова,

2. Я воспроизведу здесь в несколько более развернутом виде 
данное в упомянутой статье (стр. 12) доказательство, которое 
затем было распространено мной на случай почти независимых 
величин (стр. 23—24).

Из теоремы Ляпунова, как легко видеть, й как было заме
чено самим Ляпуновым, вытекает

С л е д с т в и е  1. Если все то

L

где f(8) функция стремящаяся к нулю смеете с £. .Это вытекает 
'' из того, что Сф bi (2Z,)2S.

Следствие 11. Пусть
Ьп £ Xi,

где Л), •’<̂2........,Хп любая последователоность независимых слу
чайных величин; пусть L„ будет какая нибудь последовательность 
чисел, возрастающих вместе си; пусть хия =  лгр когда | л:, | <  
и /<,/.я =  0, когда I л:; !> /.„ ; пусть есть вероятность нера-

П
венства е(7,я) =  S Е,.£,, = /И.о.х„/,„, —

1 П П
^  n,Ln — £ ^hin

таком случае, вероятность Fn{t), что
Sft — An%in ^  ^

»
удовлетворяет неравенству

I Fn{t) -  0 ( 0 1 <  ср +  <Ln).

Действительно, благодаря следствию 1, вероятность
F„{t,Ln), что

' AntLn
-  <  Г

2 Xihn- 
\

Y  Bn,Ln

удовлетворяет неравенству

F , ( a „ ) - o ( o i < ? (
VBn,Ln

(3)

^4)

(5)
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176 С. Н. Бернштейн

Но, С другой стороны, вероятность, что 5л х». tn меньше,
1П

чем e(Z.„)= S î.Ln поэтому, замечая, что неравенства (2) и (4)

тождественны, когда 5„ =  S Xhu заключаем, что
1

\F„(t)------Fnit,L„)\<^B{L„), откуда, вследствие (5), получаем (3).
Из следсгвия II непосредственно вытекает

ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА {Ляпунова). Если сумма 5« =  2 Xi не-
I

зависимых геличин Xi такова, что при п - ^  со существуют та
кие Ln, что т„ =  и в{Ьп) одновременно стремятся к ну-

V  B„,Ln
ЛЮ, то вероятность F„H), что

S „ - A
VB.

mLn < t (2)

равномерно стремится к G{t) {нормированному закону Гаусса).
Действительно, если соблюдены условия теоремы, то вторая 

часть неравенства (3) ф(тл)-f-е (/.„) стремится к нулю при л —>■ оо 
Введя интегральные функции распределения вероятностей Ф*(х) 

величин Xk, можно условие нашей теоремы представить в сле
дующем виде. Для применимости предельной теоремы доста
точно, чтобы при соответствующем выборе L„ величины

■{Ln)- 2 JdXh{x) и т„ = Ln

I X l<in
V b ,

(6)
ntLn

одновременно стремились*) к О при п —-оо, где

>) Покажем, что наша теорема включает, как частный случай, теорему Ляпу
нова, формулированную вначале.

+?°
Не нарушая оби'июсти. положим о* =  J  х(1^к(х) =г-.0, тогда

Ьк
+00

-  bk.Ln.—^  хЩ к(х) — J *  (х) — ak,Ln)‘d]>k{x) =
\x \< L n

Поэтому

x4<\ik(x)-)- \ J *  xd\k{x) 
\X\> Ln 4*l>z,n

/ IC k fi  . 
хЩ к{х) <  “7 2 S~ ’
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о  предельной теореме теории вероятностей )77

Ип,1.п — 2 у* (j: — ak.LnYdifk {х), a^un ~  J  xd  ф» (х), А„,щ — 1 u .̂im
I X  |</.л X  | - ^ i n

в качестве иллюстрации разберем пример, указанный мною 
и цитированном месте.

п
Пусть S n — ^ Хк, где все величины Хк подчиняются одному и

тому же закону вероятностей, а именно, 1к =  ^ У т ,  где т лю
бое целое число, с соответственными вероятностями ~  (как 

6 *”
известно, - ^ 2  - -  =  1). Тогда М .О.Хк^О, но М.О.Хк'  ̂ не суще- 1 rtv

6 ™  1
ствует, т. к. ряд -—2 ------ расходится. Однако, если положим

_  Tt* 1 , m
L̂ „ — A n  У  log п, где Л ]> 0 некоторое определенное число, то

. ( « =  7
ТГ» J

(i„J

dx 6п
< 2 ^K lo g  п

слелоблтель! О

0 <  1 BnLn
Вп

2 S С -к ,Ь  

BnL
С «ругой стороны 

п

I \^\>L-

П
2 Ск.ь
J- - - 1_ =  м, % / В\

'•* —г 
I  Ln

Вщ \1+8

Таким обраюм, условие I Ляпунова соблюдено при некотором 8 > 0 ,

/̂1
г (Т-л)—>• о и тя—>. о, причем

то, полагая Ln =  AT̂ *-r5 , где О <^в I, мы удовлетворим обоим требрвавияи
Bn,Ln J 

Вп
Подобшо TOMV, как при применении теоремы Ляпунова, можно сдвигать ве

личины Хк произнольИым образом, Феллер в упомянутой работе предполагает их

сдвинутыми так, что О являетсв медианой для каждого д», т. е. if* (л) ^ -^<;4'*(г)
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178 С. Н. Ьернштейн

стремится К нулю с возрастанием п. и и то же время

поэтому

I7.nl

1
1 6// , ,.,~ l0g/.-n~т

6га log га■ - , 
Гу.

/  я-Ли V"log« 1 / ^
6п logw V

ТТ̂Л
Vfin.rn у &Ylog п

также стремится к нулю. Следовательно, вероятность,
что

S n < t y

равномерно стремится к G(t).
Ввиду того, что предельная вероятность неравенства (г) не 

может зависеть от выбора L„, при котором г(Ь„) и стремятся 
к нулю, мы видим, что каковы бы ни были числа Ln, удовлет- 
воряюш 'е требуемому условию,

On.i/r — On , ----- - ^
У Dn,in

где Я,г и Сп* не зависят от Ln. При этом, если lim С „*> 0, то 
и Ап,!.п -  с„* УВ^==Ап* независимо от L„.
ньи всяком е > 0 ;  такие распределения вероятностей он называет центр р ван
ными* (м .редцочитаю. во избежание недоразумении, применять термин .медиа- 
пизированный"). ^

Гог.та тн =  - и . , где Bn(U) -  ^  f
Вп,1.п у  Bn{Ln)

мятся к пулю одновременно. 
В самом делС: 

о о

^  x ''d i)k(x)

~Ln
поэтому

Ln
xd<\ik{x)

■|2 = â k.Ln. у ‘I /  i’̂ [/
’“Ln 

Ln
J ' х Щ к { х ) > 2 а Ч х п  =  2 J 'x * d 'b k ( x ) —2bk,Ln

-Ln

\x\>Ln

Ln

0

откуда
-(/.я
J ' x 4 i ^ k ( x ) < 1 b k , l . n .

—Ln
Следовательно ^ , v ст»»»Bn̂ Ln̂ ^̂ ti{,Ln\̂ Ĵ î n%Ln
3 Условие (I) теоремы Ляпунова, как и указанное нами обоб

щение, влечет за собой (после соответствующего сдвига) пре-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



и  предельной теореме теории вероятности 179

небрегаемость каждого из слагаемых Хк по сравнению со всей 
суммой, заключающуюся в требовании, что если G{t) есть пре
дельная интегральная функция вероятностей для

Sn ,
V b „*

__ С  *

то вероятность для каждого л* (k п) превысить по абсолют
ному значению " I- В„* при любом произвольно малом т равно
мерно стремится к нулю при возрастании п. Сохраняя это тре
бование пренебрегаемости и предполагая все слагаемые медиани- 
зированными *, Феллер доказан в упомян\той работе, что ус
ловие нашей обобщенной предельной теоремы является также 
и необходимым.

ТЕОРЕМА ФЕЛЛЕР А Если при бесконечном возрастании п 
вероятность нер jeencmea

-  ~ C * < t
V B *  " ^

равномерно стремится к G(J) и каждое из независимых слагае- 
.мых X: пренебрегаемо, то при произвольно малом - '^ 0  сущест
вуют значения

Т \ТHn.Ln

для которых î,i.n стремится к нулю при возра

стании п.
Доказательство Феллера может быть несколько упрощено. 

[1режде всего, полагая Zi, — х 1,-\-ук, где л:* и у^ независимы, и 
закон вероятностей для ук тот же, что для—х*. можно, следуя 
Феллеру. ограничиться случаем, когда закон вероятностей для 
каждого слагаемого симметричен. После этого, предполагая уже 
симметричность, из которой ч'ледует, что С„* =  0, доказывается

П
невозможность существования такого р > 0 , чтобы сумма а,

1
вероятностей а, неравенств [х; > то  VВ„*, где 'о > 0  данное про
извольно малое число, оставалось больше о при сколь угодно 
большом п.

Для этого нужно лишь убедиться, что, если бы
Я

р'п то вероятность Н„ неравенства
>

S n > N ^o V l^*

* См. выноску на стр. 176 ,
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180 С. Н. Бернштейн

была бы недопустимо велика при достаточно больших целых 
значениях N. Действительно, для его осуществления достаточно 
было бы, чтобы N  из величин х .̂ были больше -z VB„* в то вре
мя, как сумма остальных слагаемых не отрицательна. Но в силу 
симметрии и независимости этих величин такое совпадение имеет 
вероятность, равную

где
Pn =

2ЛГТ-1 д/1

(
N лг-и

представляет сумму всевозмо'кных произвеаении указанного 
вида, в которых .тк|бые N  из всех п индексов.

Принимая во 'внимание, что увеличение р я а, может

только увеличить Н„, достаточно предположить, что рп 

таком случае

I 1 “1ЛГ+1
поэтому

Pn > ai, .. •N (9)

Но, если п настолько велико, что вследствие условия пре-

небрегаемогти, все а,
N

, то, принимая во внимание, что

при заданном зчичепии суммы
И

Sа;, правая час1Ь неравен

ства (9) будет наимен1>шей, К )гда наибольшее число из величин j 
а, равны нулю,*) заключаем, ч го

а потому, мы имели бы при всяком даном произвольно большом N

I f i r l ' i
\ T f  ^  ли „ >
N!

_Р

*) Эю вытекает из того что гумма, стоящая в поавой части. (Я), отиосительио 
аюТых величин a j, о* может быть записана в виде /l4-S(ai .j. о*)+. 1 *. где А,В.
С > 0  не зависит от oi и а*; поэтому при данном (a/.j-a*) она будет минимальна, 
когда а/ а* =  0.
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когда п >■ оо; но это несовместимо с требованием, что

l im /У„ =  1 — ‘
л -> о о  у  2 т

т. К.  при N  достаточно большом
N W

■ /
,VTo

dt<^e
i.N\Y

2

>  log4-f-2;VlogjV— A/'logp.

Положим^ теперь, при прииэвильни ма^юм, 2*==х*, когда
I , X То V В„* =  Ln, и г* =  О, когда ' х ; >  то \^Вп*\ в таком случае, 
; по доказанному, интегральная функция вероятностей для 
I

S '*
5 I ,, ,  равна где 6 л ' < ! 1  и р'п—>-0 при л
I I
|Поэтом\ при любом М > 0
* 1 я  2 М  Р  м

О. fs г.)’ > ' at+  ?■.(MUt) .
-м  -Л1

• оо

Но
м

-м

м

где
редует, 4 JO т-<

Г t^dO„{t) :^А1Ч^„(М)~Ь„{ 7И)) - 2  I t lW )d /C 2 W  +  2 f td t:
' м _ж

След )вате.1Ьно, как бы велико ни было Af, пола1'ая л доста
точно большим, можем сделать М-р'п сколь угодно малым, а по
тому

о при нозрасганни л, и из раненс(ва —
* <!2т„ при л достаточно большом.

( ■ —
4, Замечу, что данная вначале классическая формулировка 

еоремы А. М. Ляпунова также допускает дополнение, аналогнч- 
ое тому, каким является теорема Феллера по отношению к 

^оей формулировке, так что условие- 1 Ляпунова также являются 
некотором смысле необходимыми и достаточными. Для лро- 

тоты, я остановлюсь на наиболее интересном для практики слу- 
ае, когда в условии (1) Ляпунова о — ], сохраняя обозначения, 
ринятые в начале.
■ Для о целого > 1  рассуждение то же, но нужно воспользо- 
зться вычислениями математических ожиданий высших степе- 
ей, которое произведено А. А. Марковым

1) А А. Марков. Исчисление вероятностей (стр. 147—15?>.
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182 С. Н. Бернштейн

ТЬОРЕМА. Условие, необходимое и достаточное для того, 
чтобы вероятность Fn(t), что

VBn
стремилась равномерно к G{t) и в то же в р е м я ,  чтобы

СО t_

M . O . \ S „ — An] \

В„̂  V

СО t_

(10)
—oe

заключается в соблюдении условия (!) А. М. Ляпунова при^~1.
(Здесь, как и в т е о р е м е  Феллера, величины л* предполз! аются 

пренебрегаемыми по отношению к их сумме S„).
Действительно, не нарушая общности, моя;ем положи гь 

M . O . X k  —  O.

Тогда

M.O.Sn^ =  >  ’ С ,з  4 -  6 V  М.О.хГ-х,^ =  3
i>k
<

( - У с . , . - з У
I

откуда

M.O.Sn^
SC*.,

: 3  + ■3 1 ( 11)~Вп̂  ' Вп  ̂ '' в„^
Таким образом, если условие (I) соблюдено, то не только 

верна предельная теорема, но и
M.O.Sn^_(10*'*1

~Вп '
т. к. V  С*.1

Наоборот, вследствие пренебрегаемости х*, вероятность не 
равенства

S„— X k ^ ^
VBn

также равномерно стремится к пределу G(t), т. е. равна G{t)
где c„(f)<s равномерно стремится к нулю при п -^со Поэтому

л, I* ж
XkY — Вп Ьк _L - Г t-e  ̂dt

/2iT JВ„ Bn ~м -м

> 1 / 2
ь  f p2к J е d t — ^M̂ Zn-

!<1 > М
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о  предельной теореме теории вероятностей 183

Следовательно, при произвольно малом о можем выбрать М  на
столько большим, чтобы

Г t^e ’ d t  <  - -
V 2̂  J

\ t \ > M

и затем увеличить п так, что 4М'^еп<;^~ , а поэтому

В п - Ь ,
В„

> 1 - « .

т. е. - <;S стремится к нулю при возрастании п равномерно
В.

для всех к<^п. Отсюда следует, что
П П

^Bn^bk'Zb,
' - _______< _____________ '
Вп- ^  в„^

Поэтому, если имеет место (10), то, вследствие (11),

ZC,.,

' в . — о (I)
П р и м е ч а н и е .  Следует заметить, что, если функция 

распределения вероятностей F„(t) величины -Д"- равномерно

стремится к пределу F(t) (в данном случае F( t ) ~0( t ) )
^ ! в„ \f>причем М.О. \  ̂ \ ограничено, то

V B n

WmM.O.

при 0<^q <^Р, предполагая, что последний интеграл имеет смысл". 
Действительно, из условия

М.О. S„
V b „

Следует, что при любом ^ > 0  

J  \x\4dFn{x)<.

ои

=  у* I л i^dF„(x) <  С

с ' - ,  J
(л )<

LP-^
Л\У1 lx\>L

*) Нетрудно видеть, что то же утверждение будет верно и для д—р, если
лл ^только М.и. 1 стремится равномерно к определенному пределу.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



184 С. Н. Бернштейн

С другой стороны,
L L

J  \x \4 d F (x )-  J l x l ^ d t n i x )
-L -L—L

L
+  Я j\x \< ’-\F n{x)-F {x))dx

- L

< ( 2  4- 20)1я*,

полагая, что \F„{x)—F(x)\ а*„  при любом х.
Поэтому

ОЭ ОО

J  1X \^dF(x)-  J \  x\^dF„{x) <  J x ^ dF( x ) 4- ^Д  4- (2 4 -2*)L»e„
—О® — oo \x\'>L

< « t4 - ( 2  4-2»)Z.?e„

где, выбирая L достаточно большим, чтобы сделать

^  «

можем после этого, увеличивая п, сделать также и 
(2 4 ‘ 2 )̂/,ч’е„ * . Отск/да при любом

\ м . о . \
S n _

V b „

со

-  I' jxl^dF(x) I < а.

Поэтому, в частности, если
д+»«

Пт М.О.
рчI I i 0+Ме ‘ dt Сг,

VBn \ К 2 т г  J

для некоторого 5 =  5,, то это равенстио справедливо и для всех

Вообще, говоря о применимости предельной теоремы к неко-
/ М . О .

торой сумме 5л, нужно различать случаи, когда -
Ол''’

ОЭ / •

1 г   ̂ ^стремится также к пределу СгЬ — / К dt для всех
V  2% J
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о  предельной теореме теории вероятностей 185

значений 2S<28o- Мы будем говорить тогда, что к сумме 5» при
менима предельная теорема порядка 25о. Таким образом, на ос
новании только что сделанного рассуждения, находим что усло
вие необходимое и достаточное для применимости предельной 
теоремы порядка 28д. ^де целое число, заключается в соот 
вьтствующем условии (!) Ляпунова.

Условие Ляпунова является удобным практическим приемом 
для выяснения применимости предельной теоремы порядка 23,; 
но интересным фактом является и то, что для применимости 
предельной теоремы порядка 28,, необхилимо и достаточно, чтобы

случае 5 в> 0  не пелоп', дока«этельство

^технически усложняется, для ею проведения нужно было бы 
:|устан'Зи■ ь, что при любом 8 (,^0  (не только целом условия

-1«<0 и ____ ►О эквивалентны.

Пока это не установлено, мы дс)лжны ограничиться несколько 
менее законченных! утверждением для З, не целого;

ТЕОРЕМА. Условие Ляпунова пса любо.я 3<8„ (8, > 1 )

А1л,й “ X
1 tin

-о (1)

необходи.мо и достаточно ’) д.т прп.яени.мости предельной тео
ремы порядка 28, при всяком 3>8«

Для этого замечаем, что

М.О. Sn Р̂  ^  =  М.О. У  хд S„ 1’5 - f  М.О. :5 1:5_,5Ц)ЭД

где - S„- Xi не гтависпт от .v,, а потому М.О .х/5*,'* —О-
Но

Т  =  л,*, 5„ -f x,Ŝ Ĵ \ , > х'Р ps,
когда 0; в случае oc,5<;><0;

Т  -  л,*; S„ Р- - 1 xr/S»», I , 5<'> Р8).
поэтому, при | ау1< 2 '5 )Р „ имеем ;5п| =  Ц5„‘>̂ — iA j|K |5'„'’l, и не
равенство ТТ сохраняется; если же 1х,1 > 2  то
; Sn I >  1 1, и мы получаем Т, >  х/’ | S„ i*''— || Sn i’® —

2 2
>) ргииче.ше “v '> l испо.пьзустся лишь при ,1икачател1.стя8 необходимости.
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Следовательно,
п

Л<.0.!5„ 2+25 ^  3/ 0  ^ г, >  ^  A f.O .V '

Но, принимая во внимание пренебрегаемость величин л:,, вслед- 
SL

ствие которой подчиняется закону вероятностен, имею-
V D fi

щему пределом G( )̂, замечаем, благодаря симметричности G(t), 
что вероятность для 5*,') иметь определений знак, а именно знак х,,
стремится Поэтому

М О. х,^ \ Sn |2S =  М.О. I x U i  +  5W|28 >  ( y  -  ) М.О.

где £,—>0 при возрастании п. ('ледовательно,
Ж.О.!5„|2+25 

^1+5
5 „  2+Го

> ±  ( ! _ . . ) ж,

и из ограниченности М.О.
VB.

вытекает ограниченность М„,с

Для доказательства достаточности, покажем, наоборот, что из 
ограниченности М„,г {а тем более из yVf„,s—*■ 0) следует ограничен

ность М.О.
VBn

2+26
Для этого воспользуемся неравенством

Ь : 'п!*® — |6|2В|<(2«4-1) \а — Ь !|a,28-f|if;|28]
которое справедливо при любых а, Ь и 8 > 0 . Поэтому

/ ,• <  - f  (28 +  1) [|5„|«5 4 - 15Н)]26 (25 +  2) |^,-2(j5,l28_
|2х,-25)4- ЩхР+^Ц -Ь (28 Ч- 1)х,2 5(.')|25

и вследстие неравенства | а - | - 12а I *8 4- 1 2й 25̂ верного для 
любых а, Ь, 8> 0;

Г, <  (28 4- 2)[дсЯ,25'„‘>125 4 - 225̂ x,i2̂  2Sj 4. (28 4-
откуда

М.О S„
V~B„

2+25 . п
<226+> (6-Н1) М„,5 4-

Следовательно, если 8 < 1  или уже установлена ограниченность 
M.O. Sn 26
---- ^ ------, то, вследствие <  [25л|2б +  i2x,|28 из ограничен-
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о  предельной теореме теории вероятностей I 8 T

М 0.
ности Мп,ь получается ограниченность ‘ , которая, та

ким образом, доказана для всех Благодаря сделанному
выше примечанию, отсюда следует, что

-J-00 I '
_Г17.— _—  Г 2̂+2?,̂  -(Itlim ,

п~>со 3
= zC -2 T ,=  — ^  г  t r + ^ '‘ e  ■(V2” J

5. Как известно, у с л о в и е  Л и н д б е р г а ,  заключало;.leecH » 
том, что, как бы мало ни было а ^ О

П + “V В"
lim 1 /  x ’d'bk^x.)— 1

—3»/в п

( 12)

я в л я е т с я  н е о б х о д и м ы м  и д о с т а т о ч н ы м  д л я  ” Р  ̂
м и м о с т и  п р е д е л ь н о й  т е о р е м ы  н у л е в о г о  порялк<,

 ̂ * Пои невыполнении этого условия наша обопщенная георем.‘ 
(Ляпунова) приводит к случаям, когда^ применима предельная 
теорема лишь отрицательного порядка 2оо<у

Во всяком случае, е с л и  з а к о н  =  с л а 1 е
м ы X лд о д и н а к о в, т о п р и с у щ е с т Б о в а к 11 и

\Х>
Ь — J  (1'Цх) п р и м е н и м а  п р е д е л ь н а я  т ' о р е м а п о-

1
р я д к а 2/> —2 к а к о в о б ы ни б ыл о / »  ^ •

Это вытекает из выше сделанного примечания (и выноски). 
Таким образом, в нашем примере, предельная теорема примени
ма с о т р и ц а т е л ь н ы м  порядком сколь угодно олизким к н\-
лю. В частности, полагая р =  находим, что в условиях

этого примера. ^

Л10.1л/ +  .. .4л-« I----- | /  Зп logn I te dt i= _ | 3 nlogn.
'  ()

Заметим, что, е с л и  з а к о н  в.е р о я т н о с т е й с у м м ы н е з а

в и с и м ы X (м е д и а н и 3 и р о в а н н ы х) в е л и ч и н у  , a'i с т р е
*̂ 1
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1ИИТСЯ к з а к о н у  Г а у с с а ,  т о  э т им же с в о й с т в о м  о б 

л а д а е т  Vл а д а е т  — — при всех положительных ^ < 1 .  Действи
1 *

тельно, согласно теореме Феллера, существуют такие что од- 

иовременно X  / -•■О, " ■
' \*\>L„

» Мг1</-„

f  хЫ’Ь̂ {х)-,

лоэтому при том же L„ имеем также

L^‘n
П — О

\x\^‘d'ifi{x)
> \=‘\>Ln

наша обобщенная предельная теорема (Ляпунова).
В заключение докажем еще следующую теорему: Ес л и  з а к о- 

н ы в е л и ч и н л :1 с и м м е т р и ч н ы  и к с у м м е  5 „= л-,+ . . . -i v„ 
п р и м е н и м а  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а ' ну л е в о г о п о р я д 
ка или отрицательного порядка при ограниченном, то к

псумме
• •-Ьд'л

где yi , при всяком положительном ^ < 1  применима

предельная теорема любого поряака ниже _______1
t

Рассмотрим сначала первый случай, при котором соблюдается 
условие Линдберга (12). Тогда

л я “ Г Лп

Bn(t) =  M.O.{S^;^y. =  VAf.O.'A:,'2' >  V  Г >
1 1 «' -«J в„n <̂VB„

(13)
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о  предельной теореме теории вероятностей 1Я‘>

тае вследствие (12), стремится к нулю га—>-оо. Поэтому
п 2

V / M . 0 . 2 _ 2

[5.(^)1 '

■ о

I — 1 I соблюдено.т. е. условие Ляпунова порядка —^

Во втором случае рассуждение то же, только на основании 
обобщенной теоремы Ляпунова в (13) нужно заменить В„ через 
Вп* и принять во внимание, что

VyW.O.iŷ i' в

Вп '
ограничена.

В п*

Пусть например, х, =  + 1  с вероятностями
1

=  +  с вероятностями— При t — \, В п ~ 2 п \  применяя 

o6o6uienHyio теорему Ляпунова, имеем

i I

поэтому

(х) =  п — 2
7”  \x\<̂■ ~

П

Z.2
► О

га- 2  у

вместе с если L — m\  а <

■2{Ц

f ) ; следовательно, пре

дельная теорема применима при Вп* — п (условие Линдберга на
рушено). При ^ < 1 ,  согласно доказанному, соблюдается условие 
Ляпунова (В„{с)'^п). Напротив, при / > 1  условие обобщенной 
предельной теоремы нарушено, и закон вероятностей суммы 

к закону Гаусса не стремится.
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S u r 1е th e o re m e  lim lte  de la  th e o rie  des p ro b a b ilite s
S. Bernstein (Leningrad)

. L’autenr rappelle une generalisation (concernant les grandeurs 
ind^pendantes) du theoreme limite etablie dans son memoire „Sur 
I’extension du thёorёme limite du calcul des probabilites aux sommes 
de quantites d^pendantes" (Math. Ann. 1926, t. 97 p. 12 et 23) qui 
a ete retrouve^ plus tard en 1935 (Math. Zeitschrift, t. 40, Ober den 
zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung) par M. 
Feller. Ce dernier a eu le merite de dёmontrer, de plus, que la 
condition suffisante de ce thёorёme est nёcessaire en un certain 
sens. L’auteur dёmontre, que les conditions de Liapounoff sont 
cgalement necessaires A un certain sens; ainsi, la condition (I) 
Мл,8„—̂ O, oil 8 o > 0  est un nombre entier, est nёcessaire et suffisant 
pour que la loi de Sn tend vers la loi du Gauss et que tous les 
moments d’ordre non supёrieur a 2+-3o tendent vers ceux de la loi 
de Gauss. Une proposition analogue est etablie pour le cas, ou 

О lorsque oo> О ё!ап1 quelconque.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ Ф УНКЦИЙ МАТЬЕ

Г. А. Бюлер (Томск)

^ 1. УРАВНЕНИЕ МАТЬЕ И ЕГО ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ. 
' Функции Матье получаются, при решении уравнения

д^и , д-и-------- -------
дх^ ду^

( 1 . 1)

если гранитные условия отнесены к эллиптическому гш.тинлру, 
если же их отнести к круговому, цитиндру, то решениями cлv- 
жат функции Хппкеля, Бесселя и Неймана, таким оораэом, ф) ак
ции Матье мо.кно считать обобщением функций Ханкеля.

Введя э.итиптические координаты
A- =  cc/zScos-ri; v =  ^^^A^sinT|*) (1-2)

и полагая затем
а(;,г,) =  Л1,т1).А($)

получаем два линейных уравнения 
Ф  /VI (т))

(iif
d-̂  N(i)

-j- (>.2 COS* •/]) ЛТ(т|) — 0

— (>.2 (J.2 r* ch '̂ ;) N{^) — 0,

(1 3a) 

(1.3b)

где — неопределенная постоянная.
Уравнение (1.3в) получается из (1.3а) при чисто мним >м 

т) т. о. при исследовании можно ограничиться рассмотре
нием только уравнения (1.3а).

Еели с -6, то уравнение (1.3а) переходит в уравнение

d Т)2
и решение его имеет вид

+ /X т,

d* М(т)) J J ^  о

{■*1 =  *11 +  '■ * l2)-

(1.4)

( 1 .5 )

но если одновременно с 
личина

► 0 и T)j очень велико, так что ве-

, 7  .^lAf - ‘ *1**)Z  =  V-с sm r i^ ' - е 
—  ‘ 2г

( 1 . 6 )

*) При замене (1.2) кривым 5 =  const соответствуют софокусные эллшпсы. 
кривым т) =const софокусные гиаерболы с фокусами в точках (с;О) и { с,О).

------- 1 ---------- -  / Л ..*•) Знак }-, если sij г, ^  0 и знак —, если sin г, >
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192 Г. А. Бюлер

остается конечной, то уравнение (1.3а) переходит в уравнени 
Бесселя

d^M{z) . 1 dM{z)_L
dz^ Z (1.7)

решением которого являются функции Ханкеля, Бесселя и 
Неймана.

Таким образом, собственные числа Х(с) определяют характер 
решений: при с —*-0 и =  (л—целое) получается два перио
дических решения созлт] и sinni], в случае больших т), только 
одно периодическое решение Jn(Z), и в общем случае могут 
быть оба фундаментальных решения не периодическими.

§ 2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ МАТЬЕ| 
Обозначим через

Л1(г.) .
(2.1)L  (Af(ri)l =  ^  у

dr^
и будем искать решение уравнения [7И tj)] =  0 в виде

~  j  ̂(■̂ .'“') Kw) dw ( 2 . 2)

тогда если подобрать ядро k(f\,w) так чтобы функция ^ (т,, д-) 
удовлетворяла уравнению в частных производных

7,Д/г(т), w)]=M^ 1Л(т1,гу)1, 

то получим из (1.2) выражение

-т| I'W T,)j ~  j k(r„w)  [ср (да)] ^да -j- yV [k, ср]* , ( 2 .3 )

где уИ[(р(да)| — оператор сопряженный с уИ̂ ,, н если теперь подо
брать так пределы интегрирования, чтобы Л/[/fe, 9)*за0, тогда мы 
получим выражение функций Матье в виде (2.2).

Известно, что в интегральном представлении функций Хан- 
кедя ядро имеет вид

—/Г sitiT
k (z, •:) =  <'

и поэтому естественно, принимая во внимание выражение (1.6), 
выбрать ядро k [ i \ , w )  в виде

, , — sin sin W
k{ f \ ,w )^e (2.4)
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Oft интегральном представлении функций Матье 193

Исходя из этою ядра легко показать, что оператор сов
падает с оператором М^,, т. е.

1̂  (̂ > ®')] ^ ^ - г  {>•- “Ь cos- w ) k ~ 0fJŵ
(2.5)

и так как это уравнение самосопряженное, то будем иметь, чтоЬ

[-W (’l)l =  f  * (""I- Ь  («')! 4- yv [k, =  о . (2.6)

Следовательно, если ЛУ[А, ]̂  ̂—О, то функция f(a') должна удов 
летворять уравнению Матье.

Элементарные вычислений показывают, что 
—/(АС sin Г( sin а>

N [к, ф] — — е (/ Р с sin т, cos да ф(да) +  'f'(7«)l
и следовательно при выполнении условия

, , ,  * ( —/рс sin т; sin tr i *
N \k, ф]̂  =  I г f/ (irsin Tj cos да ф (да) ф' (да)] ( !^=0 (2.8)

функция Матье может быть представлена в следующем пите,
*

, Г ~ /рс sin Т sin W
^ ■■i{w)dw, '2.9)

я
где функция Ф(да) удовлетворяет уравнению М 1т ь е /.» [ф(да)]—О- 

Д| я  того, чтобы подобрать пределы ннгегрирования а и ft так, 
чтобы удоЕлетворялось условие (2.8) ряссмогоим показатеть 
ный множитель

^  —/рс sin т, sin «1—/рс stntf’ ^2 iO)

который характеризует поведение оператора. Лг’ |* ,ф] при боль
ших значениях мнимой части да, так как оставшийся множи
тель не окажет влияния на порядок стремления к нуля выраже 
ния ®], а асимптотическая форма функций Бесселя, в кото
рую переходит функция Матье при v —>-оо(да =  и -]-1'У) имеет вид 

1 —I ’■ ] —/'If sin tt'
^  ̂ e

V - I' ГГ c sin r.
Введем обозначение

/ВZ =  p с sin да — д: 4- / _v =  о e (2.11)
и рассмотрим показатель в (2.10i

sin да - sin {u-\-iv) — sin и chv +  i cos u shv =

— —  e® (sin и Ч-г cos u)
2

при tr—<-cx
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I!)4 Г. A. Бюлер

sinw e~'' (sin v  — i cos u)

при V  —>• C<5,

a весь показатель будет равен

{[pcos(« — 6 ) ' cosЫ |4-i[p sin (,И—'I)-f-ас sin и ]] -

Таким образом

2-е ®  [?c o s (h 6 ) - f - a c  cos« ] (2.12a)
Re V =  e для v —  ̂-j- со.

-  ^ - e  ‘'(p co s(« -f  0 )  +  !»e cosui] ( 2 . 1 2 b )
n e t  =  e  дляФ  — ос

Т. о. выражение (2.8) будет стремится к нулю, если

pcos(u — 9)-)-uic iCos wi <  О для t t— (2.13a) 
P cos (в -f-6)-f-[1.C |cos m| >  0 для* V—* — ос (2.13в) 

но, согласно (2.11)
X =  рcos9, у =  psin6

и условия (2.13а) и (2.13в) запишутся в виде:
xcosB-r-vsinB-)-(iC c o sB i< 0  для w—» +  ■ , (2.14а)
xcosu  — y;sinB-!-He!cosB!>-0 для г;—♦ — о-. (2.14?)

Рассмотрим в области z =  x-j-iy  прямые;
X cos В ) sin а, 4-acicosMii =  0 (2.15)
X cos «2 — 3' «2 -t~ (ie icos Из| =  0. /

Нетрудно заметить, принимая и за у гол между перпендику
ляром, опущенным из начала координат на пряч\ю н осью 
что прямые (2i 15),

■XCOSB, — у sin В] 
X C O S  и г — у Ч Ш  В2 '

: е  iCOS и , .

: ( l e  ICOS Вг;

разбивают плоскость (х, у) на четыре части. Приэгом интеграль 
ное представление (2, 9) имеет место только в области угла II. 
когда концы пути интегрирования а vi Ь удаляются в беско
нечность по разные стороны действительной оси, плоскости 
w — u-\-iv, в области углов 11 и III, когда а и  Ь в верхней полу
плоскости плоскости тю и в области 1—11, когда а н 1> а ниж 
ней полуплоскости,
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об интегральном мредставлонин функций Л1атье 1У5

В частности, если взять а =  — ioc и й =  ±:я-[-»оо т. е. 
выбрать путь Li или i ,  (черт. 2), то (2, 9) справедливо в полу
плоскости

X — 1хс>0, (2,17)

Г

- t o o  - i ,  

Черт. 2

и

а именно имеем интегральное представление
-/(АС sinr; sin w

»(w) dw
L

—/вс Sint, sin tt' 
e »(w) d w .

(2.18a)

(2.18b)

-I- (/2 -j- g.J COS* Tj) ^W(t)) «= 0

С л е д с т в и е ! .
Легко видеть, что если с «-0 и одновременно мнимая часть 

7| очень велика, то уравнение
d  ̂Л7(т)) 

переходит в уравнение

dz  ̂ Z dz ' \  Z* I
решениями которого служат функции Ханкеля H^(г) и H\z),  а 
уравнение

Ф (  W)
—------- [- (/.* -ь (А* С* COS* w )  i t w )  =  оI V . .  / л  у

переходит в уравнение

с7щ>*
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196 Г. А. Бюлер

■ J: XiwС решениями е и, следовательно, при этом ннте1ральные 
представления (2.18а) и (2.18п) переходят в интегральные пред
ставления функций Ханкеля Я “>(р.с sin tj и sin т,), а усло
вие (2.17) переходит при этом в условие '

А' =  р cos О >  О
Таким образом функции и (т)) естественно'назвать

функциями Матье^—Ханкеля и обозначить через

и
2. Если положить Ui — — и-,, вчастности взять ы, = «2 =  — "

и ко«иы п\ти интегрирования а и h направить так, как это
указанск на черт. 3, то будет иметь 
место интегральное представление

, =  J
—ipcsInT, sin w 

е !p(w) dw

справедливое в полуплоскости х  — рс 
> 0 ,  но, очевидно, (2.19) можно на
писать в виде

ЛЬ ( . ) = /
— t\i.e sm Y) sin w

e <p(w) dw

L~.

■ i\u  fin Y) sin w
o(w) dw =

и так как функция сопряженная функции Л1 запи
шется в виде *)

,,, Г -|-/>c»inr|sinw'
<t{w)dw,

L,
где Z.I есть зеркальное отражение пути Z., в действительной 
оси, то полагая под знаком интеграла w — — w, получим дли 
четных решений уравнения Матье, что

* —'1 с sin Т | sin W (2)
е ' '-i(w) d w  — /Vlfi (т,) ( 2 . 21)

- h
и, следовательно, функция Матье-Бесселя есть действительная 
часть функции Матье Ханкеля.

*) При действительном значении i.
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71
З.^Если положить — , то получим из (2.13а).

К  I — /;лс sin л sin W
'^(w) dw

"2'  —  I со

или, полагая w —

(v)dv

и при т, =  гтг)2 будем иметь:
+ со

м и уЩ-г) —  ̂ j е 'ii(v)dv,

где функции — Л7̂ '(т,.,) и .должна удовлетворять
уравнению (1.2в); это интегральное представление справедливо 
в полуплоскости у< [0 .

Точно также, если положить в (2.18в) и, = « 2  =  — ,
то получим аналогично

-f со
..(1) / /   ̂ Л — T,J гЛ VMff ( ^2) I g z^(y)dv,

которое справедливо в верхней полуплоскости плоскости z  
т. е. полуплоскости :У>0.

4, В случае, если <р(ш) периодическое решение уравнений 
Матье, то интегральное представление (2.19) переходит в обыч
ное интегральное представление для периодических функций 
Матье, так как отрезки пути L (черт. 3), параллельные мнимой 
оси V, взаимно уничтожаются, силу периодичности, т. е. мы 
получим

Af(T))
— i[ie sin Tj sin w

<f(w) dw.
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