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Статья посвящена исследованию возможности повышения точности реше-
ния прямой задачи внешней баллистики за счет решения более полной сис-
темы уравнений движения метаемого тела (снаряда) и расчета аэродинами-
ческих коэффициентов сил и моментов на основе моделирования гидроди-
намики его обтекания.
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Точность решения прямой задачи внешней баллистики зависит от полноты
факторов, учитываемых при моделировании [1–3]. В частности, от учета враще-
ния и колебаний относительно центра масс, точности определения аэродинамиче-
ских коэффициентов метаемых тел, точности задания метеоусловий, точности ис-
пользуемых численных методов и др. В статье представлена математическая мо-
дель внешней баллистики снаряда и методика расчета траектории на основе ре-
шения более полной системы уравнений движения, учитывающей вращение и ко-
лебания относительно центра масс и использующей аэродинамические коэффици-
енты сил и моментов, рассчитанные на основе моделирования гидродинамики об-
текания снаряда.

Методика решения траекторной задачи

Траектория движения снаряда строится в стартовой системе координат Oxcyczc,
связанной с точкой расположения орудия и ориентированной по направлению
стрельбы (рис. 1).
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Рис. 1. Ориентация стартовой (Oxcyczc) и траекторной (Oxкyкzк) систем координат
Fig. 1. Orientation of the launch (Oxcyczc) and flight path (Oxкyкzк) coordinate systems
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Координаты центра масс снаряда определяются уравнениями [1]

с
к cos cos

dx
V

dt
= θ ψ ,

с
к sin

dy
V

dt
= θ , (1)

с
к cos sin

dz
V

dt
= − θ ψ ,

где xc – дальность; yc – высота полета; zc – боковое отклонение; θ – угол наклона
траектории; ψ – угол направления; Vк – скорость центра масс снаряда.

Параметры движения снаряда определяются в траекторной системе координат
Oxкyкzк , связанной с центром масс снаряда и ориентированной по вектору скоро-
сти (рис. 1):
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Здесь g – ускорение силы тяжести; 
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, ,x y zС С С  – коэффициенты составляющих аэ-
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площадь миделевого сечения снаряда; d – калибр снаряда; m – масса снаряда; θg , ψg
– поправки, связанные с учетом геофизических параметров Земли [4].

Для вращающегося снаряда аксиальная скорость определяется из уравнения
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где mx – коэффициент аэродинамического аксиального демпфирующего момента
(момента трения); l – длина снаряда; Ix – аксиальный момент инерции снаряда.

В процессе движения по траектории под действием различных возмущающих
факторов снаряд совершает колебания относительно центра масс. Положение оси
симметрии снаряда относительно вектора скорости определяется пространствен-
ным углом нутации δ. Горизонтальная δ1 и вертикальная δ2 составляющие угла
нутации снаряда определяются из системы дифференциальных уравнений [3]:
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Для определения горизонтальной ω1 и вертикальной ω2 составляющих эквато-
риальной угловой скорости снаряда решается система уравнений:
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− ω ωω
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+ ω ωω
= (7)

где m1 , m2 – коэффициенты горизонтальной и вертикальной составляющих аэро-
динамического момента; Iz – экваториальный центральный момент инерции сна-
ряда.

Коэффициенты составляющих аэродинамической силы в уравнениях (2) – (4)
определяются выражениями
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скорость; ( )a ,xC M α , ( )a ,yC M α , ( )a ,z xC ω α  – аппроксимационные зависимости
коэффициентов силы сопротивления в системе координат, связанной с осью сим-
метрии снаряда, где ось x направлена вдоль оси симметрии, ось y – лежит в плос-
кости сопротивления, образуемой осью симметрии и вектором скорости, при этом
ось z образует правую тройку векторов.

Коэффициент аэродинамического аксиального демпфирующего момента в
уравнении (5) и коэффициенты горизонтальной и вертикальной составляющих аэ-
родинамического момента, используемые в системе уравнений (7), рассчитыва-
ются следующим образом:
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где ( )a ,x xm M ω , ( )a , ,y xm M α ω , ( )a ,zm M α  – аппроксимационные зависимости ко-
эффициентов составляющих момента аэродинамической силы в системе коорди-
нат, связанной с осью симметрии снаряда.

Составляющие пространственного угла атаки α1 , α2 связаны с составляющими
угла нутации δ1 , δ2 соотношениями

11 1 wα = δ − ε ,

22 2 wα = δ − ε ,

где 
1wε , 

2wε  – составляющие угла сноса ветром.
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Для решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1) – (7)
применяется метод Рунге – Кутты – Вернера 6-го порядка точности с контролем
погрешности интегрирования [5].

Методика расчета аэродинамических коэффициентов метаемых тел

Для расчета аэродинамических сил и моментов, действующих на снаряд, при-
менен подход, основанный на численном моделирования обтекания снаряда пото-
ком воздуха. При этом решались уравнения Навье – Стокса, осредненных по Фав-
ру (FANS), с использованием полуэмпирической модели турбулентности [6]. Та-
кой подход не требует значительных вычислительных ресурсов, что позволяет
рассчитать аэродинамические характеристики обтекания исследуемых тел в ши-
роком диапазоне параметров.

Система уравнений Навье – Стокса нестационарного вязкого теплопроводного
течения, осредненных по Фавру, имеет вид [7]
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где ρ – плотность газа; v – вектор скорости; t – время; р – давление; τ – тензор
вязких напряжений; f – вектор внешних сил, например силы тяжести;
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v  – полная энергия; γ – показатель адиабаты; q – вектор теплового
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Рассматривается идеальный газ, для которого справедливо уравнение состоя-

ния Менделеева – Клапейрона:
p RT= ρ ,

где R – удельная газовая постоянная, T – абсолютная температура.
Для турбулентного течения сжимаемого газа компоненты тензора вязких на-

пряжений находятся с помощью выражения
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где m tμ = μ + μ  – эффективная вязкость, определяемая как сумма молекулярной и
турбулентной составляющих; ui – компоненты вектора скорости по координатным
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 – единичный тензор.

В качестве модели турбулентности выбрана (k – ε)-модель, которая с учетом
слагаемых, связанных с влиянием эффекта сжимаемости, имеет вид [8]
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где, согласно [9], примем 1 20.09,  1.44,  1.92, C C Cμ ε ε= = = 1.0,  1.3k εσ = σ = .
Источниковый член в уравнениях (11), учитывающий сжимаемость, определя-

ется по модели Саркара [10]:
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Выше через S2 обозначена сумма
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Для определения турбулентной составляющей динамической вязкости исполь-
зуется выражение

2

t
kCμμ = ρ
ε

.

Описанный выше подход решения задачи обтекания снаряда реализован с по-
мощью модуля расчета динамики жидкостей и газов Fluent программного пакета
ANSYS 15.0.

Исследование аэродинамических характеристик снарядов проводилось в сле-
дующем диапазоне изменения параметров: числа Маха M = 0.5−5.0; углы атаки
α = 0−20°; скорости вращения снаряда ωx = 500−2000 рад/с. По результатам чис-
ленного эксперимента для исследуемого метаемого тела с помощью метода наи-
меньших квадратов строились аппроксимационные зависимости для коэффициен-
тов аэродинамической силы и моментов, используемые в выражениях (8), (9).

Аппроксимационные зависимости для коэффициентов аэродинамической силы,
с учетом анализа значимости коэффициентов уравнений регрессии имеют вид [3]

( )a 2 3 2
0 1 2 3 4,x x x x x xC M a a M a M a M aα = + + + + α ,
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0 1 2 3 4,y y y y y yC M a a a a M a Mα = + α + α + α + α , (12)

( )a 2 2
0 1 2 3 4,z x z z z z x z xC a a a a aω α = + α + α + ω α + ω α .

Соответствующие аппроксимационные зависимости для коэффициентов момента
записываются как

( ) ( )a 2
0 1 2,x x x x x xm M b b M b Mω = + + ω ,

( ) ( )( )a 2 2
0 1 2 3, ,y x y y y y xm M b b M b M bα ω = + + α + α ω , (13)

( ) ( )a 2
0 1 2,z z z zm M b b M b Mα = + + α .

Здесь axi , ayi , azi , bxi , byi , bzi – коэффициенты уравнений регрессии. Погрешность
аппроксимации расчетных данных не превышает 1 %.
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Исследование точности решения траекторной задачи

В методике, описанной в [4], используются законы сопротивления воздуха
1943 и 1958 гг., полученные на основе обработки экспериментальных данных для
эталонных форм снарядов. Закон сопротивления воздуха 1943 г. справедлив для
снарядов, стабилизируемых вращением, а закон сопротивления 1958 г. – для опе-
ренных снарядов. При этом решается система уравнений движения центра масс
снаряда. Боковое отклонение в результате действия гироскопических и аэродина-
мических сил для снаряда задается эмпирической деривационной функцией.

Исследование влияния учитываемых факторов на решение траекторной задачи
рассматривалось для трех типов снарядов: осколочно-фугасный вращающийся
снаряд калибра 152 мм (ix43 = 1.0) (ОФ 152 мм); осколочно-фугасный оперенный
снаряд калибра 125 мм (ix58 = 1.0) (ОФ 125 мм); бронебойно-подкалиберный опе-
ренный снаряд калибра 125 мм (ix58 = 1.7) (БП 125 мм), где ix43 , ix58 – эмпириче-
ские коэффициенты формы, используемые для корректировки законов сопротив-
ления воздуха 1943 и 1958 гг. соответственно, применительно к данному типу
снаряда.

На рис. 2 представлены зависимости коэффициента лобового сопротивления
Cx от числа Маха для рассматриваемых снарядов, а также зависимости, построен-
ные по законам сопротивления 1943 г. и 1958 г. Как видно из рис. 2, а, расчетная
зависимость для осколочно-фугасного снаряда калибра 152 мм качественно со-
гласуется с законом сопротивления 1943 г., при этом в рабочем диапазоне на уча-
стке 0.5 < M < 3.0 отличие достигает 12−15 %, но для сверхзвукового участка
M > 3.0 наблюдается существенное отличие данных зависимостей. Для оперенных
снарядов калибра 125 мм (см. рис. 2, б, в) наблюдается качественное и количест-
венное соответствие расчетных кривых коэффициента Cx с законом сопротивле-
ния 1958 г. При этом в рабочем диапазоне для осколочно-фугасного снаряда
0.5 < M < 3.0 расхождение кривых составляет 5−10 %, в рабочем диапазоне для
бронебойно-подкалиберного снаряда 3.0 < M < 5.0 расхождение кривых 7−10 %.

При расчете траектории движения снарядов рассматривались следующие под-
ходы к решению задачи. В первом случае решалась система уравнений движения
центра масс снаряда с использованием лобового аэродинамического сопротивле-
ния по законам 1943 или 1958 г. и деривационной функции для расчета бокового
отклонения в случае вращающегося снаряда. Во втором случае решалась полная
система уравнений движения снаряда с учетом колебаний относительно центра
масс, при этом использовались зависимости для полного набора аэродинамиче-
ских коэффициентов (12), (13), полученные на основе моделирования обтекания
снаряда.

Для осколочно-фугасного снаряда калибра 152 мм проводились траекторные
расчеты для диапазона начальных скоростей V0 = 680−945 м/с и углов стрельбы
θ0 = 5−52°. Результаты расчета параметров траектории (X – дальность, Z – боковое
отклонение) с использованием различных подходов к решению задачи представ-
лены в табл. 1.

На рис. 3 представлены результаты расчета траекторий снаряда ОФ 152 мм для
угла стрельбы θ0 = 25° и начальных скоростей V0 = 680 и 945 м/с.

Анализ полученных результатов показывает, что для скорости V0 = 680 м/с
отклонение по дальности достигает 800 м, а для V0 = 945 м/с максимальное откло-
нение составляет лишь 250 м. Этот результат объясняется более полной компен-
сацией отклонений за счет пересечения зависимостей для коэффициента Cx
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(см. рис. 2, а) при больших числах Маха. Расчеты показывают, что колебания рас-
сматриваемого снаряда, вызванные начальными возмущениями, затухают. Учет
колебаний снаряда относительно центра масс позволяет уточнить результаты рас-
чета. Так, при начальном возмущении δ = 0.5°, влияние колебаний снаряда со-
ставляет 70–100 м. Отличие бокового отклонения, рассчитанного с помощью рас-
сматриваемых подходов к решению задачи, в зависимости от параметров выстре-
ла, может составляет 200 – 250 м (см. табл. 1).
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Рис. 2. Зависимости коэффициента лобового сопротивления
Cx от числа Маха: а – для осколочно-фугасного вращающего-
ся снаряда (ix43 = 1.0); b – для осколочно-фугасного оперенно-
го снаряда (ix58 = 1.0); c – для бронебойно-подкалиберного
снаряда (ix58 = 1.7)
Fig. 2. Drag coefficient Cx as a function of the Mach number:
in the case of (a) high explosive rotating projectile (ix43 = 1.0),
(b) high explosive feathered projectile (ix58 = 1.0), and (c) armor-
piercing subcaliber projectile (ix58 = 1.7)



70 С.А. Королев, А.М. Липанов, И.Г. Русяк

Т а б л и ц а  1

Результаты расчета параметров траектории снаряда ОФ 152 мм

θ0 , град 5 25 52Начальные условия V0 , м/с 680−945
X, м 5860−9575 14895−21330 17720−26265Уравнения движения центра

масс снаряда. Закон сопро-
тивления 1943 г. Z, м 17.2−35.5 247−435 849−1426

X, м 5795−9720 14375−21200 16925−26010Полная система уравнений
движения. Расчетная модель
сопротивления

Z, м 18.7−45.5 208−417 598−1219
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Рис. 3. Проекции траекторий снаряда ОФ 152 мм на плоскости Oxcyc (a) и Oxczc (b):
1 – начальная скорость V0 = 680 м/с; 2 – начальная скорость V0 = 945 м/с; сплошная линия –
закон сопротивления 1943 года; штриховая – расчетная модель сопротивления
Fig. 3. Projections of the projectile OF 152 mm trajectory on the plane Oxcyc (a) and Oxczc (b):
1, initial velocity V0 = 680 m/s; 2, initial velocity V0 = 945 m/s; solid line indicates resistance law
of 1943; dashed line, computational resistance model

Для осколочно-фугасного оперенного снаряда калибра 125 мм проводились
траекторные расчеты для диапазона начальных скоростей V0 = 600−870 м/с и уг-
лов стрельбы θ0 = 5−25°. Результаты расчета параметров траектории с использо-
ванием различных подходов к решению задачи представлены в табл. 2.

На рис. 4 представлены результаты расчета траектории снаряда ОФ 125 мм для
угла стрельбы θ0 = 15° и начальных скоростей V0 = 600 и 870 м/с.

В данном случае различие результатов для всего диапазона параметров по
дальности не превосходит 125 м. По боковому отклонению максимальное разли-
чие результатов составляет 6 м. Лучшее соответствие результатов, полученных с
использованием различных подходов к решению задачи, объясняется более близ-
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ким расположением соответствующих зависимостей для коэффициента Cx (см.
рис. 2, b). При начальном возмущении δ = 0.5° влияние колебаний снаряда состав-
ляет 20 – 25 м.

Т а б л и ц а  2

Результаты расчета параметров траектории снаряда ОФ 125 мм

θ0 , град 5 15 25Начальные условия V0 , м/с 600−870
X, м 3910−6470 7365−10655 9380−13040Уравнения движения центра

масс снаряда. Закон сопро-
тивления 1958 г. Z, м 1.60−2.86 5.78−8.09 9.43−12.17

X, м 3875−6380 7415−10620 9505−13075Полная система уравнений
движения. Расчетная модель
сопротивления Z, м 0.81−1.28 2.31−4.40 3.07−6.94
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Рис. 4. Проекции траекторий снаряда ОФ 125 мм на плоскость Oxcyc (a) и Oxczc (b):
1 – начальная скорость V0 = 600 м/с; 2 – начальная скорость V0 = 870 м/с; сплошная линия –
закон сопротивления 1958 года; штриховая – расчетная модель сопротивления
Fig. 4. Projections of the projectile OF 125 mm trajectory on the plane Oxcyc (a) and Oxczc (b):
1, initial velocity V0 = 600 m/s; 2, initial velocity V0 = 870 m/s; solid line indicates resistance law
of 1958; dashed line, computational resistance model

Для бронебойно-подкалиберного снаряда калибра 125 мм проводились траек-
торные расчеты при начальной скорости V0 = 1700 м/с на дальность стрельбы
X = 1000−5000 м. Результаты расчета параметров траектории (Y – высота, Z – бо-
ковое отклонение) с использованием различных подходов к решению задачи
представлены в табл. 3.
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Т а б л и ц а  3

Результаты расчета параметров траектории снаряда БП 125 мм

X, м 1000 3000 5000Начальные условия θ0 , град 0.2 0.35 0.6
Y, м 3.82 3.98 3.90Уравнения движения центра

масс снаряда. Закон сопро-
тивления 1958 г. Z, м 0.05 0.44 1.34

Y, м 3.82 3.59 3.42Полная система уравнений
движения. Расчетная модель
сопротивления Z, м 0.04 0.40 1.25

Сравнение результатов расчета, полученных с использованием различных
подходов к решению задачи без учета начальных возмущений по высоте и боко-
вой координате, отличается не более чем на 0.5 м (см. табл. 3). Однако при нали-
чии начальных возмущений отклонения как по высоте, так и по направлению уве-
личиваются. Так, при начальном возмущении δ = 0.2°, отличие по высоте и боко-
вому отклонению составляет 1.0–2.5 м, в зависимости от дальности стрельбы. На
рис. 5 дано сравнение расчетных траекторий при стрельбе на дальность 5000 м.
Анализ результатов расчета траектории бронебойно-подкалиберного снаряда по-
казывает, что влияние начальных возмущений на отклонения по высоте и боковой
координате в конечной точке траектории могут быть существенными, что необ-
ходимо учитывать при стрельбе по целям прямой наводкой.
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Рис. 5. Проекции траекторий снаряда БП 125 мм на плоскость Oxcyc (a) и Oxczc (b):
сплошная линия – без учета начальных возмущений; штриховая – с учетом началь-
ных возмущений (δ = 0.2°)
Fig. 5. Projections of the projectile BP 125 mm trajectory on the plane Oxcyc (a) and
Oxczc (b): solid line indicates the case without initial fluctuations; dashed line, the case
with initial fluctuations (δ = 0.2°)
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Заключение

Методика аэродинамического расчета, предложенная в работе, позволяет по-
лучить полный набор коэффициентов аэродинамической силы и момента метае-
мого тела и тем самым замкнуть систему уравнений движения без использования
эмпирических соотношений. Разработанная методика решения траекторной зада-
чи является более полной, позволяет рассчитывать новые параметры и, в принци-
пе, дает более точные результаты для широкого диапазона параметров стрельбы.
Данная методика может быть использована для уточнения траекторных расчетов
снарядов, используемых в артиллерии, а также при проектировании новых бое-
припасов.
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The paper is devoted to the possibility to increase the accuracy of the solution of the direct
problem of external ballistics by means of solving a more comprehensive system of projectile
motion equations and calculating the coefficients of aerodynamic forces and moments based on
the hydrodynamic simulation of the flow around the projectile.

The mathematical modl of external ballistics presented in this article takes into account
rotation of the projectile and oscillation of the latter in relation to the center of mass. Simulation
of the flow around the projectile has been performed by solving the Favre averaged Navier–
Stokes equations (FANS), using the k – ε turbulence model including compressibility. The
numerical method has been implemented with the application of the ANSYS Fluent
computational fluid dynamics module.
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Calculation of aerodynamic characteristics of the projectiles has been carried out in a wide
range of parameters: Mach number, M = 0.5−5.0; angle of attack, α = 0−20°; and rotation speed,
ωx = 500−2000 rad/s. Based on numerical simulation results, the approximate dependences for
coefficients of aerodynamic force and moment have been obtained using the least square method.

The effect of the considered factors on the solution of trajectory problem has been
investigated for three types of projectiles: the high explosive rotating projectile, the high
explosive feathered projectile, and the armor-piercing subcaliber feathered projectile

Keywords: external ballistics, trajectory, aerodynamic coefficients, Navier-Stokes equations,
turbulence model, numerical method, accuracy of the solution.
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