
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2017 Математика и механика № 46

УДК 515.12
DOI 10.17223/19988621/46/5

Е.С. Сухачева, Т.Е. Хмылева

О МОДИФИКАЦИЯХ ПРЯМОЙ ЗОРГЕНФРЕЯ

Рассматривается топологическое пространство AS , которое является моди-
фикацией прямой Зоргенфрея S  и определяется следующим образом: если
точка x A∈ ⊂ R , то базой окрестностей точки x  является семейство полу-
интервалов [ ){ }, , 0x x + ε ε > ; если \x A∈R , то базой окрестностей точки

x  является семейство полуинтервалов ( ]{ }, , 0x x− ε ε > . Получен критерий

гомеоморфности пространств AS  и SQ .

Ключевые слова: Прямая Зоргенфрея, гомеоморфизм, бэровское про-
странство, пространство второй категории.

В работе используются следующие обозначения: N  – множество натуральных
чисел; R  – пространство вещественных чисел, наделенное стандартной евклидо-
вой топологией; символом S  обозначается прямая Зоргенфрея (или «стрелка»),
представляющая собой множество вещественных чисел, топология в котором по-
рождена базой ( ]{ }, : , ,a b a b a b∈ <R . Если множество A ⊂ R , то символом AS
обозначим топологическое пространство, в котором база окрестностей точки x
определяется следующим образом:

[ ){ }, , 0x x + ε ε > , если x A∈ ⊂ R ;

( ]{ }, , 0x x− ε ε > , если \x A∈R .

В частности если A = ∅ , то AS S= . Для любого подмножества вещественных чи-

сел X ⊂ R  через X  обозначается замыкание множества X  в пространстве R .
Известно [1, 2], что пространства S  и SQ  не гомеоморфны, а пространства S

гомеоморфно пространству AS , если множество A ⊂ R  замкнуто или множество

A  счетно. В данной работе рассматривается следующий вопрос: для каких под-
множеств A ⊂ R  пространства AS  и SQ  гомеоморфны. Подобные проблемы рас-
сматривались в работе V.A. Chatyrko, Y. Hattori [3], где база окрестностей точки

Ax A S∈ ⊂  заменялась на базу окрестностей в евклидовой топологии.
Теорема 1. Пусть A ⊂ R  счетное множество. Пространство AS  гомеоморфно

пространству SQ  тогда и только тогда, когда подмножество AA S⊂  всюду плот-
но в S .

Доказательство. (⇐ ) Известно [4, 4.3H], что существует гомеоморфизм
:ϕ →R R  такой, что ( )Aϕ = Q  и условие i ja a<  равносильно ( ) ( )i ja aϕ < ϕ  для

любых ia  и ja  из множества A , т.е. отображение |Aϕ  является монотонно воз-
растающим. Поскольку подмножество A  всюду плотно на прямой, то
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: наϕ ⎯⎯→R R  является монотонно возрастающей функцией. Следовательно, ото-
бражение : AS Sϕ → Q  – гомеоморфизм.

(⇒ ) Покажем, что если подмножество A  не всюду плотно на прямой S , то
пространство AS  не гомеоморфно пространству SQ . Пусть A S≠ . Предположим,

что существует гомеоморфизм : AS Sϕ → Q . Рассмотрим интервал ( ), \Aa b S A⊂

и положим ( ) ( )1, \J a b −= ϕ Q . По лемме 4.4 [5] 
1

n
n

J F
∞

=

=∪ , где множества nF

замкнуты в J  и такие, что |
nFϕ  – возрастающая функция для каждого n∈N . По-

скольку интервал ( ),a b  гомеоморфен S  и, значит, является бэровским простран-
ством, а множество J  – всюду плотное и типа Gδ  в интервале ( ),a b , то J  – бэ-
ровское пространство [6, S276]. Это означает, что для некоторого n∈N  множест-
во nF  содержит внутреннюю точку, т.е. существует интервал ( ),c d , такой, что

( ), nJ с d F∩ ⊂ . Так как множество ( )1−ϕ Q  всюду плотно в AS , то существует

точка 0q ∈Q , такая, что ( ) ( )1
0 ,q c d−ϕ ∈ . Рассмотрим последовательность

{ } ( )1 ,k kx J c d∞
= ⊂ ∩ , сходящуюся к точке ( )1

0q−ϕ  в пространстве AS . Не нарушая

общности, можно считать, что последовательность { } 1k kx ∞
=  является возрастаю-

щей. Так как ( ),|J c d∩ϕ  – возрастающее отображение, то ( ){ } 1k kx ∞
=ϕ  является воз-

растающей последовательностью. В силу непрерывности отображения ϕ  эта по-
следовательность сходится к точке 0q  возрастая, что невозможно, так как моно-
тонно возрастающие последовательности в SQ  могут сходиться только к точкам
из множества \SQ Q . 

Пусть подмножество A S⊂  счетно и не всюду плотно в S , но существует
интервал I , такой, что A I∩  – всюду плотное подмножество в I . Тогда по тео-
реме 1 пространство AS  не гомеоморфно пространству SQ . Но в этом случае
пространство AS  не гомеоморфно и пространству S  (доказательство аналогично
доказательству негомеоморфности пространств S  и SQ  [1]).

Теорема 2. Пусть A  и его дополнение \S A  – несчетные, всюду плотные
подмножества в S , а подмножество D S⊂  – счетно. Тогда пространства AS  и

DS  не гомеоморфны.
Доказательство. Предположим, что существует гомеоморфизм : A DS Sϕ → .

Поскольку подмножество ( )1\AS D−ϕ  всюду плотное и типа Gδ  в AS , то оно яв-
ляется бэровским пространством [6, S276]. Тогда одно из пространств

( )1\A A D−= ϕ  или ( ) ( )1\ \B S A D−= ϕ  является пространством второй катего-

рии. Для определенности, пусть A  – пространство второй категории. Заметим,

что ( ) \A S D Sϕ ⊂ ⊂ . Тогда по лемме 4.4 [5] множество 
1

n
n

A F
∞

=

=∪ , где nF  замк-
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нуты в A  и отображение |
nFϕ  является возрастающим для каждого n∈N . Так

как пространство A  второй категории, то существует n∈N , такое, что множест-
во nF  содержит внутреннюю точку, т.е. существует интервал ( ),a b , такой, что

( ), na b A F∩ ⊂ . Рассмотрим последовательность { } ( )1 ,k kx a b A∞
= ⊂ ∩ , сходящуюся

к точке ( )0 ,x a b A∈ ∩  в пространстве AS . Не нарушая общности, можно считать,

что последовательность { } 1k kx ∞
=  является убывающей. Так как ( ),|A a b∩ϕ  – возрас-

тающее отображение, то ( ){ } 1k kx ∞
=ϕ  является убывающей последовательностью.

В силу непрерывности отображения ϕ  эта последовательность сходится к точке
( )0xϕ  справа, что невозможно, так как монотонно убывающие последовательно-

сти в DS  могут сходиться только к точкам из множества D . 
Следствие 3. Пусть A  и \S A  – несчетные, всюду плотные подмножества в

S . Тогда AS  не гомеоморфно SQ .
Следствие 4. Пространство AS  гомеоморфно пространству SQ  тогда и только

тогда, когда подмножество AA S⊂  счетно и всюду плотно в S .
Проблема 5. Получить необходимые и достаточные условия для подмножеств

A  и B  из R , при которых пространства AS  и BS  гомеоморфны.
Заметим, что гомеоморфизм множеств A  и B  не влечет гомеоморфизм про-

странств AS  и BS . Например, пространства SQ  и ( )0,1S ∩Q  не гомеоморфны, хотя

множества Q  и ( )0,1∩Q  являются гомеоморфными. С другой стороны, про-
странства ( )0,1S  и [ ]0,1S  гомеоморфны [2].

В работе [5] дан критерий гомеоморфности подмножеств S  всему простран-
ству S . В частности доказано, что если X S⊂  замкнутое, плотное в себе под-
множество, то X  гомеоморфно S . Очевидно, что подобное утверждение для
пространства SQ  неверно, поскольку существуют замкнутые и плотные в себе
подмножества X S⊂ Q , такие, что \X S⊂ Q Q  и, значит, X  гомеоморфно S  [2].
Нетрудно видеть, что необходимым условием гомеоморфности подмножества X
и SQ  является условие X X∩ =Q . Следующий пример показывает, что это ус-
ловие не является достаточным.

Пример 6. Пусть С  – ограниченное, совершенное, нигде не плотное подмно-
жество на прямой R , { } 1n nB b ∞

==  – правые концы смежных интервалов множест-
ва С  и С B∩ =Q . Тогда подмножество С S⊂ Q  не гомеоморфно SQ .

Действительно, предположим, что существует гомеоморфизм : S Cϕ →Q . Рас-

смотрим множество ( )( )1\J S B S−= ∪ϕ ⊂Q Q . Поскольку ( ) \J C B Sϕ ⊂ ⊂ , то

по лемме 4.4. [5] 
1

n
n

J F
∞

=

=∪ , где множества nF  замкнуты в J  и такие, что |
nFϕ  –

возрастающая функция для каждого n∈N . Так как SQ  – бэровское пространство,
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а J  – всюду плотное подмножество типа Gδ  в SQ , то пространство J  – бэров-
ское [6]. Это означает, что для некоторого n∈N  множество nF  содержит внут-
реннюю точку, т.е. существует интервал ( ),a b , такой, что ( ), nJ a b F∩ ⊂ .
Рассмотрим точку ( )0 ,r a b∈ ∩Q  и возрастающую последовательность

{ } ( )1 ,k kx J a b∞
= ⊂ ∩ , сходящуюся к точке 0r  в пространстве R . Это означает, что

в пространстве SQ  последовательность { } 1k kx ∞
=  не имеет предельных точек. Так

как |
nFϕ  – монотонно возрастающее отображение, то последовательность

( ){ } 1k kx ∞
=ϕ  является возрастающей и ограниченной сверху числом ( )0rϕ . Следо-

вательно, последовательность ( ){ } 1k kx ∞
=ϕ  сходится к некоторой точке ( )0 0y r≤ ϕ

в евклидовой топологии прямой R . Нетрудно видеть, что 0 \y C B∈  и, значит,

последовательность ( ){ } 1k kx ∞
=ϕ  сходится к точке 0y  в топологии пространства

SQ . Полученное противоречие доказывает, что не существует гомеоморфизма
между C  и SQ . 

Проблема 7. Получить необходимое и достаточное условия при котором под-
множество X S⊂ Q  гомеоморфно SQ .

Статья поступила 10.02.2017 г.
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