
ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ 

№ 1 ФИЗИКА 2015 
 

 

УДК: 519.872 

Е.Г. УБОНОВА, Е.В. ПАНКРАТОВА 

ГАУССОВСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ДЛЯ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

MMPP/M/∞ С РАЗНОТИПНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ 

Аннотация: Предлагается исследование системы массового обслуживания (СМО) с входящим MMPP -

потоком, неограниченным числом разнотипных обслуживающих приборов и экспоненциальным временем об-

служивания. Методом асимптотического анализа в условии эквивалентного роста времени обслуживания на 

приборах получены выражения для характеристических функций первого и второго порядка числа занятых при-

боров.  
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Общие выгоды от связи между математической теорией и ее практическим применением в 

теории массового обслуживания (ТМО) прослеживаются особенно хорошо. В начале 20-го века 

Эрланг [1], основал теорию массового обслуживания, а именно разработал стохастические модели 

для анализа эффективности технических систем. Первоначальная область применения ТМО для 

анализа телефонных систем, вскоре была увеличена путем применения в ремонте машин, контро-

ле запасов, оценке страхового риска и позже конструкции и анализа компьютерных систем. Тес-

ное взаимодействие теории и практики осталось движущей силой для развития теории массового 

обслуживания и на сегодняшний день.  

Современные потоки данных включают в себя интегрированные разнотипные потоки, вклю-

чающие передачу голоса, текстовых данных и видео источников, что требует использования более 

сложной модели потоков, чем уже существующий классический Пуассоновский процесс. Развитие 

компьютерных и мобильных сетей связи привело к необходимости создания новых математиче-

ских моделей  процессов  передачи данных. 

Системы массового обслуживания являются адекватными математическими моделями реаль-

ных процессов и систем в различных сферах деятельности. Например, система массового обслу-

живания MMPP/M/∞ с разнотипными заявками, требующими разного времени обслуживания яв-

ляется моделью информационных телекоммуникационных систем. Как правило, в таких системах 

на обработку информационных единиц затрачивается разное время в зависимости от формата, со-

ответствующих протоколов, типа заявок и т.д.  

 В настоящей статье рассматривается система массового обслуживания MMPP/M/∞ с разно-

типным обслуживанием и проводится ее исследование методом асимптотического анализа. 

Постановка задачи 

Рассмотрим  СМО, на вход которой поступает марковский модулированный поток (MМРP-

поток) разнотипных заявок, управляемый цепью Маркова )(tk с конечным числом состояний K 

[2], заданной матрицей инфинитезимальных характеристик Q  и условными интенсивностями на-

ступления событий k . Дисциплина обслуживания заключается в том, что заявка из MMPP/M/∞  

входящего потока занимает любой свободный прибор и с вероятностью 1p  время обслуживания 

имеет экспоненциальное распределение с параметром 1 , а с вероятностью 2p  время обслужива-

ния имеет экспоненциальное распределение с параметром 2 . 

Поставим задачу исследования двумерного случайного процесса  )(),( 21 titi  числа занятых 

приборов в системе каждого типа в момент времени t. Так как входящий поток не является пуас-

соновским, то рассматриваемый двумерный процесс немарковский. Рассмотрим трехмерный мар-

ковский случайный процесс  )(),(),( 21 tititk , для которого можно записать совместное распределе-

ние вероятностей })(,)(,)({),,( 2211 itiitiktkPtikP  , где  )(tk  - состояние управляющей цепи 

Маркова. Для этого распределения вероятностей получаем систему дифференциальных уравнений 

Колмогорова: 
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 ),,,(),1,,()1(),,1,()1( 2121222111 tiiPqtiikPitiikPi k . (1) 

где k, ν =1, 2, …, K. 

Введем функцию, которую будем называть частичной характеристической функцией [3], 
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где 1j . 

Тогда из (1) получаем следующую систему уравнений 
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Запишем данную систему в виде дифференциального матричного уравнения 
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где 
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Для исследования числа занятых приборов каждого типа рассмотрим систему при ее стацио-

нарном функционировании, перепишем (2) в следующем виде: 
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Полученное уравнение позволяет определить основные вероятностные характеристики про-

цесса, характеризующего среднее число занятых приборов каждого типа в момент времени t, при 

стационарном функционировании системы [3]. 

Исследование характеристической функции числа занятых приборов в системе методом 

асимптотического анализа 

А с и м п т о т и к а  п е р в о г о  п о р я д к а  

Применим метод асимптотического анализа, заключающийся в нахождении аппроксимации 

характеристической функции числа занятых приборов каждого типа в системе MMPP/M/∞ при 

некоторых асимптотических (предельных) условиях. Рассмотрим условие эквивалентного роста 

времени обслуживания на приборах [4].  

Введем следующие обозначения: 

1 ,  q2 , 1xu  , 2qxw  , ),,(),( 211  xxwu FH .   (4) 

Тогда из (3) получаем систему дифференциальных уравнений вида 
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Теорема 1: Сумма компонентов предельного, при 0 , значения вектор-функции 

),( 211 xxF решения ),,( 211 xxF  уравнения (5) имеет вид: 
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  2211211 exp),( xpxpjxx EF , 

где EΛR  , R  - вектор стационарного распределения вероятностей управялющей цепи Мар-

кова )(tk , определяемый системой уравнений 0RQ и условием нормировки 1RE . 

Доказательство: В уравнении (4) выполним предельный переход при 0 , тогда имеем 

уравнение 

0),( 211 QF xx , 

решение которого определим в виде 

),(),( 211211 xxxx RF .     (6) 

Чтобы найти функцию  211 , xx , домножим обе части уравнения (5) на единичный вектор-

столбец [1, 1, ..., 1]TE . Далее раскладывая в полученном выражении экспоненты в ряд и под-

ставляя (6), получаем дифференциальное уравнение в частных производных первого порядка 
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Решение которого, удовлетворяющее начальному условию 1)0,0(1  , имеет вид 

  2211211 exp),( xpxpjxx  . 

Тогда,  

  2211211 exp),( xpxpjxx  RF , 

откуда 

  2211211 exp),( xpxpjxx EF . 

Теорема доказана. 

В силу обратных замен (4) запишем асимптотическое равенство 
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Тогда для характеристической функции процесса  )(),( 21 titi получаем асимптотическое при-

ближение первого порядка 
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Полученное равенство (7) будем называть асимптотикой первого порядка для системы 

MMPP/M/∞ с разнотипными заявками. 

А с и м п т о т и к а  в т о р о г о  п о р я д к а  

Для построения аппроксимации характеристической функции второго порядка в уравнении 

(3) выполним следующую замену 
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Тогда, учитывая (2) получим уравнение относительно ),(2 wuH  
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Введем обозначения 
2

1  , 
2

2  q , 1yu  , 2qyw  , ),,(),( 2122  yywu FH .  (9) 

Из (8) получим следующую систему дифференциальных уравнений в частных производных: 
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Теорема 2: Сумма компонентов предельного, при 0 , значения вектор-функции 

),( 212 yyF  решения ),,( 212 yyF  уравнения (10) имеет вид: 
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где EΛR  , вектор-функция f определяется решением системы уравнений   0 IΛRfQ , 

R  - вектор стационарного распределения вероятностей значений цепи Маркова )(tk , определяе-

мый системой уравнений 0RQ и условием нормировки 1RE . 

Доказательство: В уравнении (10) выполним предельный переход при 0  и получим сле-

дующее уравнение 

0),( 212 QF yy , 

решение которого запишем в виде разложения 

   )(),(),,( 2
2211212212  qypypjyyyy fRF .  (12) 

Подставляем данное выражение в (10) и раскладываем в нем экспоненты в ряд Тейлора, по-

лучаем неоднородную систему линейных алгебраических уравнений для нахождения вектор-

функции f  

  0 IΛRfQ . 

Чтобы найти функцию  212 , yyΦ  домножим обе части уравнения (11) на единичный вектор-

столбец [1, 1, ..., 1]TE . Далее, раскладывая в полученном выражении экспоненты в ряд и под-

ставляя (12), получаем дифференциальное уравнение в частных производных первого порядка 
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Решение ),( 212 yy  этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию 1)0,0(2  , 

имеет вид 
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Подставляя полученное выражение в (12), получаем необходимое выражение (11). 

Теорема доказана. 

В силу обратных замен (9) запишем асимптотическое равенство 
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Следовательно получаем  асимптотическое приближение второго порядка характеристиче-

ской функции процесса  )(),( 21 titi имеет вид 
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Заключение 

Таким образом, в настоящей работе построена модель системы массового обслуживания 

MMPP/M/∞ с разнотипным обслуживанием. Методом асимптотического анализа получена гаус-

совская аппроксимация исследуемого двумерного процесса. 
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E.G.UBONOVA, E.V.PANKRATOVA 

GAUSSIAN APPROXIMATION FOR MMPP / M / ∞ WITH VARIED SERVICE 

The research of the queuing system with incoming MAP-flow, 2 types of customers, unlimited number of servers 

and exponential service time is proposed. Investigation of 2-dimensional stochastic process that characterizes the number 

of busy devices of different types of customers is held by asymptotic method. 

Keywords: queuing system, incoming MAP-flow. 
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