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Исследована математическая модель RQ-системы M2|M2|1 с двумя источниками повторных вызовов мето-

дом асимптотического анализа в условии большой задержки. Найдено совместное распределение вероятностей 

числа заявок в первом и во втором источниках повторных вызовов. Проведено численное сравнение асимптоти-

ческого и точного распределений. 
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Математические модели систем массового обслуживания являются важным инструментом 

при исследовании различных экономических, технических систем, а также в сферах обслуживания 

и производства. Но с развитием информационных технологий возникает интерес к исследованию 

нового класса систем массового обслуживания – RQ-систем (Retrial Queueing Systems) или систем 

с повторными вызовами. RQ-системы отличаются от классических тем, что при обращении заявки 

к обслуживающему прибору в случае, когда прибор был занят, заявка не теряется, а уходит в ис-

точник повторных вызовов, откуда она повторно обращается к прибору после некоторой задерж-

ки. Такие системы применяются при моделировании телекоммуникационных систем, систем сото-

вой связи, компьютерных сетей и т.д.  

Наиболее широкое исследование систем с повторными вызовами приведено в работах Дж.Р. 

Арталехо [1] и Г.И. Фалина [2]. Анализом этих моделей так же занимались А.Н. Дудин [3], А.А. 

Назаров [4], А. Гомез-Коррел, Дж. Коэн и др. [5], которыми были рассмотрены различные методы 

исследования RQ-систем M|M|1, M|GI|1, M|M|С и других систем с одним источником повторных 

вызовов.  

В данной же статье применяется метод асимптотического анализа для исследования системы 

M2|M2|1 с двумя источниками повторных вызовов. Исследованием подобных систем занимались К. 

Авчаренков, P. Nain, U. Yechiali [6].  

1. Математическая модель 

Рассмотрим RQ-систему (рис. 1) с двумя источниками повторных вызовов (ИПВ), на вход ко-

торой поступают два простейших потока заявок с интенсивностями λ1 и λ2. Если поступившая за-

явка застает прибор свободным, то она занимает его для обслуживания, время обслуживания каж-

дой заявки распределено по экспоненциальному закону с параметрами µ1 и µ2. Если прибор занят, 

то заявка 1-го типа переходит в первый источник повторных вызовов, а заявка 2-го типа – во вто-

рой, где они осуществляют случайную задержку, продолжительность которой имеет экспоненци-

альное распределение с параметрами σ1 и σ2 соответственно. Из ИПВ (это может быть как первый, 

так и второй) после случайной задержки заявка вновь обращается к прибору. Если прибор свобо-

ден, то заявка занимает его для обслуживания, если же он занят, то заявка мгновенно возвращает-

ся в свой ИПВ для реализации следующей задержки. 
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Рис. 1. RQ-система M2|M2|1 

 

Обозначим i1(t) – число заявок в 1-м источнике повторных вызовов, а i2(t) – число заявок во 

2-м источнике. Случайный процесс k(t) описывает состояние прибора следующим образом: 
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Очевидно, что трехмерный процесс {k(t), i1(t), i2(t)} является марковским. 

Обозначим P {k(t)=k, i1(t)=i1, i2(t)=i2} = Pk (i1, i2, t) – вероятность того, что прибор в момент 

времени t находится в состоянии k, в 1-м источнике повторных вызовов i1 заявок и во 2-м источ-

нике повторных вызовов i2 заявок.  

Ставится задача найти совместное распределение вероятностей числа заявок в первом и во 

втором источниках повторных вызовов.  

Для распределения вероятностей Pk (i1, i2, t) состояний рассматриваемой RQ-системы соста-

вим систему уравнений Колмогорова:  
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В стационарном режиме система (1) примет вид:  

























.0),()()1,(

),1()1,()1(),(

,0),()()1,(

),1(),1()1(),(

,0),()(),(),(

2122212122

2121210222102

2111212112

2111210112101

21022112121222111

iiPiiP

iiPiiPiiiP

iiPiiP

iiPiiPiiiP

iiPiiiiPiiP











                                                  (2) 

Перейдем в системе (2) к частичным характеристическим функциям: 
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Тогда система уравнений (2) перепишется в виде:  
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2. Асимптотика первого порядка 

Аналитически данную систему решить не представляется возможным. Будем решать полу-

ченную систему (3) методом асимптотического анализа в условии большой задержки, то есть при 

01   или при ,0  где ԑ=σ1 – бесконечно малая величина. 

Введем обозначения ,1 yu  ).,,(),( 221 uyFuuH kk   Тогда система (3) примет вид:  
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В системе (4) совершим предельный переход 0 , обозначив ),,(lim),( 2
0

2 


uyFuyF kk


 . 

Получим систему:  
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Будем искать Fk(y,u2) в виде произведения )()(),( 22 yuRuyF kk  . Тогда система будет 

иметь вид:  
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Во 2-м уравнении системы (6) примем u2=0 и найдем Ф(y): 
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Подставим (7) в систему (6).                 
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К системе (8) добавим еще 2 уравнения полученные следующим образом: 

1. Складываем все уравнения системы (4) и положим y=0. 

2. Складываем все уравнения системы (4) и положим u2=0. 

Из полученной системы уравнений в результате были найдены следующие функции: 
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Учитывая, что ),,(),(),(),( 222`1202 uyFuyFuyFuyF   получим вид асимптотической функ-

ции. 
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Вернемся к переменной u1=εy и параметру σ1. 
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Таким образом, получили асимптотическую характеристической функции распределения ве-

роятностей числа заявок в двух ИПВ в условии большой задержки.  

Чтобы получить характеристическую функцию одномерного распределения, примем в (9) 

u1=0. 
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где 
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Из (10) можно найти маргинальное распределение вероятностей числа заявок во втором ИПВ 

по формуле обратного преобразования Фурье: 
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Если принять в (9) u2=0, получим следующее: 
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Очевидно, что такая асимптотическая характеристическая функция не описывает исследуе-

мый процесс, а лишь указывает математическое ожидание числа заявок в первом ИПВ, поэтому 

необходимо продолжение исследования в виде получения второй асимптотики. 
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STUDY OF RETRIAL QUEUING SYSTEM M2|M2|1 WITH TWO ORBITS BY ASYMPTOTIC 

ANALYSIS METHOD UNDER LONG DELAY CONDITION 

In the article we study the retrial queuing system with two orbits by using asymptotic analysis method under heavy 

delay condition. We found joint probability distribution of the number of calls in the first and second orbits. 
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