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В работе предлагается метод синтеза системы управления для дискретной системы с запаздыванием по 

управлению при неполной информации о модели аддитивных возмущений. Предложенный метод 

иллюстрируется примером. 
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Задачи синтеза систем управления для систем с запаздываниями при неполной информации о 

модели или состоянии рассматривались в работах [1–6] и др. В настоящей работе рассмотрено 

решение задачи оптимального управления для моделей объектов с запаздыванием в управлении 

для объектов с возмущениями, модели которых содержат неопределенные параметры. Для 

определения оптимального управления используется метод локально-оптимального слежения, 

выполненный с использованием калмановской фильтрации и экстраполяции с неизвестным 

входом [7–10]. Показано, что предложенный метод позволяет повысить точность слежения. 

Модель объекта с запаздыванием по управлению описывается дискретным уравнением: 

( 1) ( ) ( ) ( )x k Ax k Bu k h Fs k     , 

0(0) , ( ) ( ), , 1,..., 1x x u j j j h h        ,                                              (1) 

где x(k)R
n
 – вектор состояния; u(k–h)R

m 
– вектор управления; h – количество тактов запаздыва 

ния; s(k) 1Rn  – вектор возмущений, x0 и (j) (j = –h, –h + 1,…, –1) – заданные векторы; А, В и F 

заданные постоянные матрицы.  

Предполагается, что модель возмущений содержит неизвестные параметры и определяется 

следующим разностным уравнением: 

( 1) ( ) ( ) ( )s k R R s k f f q k      , 0(0)s s ,                                      (2) 

где R  – известная матрица, f – известный вектор (матрица R  и вектор f – номинальные 

параметры модели возмущения), R  и f  некоторые неизвестные матрицы и вектор, которые 

можно интерпретировать как ошибки определения параметров модели (2). Модель возмущений (2) 

можно интерпретировать как динамическую модель с неизвестным входом 

( 1) ( ) ( ) ( )s k Rs k f r k q k     , 0(0)s s ,                                          (3) 

где ( ) ( )r k Rs k f    – неизвестный вход. 

Предполагается также, что косвенные наблюдения за вектором возмущений описываются 

следующей моделью: 

( ) ( ) ( )k s k k    .                                                            (4) 

Здесь 1( ) mk R  – вектор наблюдений;   – m1n-матрица;  (k) – случайные ошибки 

наблюдений; в (2) 0s  – случайный вектор начальных условий, независимый ( )q k , (k) (M{s0} = 0s , 

M{( 0 0s s )( 0 0s s )
Т
}= 0P ); ( )q k , (k) – независимые гауссовские случайные последовательности с 

характеристиками: 

M{ ( )q k }=0, M{ ( )k }=0, M{ ( ) ( )q k q j
}=Qkj, M{ ( ) ( )k j   }= Tkj.                      (5) 

Будем также предполагать, вектор состояния объекта x(k) полностью доступен измерению. 

Требуется построить управление такое, чтобы вектор выхода системы ( )w k  2nR  

( ) ( )w k Hx k , 

отслеживал значение заданного вектора ( )z k R
n
. 
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Определим управление, отслеживающее заданный вектор z, на основе оптимизации 

следующего локального критерия:  

0 0( ) M{( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( ) / , }k kI k w k z k C w k z k u k h Du k h S X         ,                (6) 

где C > 0, D ≥ 0 – весовые матрицы; z(k) – заданный отслеживаемый вектор; 0 { (0),kS s  (1)s , …, 

( )}s k  0 { (0),kX x  (1)x , …, ( )}x k . 

Сначала будем предполагать, что все компоненты вектора x(k) и s(k) измеряются точно. 

Вычислим значения критерия (6) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )I k u k h B H CHB D u k h u k h B H C HAx k             

( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ( ).HFs k z k HAx k HFs k z k CHBu k h                                       (7) 

Оптимальное управление определим из условия: 

( )
0

( )

dI k

du k h



.                                                                   (8) 

Тогда, в силу (8), получим уравнение: 

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) 0B H CHB D u k h B H C HAx k HFs k z k         .                         (9) 

Выражая u(k – h) из (9), управление будет следующим: 
1( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))u k h B H CHB D B H C HAx k HFs k z k          .                       (10) 

Далее, учитывая (1), имеем следующие равенства 

( ) ( 1) ( 1) ( 1)x k Ax k Bu k h Fs k       , 

( 1) ( 2) ( 2) ( 2)x k Ax k Bu k h Fs k        , 

 
( 1) ( ) ( 2 ) ( )x k h Ax k h Bu k h Fs k h        ,                                     (11) 

тогда, учитывая (11), локально-оптимальное управление (10) представляется в виде 
1 1( ) ( ) ( ( )hu k h B H CHB D B H C HA x k h            

1 0

( ) ( ) ( ))
h h

i i

i i

HA Bu k h i HA Fs k i z k
 

       .                                         (12) 

Управление (12) формируется в момент времени k – h и для его реализации необходимо знать 

состояние x(k – h), возмущение s(k – h) и прошлые значения управлений u(k – h – i), а также 

необходимо осуществлять прогноз возмущений для моментов времени k, k – 1,…,k – h + 1. 

Построим управление для случая неполной информации об аддитивном возмущении s(k) (4). 

В этом случае оптимизируемый локальный критерий примет вид 

0 0( ) M{( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( ) / , }k kI k w k z k C w k z k u k h Du k h X          ,                  (13) 

где 0 { (0),k    (1) , …, ( )}k , 0 { (0),kX x  (1)x , …, ( )}x k . Управление определим на основе 

принципа разделения, используя оценки и прогноз. Тогда получим 

1 1

1

( ) ( ) ( ( ) ( )
h

h i

i

u k h B H CHB D B H C HA x k h HA Bu k h i     



          

1

0

ˆ ˆ( ) ( ) ( )),
h

h i

f p

i

HA Fs k h HA Fs k i z k




                                               (14) 

где ˆ ( )fs k h  – оценка фильтрации, которая определяется с помощью алгоритма оптимальной 

калмановской фильтрации: 

ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( )[ ( )f f fs k h Rs k h f r k h K k h k h              

ˆ ˆ( ( 1) ( 1))]fRs k h f r k h       , 0
ˆ (0)fs s ,                                    (15) 

1( ) ( / 1) ( ( / 1) )fK k h P k h k h P k h k h              ,                     (16) 

( / 1) ( 1)P k h k h RP k h R Q       ,                                       (17) 

1
( ) ( ( ) ) ( / 1)n fP k h E K k h P k h k h        , 0(0)P P .                        (18) 

Фильтр (15) использует информацию, поступившую из канала измерений в момент k  h. В 

(14) требуется вычислять также оценки и в моменты большие, чем k  h (оценки прогноза), 
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поэтому здесь воспользуемся экстраполятором, который позволит вычислить оценку возмущения 

с прогнозом на 1 такт ˆ ( 1)ps k h  : 

ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))p p p ps k h Rs k h f r k h K k h k h s k h             , 0
ˆ (0)ps s ,            (19) 

1( ) ( ) ( ( ) T)p pr prK k h RP k h P k h          ,                                     (20) 

( 1) ( ( ) ) ( )( ( ) )pr p pr pP k h R K k h P k h R K k h             

( ) ( )p pQ K k h TK k h    , 0(0)prP P ,                                            (21) 

а оценки прогнозов ˆ ( )ps k h j   для 2j   определятся по формулам 

ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1)p ps k h j Rs k h j f r k h j           .                                  (22) 

Отметим, что в (22) оценки ˆ( 1)r k h j    для значений 2j   могут быть вычислены с 

использованием методов прогнозирования временных рядов. 

В (15) (19) оценка r̂  вычисляется по методу наименьших квадратов на основе минимизации 

следующего критерия [7]: 

 2 2

1

( ) ( 1)
k

V W
i

J i r i


    ,                                                      (23) 

где ( ) ( ) ( )i i x i     ( ˆ( ) ( 1)x i Rx i f   ); V > 0, W ≥ 0 – весовые матрицы соответствующих 

размерностей; 
2

( ) ( ) ( )
V

i i V i    . В результате получим оценку: 

1ˆ ˆ( ) [ ] { ( 1) [ ( ) ]}r k V W V k Rs k f          ,                                (24) 

которая учитывается при определении оценок ˆ
fs  и ˆ

ps , вычисляемых по формулам (15), (19). 

Пример. Рассмотрим применение алгоритма управления (14) к объекту (1), (2) и каналу 

наблюдений (4) с параметрами 

0.98 0

0.1 0.96

 
  
 

A , 
0 1

0.1 0.5

 
  
 

R , {0.1 0.05}Q diag , {0.05 0.04}  diag , 

0 2B H F C V P E      , 0D W  ,  10 15z


 ,  2.7 2.3


f , 

и для следующих отклонений от номинальных значений модели возмущений (2): 

0 0.02

0.05 0.06
R

 
   

 


1,

0.1, 0 10,

1.3, 10 20,

1.2, 20 30,

k

if k

f if k

if k

  


    
  

 
2,

0.2 0 10,

0.8 10 20,

0.7 20 30.

k

if k

f if k

if k

 


    
  



Предложенный алгоритм управления (14) сравнивался с алгоритмом управления по 

номинальной модели возмущений без учета оценок вектора r. Результаты этого сравнения 

приведены на рис. 12. На рис. 3 приведены реализации вектора r  и его оценки r̂ . 

 

        
 

Рис. 1. Компоненты вектора состояния (xi  при управлении (14), ix   при управлении без учета оценок r̂  

(по номинальной модели возмущений), 
iz   компоненты отслеживаемого вектора ( 1,2i  )) 
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Рис. 2. Компоненты вектора управления (ui  при управлении (14), 
iu   при управлении  

без учета оценок r̂  ( 1,2i  )) 

 

         
 

Рис. 3. Компоненты вектора r и его оценки r̂  

 

Ниже в таблице приведены среднеквадратические ошибки точности отслеживания заданного 

вектора z при управлении (14) и при управлении без учета оценок r̂  

2
,1

,

( )

1

N

i k ik
x i

z x

N




 



, 

2
,1

,

( )

1

N

i k ik
x i

z x

N




 



, ( 1, 2i  ), 

которые получены для N = 30. Усреднение осуществлялось по 50 реализациям. 
Т а б л и ц а  1 .  

Среднеквадратические ошибки отслеживания заданного вектора z 

 

,1x  ,2x  ,1x  ,2x  

0.928 0.816 2.034 2.658 

 

Результаты моделирования показали, что использование в алгоритме управления (14) 

фильтра и экстраполятора, учитывающих оценки и прогноз значений неизвестного входа по 

сравнению с алгоритмом, не учитывающего такие оценки, позволяет повысить точность 

отслеживания (табл 1) при незначительно отличающихся управлениях (см. рис. 2). 
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CONTROL OF DISCRETE DELAY SYSTEMS WITH INCOMPLETE INFORMATION ON THE 

MODEL PERTURBATIONS  

In this paper proposes a method of synthesis of control systems for discrete systems with delayed control with incomplete 

information about the model of additive disturbances. The proposed method is illustrated by an example. 
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