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стической функции числа заявок в системе примет вид 
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2 exp
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а для харак ской функции суммарного объёма заяв  

. 

Тогд теристиче ок в системе GI/М/∞
можно записать 

 
  

2

2 1 2exp
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h u ju a a
ju            

. (11) 

аким образом, а ое приближени -
марного объёма находившихся в системе заявок имеет нормальное распределение. 
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Введение 

ебов
ие в задачах проектирования информа
е информация передается порциями в в

ледования таких систем играют 
большую роль при моделировании современных информационно-вычислительных сис-
ем. Однако аналитических решений при дисциплин
лучено, поскольку для построения корректного марковского процесса необходимо учи-
тыва

В работ  [1,4–6] были исследованы СМО требований случайного объёма с дисци-
плиной обсл  LIFO и ограничением на суммарный объём требований. Оказа-
лось чить ал для численных ра е-
тов 

Т симптотическ е характеристической функции сум
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Системы массового обслуживания (СМО) тр аний случайного объёма имеют 
свое применен ционных и телекоммуникацион-
ных систем, гд иде сообщений случайного объё-
ма. Как было замечено в работах [1,4,8] задачи исс

т е обслуживания FIFO не было по-

ть объёмы тех заявок, которые находятся в системе. 
ах
уживания

, что в этом случае можно полу горитмы, пригодные сч
стационарных характеристик. 
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Целью данной работы является исследование многолинейной системы массового 
бслуживания MMPP/GI/∞ со случайным объёмом требований мето м асимптотиче-

 вход

Постановка за

ссов

о до
ского анализа в условии высокой интенсивности ящего потока. 

дачи 

Рассмотрим систему ма ого обслуживания (СМО) с неограниченным числом 
приборов, на вход которой поступает марковский модулированный поток (MMPP-
поток), управляемый цепью Маркова  k t , заданной матрицей инфинитезимальных 

хара ijqQ  и диагональной матрицей условных интенсивностей Λ. Про-

вания заявки имеет произвольную функцию
х приборов 

ктеристик 

должительность обслужи  распределения, 
одинаковую для все  B x . Предполагаем, что каждое требование характе-

изуется некоторым случайным м ,    G y P y  р  объё ом 0   — функция рас

деления ины ν. Объёмы различных требований независимы. По окон-
чани а покидает систему и «уносит» свой объём. 

Пусть

пре-

 случайной велич
и обслуживания заявк

  i t

им 

 — число заявок, на дящихся на обслуж

ебований, находящихся в системе в момент време-

Постав задачу нахождения характеристик двумерного случайного процесса 

хо ивании в системе в момент t, 

 V t

и t. 



 — полная сумма объёмов тр

н

   ,i t V t . Отметим, что исследуемый процесс не является марковским, поэтому для 

го исследования будем использовать метод динамическо
янного

 MMPP/GI/∞. Для этого 
афиксируем некоторый момент времени T. Полагаем, что заявка входящего потока, 
пост ени 

е го просеивания (метод просе-
 потока) [2,3]. 

Построим просеянный поток для рассматриваемой СМО
з

упившая в систему в момент врем t T  с вероятн остью   1t B T t    S

формирует событие просеянного потока, а с тностью вероя   1 S t  эта заявка не рас-

сматривается. 
Обозначим  n t

а, если

 — число событий просеянного потока, наступивших до момента 

ени t. Тогд  в нврем ачальный момент 0t T  система была свободна, то для мо-

мента времени T для любых m выполняется равенство      P i T m P n T m   . 

нного потока позволяет более 
очно определить характеристики процесса

Следует отметить, что использование метода просея
  V tт , так как в осеянном потоке присут-

ствуют только те заявки, которые не закончат обслуживание к моменту времени T. 

Введем обозначение

пр

Дифференциальное уравнение Колмогорова в матричном виде 

   ( , , , ) , ( ) , ( )P k n z t P k t k n t n V t z   

 Марковского процесса, где ( )k t  — 

 — распределение ве-

оятностей трехмерного

цепи

р состояние управляющей 

 Маркова в момент времени t, ( )n t  — число событий просеянного потока, насту-

пивших до момента времени t,  V t  — суммарный объём требований, находящихся в 

просеянном потоке в момент време аспределения составим Δt-методом 
прямую систему дифференциальны могорова. По формуле полной ве-

ни t. Для этого р
х уравнений Кол

роятности запишем равенство 
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откуда получаем систему д огорова 

 

  
ифференциальных уравнений Колм

           ν
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, 1, , , , ,P k n z y t dG y P k n z t  
z
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Введем частичные характеристические функции вида: 

 
         1 2

1 2 1 2
0 0

, , , exp , , , ,

1, , 0,1,2,..., 0.

ju n ju z

n
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
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Учитывая, что 

   1 2

z
ju n ju z




0 0 0

, 1, ,
n
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
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0
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00 0

, 1, ,ju n ju z yju ju y

n

e e e e P k n z y t dz dG y
 

 



 
    

 
   

  1 2 2
1 2 1 2, , , ,ju ju y ju ye e H k u u u t e dG y       1, ,jut dG y e H k u

 

0 0

    2
*

21 ,,,1 uGtuukHe ju , 

где  *
2G u  обознач как    2*

2

0



  , можно записать следующую систему

уравнений: 

 

ено  ju yG u e dG y

       11 2 *, , ,
λ , , , 1ju

k

H k u u t
S t k u u t e G u

t


1 2 2H    

, 1,k K . 

Запишем данную систему в виде матричного уравнения 

 
        11 2 *, ,

, , 1juu u t
u u t S t e G u


1 2 2t

    
)

альным условием 
 

H
H Λ Q  (2  

с нач
 1 2 0, ,u u t H r , (3) 

 
где 

       1 2 1 2 1 2 1 2, , 1, , , , 2, , , ,..., , , ,u u t H u u t H u u t H K u u t   H  

1λ 0 ... 0  ...q q q

 20 λ ... 0

... ... ... ...

0 0 ... λ K

 
 
 
 
  

Λ , 21 22 2

1 2

...

... ... ... ...
K

K K KK

q q q

q q

11 12 1

...

K

q

 
 
 
 
 
  

Q ,      1 , 2 ,...,r r r K   r . 
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Здес  — 
равне

ь и далее r вектор-строка стационарного распределения управляющей цепи 
Маркова, определяемая системой линейных у ний 

 
1

0
 

 – единичный вектор-столбец. 

Метод асимптотического анализа 

rQ

re
, (4) 

e

Так к  для ре-
шения зад  условии 
неог интенсивности входящего потока [2]. 

 

ак прямое решение уравнения (2) не представляется возможным, то
ачи (2)–(3) воспользуемся методом асимптотического анализа [3] в

раниченно растущей Обозначим 1NΛ Λ , 
1NQ Q , где N  . Тогда уравнение (2) примет вид

 
        11 2 1 * 1

1 2 2

, ,1
, 1juu u t

u t S t e G u
N t


,u     

H
H Λ Q  (5) 

с начальным условием 
  1 2 0, ,u u t H r . (6) 

Асимптотический анализ первого порядка проведем в виде доказательства сле-
дующей теоремы. 

Теорема. Асимптотическая характеристическая функция распределения вероят-
остей процесса       , ,k t n t V t

   1 2 1λ τ
t

ju a S d

 первого порядка имеет вид 

τ 1 2, , expu u t N ju

н

    
0t  




Ошибка! Источник

матическое ожидан

а требований 

H r

мой линейных уравнений 
λ   r Λ e , 1a  — мате и

й распределения объём

, где вектор-строка r определяется систе-

 ссылки не найден., а  — выражением 
е случайной величины, определяемой функ-

цие   .G y  

Доказательство. 
Выполним в выражениях (5) и (6) замены 

1

N
  , 1 1εu w , 2 2εu w ,    1 2 1 2, , , , ,εu u t w w t 1H F . (7) 

Тогда задача (5)–(6) примет вид 

 
        11 2 1 *

1 2 2

, , ,ε 1, , ,ε ε 1jut
w w t S t e G w

t
ε

w w      1F Λ Q , (8) 

 начальным условием 
 

1F

с
 1 2 0, , ,εw w t 1F r , (9) 

Найдем асимптотическое при решение задачи (8) то есть 0ε  –(9), 
   1 2 1 2

ε 0
, , lim , , ,εw w t w w t


1 1F F . 

Этап 1. Положим в (8) , получимε 0    1
1 2, , 0w w t 1F Q

 ссылки не най

. Сравнивая это равенст-

во с первым уравнением ! Источник ден., можем сделать вы-
од, что

Ошибка
  1 2, ,w w t1F  в может представлена

 

 быть  в виде 

   1 2 1 1 2, , , ,w w t Φ w w t1F r , (10) 

де  1 1 2, ,Φ w w t

  1 1 2, ,Φ w w t

г  — некоторая скалярная функция, в с  (9), удовлетворяющая усло-

вию

илу

0 1 . 
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Этап 2.  вектор e, подставим
предел и . Тогда с уч

 Умножим (8) на  (10), поделим результат на  и выпол-
ним ьный переход пр ётом того, что 0 ε 0 1Q e  и 1re , полу-

чим следующее дифференциально уравнение относительно функе ции  1 1 2, ,w w tΦ : 

      1
1 1 2

1 1 2 1 2

, ,
, , λ

Φ w w t
Φ w w t S t jw jw a

t


    

. (11) 

Здесь и далее  — математическое ожидание случайной величины, 

ия объёма требований

  1

0

a ydG y 
 распределен



  G y , λ   r Λ e . определяемой функцией Решение 

о условия дает 

τ

(1
t

1) с учётом начальног

     
0

1 1 2 1 2 1, , exp λ τ
t

Φ w w t jw jw a S d
    
  

 .  

Подставляя данное выражение в (10), получаем  

τ     
0

1 2 1 2 1, , exp λ τ
t

t

w w t jw jw a S d
    
  

1F r  . 

В силу замен (7) можно записать асимптотическое при равенство: 

 

 ε 0  

 

       

     
0 0

1 2 1

t

1 2 1 2 1 2 1 1 2

1 2

, , , , ,ε , , , ,

t

u u t w w t w w t Φ w w t

u u
1exp λ τ τ exp λ τ τ .

ε ε

t

t

j j a S d N ju ju a S d

   

  
1 1H F F r

           


  
 r r

 

характеристической функции процесса

  
Теорема доказана. 
Следствие. При t T  для      ,i t V t  в 

стационарном режиме пол
 

учим 

    1 2 1 1 2 1, exp λH u u N b ju ju a  . 

Здесь и далее 

    τ τ 1 τ τ
T T

S d B T d


       

пределяет математическое ожидание случайной величины с функц

  1

- 0

1 τ τb B d
 

  

о ией распределе-
 B xния . 

Заключение 

лучена асимптотическая характеристическая функция первого по-
рядк

реб ходящихся в систем
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 

№ 16-31-00292 мол_а. 
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что онн  MC-поток
и пр  акту ков случай
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Введение 

В настоящее время теория массового обслуживания представляет  о
из ей и имеет широкое 
п ваний: в экономике, 

ике, транспорте е, а также в других сферах деятельности [1]. 
Бурно  итие онных технологий  компьютерных наук привело 

к появлению важной сферы приложений теории массового  проекти-
рованию и разработке информационно-вычислительных систем  и теле-
коммуникационных сетей связи и т.д. 

с х параметры
потоков заранее известны. В реальных ситуациях
чением времени, и при этом в большинстве случа
ный ческих
т рвых

 времени наступления событий потока, и, во-вторых ие ин
потока как случайного процесса. Дважды стохастическ отоки событ

сс

Потоки второго кл
робобщённый синх ый поток второго порядка относится именно к ам 

едставляет собой альную математическую модель реальных пото -
ных событий. 

об
потока второго
ленных резуль
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