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Система массового обслужива  может описать ре-
альные физические, экономические, те кационные процессы. В системах об-
служ

в

 

ограниченным числом при-
боров, на вход которой поступаю ший поток положительных зая-

вок 
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Введение 

ния ельными заявками с отрицат
лекоммуни

ивания такого типа в различных ее вариантах отрицательные заявки «убивают» 
положительные, находящиеся в обслуживании, либо приходящие в систему после от-
рицательных, также возможны другие варианты в зависимости от занятости системы на 
момент прихода отрицательной заявки. Понятие отрицательной заявки впервые ввел 
Геленбе в 1991 году [1]. 

На настоящий момент было проведено исследование бесконечнолинейных систем 
с отрицательными заявками и экспоненциальным обслуживанием  системах: с потерей 
отрицательной заявки в пустой системе [2] и с её ожиданием в пустой системе. Также 
исследованы процессы числа положительных и отрицательных заявок в системе с ожи-
данием и произвольным обслуживанием и найдена асимптотическая характеристиче-
ская функция [3, 4]. Исследованиями конечнолинейных СМО с отрицательными заяв-
ками также занимались П.П. Бочаров, Ч. Д’Апиче, Р. Манзо, А.В. Печинкин, Р.В. Ра-
зумчик [5,6], Yang Woo S. [7], Quan-Lin L., Yiqiang Q.Z. [8]. 

В настоящей работе рассматривается имитационная модель бесконечнолинейной 
системы обслуживания с ожиданием и произвольным обслуживанием, и анализируются
результаты проведенного имитационного моделирования. 

1. Описание модели 

Рассматривается система массового обслуживания с не
т два потока: простей

с параметром   и простейший поток отрицательных заявок с параметром  . 

Время обслуживания положительных заявок случайное с функцией распределения 
)(xB . 

 
Рис. 1. Схема системы с ожиданием отрицательными заявками новых положительных заявок 

В рассматриваемой системе, изображенной на ри . 1, положительные и отрица-
тельные прихо-
дящая в систему без отрицательных заявок, сразу начинает обслуживание, занимая лю-
бой из свободных приборов. Отрицательная заявка, приходящая в систему, ожидает 

с
 заявки приходят в систему параллельно. Любая положительная заявка, 
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прихода новой положительной, «убивает» ее и обе покидают систему. Если в системе 
нет положительных заявок, отрицательная заявка ожидает поступления положительной 
и повторяет указанную процедуру. 

Обозначим )(ti  – число положительных и )(tl  – число отрицательных заявок в сис-

теме в момент времени t, но процесс  )(),( tlti  – немарковский. 

2. Основные результаты исследования системы с ожиданием 
слу

. С просеянного потока [9] 

исследуетс

и произвольным об живанием 

Обозначим  tlitiPtliP  (,)(),,(  помощью метода l)

я двумерный процесс  ( ), ( )n t m t . Введем )(1)(  TBS  – ве

аявка, поступившая в момент τ, прос

роятность 

того, что поло  поток. По-
токи

жительная з
)  формируют те заявки, ко

еется в новый
 )(tn  и (tm торые находятся в системе в момент t и бу-

дут находиться еще до момента T. 
Рассмотрим вероятности  ( , , ) ( ) , ( )P n m t P n t n m t m    и запишем систему диф-

ферен льн равнений Колмогорова циа ых у
( , , )
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P n m t
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Введем частичные характеристические функции 
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Предельное условие высокой интенсивности вхо
ми 

дящих потоков определим равен-
ства

N   , N   , (2) 

где λ, γ – некоторые конечные величины, а N . 
Характеристическая функция числа положительных заявок в системе удовлетворя-

ет уравнению 

 ( , ) ( , , ) e  1 2xp ( ) ( ) 2

0m

H u t H u m t t  j uN t u N
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где 

1

0

( ) ( ) ( )
t

t S       , (4) 

d . (5) 

3. Имитационная модель системы. Блок-схема 

Блок-схема имитационной модели рассматриваемой беск
обслуживания с отрицательными заявками и их ожиданием новых положительных. 
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онечнолинейной системы 
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Рис. 2. Блок схема системы обслуживания с отрицательными заявками и их ожиданием 

Используем обозначения: T – время,  – время обслуживания,  – интервал вре-

мени между поступлениями положительных заявок,  – интервал времени между по-

ступлениями отрицательных заявок, 

Bt t

t

pN  – число положительных заявок в системе;  

– число отрицательных заявок в системе; 

nN

BN  – вектор времен обслуживания текущих 

заявок, τ – интервал времени между последовательными событиями (приход положи-
тельной заявки, приход отрицательной заявки, обслуживание), M – матрица значений 
суммарных времен пребывания в определенном состоянии, по горизонтали которой 
изменяется число отрицательных заявок в системе, а по вертикали – положительных. 
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4. Численные результаты 

Для моделирования был выбран математический пакет MathCad. Время обслужи-
вания распределено по Гамма-закону с параметром s. Количество циклов имитацион-
ной модели 20000. 

Проведем сравнение распределений вероятностей, полученных для данной систе-
мы методом асимптотического анализа и имитационным моделированием. Для сравне-
ния полученных распределений воспользуемся расстояниями Колмогорова, которые 
вычисляются по формуле: 

 imit
0

0

max | ( ( ) ( )) |
i

a
i

n

P i P i
 



    

где )  – гауссовская аппроксимация, определенная в (1.15), а (iPa imit ( )P i  - маргинальное 

распределение вероятностей того, что число положительных заявок равно i, определен-
ное имитационным моделированием. 

Определим область действия полученных имитационных и асимптотических ре-
зультатов. Рассмотрим 2 примера. 

Пример 1. Для отношений   интенсивностей входящих потоков заявок, изме-

няющихся от 1 до 10, и параметров Гамма-распределения обслуживания 7 , име-
ем: 

.0s

Т а б л и ц а  1  
Расстояния Колмогорова для значения параметра распределения времени обслуживания s = 0.7 

      λ/γ 
λ 

1.00 1.20 1.40 1.5 2 4 10 

1 0.42 0.27 0.24 0.24 0.24 0.16 0.16 
2 0.46 0.36 0.33 0.26 0.22 0.09 0.07 
5 0.61 0.44 0.27 0.18 0.12 0.06 0.06 
10 0.71 0.30 0.19 0.17 0.07 0.03 0.03 
30 0.68 0.19 0.15 0.02 0.02 0.03 0.03 
50 0.73 0.14 0.04 0.03 0.01 0.02 0.03 
100 0.59 0.08 0.07 0.06 0.04 0.05 0.07 

 
Расстояния Колмогорова принимают значения меньше 0.05 в выделенной области 

в таблице 1. То есть для определенных комбинаций параметров λ и γ, соответствующих 
таблице, имеет место и численное и асимптотическое распределение. 

Пример 2. Для отношений   интенсивностей входящих потоков заявок, изме-

няющихся от 1 до 10, и параметров Гамма-распределения обслуживания 3 , имеем: s

Т а б л и ц а  2  
Расстояния Колмогорова для значения параметра распределения времени обслуживания s = 3 

      λ/γ 
λ  1.00 1.20 1.40 1.5 2 4 10 
1 0.65 0.46 0.35 0.27 0.18 0.09 0.06 
2 0.74 0.44 0.24 0.22 0.10 0.05 0.017 
5 0.82 0.33 0.17 0.11 0.04 0.05 0.03 
10 0.85 0.18 0.06 0.02 0.07 0.05 0.03 
30 0.85 0.07 0.02 0.07 0.03 0.04 0.05 
50 0.84 0.09 0.02 0.05 0.04 0.03 0.04 
100 0.91 0.22 0.06 0.03 0.06 0.04 0.11 

 
В таблице 2 представлены величины расстояний Колмогорова для системы с пара-

метром Гамма-распределения 3 . Выделенная область соответствует значением рас-
стояний Колмогорова меньше 0.05. 

s
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Для разных значений параметров функции распределения времени обслуживания в 
рассматриваемой системе область действия асимптотики начинается с 4.1 . Таким 

образом, для аппроксимации гауссовским распределением определенного формулой (3) 
вида необходимо выполнение условия, при котором интенсивность входящего потока 
положительных заявок превышает интенсивность потока отрицательных заявок как 
минимум в 1,4 раза. 

Заключение 

В настоящей работе приведены результаты имитационного моделирования беско-
нечнолинейной системы обслуживания с отрицательными заявками и их ожиданием, с 
произвольным обслуживанием. Представлен алгоритм данной имитационной модели 
рассматриваемой системы. Проведено сравнение результатов численного имитацион-
ного моделирования и асимптотических результатов, полученных в [4]. Найдены об-
ласти для значений параметров, в которых имеют место асимптотические и численные 
результаты в соответствии с расстояниями Колмогорова. 
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Томский государственный университет 

E-mail: evgenevna.92@mail.ru 

Введение 

Первые математические результаты, касающиеся систем с повторными вызовами, 
были опубликованы в 40-х гг. прошлого века. Системы такого рода были рассмотрены 
Вилкинсоном и Коэном. Основные подходы к описанию систем с источником повтор-
ных вызовов (ИПВ) были рассмотрены Гоштони , Элдином. Наиболее полное и глубо-
кое исследование различных процессов в системах с повторными вызовами проведено 
в работах Artalejo J.R. [1–3] и Г.И. Фалина [4]. Ими получены допредельные характери-
стические функции для RQ-систем M|M|1, M|GI|1, M|M|c и т.д., а также рассмотрены 
разнообразные методы для исследования таких систем. 
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