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Ôîðìàëüíûå ìàòðèöû è èõ îïðåäåëèòåëè

Êðûëîâ Ï.À. (Òîìñê), Òóãàíáàåâ À.À. (Ìîñêâà)

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, M(n,R) � ïîëíîå êîëü-
öî ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä R, n > 2. Îïðåäåëèì äðóãîå óìíîæåíèå ìàò-
ðèö èç M(n,R) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
Σ = {sijk} öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ sijk êîëüöà R, i, j, k = 1, . . . , n, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì

siik = 1 = sikk, sijk · sikℓ = sijℓ · sjkℓ (∗)

äëÿ âñåõ i, j, k, ℓ = 1, . . . , n. Åñëè A = (aij) è B = (bij) � ìàòðèöû èç
M(n,R), òî ïîëîæèì AB = C = (cij), ãäå cij =

∑n
k=1 sikjaikbkj. Îòíîñè-

òåëüíî ýòîãî íîâîãî óìíîæåíèÿ âñå ìàòðèöû îáðàçóþò êîëüöî. Îíî íàçû-
âàåòñÿ êîëüöîì ôîðìàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä êîëüöîì R è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç M(n,R,Σ). Ìíîæåñòâî Σ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ìíîæèòå-
ëåé, à åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè êîëüöà M(n,R,Σ). Åñëè
âñå sijk ðàâíû 1, òî ïîëó÷àåì êîëüöî M(n,R). Ñâîéñòâà êîëåö M(n,R,Σ)
ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñâîéñòâ êîëüöà M(n,R). Ïðè n = 2 êîëüöî
M(n,R,Σ) ââåäåíî â [5], [6]. ÊîëüöàM(n,R,Σ) òàêæå èçó÷àëèñü è èñïîëü-
çîâàëèñü â [2�8].

Çàôèêñèðóåì èíäåêñ ℓ = 1, . . . , n è ïîëîæèì tij = sijℓ äëÿ âñåõ i, j =
1, . . . , n. Îòîáðàæåíèå η : M(n,R,Σ) → M(n,R), (aij) → (tijaij), ÿâëÿåòñÿ
êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì.

Ñ äàííûì êîëüöîì M(n,R,Σ) ìîæíî ñâÿçàòü íåñêîëüêî ìàòðèö. Èìåí-
íî, ïîëîæèì S = (siji). Çàòåì äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n îáðàçóåì ìàòðè-
öó Sk = (sikj). Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöû S, Sk ìàòðèöàìè ìíîæèòåëåé
êîëüöà M(n,R,Σ). Ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷ î êîëüöàõ ôîðìàëü-
íûõ ìàòðèö M(n,R,Σ).
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(I). Çàäà÷à ðåàëèçàöèè è õàðàêòåðèçàöèè. Ïóñòü äàíû ìàòðèöû
T, T1, . . . , Tn ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç öåíòðà C(R). Ïðè êàêèõ óñëî-
âèÿõ ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ìíîæèòåëåé êàêîãî-ëèáî êîëüöà
M(n,R,Σ)?

(II). Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè. Îïèñàòü êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö
â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåì ìíîæèòåëåé èëè ìàòðèö ìíîæèòåëåé.

(III). Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà. Êîãäà äâå ñèñòåìû ìíîæèòåëåé îïðå-
äåëÿþò èçîìîðôíûå êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö?

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøèòü çàäà÷è (I)�(III) òðóäíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà sijk = 1, ëèáî sijk = s äëÿ âñåõ i, j, k, ãäå s � íåêîòîðûé öåíòðàëüíûé
ýëåìåíò êîëüöà R. Ëþáîå ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç M(n,R, s).

Ñ÷èòàåì, ÷òî äàíî êîëüöîM(n,R, s). Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
s2 ̸= 1 è s2 ̸= s. Â äàëüíåéøåì ñëîâà ¾ìàòðèöà ìíîæèòåëåé¿ îçíà÷àþò
îïðåäåëåííóþ âûøå ìàòðèöó S. Ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû S ñóùåñòâó-
þò îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿ. Íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå äâà
ýëåìåíòà èç òðåõ ìíîæèòåëåé siji, siki, sjkj ðàâíû 1, à òðåòèé ýëåìåíò ðà-
âåí s.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ìàòðèöû ìíîæèòåëåé. Ïóñòü s � íåêî-
òîðûé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò êîëüöà R, ïðè÷åì s2 ̸= 1 è s2 ̸= s. Ïóñòü
T = (tij) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
ðàâíû 1 èëè s, ïðè÷åì ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ñîñòîèò èç åäèíèö, è äëÿ ëþáûõ
òðåõ ýëåìåíòîâ tij, tik, tjk íåâîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå äâà ýëåìåí-
òà èç òðåõ ðàâíû 1, à òðåòèé ýëåìåíò ðàâåí s. Íàçîâåì òàêóþ ìàòðèöó T
ìàòðèöåé ìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T � ìàòðèöà ìíîæèòåëåé. Ñóùåñòâóåò êîëüöî
M(n,R, s), ìàòðèöà ìíîæèòåëåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ T .

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà (III) äëÿ òàêèõ êîëåö ôîðìàëüíûõ
ìàòðèöM(n,R, {sijk}), ÷òî ïðè i ̸= j è j ̸= k êàæäûé ìíîæèòåëü sijk ðàâåí
sm äëÿ íåêîòîðîãî m > 1, ãäå s � ôèêñèðîâàííûé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò
êîëüöà R. Çäåñü ìû îáîçíà÷àåì òàêèå êîëüöà òàêæå ÷åðåç M(n,R, s).

Ïóñòü òåïåðü s è t � äâà íåíóëåâûõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà êîëüöà R.
Íà ýëåìåíòû s è t íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Â
ñëåäóþùåé òåîðåìå Z(R) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ (ëåâûõ èëè ïðàâûõ)
äåëèòåëåé íóëÿ êîëüöà R, J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü R � òàêîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ÷òî Z(R) ⊆
J(R). Êîëüöà M(n,R, s) è M(n,R, t) èçîìîðôíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
t = vα(s), ãäå v � îáðàòèìûé ýëåìåíò â R è α � àâòîìîðôèçì êîëüöà R.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è äàíî íåêîòîðîå êîëüöî M(n,R,Σ).
Ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû â êîëüöå M(n,R,Σ). Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ è îïðåäåëåííîãî âûøå
ãîìîìîðôèçìà η, ëèáî ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ôîðìóëû ïîëíîãî ðàçâåðòû-
âàíèÿ. Òàêèå îïðåäåëèòåëè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, ïîõîæèìè íà ñâîéñòâà
îáû÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì. Âåðíû òàê-
æå àíàëîãè òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè è îäíîãî èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ îá-
ðàòèìîñòè ìàòðèöû. Â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëèòåëè ìàòðèö â êîëüöå
M(n,R,Σ) âñòðå÷àþòñÿ â [1], [2], [3], [8], [9].
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