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ОБ ИЗУЧЕНИИ НАУЧНОГО НАСЛЕДСТВА И АРХИВА 
Ф. Э. МОЛИНА

н. н. к р у ли к о вск и к

Научное наследство и деятельность выдающегося математика, 
одного из зачинателей современных алгебраических исследований, 
Федора Эдуардовича Молина (1861 — 1941) до сего времени почти не 
изучались. Краткие биографические сведения содержатся только 
в некрологе, опубликованном в Томске, во 2 изд. БСЭ и в статье 
проф. Г. Ряго „Из жизни и деятельности четырех замечательных 
математиков Тартуского университета11 (Тарту, 1955). Некоторые све­
дения о жизни и работах Ф. Э. Молина есть в кандидатской диссер­
тации Галченковой „Алгебра в русских университетах в XVIII—XIX вв.“ 
Начатое в Томске доц. Н. Ф. Кануновым изучение алгебраических 
работ Ф. Э. Молина не было завершено. Результаты проводимого 
К. Ф. Агаповой изучения педагогической деятельности Ф. Э. Молина 
в Томске еще не опубликованы.

Научная деятельность Ф. Э. Молина разделяется на два периода: 
Дерптский (1880—1900), в который были выполнены и опубликованы 
первые научные работы по астрономии и теории эллиптических функ­
ций и основные работы по теории гиперкомплексных числовых систем 
и теории представления групп, и Томский (1901 — 1941), связанный 
с педагогической деятельностью в Томском технологическом инсти­
туте, на Сибирских высших женских курсах и в Томском универси­
тете, когда продолжались исследования по теории гиперкомплексных 
числовых систем и представлению групп, а кроме того, проводились 
исследования по теории гипергеометрических функций, алгебраичес­
кой геометрии и некоторым другим вопросам. Исследования, выпол­
ненные Ф. Э. Молиным в последние годы его жизни, не оформлены 
в виде статей и не опубликованы.

Автором настоящего сообщения собраны и переведены на рус­
ский язык все опубликованные математические работы Ф. Э. Молина.

Первые две работы посвящены вычислению орбиты кометы 1880 III. 
В университете Ф. Э. Молин числился студентом астрономии и ра­
ботал под руководством профессора прикладной математики А. Линд- 
штедта. Линдштедт отмечал у Ф. Э. Молина „совершенно необыкно­
венную научную одаренность11.

Следующие две работы относятся к теории эллиптических функ­
ций и явились результатом двухлетних занятий Молина в Лейпциг­
ском семинаре Ф. Клейна. Во второй из этих работ, представляю­
щей магистерскую диссертацию Ф. Э. Молина, рассматривается теория 
линейных преобразований эллиптических функций на основе теории
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4 Н. Н. Крулчковский

Вейерштрасса. В работе рассматриваются корни восьмой и 24-й степе­
ни из единицы, встречающиеся в уравнениях преобразований.

Основной работой Ф. Э. Молина является его докторская диссер­
тация „О системах высших комплексных чисел11 (1892). Этой работой 
положено начало общей теории систем гиперкомплексных чисел, раз­
вившейся в современную теорию ассоциативных алгебр. Работа сра­
зу получила высокую оценку в математическом мире, в частности со 
стороны известных математиков Э. Студи, Г. Фробениуса и С. Ли. 
По выражению Ф. Шура „названная диссертация существенно повли­
яла на исследования над общими комплексными числами", а Ф. Э. Мо­
лин „составил себе почетное имя в научном мире".

В следующем цикле из трех работ теория высших комплексных 
чисел применяется к некоторым вопросам теории представлений дис­
кретных групп в виде линейных групп подстановок.

К томскому периоду жизни Ф. Э. Молина, кроме многочислен­
ных литографированных курсов лекций по дифференциальному и ин­
тегральному исчислению, относятся четыре научные публикации.
В работе „О некоторых трансцендентных уравнениях" (1930) рассма­
тривается пример уравнения, решением которого является некоторое 
алгебраическое число, но сопряженное с ним алгебраическое не яв­
ляется решением этого уравнения. В заметке 1933 г. решается пред­
ложенная Л. Чакаловым (София) задача о разрешимости в радикалах 
одного уравнения, связанного с корнями третьей степени из единицы.

В одной работе, изданной в 1935 г. в г. Томске, изучаются си­
стемы высших комплексных чисел с одной главной единицей, кото­
рым изоморфны любые системы комплексных чисел. В работе содер­
жатся начала систематики числовых систем с одной главной единицей 
и изучаются их структурные свойства. Последняя публикация Ф. Э. Мо­
лина посвящена одному преобразованию гипергеометрического ряда, 
позволяющему получить аналитическое продолжение функции.

Автором настоящего сообщения начато изучение научного архива 
Ф. Э. Молина, находящегося у его дочери в г. Томске. Материалы 
архива позволяют проследить работу Ф. Э. Молина над опубликован­
ными статьями. Значительная часть материалов архива относится 
к вопросам, не явившимся предметом публикаций. Среди рукопис­
ных материалов следует выделить заметки по следующим вопросам:

а) работы по представлению групп, в которых автор намеревался 
определить различные линейные группы с линейной группой пара­
метров, для которой данная группа Галуа является подгруппой с дис­
кретными значениями параметров; задачу, поставленную в этих рабо­
тах, сам автор формулирует следующим образом: „По данной группе 
Галуа неприводимого уравнения найти все решения по однородной 
группе преобразований, эквивалентной группе Галуа и ее фактор­
группе";

б) заметки об интерпретации геометрии Лобачевского, в которых 
доказывается, что достаточно элементарных методов, чтобы получить, 
известное отображение пространства Лобачевского на внутренность, 
шара евклидова пространства;

в) заметки по изучению кривых рода р =  1, линий третьего по­
рядка и их точек перегиба, преобразований Кремоны и др.;

г) почти законченная рукопись по теории гипергеометрических: 
функций;

д) очень большое число листов с вычислениями, по-видимому, 
относящихся к теории чисел.
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5Изучение научного наследства и архива Ф. Э. Молина

В архиве имеются многочисленные материалы для характеристики 
педагогической деятельности Ф. Э. Молина: программы прочитанных 
курсов и проведенных семинаров, материалы лекций и т. п.

В архиве сохранились некоторые материалы, позволяющие уста­
новить научные связи Ф. Э. Молина с рядом выдающихся математи­
ков конца XIX и начала XX в.: значительное число авторских оттис­
ков работ В. Г. Алексеева, П. Боля, J-I. В. Бугаева, А. Гурвнца, 
М. Дена, Ф. Клейна, А. Кнезера, Кронекера, Л. К. Лахтина, Г. Мин­
ковского, Морера, П. А. Некрасова, Г. Пика, Э. Студи, Г. Фробениу- 
са, Ф. Шура, Ф. Энгеля и других; на некоторых оттисках имеются 
авторские надписи; среди писем к Ф. Э. Молину, имеющих научный 
характер, обнаружены письма: В. Виртингера, А. Гурвица, Ф. Клейна, 
А. Кнезера, Г. Пика, М. Тихомандрицкого, Л. Струве, Г. Фробениу- 
са, Ф. Шура. В письмах Г. Фробениуса, Ф. Шура и А. Гурвица да­
ется высокая оценка научным трудам Ф. Э. Молина. В письме М. Ти­
хомандрицкого также отмечаются научные заслуги Ф. Э. Молина.

Для изучения жизни и деятельности Ф. Э. Молина несомненную 
ценность представляют сохранившиеся биографические и мемориаль­
ные материалы: дипломы, сообщения об избрании его членом науч­
ных обществ (в частности, сообщение об избрании 15. IX. 1892 г. 
действительным членом Московского математического общества), 
■официальная и частная переписка, различные материалы, характери­
зующие пребывание Ф. Э. Молина в научных командировках в Лейп­
циге (1883— 1885), Москве (1892) и Риме (1899— 1900), материалы, 
связанные с чтением лекций на курсах учителей в г. Уфе в 1914 г.

Среди этих материалов можно отметить заметки, относящиеся 
к работе Ф. Э. Молина в Лейпцигском семинаре Ф. Клейна по теории 
эллиптических функций, и заметки по истории математики, сделан­
ные в Риме.

В целях дальнейшего изучения научного наследства Ф. Э. Мо­
лина было бы целесообразным издание сборника его работ с сопро­
водительными статьями, дающими оценку его творчества.

Издание сборника явилось бы достойным памятником выдающе­
муся ученому в связи с исполнившимся в 1961 г. столетием со 
дня его рождения и двадцатилетием со дня смерти.
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К ТЕОРИИ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИИ ОТНОСИТЕЛЬНО МЕРЫ 
В БУЛЕВОЙ АЛГЕБРЕ И К ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛА 

СО ЗНАЧЕНИЯМИ В ПОЛУУПОРЯДОЧЕННОМ 
К -ПРОСТРАНСТВЕ

3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ

В работе [1] нами построена теория меры на классах абстрактных 
множеств со значениями в булевой алгебре; в ней показано, каким 
образом понятия и теоремы общей теории меры могут быть перене­
сены на рассматриваемый нами случай абстрактных значений меры. 
В предлагаемой работе, которая является продолжением работы [ 1 ], 
ставится задача; показать, каким образом понятия и теоремы обычной 
теории измеримых функций и теории интеграла могут быть сформули­
рованы для рассматриваемого нами случая, когда в качестве значений 
интеграла рассматриваются элементы полуупорядоченного ./(-прост­
ранства.

Как и в работе [1], в изложении мы будем следовать тому плану, 
по которому построена теория меры в книге П. Халмоша [2].

Г л а в а  I. Измеримые функции

§ 1. П о н я т и е  и з м е р и м о г о  п р о с т р а н с т в а  и и з м е р и ­
мой ф у н к ц и и

Множество X,  с выделенным в нем з-кольцом S  подмножеств, 
называется измеримым пространством и обозначается через (X, S ), 
при этом предполагается, что

w S  =  X,

где w S  есть объединение всех множеств, входящих в S. Множества 
из S  называются измеримыми.

Если на кольце 5  измеримого пространства задана мера со зна­
чениями в булевой алгебре Е, то измеримое пространство называется 
измеримым пространством с мерой и обозначается через (X, S , [*).

Пусть f ( x ) — действительная функция точки х £ Х ,  принимающая 
конечные или бесконечные значения, (X, S) — измеримое простран­
ство, и пусть

N ( f ) - { x : f ( x ) = t O )  и / - ' (М)  =  { x : f { x )  f_M}.

Если множество N (/) г\ / - ' (М) измеримо при любом борелевском 
множестве М  (  (— со, -}- с;-), то функция f ( x )  называется измеримой.
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К теории измеримых функций и к теории интеграла

Мы опускаем формулировки и доказательства хорошо известных 
свойств измеримых функций, не связанных с понятием меры. Приве­
дем только следующую теорему.

Т е о р е м а  1. Функция f { x )  измерима тогда и только тогда, ког­
да, какое бы ни было действительное число с, множество

N ( f ) r > { x : f ( x ) < c )
измеримо ([2 ], стр. 82).

§ 2. Н е к о т о р ы е  з а м е ч а н и я  к д а л ь н е й ш е м у '

1. В дальнейшем мы будем предполагать, что само пространст­
во X  входит в S,  то есть, что А!" является алгеброй и что и.(Л')= 1 . 
Заметим, что тогда теорема 1 предыдущего параграфа будет верна 
в следующей формулировке: функция f ( x )  измерима тогда и только 
тогда, когда измеримо множество {л ::/ (х) <  с), каково бы ни было 
действительное число с.

2. Множество £ t всех значений на 5  меры р является счетно-пол­
ной подалгеброй алгебры Е ; счетная полнота означает, что если е п£Еи 
п — 1 ,2 ,..., и e  =  supen в Е, то е ^ Е х. Это свойство Е х непосредствен­
но вытекает из определения меры.

3. Известно, что всякая полная алгебра представляет базу неко­
торого К  — пространства У с единицей и наоборот ([3], стр. 513). 
В дальнейшем будем предполагать, что алгебра Е  является базой 
К  — пространства У счетного типа, то есть, что в У всякое ограничен­
ное множество различных попарно дизъюнктных элементов не более, 
чем счетно ([3], стр. 173). Если У счетного типа, то, очевидно, и его 
база счетного типа. Если А — {у} ограниченное сверху множество эле­
ментов пространства У счетного типа, то существует счетное подмно­
жество А' С А такое, что

supi4' =  sup Л
([3], стр. 171).

4. Можно показать, что при условии существования на алгебре Е  
достаточного множества функций класса Ф, определение которого при­
ведено в [1], § 1 и из того, что Е  счетного типа, вытекает, что про­
странство У является элементарным К  — пространством, определение 
которого дано в [3], стр. 449. Приведем это определение.

Функционал «?, определенный на алгебре Е,  называется существен­
но положительным, если ф(е) > 0  для всякого е  >  0.

Пространство У называется элементарным, если на Е  имеется су­
щественно положительный функционал 9, обладающий свойствами:

а) если е { и е 2 дизъюнктны, то 9 (ех +  е 2) =  9 (£t) +  9 (^2).
б) из еп-+ е  следует 9 (еп)—> 9 (е).
В дальнейшем мы будем пользоваться только предположением 

о существовании указанного существенно положительного функциона­
ла на подалгебре Е х. Доказательство сделанного утверждения об эле­
ментарности алгебры Е  мы опускаем, заметим только, что в элемен­
тарном К  — пространстве для единичных элементов соотношение 
<?л‘Л 0 равносильно соотношению 9 (е„)->0.

§ 3 .  С х о д и м о с т ь  п о ч т и  в е з д е

В этом параграфе и дальше мы будем предполагать заданным 
измеримое пространство с мерой — (X, S, р).

Сходимость почти везде последовательности { f n (х)} измеримых
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функций и равномерная сходимость почти везде относительно меры 
определяются аналогично случаю действительной меры.

О п р е д е л е н и е .  Будем говорить, что последовательность {/„} 
почти везде конечных измеримых функций сходится почти равномерно 
к функции /, если существует такая последовательность измеримых 
множеств Fi, что

llmjj. (CFi) =  О
i

и на i =  1, 2.....  последовательность {/„} сходится к / равномерно.
•Те оре ма  1. Если указанная в определении последовательность 

{/„} сходится к / почти равномерно, то она сходится к / почти везде. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим,

C F  = r \  CFi,
i=1

где Fi — множества, указанные в определении. Очевидно,

ц (CF)  =  О

и последовательность функций сходится к / в  каждой точке x f X — CF.
Т е о р е м а  2. Если последовательность {/„} сходится почти вез­

де, то она сходится и почти равномерно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно считать, что {/„} сходится всюду. 

Пусть

Е "п =  *  U ; l f i  (•*) — /(■*) I <  — ! .t-n I m )
тогда

E?  С Я? C - ,

и так как {/„} сходится к / на X,  то

X  -- lim
П

Из последнего равенства, согласно теореме 5 ([1], § 2, гл. 1), 
получаем

lim *i (Е — Е™) =  0, /н =  1,2,....
П

В силу элементарности пространства Y найдется диагональная после­
довательность (13], стр. 450)

{ . * ( £ - £ ? " ) } ,  <  . . .
такая, что

lim [А ( Я — w Е^1) — 0
п i’—n

и, следовательно,

lim ;t (Е — Е?1) — 0.

Очевидно, что на множестве
00 c kt

^ Et
i=p

Р =  1.2.....

последовательность {/„} сходится равномерно. Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е .  Доказанная теорема является аналогом теоремы 
Д . Ф. Егорова; в ее формулировке все пространство A'CS можно за­
менить любым множеством E{?S.

§ 4 .  С х о д и м о с т ь  по м е р е

О п р е д е л е н и е .  Последовательность

{/„} 0 )

конечных измеримых функций называется сходящейся по мере к фун­
кции /, если

lim р ( { *  : \f(x) —f n (x) | >  e}) =  0,
П

каково бы ни было е > 0 ;  последовательность (1) называется фунда­
ментальной по мере, если

l imp ({* :!/ „ (.* )  — / « ( * ) ! >  = 0
при п, т -> ос.

Т е о р е м а  1. Почти равномерная сходимость влечет сходимость 
по мере.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность (1) сходится к / 
почти равномерно. Согласно определению почти равномерной сходи­
мости найдется последовательность {Д } множеств такая, что

limp. (Fk) =  О
к

и на CF/i последовательность функций (1) сходится равномерно, 
k  =  1, 2,... . Так как

{х  : | f ( x ) — f n (х) | >  е} С F k для п >  /V (k),

то существует

lim р ({х : |/(•*) — f n (х) | >  г} =  Итр(/=*) =  О,
П k

что и требовалось доказать.
Из этой теоремы и теоремы 2 предыдущего параграфа вытекает, 

что сходимость последовательности функций почти везде влечет схо­
димость по мере.

Т е о р е м а  2. Если последовательность (1) сходится по мере к/ , 
то она является фундаментальной относительно сходимости по мере.

Если, кроме того, {/„} сходится по мере к g,  то /  =  g  почти 
везде.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение теоремы следует из 
соотношения

{ x : \ f n ( x ) — f m ( x ) \ > s }  С

С {x :\ fn  ( * )  — f ( x )  | >  y j w  j *  : | f m (x) — f ( x )  | >  | - } ,

если, кроме условия о сходимости последовательности по мере к /  
принять во внимание [1], теор. 2, § 2 и [3], теор. 2. 13, гл. 1.
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Для доказательства второго утверждения заметим, что

{ ■ * : ! / ( ■* )  — £ ( * ) 1> ЕК

С {х  : \fn ( x ) — f ( x )  I >  y j  ^  {■* : \fn W  — S (x) I >  у  J , 

откуда, как и выше,

!*({■*: I f ( x )  — g ( x ) \ > * ) )  = 0.
Теорема доказана.

Т е о р е м а  3. Последовательность {/„} измеримых функций, схо­
дящаяся по мере к /, содержит подпоследовательность, сходящуюся 
к /  почти везде.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем последовательность чисел

Пусть

По предположению

°1 >  °2 >  ••• > ° k >  •••. °k 0. 

«; =  Р {* :| / я ( * ) — /(■*) I ><»*}•

\imekn =  0.
П

По теореме о диагональной последовательности существует последо­
вательность индексов щ  <  п-> <  ... <  пк <  ... такая, что

Игл ек =  0.
k nk

Если полагать
Епк =  {х  : I / Пк (х) — f ( x )  | >  ок},

то, очевидно, последовательность {/„} сходится в каждой точке, за
ОО

исключением точек множества Е п , мера которого равна нулю. Тео-
*-1  *

рема доказана.
Т е о р е м а  4. Если последовательность {/„} фундаментальна от­

носительно сходимости по мере, то она содержит подпоследователь­
ность, фундаментальную относительно сходимости почти везде.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ф существенно положительный функ­
ционал на Е. Как указано в параграфе 2, соотношение Ф (е„)—>0 рав-

(0
носильно соотношению еп ->0.  Положим,

е к
П, V-{ x :\ fn {x )  fm (x )  | !» 1,2,...

Пусть я, столь велико, что при я, т >  я,

ф е п,т) <С ~  >

я2 > я ,  столь велико, что при п , т ^ > п 2

1
ф (е«,/я) < 22
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и т. д. Вообще, пусть й£ > « * - 1  с то л ь  велико, что при л,

* " ' . 2 .......

Если теперь положить,

Е ь =  (х :  I/»,!-*) - / » ,  _ , м  i >  - j r }  ■

если то для любого х,  не принадлежащего множеству

E k ^ s E  w . . . ,

выполняются неравенства

I /», W  -/ » / * >  I -/ » „ * ,< * > I <  ~
и

ф [и.(£■„)] .
т=к  2 * -1

Так как последовательность р ( £ ^ и £ м и ...)  монотонна, то послед­
нее неравенство равносильно тому, что n ( £ j w £ j +i u . . . ) - > 0 .  Из ска­
занного очевидна справедливость теоремы.

Т е о р е м а  5. Если последовательность {/„} измеримых функций 
фундаментальна по мере, то существует измеримая функция /, к 
которой последовательность {/„} сходится по мере. Другими словами:: 
множество измеримых функций полно относительно сходимости по 
мере.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно предыдущей теореме, существует 
подпоследовательность {/лА). сходящаяся почти везде к некоторой из­
меримой функции / и, следовательно, сходящаяся к /  по мере.

Г л а в а  И. Интегрирование

§ 1. И н т е г р а л ы  от  п р о с т ы х  фу н к ц и й

О п р е д е л е н и е  1. Функция /, заданная на измеримом простран­
стве {X, S ), называется простой, если можно указать конечное число 
измеримых множеств {Еи ..., Е„} и числа а(, а,, ..., а„ такие, что

f , x s =  К  если Е„
(О, если х  Q Е { w Е 2 w ...w  Е п.

Очевидно, всякая простая функция может быть представлена в виде-
П

/ =  2 Я< хямi=i

где Xei ~  характеристическая функция множества E h 
О п р е д е л е н и е 2. Пусть

П

/ =  2  я* У-Е1
1
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— простая функция, заданная на пространстве с мерой (X , 5, [*). 
Тогда элемент

П

1= 1

называется интегралом от функции / и обозначается через

Заметим, что если /—простая функция, Е —измеримое множество, 
то, очевидно, произведение / е /  является простой функцией. Пола­
гаем по определению,

\fd\>- =  | z Efd\K
Е

В частности, тогда

\ y.E dv-='\ d?. =  }>.{E).
Е

В дальнейшем в этом параграфе мы будем иметь дело только с про­
стыми функциями. Перечислим ряд простых теорем.

Т е о р е м а  1.

j  (а/ -Ь ? g) dy. =  a j  f d \ j. +  [3 j  g d  у..

Т е о р е м а  2. Если / почти везде неотрицательна, то

j/ rfp  >  0.

Т е о р е м а  3. Если / > g \  то \ f d p  >• f g d p .

Т е о р е м а  4.

\ \f+g',d}>-<: j \f\dv--Y j  \g\dp.
Т е о р е м а  5.

|j f d \x |< j  \f\dv-.

Т е о р е м а  6. Если а < / (л г )^ р  для всякого х(~Е,  то

 ̂ (J-.X Э Н- (^)-
Е

О п р е д е л е н и е  3. Неопределенным интегралом от функции / 
называется функция множества v со значениями в /(-пространстве, за­
данная на измеримых множествах равенством

v(£) =  j/rf|x.
Е

Т е о р е м а  7. Если / !> 0  почти везде, то ее неопределенный 
интеграл есть монотонная функция множества.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Е  (  F,  то у Е f  ̂ y Ff  и утверждение 
теоремы есть следствие теоремы 3.
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О п р е д е л е н и е  4. Функция множества v, заданная на измеримых 
множествах пространства с мерой (X , S, р), называется абсолютно 
непрерывной, если из того, что р(/Г) — 0, следует v ( £ ) = 0 .

Т е о р е м а  8. Неопределенный интеграл представляет собой аб­
солютно непрерывную функцию.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если |/(-х)|-<С, то  д л я  любого измеримого 
множества

Ц / < * р |< С р ( £ ) ,
Е

после чего справедливость теоремы очевидна.
Т е о р е м а  9. Неопределенный интеграл представляет собой счет­

но-аддитивную функцию множества.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если / — характеристическая функция изме­

римого множества Е, то счетная аддитивность сводится к счетной адди­
тивности по мере; но всякая простая функция есть линейная комби­
нация характеристических функций. Из сказанного вытекает утвер­
ждение теоремы.

§ 2. П о с л е д о в а т е л ь н о с т и  и н т е г р и р у е м ы х  п р о с т ы х
ф у н к ц и й

Элемент
Р(/, g) =  J \f-g\dv-

назовем расстоянием между / и g.  Очевидно,

Р (/. Л  0, р (/, g)  =  р (g, f ) ,  Р (/, g) •< р (/, h) - f  о (Л, g).
О п р е д е л е н и е .  Последовательность {/„} называется фундамен­

тальной в среднем, если р (/„, /„)->- 0 при т, п->  оо.
Т е о р е м а  1. Последовательность {/„}, фундаментальная в сред­

нем, является фундаментальной по мере.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е > 0  произвольно и

Ет,п =  { х : | / „  (х) - f m(x) | >  е}.
Тогда

Р ( / „ , f J  -  j  \fn - f m\ d * >  J' ,/„  -  f m\dP :> ea (Em,n).
E m n

Откуда p (Em,n) —>0 при m, n —>co , что и требовалось доказать.
В дальнейшем мы используем то обстоятельство, что в силу 

предположения о существовании на алгебре Е  существенно положи­
тельного функционала Ф, подалгебру Е, (гл. 1, § 2, замеч. 2) можно 
рассматривать как алгебру с мерой Ф (е) =  Ф [р(Д)]; эта алгебра 
изоморфна пространству с мерой (X, S, р), если в последнем в ка­
честве элементов алгебры рассматривать классы множеств, эквива­
лентных относительно меры р. Очевидно, что функции Ф(е),  рассма­
триваемой на подалгебре Е х соответствует функция Ф(Д) множества, 
определенная на о— кольце S  измеримых множеств так, что

Ф(е) =  Ф [р (£ )]= Ф (£ ),

где е  — [I (Е). Очевидно, чтоФ(^)  есть мера. Если /(х) —простая функ­
ция:

/  2 v / . e , .
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то интеграл \ f d Ф(е), или кратко определяется равенством
П П

5 №  («) -  2 1* / ф w  =  2 ' *i ф  ^  (^,)] •1= 1 i-1

-Очевидно, этот интеграл может рассматриваться так же, как обычный 
интеграл относительно меры Ф(Е).

Т е о р е м а  2. Будем предполагать, что \fn(x) — f m(x)\ <  1 почти 
везде при любых п и т .  Тогда, если последовательность {/„} изме­
римых функций фундаментальна в среднем, то она фундаментальна 
относительно Ф; наоборот, если она фундаментальна относительно 
Ф, то

р (О
J \fn — fm.dv--*0,  п, т > сс.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим,

Е п. т =  i x  '■ I/я  (Х) -  f m  (*)1 >  в },

где е >  0 произвольно мало. Пусть {/„} фундаментальная в среднем 
последовательность. Имеем

у___/г8 F £Л сп, т г п, m
Отсюда

J 1/„ -  / J ^  <  е ф W  +  ф [ у . (Я*, J ] . (2)
и, следовательно,

J l /я — f m l d x p - ^ o  при Л , Г П -+ С О .

Пусть теперь {/„} фундаментальна относительно Ф.
Тогда

J  \ f n - f m\d<f>= j  \ h - f m\d0 -f j  \fn — f m\d0 >  Ф [ц E ‘n m)],
X —En, m En , m

откуда
Ф № (̂ Л, m)l 0 ПР” m —>cc,

(0
следовательно, (£"' m) —>0, после чего из равенства (1) в силу про­
извольности s >  0 видим, что

Jl/« — f J d p ^ O ,
Теорема доказана.
Т е о р е м а  3. Если {/„} — фундаментальная в среднем последователь­
ность интегрируемых функций и — неопределенный интеграл от 
/я , я =  1, 2,..., то

V (Е) =  (0  —  lim V„ (Д)
Л

существует для всякого измеримого множества Е  и функция множе­
ства v (Е) счетно-аддитивна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем рассматривать действительные функ­
ции множества
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v „ [0 (£ ) j =  j / nrf0 , л =  1, 2,...,
Е

где Ф — функция, определение которой дано выше. Согласно пре­
дыдущей теореме существует

v [0 (£ )]  =  limvn[<Z>(£)];
Л-> СО

заметим, что сходимость здесь равномерная на кольце S  =  {Е) в силу 
соотношения

. К [ф (Я)] - V* [ 0  (Я)] К  J |/п -  / т\йФ.

Далее имеем, согласно неравенству (1),

К  (Я) -  vm (Е)|< J IЛ - f j d v .  <  ер (X) +  Р (£■; т). (4)

Положим, р (Я‘ т) =  ел, от. Так как 0 (г„ , т) 0 при п, т - >  оо, то 
найдется последовательность

п, <  я2 <  ... <  «л <  ...
натуральных чисел такая, что

Ф(епк,.т)< —

при любом т >  п,; . к  =  1, 2 ,... Очевидно,
С/?

ф  [sup {e„i n j)] <  2  ф ^  »/) <  ^ Г Т  
л у ж  1

/=к
и, следовательно,

Urn sup (е„. п. ) =  О, 
и  ж  ' J

что означает, что существует \'теПк [3], стр. 46). Поэтому, в силу
К

произвольности е >  0, из неравенства (1) вытекает, что существует

lim vn/(£) =  v (Е) £ К,
i

что доказывает справедливость равенства (3). Наконец, счетная ад­
дитивность v(Z?) вытекает из счетной аддитивности действительной 
функции v [ 0  ( f ) ] .

§ 3. И н т е г р и р у е м ы е  ф у н к ц и и

Почти везде конечная измеримая функция /, заданная в про­
странстве с мерой (X, S, р), называется интегрируемой, если суще­
ствует фундаментальная в среднем последовательность интегрируе­
мых простых функций {/„}, сходящаяся по мере к /. Интеграл от 
функции / обозначается через

и определяется равенством
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16 3 . И. Клементьев

I  f d \i =  lim j  fndy .

Интеграл от f  по множеству Е  определяется равенством

\ f d ? =  J  XEf d p ,
Е

где У-е — характеристическая функция множества Е.
Относительно интегрируемых функций верны теоремы, сформу­

лированные для простых функций, а также другие теоремы о свойст­
вах интегрируемых функций, аналогичные обычным теоремам. Мы 
не будем приводить формулировки и доказательства этих теорем, за­
метим только, что эти формулировки и доказательства аналогичны 
обычным в силу того, что задание меры ja (Е) со значениями в алгеб­
ре Е  при указанных выше предположениях равносильно заданию ве­
щественной меры Ф(Е) =  Ф [[J. (£)].

Отметим еще предложения, связанные с понятием обобщенной 
меры. Пусть Е  =  {у} множество всех элементов из Y, представимых 
в виде у =  е х — е 2, где е х е Е, е 2£Е .  Обобщенной мерой будем на­
зывать счетно-аддитивную функцию множества, заданную на измери­
мом пространстве (X , 5) со значениями в Ё.

Множество E (* S  называется положительным по отношению к [а, 
если для любого Е  С Е, F £ S  имеет место неравенство !а(Д )> .0. 
Аналогично определяется отрицательное множество. Имеет место 

Т е о р е м а  1. Если  ̂— обобщенная мера, то существуют такие 
непересекающиеся множества А и В,  что А—положительно, В —отри­
цательно по отношению к [а и

A w В  -  X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
е,:; =  inf^Zf),

где inf берется по всем отрицательным множествам. Так как алгебра 
Е  счетного типа, то найдется счетное множество {£Д такое, что

=  inf [a (Ei).

Пусть 5  =  w£\. Очевидно, — р {В). Покажем, что

А =  X  — В

является положительным множеством.
Допустим напротив, что существует множество F С A, tF f  S  

такое, что ja( F ) < 0. Множество F  не может быть отрицательным, 
а так как р (В гл F) =  0, то

[А (В  W F) =  +  IA (F) =  inf (<?*, [A (F)) <

что противоречит определению е *. Это противоречие доказывает 
теорему.

Указанное в теореме разложение
A  =  A w f i

называется разложением в смысле Хана; функции ja+ и [а- , однозшач- 
но определенные на S  равенствами
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Р+ (Е) =  р (£Г гх А) и и.-  (Е ) =  — р (Е г\ А),

называются соответственно верхней вариацией и нижней вариацией 
обобщенной меры р, а функция. |р| (Е ), определенная равенством

!р|(£) =  Р+(Д ) +  р -(Я ),

называется полной вариацией обобщенной меры р. Легко показать, 
что р-1". р-  и Jpj являются мерами, причем

Р (£) =  Р+ (Е) +  р- (Е)

для любого Е в S.  Если р и v суть обобщенные меры, заданные на 
S, то будем говорить, что v абсолютно непрерывна относительно р 
и писать v -С р, если равенство |р| (Я) =  0 влечет v (Е ) =  0. Как и в 
случае обычной меры, условия

а) v «  р,

б) v+ «  р и v- «  р,

в) М«|р|
эквивалентны между собой. Можно высказать такую теорему.

Т е о р е м а .  Пусть Фх и Ф2 существенно положительные функ­
ционалы соответственно на подалгебрах Е х и Е ъ  индуцированных 
мерами |р| и |v| (см. § 2, гл. 1). Тогда условие v <  р эквивалентно 
тому, что для любого числа е > 0  найдется 8 > 0  такое, что если

ф 1[И(Д)] =  ф 1( £ ) < о,
то

Ф2 [М (Я)] =  Ф-> (Е) <  е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v р. Предположим вопреки утвер­
ждению теоремы, что имеется е > 0  такое, что для сколь угодно 
малого о >  0 найдется Е , для которого Ф Х(Е)<^ о, но Ф2( Е ) ^ е .  
Пусть ол -> 0. Тогда для соответствующей последовательности { £ }  
множеств будем иметь Пт Ф, (Еп) =  0 и, следовательно, для некото-

П
рой подпоследовательности {Е„к} С {£ ‘„}р(£'Як)->0, причем р(ПпГ£л )= 0 , 
тогда как

Ф, И П т Д Лк)] >  е,
и поэтому v (Пт Е„к) >  0. Справедливость обратного утверждения 
теоремы очевидна.

Имеет место также теорема Радона-Никодима:
Если обобщенная мера v абсолютно непрерывна относительно 

меры р, то существует измеримая функция /  такая, что

*(Я) =  J /t fp .
Е

Доказательство сводится к доказательству теоремы для случая 
вещественных мер, так как утверждение теоремы равносильно 
равенству

И Я )] =  У * Ф Х [р (Я)].
Е

Пусть S б К — произвольный элемент; его характеристика ej- (см. 3 
гл. 3,4.1) есть некоторое разложение единицы пространства. Это раз­
ложение индуцирует меру р, определенную на классе измеримых
2. Труд}* ТГУ, том 163.
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18 3. И. Клементьев

множеств со значениями в базе Е  пространства Y (см. 1, § о). Для 
рассматриваемого сейчас случая можно показать, как обычно, что 
всякая непрерывная функция / является измеримой относительно 
з — кольца 5 борелевских множеств на прямой; отсюда следует, что 
всякая борелевская функция измерима.

Если каждой измеримой суммируемой вещественной функции 
/(>■). рассматриваемой на прямой [ ос ,  —  с о ) ,  сопоставить элемент 
/ ( ; ) 6 Ё ,  определяемый равенством

<У>

/(«) = J /( '• № .

то множество элементов {/(;)} можно рассматривать как множество 
элементов, представимых в виде функции от заданного элемента ; бУ.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИ ВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

К ВОПРОСУ О ПРИМЕНЕНИИ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА
К ТЕОРИИ МЕРЫ

3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ а Н. Ф. ЖДАНОВА

Можно было бы назвать ряд работ, где имеются указания на 
возможность применения функционального анализа к теории меры 
(см., например, [1]). В предлагаемой заметке, которая примыкает 
к работам одного из ее авторов [2], [3], приводятся некоторые при­
меры таких применений. Аналогичные задачи рассматриваются в ра­
боте [4], где ряд вопросов теории меры трактуется в терминах тео­
рии структур. Нам кажется более естественным использовать теорию 
линейных полуупорядоченных пространств. В терминологии и в обоз­
начениях в теории меры и в теории полуупорядоченных пространств 
мы будем следовать книгам [1] и [5]. »

§ 1. Пусть
7 - = Ш

— произвольное абстрактное множество, элементы которого обозна­
чаются через t  и называются точками; множество Г будем называть 
также пространством. Через

S = { E , F , . . . }

■будем обозначать кольцо подмножеств из Т, т. е. класс множеств из 
Т, замкнутый относительно операций разности и соединения двух 
множеств. Если S, кроме того, замкнут относительно счетных соеди­
нений, то будем его называть з — кольцом; в дальнейшем мы будем 
иметь дело с з — кольцом.

Пространство Т. с выделенным в нем з — кольцом называется 
измеримым пространством и обозначается через (Т, S ). Через н-, v, ••• 
будем обозначать обобщенные меры, определенные на (Т, S ), т. е. 
действительные функции множества неотрицательные, счетно-аддитив­
ные и обращающиеся в нуль на пустом множестве О. Мы будем до­
пускать, что обобщенные меры могут принимать одно из бесконеч­
ных значений — оо или +  оо. Неотрицательная обобщенная мера на­
зывается просто мерой. Множество Е, принадлежащее S, называется 
множеством обобщенной конечной меры относительно если 
|(а (£■)!< со; обобщенная мера jj. называется конечной, если каждое 
множество Е  имеет конечную обобщенную меру. Если для любого

<УЭ
E Q S  найдется последовательность {Еп} С 5  такая, что Е  С U Е п

'  л - 1

и \р(ЕпХ  со, 1, 2, 3 ,....
2*.
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то р называется о — конечной. Если Г б 5  и имеет конечную или з —
— конечную обобщенную меру, то р называется соответственно впол­
не конечной или <з — вполне конечной обобщенной мерой. Обобщен­
ная мера называется полной, если, изЕ б S, F Q E  и р(Ё) =  0 следует 
F £ S .  Мы будем рассматривать полные обобщенные меры.

§ 2. Пусть
Z={[X}

— совокупность всех обобщенных мер на измеримом пространстве 
(Г, S). Если полагать для любого Е  £ S

(Нч +  Рг) (£) =  Рч (£) +  И-2 (£) и (<*р) (Е) =  ар (Е),

где а — вещественное число, то pt +  F4 6 Z, ар, (' Z и, таким образом 
Z будет линейным множеством. Если р не является нулевым элемен­
том и р (£ )]>  0 при всяком E ^ S ,  т. е. если р является мерой, то 
Р будем называть положительным элементом и писать р >  0. При 
таком полуупорядочении имеет место.

Т е о р е м а  1. Пространство Z  является К  — пространством [3]. 
Отсюда ясно, что те или иные свойства пространства Z и его 

элементов могут быть выражены в терминах теории меры и наоборот. 
Укажем некоторые примеры.

1. Для каждого элемента р б Z определены его положительная 
и отрицательная части р+ >  0 и р_ >  0 и

Р =  Р+ — Р - ,  (1)

а также определены модуль |р| и |р| =  р+ +  р_. С точки зрения те­
ории меры элементы р_, р+ и |р| суть соответственно нижняя, верх­
няя и полная вариация меры р; а равенство (1) есть разложение 
Жордана обобщенной меры р.

2. Будем говорить, что обобщенная мера v абсолютно непрерывна
относительно обобщенной меры р, если равенство |р| (Е) 0 всегда
влечет Ы (Е) =  0. Легко видеть, что это определение разносильно 
тому, что подпространство Zp. пространство Z, порожденное элемен­
том р, содержит в качестве компоненты подпространство Z v, порож­
денное элементом v. (Относительно используемых здесь понятий см. [1]).

Действительно, пусть v абсолютно непрерывна относительно р. 
Если бы Z v не была компонентой пространства Ztl, то нашелся бы 
элемент ч' б Z, такой, что ln f (v ',  р) =  0, и тогда, как можно показать, 
нашлось бы множество E (  S такое, что р(Д) =  0, v' (Е) ф  0, следо­
вательно, и |v| (Е) Ф 0, что противоречит условию. Наоборот, если Zv—
— указанная компонента, то из |р| (Е) вытекает |v|(£,) = ; 0, и, следова­
тельно, ^(Д)| =  0 по самому определению компоненты.

3. Обобщенные меры р и v называются взаимно сингулярными, 
если в Т  существуют непересекающиеся множества А и В  такие, что 
А ^ В = Т ,  и какое бы ни было измеримое множество Е,  множества 
Аг\Е  и Вг\Е  всегда измеримы и.

|р| ( А ъ Е )  =  Н(АглД) =  0.

Сингулярность обобщенных мер равносильна тому, что р и ч как 
элементы полуупорядоченного пространства Z являются дизъюнктными, 
т. е. inf (|р|, |v|) =  0 

§ 3. Пусть
X  =  { х } ~  {х (*)}
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— совокупность всех заДанных на Т измеримых, относительно про­
странства (А", 5) функций. Будем рассматривать X  как линейное мно­
жество обычным образом. Будем считать х  >  0, если ■ *(£)>  0 в каждой 
точке и если существует измеримое множество е  такое, что л :(£ )> 0  
при t £ е. Тогда X  будет К —пространством, причем аксимома V 
в определении К —пространства выполняется для счетных множеств 
из X,  т. е. для всякой, ограниченной сверху последовательности 
{д:л} С X  существует sup {.*„} [3].

Пусть X  =  {/} — сопряженное к X  пространство всех (0) — линей­
ных функционалов, определенных на пространстве X.  Имеет место

Т е о р е м а  2. Пространство X  =  {/} изоморфно пространству Z =  
=  {р}, при этом если элементу р с Z  соответствует элемент / £ X,  то 

при любом Е  £ S.
^ ( £ ) = / ( - * я ) ,

где Х е — характеристическая функция множества £  [3].
§ 4. Из возможных применений указанных результатов к теории 

меры остановимся на доказательстве следующей теоремы Радона-Нико- 
дима.

Т е о р е м а  3. Пусть (Т , S, р) пространство с заданной вполне 
о—конечной мерой р. Если а—конечная обобщенная мера v, заданная 
на S, абсолютно непрерывна относительно р, то на Т существует ко­
нечная измеримая функция x ( t )  такая, что

v(E) =  f x ( t )  dp
E

для любого измеримого множества Е. Такая функция дг( )̂ единствен­
на в том смысле, что если

7 (£) = J У (0 dp
Е

для любого измеримого множества Е,  то х  (t) =  у (t) почти всюду 
относительно меры р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как по условию Т есть соединение счет­
ного числа измеримых множеств, на каждом из которых р и v конечны, 
то, не нарушая общности, можно предполагать, что р и v конечны 
Креме того, в силу равенства v =  v+ — v_ достаточно доказать теоре­
му в предположении, что р и v являются мерами. Пусть теперь Zy— 
—компонента в Z, порожденная элементом_ р. Согласно теореме 3 
пространство Zy изоморфно пространству Ху, сопряженному к про­
странству Ху. измеримых функций, заданных на измеримом простран­
стве (Т, 5 , р). Так как функционал

f\ (х ) =  | х  (t) dp 
г

является существенно положительным па пространстве Ху, то, как 
известно ([1], стр. 434), для всякого f  £ Ху найдется суммируемая 
относительно меры р функция у (t ) такая, что при любом х  £ Ху бу­
дет иметь место равенство

/ W = fx (ху)  = j х  (0 у (/) d t
т

Так как 2 V является компонентой пространства Z ,̂ то v 6 Z  ̂ и, еле-
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дователыю, в силу изоморфизма между_пространствами 
менту v соответствует функционал / ( и поэтому

v (£) = /(уд?) = j У-е {t) у {t) dt = j у (t)
Г  E

что и требовалось доказать.
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Функциональный
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К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ДЛИНЫ КРИВОЙ В АБСТРАКТНОМ 
МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

3. И. КЛЕМЕНТЬЕВ

В настоящей заметке указывается одно определение кривой и ее 
длины в абстрактном метрическом пространстве с мерой и показыва­
ется эквивалентность этого определения и обычного определения. 

Пусть
x  =  A ( t )  (1)

отображение отрезка [а, Ь\ с обычной лебеговой мерой и топологией 
в метрическое пространство с мерой: (X, S, [*); в терминологии 
и обозначениях мы следуем здесь монографии [1]. Отображение А 
будем предполагать измеримым, то есть таким, что прообраз М == 
=  А-1 (Е ) любого измеримого множества Е  £ 5  является борелевским 
множеством в [а, Ь\. В качестве меры в X  возьмем меру, индуциро­
ванную хаусдорфовой внешней мерой:

(Е) =  sup inf ( 2  (3 ( £ , ) : £  С U S (£■,) <  в, / =  1, 2 ,...} ,
Е>о '£ 7  (-1 ’

где 8 (Е) означает диаметр множества Е. 
Два непрерывных отображения

х' =  А'{Г)  и x" =  A"(t")

вида (1), определенные соответственно на отрезках [а', Ь'\ и [a", b"J, 
называются эквивалентными, если существуют две непрерывные не­
убывающие функции

t' =  o'{t)  и Г  =  <?"(*),

определенные на отрезке такие, что

ср'(а) =  а ', ? ' (b)  =  Ь',

<?"(«) =  а", ?*(Ь)  =  Ь” 

A W { t ) \ = A " W ’ {t)\

для любого t '  [а, Ь\.
Образ отрезка [а, Ь\ при отображении (1), где А произвольное 

отображение, принадлежащее классу всех эквивалентных ему отобра-
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жений, будем называть кривой, а за длину кривой будем брать чис­
ло, конечное или бесконечное,

L =  sup 2  НД/) .

где Ej  Q S, Ej  =  А (Му), Му С [а, ft] образуют конечную систему не- 
пересекающихся множеств и sup берется по всевозможным таким 
конечным системам. Если Z. <  оо, то кривая называется спрямляемой. 
Обычно за длину кривой в рассматриваемом случае принимается число

К  =  ви р ^ Р  И (й-О , а  V i)],

где sup берется по всевозможным конечным системам точек:

a  =  t l)< t i < . . . < t n =  b

(см., например, [2]) и где р(х, у) означает расстояние между точками 
х  и у в пространстве X.

Можно показать, что К  =  L. Проведем соответствущие рассуж­
дения, опуская некоторые подробности и предполагая, что отображе­
ние А непрерывно. Пусть Et — образ отрезка £ ,]6 [а , Ь], то есть

£ , =  Л  ( [ * , _ , ,  ф .
Из определения меры ц в пространстве X  и непрерывности ото­

бражения А следует, что
р (/у) > Р [л (* ,- .) , л  (О ]

и потому, очевидо, L ^ K .  Предположим вопреки утверждению, что 
L  >  К  и, следовательно, К <  оо. Тогда, согласно определению числа 
L,  найдется конечная система множеств Ej (  S, где £ у =  A (Mj)  
и Mj  С [а, Ь] попарно не пересекаются, такая, что

П

( £ у ) >  К.
У-1

По свойству меры (»■ для любого р >  О найдется открытое (в от­
носительном пространстве A {[a, ft])) множество 0 ,0  Ej такое, что

р. Gj  — a Ej <  р.
Пусть

H j  =  A~'(G j ).
Заметим, что

-а (A (Hj)) =  ;а (Л (Hj)) =  fA Gj, j  =  1, 2 ,.. . ,  n.

В силу непрерывности отображения Л для любого е > 0  найдется 
а > 0  такое, что если р — а <  о, то

р ( Л ( а ) ,  Л  (р)) <  s,
поэтому, как нетрудно видеть, найдутся непересекающиеся отрезки 
К - РЛС/7,, Р ' -  ■ а-’к <  а и такие, что
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Откуда

!J- Gj =  sup («у (e) <  sup 2  P (A («'), A (p>)), 

где P{. — a£ <  £, « = 1 , 2 ,  ....
Так как

G J  <  2 p, j Ц= s,

•то отрезки [aJK, P'] и |V, p*] можно брать не пересекающимися при 
/=М, У, 5 = 1 ,  2 ,..., п, « =  1, 2,..., И так, что

GO

!J' <  2  Р (Л (“£)> А (Ю) +  Т,к = 1

где у можно считать малым вместе с р. Учитывая произвольность 
р >  0 и аддитивность меры ;х, уже нетрудно видеть, что

П
2 р ( ^ х /с,
/=1

что противоречит предположению. Таким образом L — К.
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Том 163 Серия механико-матемэтическая

ОГРАНИЧЕНИЯ ДЛЯ ВЗАИМНОГО РОСТА МОДУЛЯ ФУНКЦИИ 
И МОДУЛЯ ПРОИЗВОДНОЙ В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ 

С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

регулярных и однолистных в круге |г| <  1 и имеющих вещественные 
коэффициенты с2,... .

Имеет место следующая
Т е о р е м а .  В классе Sr при заданных г, 0 <  г <  1, и /(г) для 

f'(r)  справедливы точные оценки:

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно [1], что достаточно доказать тео­
рему для функций /(г) 6 S', т. е. представимых в виде

где f { z , t )  как функция от г регулярна в |г|<1, \f(z,t)\<Cl в |г| <  1 
и /(ОД) =  О, / ^ (0 Д )> 0 , а как функция от t есть решение диффе­
ренциального уравнения

удовлетворяющее начальному условию f ( z ,0 )  =  z\ здесь 0  =  0  (t) есть 
любая вещественная кусочно-непрерывная функция в 0 < Д < ° о .

В. В. ЧЕРНИКОВ

Рассмотрим класс Sr функций
f {z )  =  z +  C.jZ- + . . .  , (1)

(2)

где х,  0 <  х  <  г, однозначно определяется уравнением

2х

и уравнением
2х

если / (г) О  г.

/(г) =  lim e*f(z ,  t), (3)

d f  f  1 — f
dt 1 — 2/cos 0  + /■’

(4)
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Из уравнения (4), рассматриваемого как тождественное соотноше­
ние, з котором под / понимается функция f  =  f ( r , t ) ,  следует, что 
s  — f\r,t)  есть монотонно убывающая функция от t, причем при из­
менении i  от 0 до со s изменяется от г  до 0. Это позволяет и обрат­
но t рассматривать как монотонно убывающую функцию от s, опре­
деленную в 0 < s C  г.

V3 (4) и (3) получаем:

In / И
| V ( s ) - l )

ds
(5)

О

где

H(s)  =
1 — 2scos 6  +  s'

1 - s -  ~~
(6)

Из (4) посредством дифференцирования по г и последующего деления 
на f r имея в виду (3), (6), находим:

Г

Функция H{s),  кусочно-непрерывная в 0 < s < r ,  
промзжутке неравенству

1 — s
l + s

< Я ( 5 ) < 1 + S
1 — 5

подчинена■ в этом

(8)

Обратно, каждой такой функции H(s) ,  кусочно-непрерывной 
в 0 < s < > ,  соответствует по (6) и (4), где f  — s, кусочно-непрерыв­
ная » 0 <  t <  со функция cos 0  =  cos 0  (t ), а следовательно, по (4), 
где j =  f ( z ,  t), и (3), и некоторая функция /(г) 6 S ', для которой име­
ют кесто формулы (5) и (7).

3 силу формул (5) и (7) и только что сказанного задача об эк- 
стрелуме f { r )  при заданных г  и /(г) сводится к задаче об экстрему­
ме штеграла

1 \ ds
H ( s ) )  s

при заданном (возможном) значении интеграла

U
относительно всех кусочно-непрерывных функций Н  (s), удовлетворя­
ющих в 0 < s ^ r  неравенству (8). Эта задача решена Г. М. Голузи- 
ным Им установлены [2] в классе S $ S r функций (1), регулярных и 
однолистных в круге |г|<1, при заданных z, |г|<1, и |/(г)| точные 
оцеши для |/'(г)|, из которых оценки (2) следуют при f ( z ) £ S r и 
z  = г , 0 <  г <  1.
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О ВКЛЮЧЕНИИ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ 
ОДНОСТОРОННЕГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА В ТЕОРИЮ 

ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИИ

Р. М. МАЛАХОВСКАЯ

В работах автора [1], [2], [3] строилось операционное исчисление 
на основе понятия обобщенной функции. Настоящая заметка посвя­
щена двум вопросам. Во-первых, имеется в виду показать, что ука­
занное нами построение включает операционное исчисление на основе 
одностороннего преобразования Лапласа и является более широким. 
В связи с этим, приводится ряд примеров реализации функции от s — 
оператора дифференцирования. Предлагаемое операционное исчисле­
ние следует рассматривать только как схему. Методическая задача 
построения подробной теории потребовала бы более полного и систе­
матического изложения. Во-вторых, рассматривается вопрос о соот­
ношении между полем операторов Я. Минусинского и рассматривае­
мым нами кольцом обобщенных функций.

Для удобства чтения перечислим некоторые, употребляемые далее 
понятия и обозначения; более подробно они изложены в указанных 
выше работах. В согласии с терминологией в [4] обобщенные функ­
ции понимаются как линейные функционалы в основном пространстве 
К  =  {ср} финитных бесконечно дифференцируемых функций <s(.v) дей­
ствительной переменной х.  Через К'+ =  {/, g , . . . }  обозначается про­
странство всех обобщенных функций в К,  носители которых распо­
ложены на полуоси [0, со) .  Через D'+ обозначается множество всех 
обобщенных функций, носитель каждой из которых ограничен слева. 
Каждое из множеств К\ и D'+ является линейным подпространством 
пространства К' и кольцом без делителей нуля, если операцию сложе­
ния определить как обычное сложение и операцию умножения опре­
делить как свертку; дельта-функция Ь(х) играет роль единицы кольца. 
Обобщенная функция и, удовлетворяющая уравнению

/ =  « * g,
где f £ K ' , ,  g( :K\  обозначается через — . Свертку и * g  будем обо-

g
значать также через ug.  Легко видеть, что множество всех таких

отношений —  совпадает с D' и что этими отношениями при сложе- 
g

нии и умножении (свертке) можно оперировать по обычным правилам

.алгебры. Обобщенные функции — £/)*, будем называть также опе-
g
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раторами. Заметим, что обобщенные функции: *)(-*) (функция Хеви­
сайда), о, о', о",... входят в D'+. Функции ■»](х) и 8' (х) будем обозна­
чать также через I n s  соответственно и называть операторами инте­
грирования и дифференцирования. Число а  можно рассматривать 
одновременно и как числовой множитель в пространстве К'+ и как 
оператор, определяемый равенством: а  =  а8.

§ 1. Операторное преобразование Лапласа для локально 
суммируемых функций

Приведем предварительно понятие интеграла от операторной 
функции /(X), то есть от функции, значениями которой являются 
обобщенные функции. Пусть /(/-) определена в области X£G.  
Интеграл

/ =  |7 (Х) сП
а

понимается как обобщенная функция, значение которой на любой 
основной функции ср(:/С определяется равенством:

(Л ?) =  1 (/(X), с?) сП.
а

Пусть теперь /(X) обычная локально суммируемая функция от X, тож­
дественно равная нулю на (— оо, 0). Будем рассматривать /(X) как 
операторную функцию, то есть как обобщенную функцию, значение 
которой в каждой точке X определяется равенством:

/('-) =  3/( '•)•

Пусть 8(х — X) — сдвинутая 8 — функция, определение которой дано 
в 14 1, стр. 15. Покажем, что

где

Имеем

J 1 C, если (0, >.),о

5 (х — /.) /(X) =  8 (л- -  л) /(/.).

А XJ (8(*—;Х)/(Х), ® )rfx=  Г/(X) (8 (л: — л), v(x))d't.--
0 0 X

=  j*  / (а) ® W  d  X =  ( f ( x ) ,  » (л-)),

0 )

что и означает справедливость равенства (1). Из (1) очевидным обра­
зом следует, что

СО

8 (х — Х)/(Х) d l  =  lim
X —*  С/*

XJ 3(-v — X)/(Х)ЦХ
и

=  /(■*). (2)
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Известно [3], что 8 (jc—X) является решением дифференциального 
уравнения в обобщенных функциях:

при условии:
g > ().) =  — Sg  (/.)

g(0)  -=Ъ(х) =  1.

Чтобы подчеркнуть зависимость этого решения or s, будем обозна­
чать его через e~Xs. Поэтому равенство (2) можно переписать в виде

С/1f e~lsf { l ) d ' /~ = f { x ) .  (3)
о

Интеграл в (3) будем называть операторным преобразованием Лапласа 
функции f ( x ) .  Формулу (3) можно интерпретировать как тождествен­
ное отображение множества локально суммируемых функций, выра­
женных в функции от s, на себя. Действительно, например, ь про­
стейших случаях имеем:

СЛ
I =  j* d). =  -1-,

и
СП С/Э СЛ

IISs1 1 l e~lss ld l  = 1 ( e~)s dt. — 1!
s J s J s-

0 0 0
с/? С/Э C/5

1e~Xs /.-Л = 1 ( V X*5W > .= 2 r*
\ e~>s d a = 2!

1к)0
s- J0

s- JU
s"

Вообще,
„ п\X" =  ------+ Sm-1 , п --- 1,2,  ... .

Обозначим через Л =  {/} — множество всех локально суммируе­
мых комплекснозначных функций, каждая из которых равна нулю 
вне [0, оо) и для каждой из которых существует обычное преобразо­
вание Лапласа:

С/3
f ( P )  =  I  f ( x ) e - i > * d x ,  

о
Р — 3 +  i~> (4)

(R e p  =  a > a c, где а с — абсцисса абсолютной сходимости интеграла
Л А

(4)). Пусть Л ■={/} — множество всех преобразований Лапласа, /С А. 
Через L =  {/} обозначим множество всех локально суммируемых 
функций f (x ) ,  равных тождественно нулю вне [0, о о ). Так как каждая 
функция f £ L  реализует регулярный функционал в основном про­
странстве К,  то

A C L C K ' + CD'+.
А

Между множеством Л и множеством операторных преобразова­
ний функций из Л устанавливается взаимнооднозначное соответствие:
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С/Э СЛ
к р )  =  j /(■*) е~рх dx  ~  f /(>') =  /(■*). (5) •

о о

что очевидным образом следует из равенства (3) и взаимнооднознач-
Л

ного соответствия между множествами А и Л. Очевидно также, что 
установленное соответствие линейно изоморфно, то есть сохраняет 
операции сложения и умножения на число.

Если в множестве всех операторных преобразований Лапласа 
в качестве операции умножения рассматривать свертку, а в множе-

А
стве А — обычное умножение, то при указанном соответствии сохра-

А А
няется также операция умножения. Действительно, если f (p )  и g(p)  
суть преобразования Лапласа функций f (x )  и g{x), a F(s) и G(s)— 
соответственно их операторные преобразования, то, как известно, про-

А  А
изведение f (p )  g (p ) есть преобразование Лапласа для свертки f ( x )  * g(x)  
и в силу равенства (3)

F (s ) G(s) =  F(s) • G(s) =  f (x )  * g(x)  — /(/>) g(p). (6)

Заметим, что равенство
X

F(s) G(s) =  f (x )  * g(x) =  j  f ( t )  g(x- t) d t  (7)
0

можно считать аналогом теоремы умножения в операционном исчис­
лении на основе преобразования Лапласа. Если умножить сверточно 
обе части равенства (7) на s, то получим аналог теоремы Дюгамеля:

Л* *
sF(s) G(s)=^ s j  f ( t )  g ( x —t) dt.

0

Если f ( x )  обладает непрерывной производной, то

sF(s) G(s) =  s * f ( x )  • g(x) =  (s * f ( x ) ) * g(x) =

X

=  /(0) g(x)  + f ' ( x )  *g(x) =  f ( 0) g(x) +  J  f ( t )  g { x —t) dt.
0

Мы ограничиваемся здесь сделанными в этом параграфе замеча­
ниями общего характера о соотношении между частью классического 
операционного исчисления и операционным исчислением на основе 
понятия обобщенной функции.

§ 2. Примеры реализации обобщенных функций от s

Для приложений операционного исчисления важно указать доста­
точно широкий класс обобщенных функций (операторов), выражаемых 
через оператор s, каждую из которых можно представить в виде 
обычной функции от х. В этом параграфе указываются примеры такой 
реализации. Можно было бы показать на основе указанного в преды­
дущем параграфе соотношения (б), что сохраняются все соответству-
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ющие формулы, приводимые в таблицах по операционному исчисле­
нию, например, в [5J. Однако с нашей точки зрения, является суще­
ственным установление этих формул без использования преобразова­
ния Лапласа. Поэтому рассмотрению примеров мы уделяем значи­
тельное место, имея в виду прежде всего иллюстрацию способов реа­
лизации.

В [1] мы уже приводили примеры реализации некоторых опера­
торов F(s),  выраженных через оператор дифференцирования s. При­
ведем здесь основные из этих формул.

1 . — =  / =  7)(х):
s Г ’I О,

х > 0
* < 0 ,

2.
s* ( * - Щ

х к~1

(/ г-1)! ’
О,

* > 0

л: <  0, £ = 1 , 2 , . . . .

3.

4.

1
s +  а  

1

=  е - ах£К'

г А - 1

(s-j-a )*  (£—1)!
е~а г £К',

Из формул 1—4 очевидным образом следуют формулы:

-

Рп(*) 2
Г М

егьх

где Qm(z) и P n(z) — многочлены степени т и п  соответственно, т < п  
и z u z2, . . . ,  zn — простые корни многочлена P„{z).

6 . 1 х г, -

Pn(s) ( г , - 1 )!
ег,х *

Хгг-Л 

(Г2 1 )!
е 2-х

ХТк~х
___±___  С- kx,
(/•*-!)!

где z u г ,, ... , z k — корни многочлена P ,(z), имеющие кратности
П

r u г2. , rk соответственно, ^  rt — п.
1

Принципиально все формулы реализации для рациональных вы­
ражений F(s), например, в таблицах [5] под номерами 1.1 — 1.163 мо­
гут быть получены из формул 1 —6; при этом имеется в виду, что

F(s)выражение F{p)  в (5] должно быть заменено на —-— . Фактически
s

большинство из указанных формул могут быть получены непосред­
ственно из тех или иных соображений. Покажем, в частности, что 
если F(s) =  f (x ) ,  то

F(s +  a) =  е~ах •/(*), (8)
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где знак • означает умножение. Так как е~ах — бесконечно диффе­
ренцируемая функция, то, как известно, е~ах является мультиплика­
тором в пространстве К, то есть можно определить умножение е~ ах 
на любую обобщенную функцию / 6 К' равенством:

Заметим, что

Действительно,
(s-e~ ax

{е~°х •/,?) =  ( / ,« - " ? ( * ) ) .

s -f а  =  s • е~ах.

?) =  (« ,* ““ ?(■*)) = (3 ,( jc ) ,e - ?(•*) =

=  - ( 3(*) , -  ™~ах ?(*) +  е~ах ? '( * ) )  =  а  ? (0) -  <р'(0) =

=  а (  о (х), 9(х) ) +  (3 ' ( * ) , * ( * ) )  =  (s +  а, т ( * ) ), 

что и означает справедливость равенства (9). Таким образом,

а) =  F(e~ax •s),

откуда заключаем, что если F(s) =  f (x ) ,  то

F(s +  а) — e~ axf(x ) .  •

(9)

Например, а) пусть F(s) =  — , то есть F(s) =  I =  tj(jc). Тогда со-
с

гласно равенству (8) будем иметь:

- 7 — =  е~ах - Ф 0 =  ( 6s -J- а
, х > 0  
, х < 0 .

б) Пусть F(s) ^  ,
s i

случаю а) имеем:

то есть F(s) — f (x )  =  х+\ тогда аналогично

1
(s +  а)-

х > 0  

л < 0.

Отметим одно свойство мультипликатора е~ах. Как видим из при­
меров а) и б)

(,e~ ax-l) * (е~ах -I) =  e ~ ax(l * I).

Покажем, что вообще, если произвольные обобщенные функции 
/ и g  умножаются на е ~ах, то их свертка / * g  также умножается 
на е~а х . В самом деле, пусть <р6К  — произвольная основная функция, 
тогда

{\f{x)-e~ax\ * [g {x ) - e - ax], ?) =  ( f { x ) e - ° x, (g(y)e~ay , <p(*+y))) =

=  (/(*), (g(y), e - a(,x+yJr(x  +  y))) =  (f(x)-» g(x), e~axf (x ) )  —

=  (e~ax ■ \f{x) • £ (*)] ,
то есть

( f (x ) - e~ ax) • (g (x )-e~ ax) =  e~ax -(f(x)  * g{x))y 
что и утверждалось.
3. Труды ТГУ, том 163.
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Равенство (8) может быть использовано при выводе формул реа­
лизации для иррациональных и других выражений F{s), что будет 
сделано ниже.

Приведем примеры реализации иррациональных выражений от 
оператора дифференцирования s. Для вывода многих формул реали­
зации существенным является использование аппарата рядов обоб­
щенных функций, при этом под суммой ряда

Л1 + Л 2 +  ... +  hn +  ...

понимается предел частичных сумм. Прежде всего приходится ис­
пользовать степенные ряды. Пусть F(z) разлагается в ряд Тейлора. 
Под обобщенной функцией F(s) будем понимать ряд:

а 0 I а \ I I а п
7  +  7  +  ~  +  5Г ^ +  ••• ,

где а к суть коэффициенты Тейлора функции F(z).

7.
т

— 2 , . . . п, . . . ,  (см. [4], стр. 66);

в частности,
1

V s =  V
1

УКХ
о,

х  >  О 

• * < 0.

( Ю )

1

F(s) =

8. Пусть F ( z ) =  г ..... ...„ . . Полагаем по определению
J y z 2 +  a 2

СЛ
1

У z2 + а 2

( — l ) * a 2* (2 ft — 1 )!!
y's2 4- а 2 "  s2k+'(2k)\\

*-0
( ( —1 )!! =  01 =  1). (П)

Пользуясь равенством примера 2, ряд (11) можем записать в виде

2
Л- 0

(—1 )ка 2кх 7* (2ft—1 )!! ^  ( - 1)*
а х 2 к

(2ft)! (2/г)!!
а~о

(ft!)2
( 12)

Нетрудно показать, что ряд (12) сходится в смысле сходимости рядов 
обобщенных функций к обобщенной функции

1+(ах) = / 0 (ах), л: > 0
0 , а: <  0,

где / 0 — функция Бесселя. В самом деле, пусть

> « = 2  ( -  и* -
2ft у2к

к=0 2Vt{ k \)2
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и <р(х) G К  — произвольная функция, <р(х) =  0 вне [—d, d\. Рассмотрим 
выражение:

СО

| (/0+- * )  -  К  ?) I <  f I W a x )  -  з„(х) 11 Т(х) | dx.
о

•Очевидно, что для произвольного е >  0 в силу финитности функции 
<р(х) найдется такое N, что для всех n^>N  будем иметь:

Таким образом, 

и, следовательно,

СО

J 1 1о(ах ) — ап(х ) 11 t?(x ) I dx ' 

/о (ах) =  Пт оп(х)

т  =
/0(ах ), х  >  О

у S2 +  а2 l o  , Х < 0 .

9. Оператор
s (а  + у  s)

иатель на оператор Y s  — a ,  получим:

— . Умножив сверточно числитель и знаме-

а
s (a + ]/ s )  У  s ( s —о2) s ( s - a - )

Используя формулы реализации из примеров 1, 3, 7, придем к равен­
ству:

1 1—  * е,а‘х
s(a+>^s) У-кх

X
=  C - L ^ ^ - n d t -

J ;  V r tО

-ач(л) * е а%х =

х
a  j* еаЧ ' d t

«ли, что то же, к равенству:

* 7= -  =  — (1 — еа'х erfc (а У х ))

хде
s (a + K s ) а

СО

erfc (а У~х) =  -  Г е~‘‘ dt.
V *  J

а Ух

10. Оператор у  ■ . Для получения реализации атого опера­

тора воспользуемся*;равенством (8) и реализацией оператора приме­
ра 7. Будем иметь:

1
Y s  +  a

_  е —ах  .  + _

У  К

а*.
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11. Оператор — — j=-------. Из примеров 7 и 9 имеем:
у  s (]/s +  а)

1 =  1 # 1 =  1 Л
У  s (V s +  а) У  s s (V s -+- а) у  - х

* —  (1 — е а%х erfc (a Y х ) ) =  e0’r erfc (а У  л:). 
а

12. Оператор ------------ -— ........ Легко видеть, что для получе-
s b +  а  У  s -f- b

ния реализации этого оператора равенство (8) следует применить 
к функционалу, рассмотренному в предыдущем примере, тогда по­
лучим:

-------------1— =  е <'а'-ь'>х erfc (а У х )  6 К .
s +  b +  a y s  +  b

Аналогично можно получить реализации и других иррациональ­
ных операторов F(s).

Приведем примеры реализации показательных выражений.
13. Оператор e ~as. В параграфе 1 мы обозначали через е~а5 опе­

ратор сдвига, то есть обобщенную функцию Ь(х—а),  так что

e~as =  3 (х — а)

(эту обобщенную функцию мы будем называть гиперболической 
показательной функцией). Пользуясь этим равенством, можно полу­
чить реализацию некоторых обобщенных функций, которые но ана­
логии с обычным случаем будем называть гиперболическими пока­
зательными функциями.

6~QS
14. Оператор ------- . Имеем:

s

1 1 '  / \ / \ [ 1 , л: >  а— e~as =  — * о (л- --  а) — т( (х  — а) — 1
s s I 0, х  <  а.

1 — e~as
15. Оператор ---- —------  имеет реализацию:

1 — e~as 1 1
-------;------ =  — ------у * 3 (х — а) =  х+ — (х — а)+,

s- - S' S-
где

{х -  а)+ = f х  — а, х  >- а  
(О, х < а .

16. Оператор
1

s (es— 1)

1
s (es— 1) s (1 —e~s) - s

. Представим его в виде:

3 T  =  - S ( e " ,>*+I ’ (13)
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где
(е "v)*+1 =  e~s e~s * ■ ■ ■ •» е~* 

Легко видеть, что

о (л--  1) *  й ( а  1) * •  • • »  S ( jc- 1 ) .

о (А — 1 ) «• S (.У  — 1) * О (.V  — 1 ) -  О (X — \k +  1 ] )

В (а — [k  — 1 ] ) =  Т, ( Х  —  \k  1 ]

Подставив (14) в (13), получим:

j 1 , х  ^  k -\- I 
I О, А <  k - f  1 .

(14)

1
S ( £ 4'— 1)

^ 7 ]  (а  -  [ Л +  1] ) =  [х],
*=о

где через [ а-[  обозначена целая часть а .
а

17. Оператор _!_ е  4 . Под этим оператором понимаем ряд из 
s

обобщенных функций:
а  с/э

k\ s*+'
* = 0

Используя формулу примера 2, получим:

— е 4 ---= У  ( — 1 )*
.4 ^

х к+ а к

(А!)2
/ + ( 2 V  ^ ) = f /o ( 2 V ' a A ) ,  а > 0

О, А <  0 .

Аналогично можно получить и все другие формулы 3.1—3.74 
из [5].

18. Через e~a ^ s обозначается обобщенная функция F(a), завися­
щая от параметра а, такая, что

F(a)
2  V  - a :i

е 4 v, /^(0) = В ( а ) .

Пользуясь этим равенством, мы можем получить реализацию выра­
жений, содержащих оператор г " / * -

19. Оператор — е_° У 4 ’ а  >  0. Имеем: 
s

1  е - « / Г =  к e~fv  =  f — е~% dt  =  erfc ( - 4 =
s 2 У  га :| J  2 У ^  \ 2У  а

Комбинируя ранее полученные реализации рациональных и ирра­
циональных выражений операторов с вновь полученной реализацией 
показательных гиперболических и параболических операторов и ис-
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пользуя некоторые другие реализации, мы могли бы получить реали­
зацию любого оператора F(s), указанного в [5].

§ 3. О соотношении между полем М операторов Минусинского
и кольцом операторов

В этом параграфе показывается, что кольцо D'+ линейно изомор­
фно подкольцу поля М операторов Микусинского. Приведем предва­
рительно определение поля М  по Минусинскому [6].

Класс функций, тождественно равных нулю на левой полуоси 
(— оо,0) и непрерывных на [0, оо), обозначается через С =  {а, Ь, с, ...}.

Символ — , о 6 С, b £  С, ЬФ О  называется оператором. Если сущест- 
b

авует элемент с £ С  такой, что а  =  о * с, то считается, что ~  =  с.
Ь'

Через {а}, а =  const обозначается функция из С, равная тождествен­
но а. Оператор вида

М
( П

п а сназывается числовым оператором. Два оператора — и — считаются
b d

• равными тогда и только тогда, когда а  *  d  — b * с.
Оператор

{ 1 } {«}

Через I обозначается 
Оператор — обозна-

1г

называется единицей и обозначается через

{ 1 }, I называется оператором интегрирования

чается через s и называется оператором дифференцирования.
Для операторов определяются действия по обычным правилам 

алгебры, при Этом вместо обычного произведения рассматривается 
сверточное произведение. Операторы Микусинского образуют поле, 
которое мы обозначим через М »

Пусть —CD' 
g

произвольный элемент и / 0 — функционал, отвеча­

ющий бесконечно дифференцируемой финитной функции, носитель 
которой расположен на левой полуоси [0, оо). Известно, что тогда 
/о * /. /о *  g  есть функционалы типа бесконечно дифференцируемых 
функций ([7], стр. 174). Нетрудно видеть, что функционалы / 0 * / 
и /о * g  имеют носители на [0, оо). Следовательно,

/о * g

Сопоставим обобщенной функции — С D'
g

оператор Минусинского:
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/ /■■» /
g  /и * g

Сделаем несколько замечаний.
а) Сопоставление не зависит от выбора /„. Действительно, если 

f l  есть другая финитная бесконечно дифференцируемая функция ука­
занного типа, то

п * f /о

б) Если —
А * g /о

6 С CD' , то
g

°'+ : f t
g g

Действительно,

D' и A « /
т

g h * S'
в) Если

1-а II! /о* / . . Ж-Д
"1 /о * gl gt

то, очевидно,
A _ /:•
gi ft

g

а
~Ь:

Л
ft

(• D' и Ъ.
Ь,

то есть соответствие однозначно.
Образ D'+ в М  обозначим через М'.
г) При рассматриваемом соответствии сохраняются операции сло­

жения и свертки. В самом деле, пусть

Имеем:

~  Л— - —
ft  g-i

/> /о * f i /, Л »  Л
gi /о* gi ft / .»  f t

A * f t  +  f t « Л /,. * (/. * f t  +  f t  » f i )
f t  * f t f l l *  g l *  f t

/«*♦ /, , /» * / 2
/««■ f t ' /о » f t

что свертке
' f t

* f t
ft/

6 соответствует

/о * /. .. Л  * Л в м .
/о * gl /.»* f t

д) Обобщенной функции 3 соответствует единица. Действительно,

? 3 /п * 3
/« * 3

1 .
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е) Обобщенной функции Ь(п> соответствует sn. В самом деле,

Ъ < п )

О
/о»

/ о *  3 /о

Можно было бы указать и другие примеры соответствий.
ж) При указанном соответствии между кольцами D'+ 

храняется операция предельного перехода в том смысле,

— —►—  в смысле сходимости обобщенных функций, то
gn g

/о »  fn f
fo  " gn g

И M' CO- 
что если

также в смысле сходимости обобщенных функций. Для наших целей 
этого очевидного соответствия достаточно, однако мы покажем, что

/о *  fn__ у /р *  /
fo  *  gn fo  *  g

в смысле определения сходимости последовательности операторов, 
данного Я. Минусинским. С этой целью приведем последнее опреде­
ление и некоторые сведения из теории линейных топологических 
пространств.

1°. Последовательность операторов а»
Ьп

ем, п =  1 , 2 , . . . , называ­

ется по Минусинскому сходящейся к оператору если существует

оператор — Q М  и последовательность {Р „(х)} функций класса С со 
Я

следующими свойствами;
А. Последовательность {Рп(х)} сходится к Р(х)  равномерно на 

каждом конечном промежутке 0 < л : < х (|,

В. п =  1 , 2 , ....

С. ~  =  -^ Р (х ) ,  ([6], стр. 137). 
b д

2°. Пусть Ф == {9} — счетно-нормированное пространство. Множе­
ство А С Ф называется ограниченным, если каждая из норм простран­
ства Ф ограничена на множестве А, то есть

II 9 II р < С р ,  Р =  1,2, ... , <?е А ,

([7], стр. 44).
3°. Пусть Ф' — пространство, сопряженное к Ф. Множество В С Ф' 

называется сильно ограниченным, если В  содержится в некотором 
Ф̂  и ограничено по его норме ([7], стр. 63).

4°. Если последовательность функционалов <!*,, <]>2, ... , ф„,... схо­
дится на каждом элементе србФ, то эта последовательность сильно 
ограничена ([7], стр. 67).
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Пусть теперь последовательность — 6 D' п — 1, 2,.... / сходится
8 п

к — Q.D' в смысле сходимости последовательности обобщенных 
g

функций. Положим

где

Покажем, что

где

'М - * ) = / о * — , п — 1 ,2 .......
gn

Ct„ О-— -> — при п -* СО В М,ь„ ь
±  =  L .

Ь g

Заметим, что Ф„ является обобщенной функцией типа бесконечно 
дифференцируемой функции, (п =  1, 2 ...) . Далее, по теореме о не­
прерывности свертки ([4]. стр. 140) имеем:

iim ф„ =  П т ( / 0 L \ = f 0 » L  =  ф, (15)
л-о-. Л--се \ g rJ  g

где 'V — обобщенная функция типа бесконечно дифференцируемой 
функции и сходимость рассматривается в смысле сходимости после­
довательности обобщенных функций. Покажем, что существуют опе­

ратор — и последовательность {£*„(*)}, удовлетворяющие условиям 
Я

А—С. Будем рассматривать в качестве Ф пространство К(а), а  >  х 0, 
которое, как известно, является счетно-нормированным пространством 
(см. [7], стр. 32). Согласно (15) последовательность Д =  {фл} сходится 
на каждом элементе ср £К (а)  (так как К (а )С К )  и, следовательно, 
в силу пункта 4° сильно ограничена. Тогда, согласно 3° множество 
В  =  {Ф„} содержится в некотором К'р и ограничено по его норме.

Пусть у £ К р{а)\ так как ф„— линейные непрерывные функционалы 
на пространстве К р{а), то имеет место формула:

а
(Фя, ?) =  J у р>{х) d  |*л (х), (16)

([а„ — некоторая функция ограниченной вариации), которая дает об­
щий вид линейного непрерывного функционала на пространстве Кр(а) 
([7], стр. 52). В нашем случае

М -*) =  ( -  1У 1р+х *ФВС^-

Если поставить в соответствие каждой функции <?€Кр{а) непре­
рывную функцию <?(р)(х), то получим отображение пространства Кр{а) 
на часть пространства С[_в, я] — всех непрерывных на (—а, а) функций.
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Определим формулой (16) функционал на всем пространстве C[_aia]„ 
то есть для любой функции ш(;С[_а,а] полагаем:

i а

(Фя. ю) =  J  ® ( * )  ^ я  (■*)•
— а

Норма на С[_0, 0] выражается формулой:

II фл || =  V artv
— а

а
На С (а) — образе КР(а) в С[_а, а\ норма также равна Variv В са-

—а
мом деле, по определению нормы в С[-а, а] для любого е >  0 най­
дется функция U>e С[—а, а] ТЭКЭЯ, ЧТО

а

I (фл.®«) 1 =  1 j  «>t (•*) d | >  II и», II (Var — e). (17>
—a

Очевидно, что u>, можно считать непрерывной, обращающейся 
в нуль на концах интервала {—а, а),  функцией. Но ше можно равно­
мерно аппроксимировать на промежутке [а, р ]С (—а, а) функцией из 
С(а), то есть функцией <р, (х), имеющей непрерывную производную 
порядка р  и обращающейся в нуль в точках х  =  ±  а. Тогда из фор­
мулы (17) следует, что

II || =Уаг

и на С(а). Таким образом, мы пришли к тому, что нормы ограни­
чены в совокупности, то есть

II II <  с, с =  const, , с > 0,
Тогда подавно

l f t . 1  =  l ^ + 1 *  Ф я ( * ) 1  < С
Замечая,что

( 18)

1р *  б п ->  V  ф, п  -*■ оо ,

в смысле сходимости последовательности обобщенных функций, не 
трудно видеть, что

д:
lim  f \lp *  <]>„ (х) — lp » ф ( a -)]  d x  =  0  ( 1 9 )
л-ся ± а

в любом конечном, промежутке [—а, а0]. Положим

Рп (А ) =  J 1р * (A )  dx ( 20)

Р  (х) — j  1р * б (х) dx. (21)

Равенство (19) означает, что Я„—>Я в каждой точке из [—a , jc 0], 
причем в силу (18) последовательность {Ял} равномерно ограничена. 
Кроме того, как легко видеть, {Р„{х)} равностепенно непрерывна на 
[ — a ,  jc0] , откуда заключаем, что Р„(х)—*Р(х) равномерно на [—a , jc0] . 
Если теперь в указанном определении Минусинского в качестве Р„

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

43О включении операционного исчисления в теорию обобщенных функций

и Р  взять функции (20) и (21) соответственно, а в качестве операто-
Р 1ра —-----оператор---------------- , то

q  . /„ *  1> - л

ап _ /о *  fn _  ̂ _ /|) *  f
bn /о *  gn b f" ■» g

в смысле сходимости последовательности по Минусинскому.
Таким образом, кольцо D'+ изоморфно подкольцу поля М  опера­

торов Минусинского с сохранением предельного перехода.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШ ЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

ОТНОСИТЕЛЬНО ОБЛАСТИ ЗНАЧЕНИЙ ОДНОГО 
ФУНКЦИОНАЛА В КЛАССЕ S*

М. И. Редьков

Н. А. Лебедевым [1] с помощью вариационного метода опреде­
лена область значений функционала

/ — In wX f ' ( w y~l
f ( w ) x

в классе S *. В общем виде решение этой задачи сводится к реше­
нию алгебраического уравнения. В некоторых случаях (/. =  1, X -= ‘/о, 
X =  2/в) найдены корни этого уравнения, и задача решена до конца.

Автором [2] аналогичная задача с помощью метода, предложен­
ного П. П. Куфаревым [3], исследовалась для ограниченных одно­
листных функций. Как следствие, в классе 5  получен следующий 
результат: граница области значений функционала

I , / '  (те/)1 - х/ =  In -----  -----
f ( w y  ;f (w );x

определяется параметрическим уравнением

/о =  2
lull

II (2 Х -  1)(? й2) -  О -  ' )
Я — ’/  
1 - q

dp

Р (1 — Р2)

+  * Я +  Я -  2 Р2
р ( 1  -  р2)

dp  — In \w\

где / 0 — граничная точка, a q , \q\ =  р есть корень уравнения

( 1)

(1 - 2 \)(qx -  qx) +  у. Х  ^  Л (q -  q) =

* S  — класс функций / (ш) =  ш +  а 2ш3 + . . +  а пюп + . . . ,  регулярных и однолистных 
в круге Н < 1 ;  w  — любая фиксированная точка круга |ш| <  1; X — произвольное ве­
щественное число.
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=  (1 -> -)(! *2) Г _ £ £ _ ___ 2 £ l
‘ l_(l~<7)2 (1 - « 7)3J

(2)

в котором х  =  е~1а, а — параметр, меняющийся в промежутке (— я, я].
Наличие параметра х в уравнении (2) позволяет решить до конца, 

кроме задач, решенных Н. А. Лебедевым, еще некоторые. В данной 
заметке приводится решение двух таких задач.

1) >.= 1 , 7  =  In ------ ^------
f(w)\f{w)\'

Из уравнения (2) при /. =  1

___L (1 +  х) cos а -}- / sin а
 ̂ ~ V ( 1  +  x)'-cOS2a-f-Sin2 а

Если подставить эту величину в (1), то получится уравнение границы 
области значений функционала в параметрическом виде:

j ___L (1 -4- х)г cos a -f- / sin a (n 1 +  Щ  ln (1 — Н 2)|+х
" V (1 +  *)2 cos- а +  sin2 а 1 — \w\ |w|x

— тг <  а

Очевидно, эта кривая есть эллипс. При х =  О этот эллипс переходит 
в окружность (этот случай решен Н. А. Лебедевым). Если х — 1 , 
то одна из полуосей эллипса неограниченно уменьшается и эллипс 
вырождается в вертикальный отрезок.

2 )  X =  О, х =  2 ; / =  In Г М
|/(И')|-

Соотношение (1) при I  =  0, х =  2 можно записать в виде

/„ =  2 ___ ‘ 1
Р(1 — Р2)(1

Уравнение (2) имеет следующие решения:

In \w\'2. (3)

а) <72 — 2 р2 q +  Р2 =  0; Щ\,ч — р2 ±  i р\ 1 — р2;

Заметим прежде всего, что подстановка в (3) корней qs,6 про­
тиворечит геометрическому смыслу параметра а*, поэтому эти корни 
исключаются из дальнейшего рассмотрения.

* Относительно геометрического смысла параметра я см. [2], стр. 37.
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45 М. И. Редьков

Далее легко проверить, что

|<7ь 2| =  р,

если р <  1 ; однако подстановка этих корней в (3) дает только две 
граничные точки. Что касается ^з,4, то

1?3,4| =  Р,
, ,  а  , аесли sin- —  р, или иначе р >  sin —  .

2 2
Из самого определения величины q *  ясно, что это есть непрерыв­

ная функция от р на промежутке [О, |^|], если граничная функция 
/((в) отображает круг |и>| <  1 на плоскость с одним разрезом, уходящим 
на бесконечность, и разрывная, если таких разрезов два.

Предположим сначала, что ?(р), \q (р)| =  р, непрерывна; тогда на 
промежутке [О, |U?|] она может быть определена следующими спосо­
бами:

?(Р) =  <h =  Р2 +  i? ~  Р2 ;

Ф )  =  q, =  р- — ip V 1 — р2 ;

I0I.2, 0 < p < s i n  - j^ ,

^3.4 ,'S in-| !< p< | M 7!.

Если подставить q  в (3) при |а|<; 2 arc sin |И?|, a q x и q 2 — при |а| 
>  2 arc sin то получится уравнение кривой

/о

— e ia\n
|Wf ctg2|-

1 -  \ W \ 2

In 1

|U7|2 ( 1 - T O

+  l n — i - ± 2 / | e | ,  | a | < 2 a r c s i n | W /|, 
S i n - я

(4)
i  4 ( arc sin jW |, |a| >> 2 arc sin |UP|,

где знак плюс берется при я <  0, а минус— при а >  0. Так как эта 
кривая не замкнута, то, очевидно, это есть часть границы. Остальным 
точкам границы соответствуют функции, отображающие круг на пло­
скость с двумя разрезами. Разрывная функция q(p) определяется 
следующим образом:

Я(  Р) =
Р2 +  i Р V l  — Р2, 0 <  р <  s,
Р2 - / Р У ^ П = ? ,  « < р < | П

где s — любое число из промежутка [0, |UP|]. Если подставить <7 (р) 
. в (3), то при непрерывном изменении параметра s в промежутке 

[0, \W\] граничная точка /„ будет пробегать вертикальный отрезок, 
< соединяющий точки

In 1
|WT(1 - I W ? )

±  4 / arc sin | W\,

*  с м .  [2] , с т р .  38 .

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

Относительно области значений одного функционала 4 7

которые являются концами кривой (4). Таким образом, граница об­
ласти значений функционала

/ = , п - № 4
|/(Г)Р

в классе S  определена полностью.
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______________________________ имени В. В. КУЙБЫШ ЕВА______________________________

Том 163 Серия механико-математическая

О ПОЛНОЙ ВАРИАЦИИ ФУНКЦИИ И ДЛИНЕ КРИВОЙ

С. Л . К руш каль

В статье Е. Банда и Г. Кардамоне [1] доказывается, что если 
/(.х) — непрерывная на \а, Ь\ функция с конечным изменением, то 
для ее полной вариации и для длины кривой у =  f ( x )  соответственно 
имеют место равенства

V (f)  =  lim
a  ft—* О I

f ( x  +  К) - / ( х )  
h

dx,

H f) a  $ V i +
f ( x  +  h ) - f ( x ) dx,

где положено f ( x )  -■= f ( a )  для x  < a ,  f ( x )  =  f { b )  для x >  b и интег­
ралы понимаются в смысле Римана, а также доказывается, что су­
ществование конечных пределов в правых частях является необхо­
димым и достаточным условием соответственно для ограниченности 
вариации и спрямляемости кривой. Доказательство проводится посред­
ством равномерной аппроксимации функции f  (х) функцией <?(х), где 
v =  <р (jc) есть уравнение ломаной, вписанной в кривую у =  f ( x ) .  До­
казательство элементарное, однако оно занимает около 40 стр. жур­
нального текста и довольно сложно.

В данной заметке дается другое, более краткое, доказательство 
этих утверждений с помощью стекловскнх средних и указываются 
некоторые простейшие следствия.

1°. Пусть ср(t) — непрерывная функция на [а, b ]. Полагая ® (0 =  
=  9 (а) для £ < а ,  9 (t) — <6{b) для t >  b, построим для функции 9 (t) 
ее стекловские средние

t + h  ft

* h ( t ) = - j j 4 ( s) ds= - j f ? ( t  +  s)ds- (!)
t и

Ниже будут использованы следующие свойства стекловскнх средних 
для непрерывной функции 9 ( )̂, которые легко выводятся из (1).

(а) Функция 9/, (t ) непрерывно дифференцируема, причем

=
9 (t  +  h) — 9 (t)

h
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4»О полной вариации функции и длине кривой

t + h

(?) Уh (О =  - j- j*  у is) ds  =  <? (t +  9  Л) о (t) при А ^  О
t

равномерно по t  на [а, Ь].
Функции <рл(0  обладают свойствами (а) и ((3) при любом Л, по­

ложительном й отрицательном. Все дальнейшие утверждения мы 
будем доказывать только для А >  0, но они верны и будут сформу­
лированы для любого А. Для А < 0  доказательство теорем проводится 
аналогично, только нужно брать |Л|.

2°. Т е о р е м а  1. Для того, чтобы непрерывная на [а, Ь\ функ­
ция f i t )  имела конечное изменение на [a, t\, a ^ t ^ b ,  необходимо 
и достаточно, чтобы было

lim  Г
л-о J

\f(s +  h)—f( s ) ds  <[ оо. (2)

При этом полное изменение дается выражением

V(f) ==  lim Г
л̂ о J

/ ( s - f  А) -  f ( s ) 
А

ds. (3)

Интегралы здесь понимаются в смысле Римана и f i x )  —f ( a )  для 
t < а ,  f { t )  =  f i b )  для t > b .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а) Так как стекловские средние непрерыв­
но дифференцируемы, то (см., например, [2], стр. 78)

t

l/»(s)l<fe =  J
а

f j s  +  h ) - f j s )  
A

ds. (4)

Пусть П : {a  =  t0 <  t t <  ... <  tn =  t} — произвольное разбиение сегмен­
та [a, t\. Тогда, обозначая через аА(П) и з(П) вариационные суммы 
соответственно для функций / л (0  и f i t ) ,  в силу свойства ((3), будем 
иметь, что

lim (П) ее lim 2 [ fh (4-м) — fh  (4)| -  з (П). 
л -*■ о л-ю ft«=o У

t /
Но так как оА(П ) < У ( / А), то а(П) < Цт  V i f h) и

Я ft-*0 а

V i f )  =  sups (П) ^  Пт V ifh).
а И Л—►О о

Отсюда следует достаточность условия (2). 
(А). С другой стороны, получаем

л-1 п—1 Л

°А (U) =  |fh  (4 + 1) f h  (4)1 =  I ~  J ’ f  is -j- 4 +i) ds  —
* = o  * - o  о

л
- ^ - J / 4  +  4 ) ^

0

n—1 ft

^  —  J ' l f i 8 +  4+ i) — /(s +  th)fds  =
ft = 0 о

(5)

4. Труды ТГУ, том 163.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

50 С. Л. Крушкаль

л я — 1

=  ~^~j* l/(s +  ^*+1) ~~ f ( s +  tk)\ ds
0 k-0

d s <

1 t +h  t +h
<  ‘ I/(/) A =  l/(/). 

A я a

Таким образом, для любой суммы з/, (П) будет

откуда получим

t +h

° л ( П ) < К ( Л
а

t /4-Л
У(/Л) =  5ирзЛ(П )< 1/ (/ ).
а Ц  а

( 6)

Далее, так как вместе с функцией f ( t )  непрерывна и функция 

V (/) (см., например, [2], стр. 84—85), то из (6) следует
а

Hm V ( f h) < V ( f ) ,
Л—► 0 а  а

(7)

что доказывает необходимость условия (2).
Сравнивая (5) и (7) и учитывая (4), получим (3). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Равенство (3) одновременно доказано и для слу­
чая, когда V ( f )  — co.

а
3°. Пусть дана непрерывная кривая

С : z  =  z (t) =  х  (t) iy (t), a ^ t ^ b .  (8)

Как известно, кривая С спрямляема тогда и только тогда, когда 
функции x ( t )  и у (t) имеют ограниченное изменение на [а, Ь\.

Т е о р е м а  2- Для того, чтобы кривая (8) была спрямляема на 
W, t], а <  А, необходимо и достаточно выполнение условия:

lim f
а

z (s +  h ) — z(s)  
Л

ds  <  oo. (9)

Тогда длина кривой может быть вычислена по формуле

z (s  +  А) 
Л

( 10)

Интегралы понимаются в смысле Римана, причем для t ^ a  х (t) — х(а) ,  
y{t)  =  у (а), для t >  b x (t)  = x ( b ) ,  у (t) =  у (А).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость и достаточность условия 
(9) следуют из неравенств

/!
x ( s  +  А) — x(s)  

А
а

t
z (s  +  h) — z  (s) 

A
a

d s <

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru
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< / [
I x ( s  +  h) — a; ( s)

+
У (s +  h) -  у (s) 

h
ds

и теоремы 1 .
Докажем теперь равенство (10). Строим для функций x ( t )  и y(t)  

стекловские средние Xh(t) и уд (0 и рассмотрим кривые

СА : z =  zh (t) =  x h (t) +  iyh (*), a ^ t < b .

В силу свойства (a),
t ____________

f(C/I) = /  \ f  X"h (S) + y*(s) ds

M
x ( s  +  h) —  j c ( s ) ] 2

I +
y(s +  h) — у (s) ds. ( 11)

Пусть П : (a =  t0 <  t t < . . .<  tn =  t} — произвольное разбиение сегмента 
[a, t\. Так же, как в пункте (а) доказательства теоремы 1, получа­
ется известное неравенство

1 (С )< П т / (С й). (12)
° А->0а

С другой стороны, используя неравенство

t/ " [ J/ (s )d s ]2 +  [|tp(s)rfs]2 <  Iv / - (S) +  ? 2 (s) ds, (13)
r  a  a a

которое имеет место для любых двух заданных на [а, р] неотрица1 
тельных измеримых функций ([3], стр. 254—255), будем иметь:

п - 1 ____________________________________________________________________

(п ) =  S  \ / ~ Iх * (**+0 — x h ( №  +  [ул (**+0 -  Ул (<*)]2 =
ft = 0

я —1 Г  Л

■£|/|т/|
А -0  т 0

—  [^(s+/‘*+1)-A :(s+4)]rfs V 1~  f  [y(s+tk+i) - y { s + t k)]ds I2 <

п—I Г  h Л

<2 l /  ( j r У *W s+ ^ +1)-A:(s+^)|rfsj2+ ^ J\ y (s + t k+l)-y(s+-tk)\ds
ft—0 *  0 ' о

я — 1  я ____ ______ ______________________ _______ ____________

j/ ^  W s  +  ̂ t+ l)-■«(«+**)]* +  [y(« +  ^ + l)— У(«+  **)]*<&
ft-0 0

h

h n—1

■ / £  H s + ^ + l)— z(s
0 ft-0

h

+  tk)'ds ^ ds  <
( + Л
l  (C).
a

4* .
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Отсюда
/ t+h
/(CA) =  supoA(II)< / (C ). (14)
а  п а

Так как из непрерывности функций x ( t )  и у (t) следует непрерыв­

ность функции 1(C) ([2], стр. 89), то из (14) получим
а

ЙпГ/(СЛ)< / (С ). (15)
Л —» 0  а а

Сравнивая (12) и (15) и учитывая (11), получим (10). Теорема до­
казана.

С л е д с т в и е .  В случае явного задания кривой С ( у — f ( x ) )  име­
ет место аналогичная теорема и

X
I (С) =  Пт
а  Л—>0

1 +
'/($ +  A) — f ( s )  f  ^ (16)

4°. Если теперь f ( t )  абсолютно непрерывна на [а, Ь], то почти 
везде на [а, Ь] будет

lim f h (t)
h-+ 0

: llm
h-+О

/ (* + A) — /(*) = f ,■'(t)

и для любого измеримого множества e t Q [a, t ] (при фиксированном 
t, a ^ t ^ b )  будем иметь

et

I f ( s  +  h ) —f ( s )  
h

du и) | duds —

1_
h

dz du.

Здесь положено z =  s +  и, dz =  ds. Когда точка s пробегает множест­
во точка т пробегает некоторое множество , которое получает­
ся из e t сдвигом на и, и, следовательно, met — тех при любом w(j[o, h\.

Возьмем произвольное е >  0 и, пользуясь абсолютной непрерыв­
ностью интеврала, найдем такое S >  0, чтобы для любого измеримого 
множества е  С [a, tf +  Aj], hx >  0, с мерой те  < 8  было

J  \ f  (т) I d z  <  е.
е

Тогда, если met <  о и А<А, ,  то

r \f(s +  A)— f ( s )  
Л  А
et

ds ^  t J  j  ^ 1
0 ет

dzdu  <
h

-j d  и =  s, 
о

что означает равностепенную абсолютную непрерывность интегралов
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(•/(•'>■ />) т
\ J ! h

ds |, Ii C h t. Поэтому возможен предельный пере­

ход под знаком интеграла ([4], стр. 168— 170), н из (3) получается 
известное равенство:

t I
У  (/) =  j  f ( s ) , ds .

а  а

Используя неравенство (13), путем аналогичных рассуждений мож­
но получить, что если функции x(t),  у (t) (соответственно f  (х)) абсо­
лютно непрерывны на |«, Ь\, то формулы (10) и (16) переходят со­
ответственно в следующие известные равенства:

1(C) = f  Vx"‘ (s) -  y ’^s) ds,

ЦС) =  f M  : /"(*) ds.

5 . Из свойств (a) ii (P) следует, что если &(t) непрерывна на 
[п, b\, то

ds

*<0 — «О +  И™ ?<»>* .
а — о J  h (17)

С другой стороны, непрерывная функция ограниченной вариации <p(t) 
однозначно представляется в форме

t
? ( 0  ?(fl) ; ■ / ? ' ( * )  ds ! /•(/), (18)

а

где г (t) — сингулярная функция (или нуль) (|4|, стр. 288—289). Срав­
нивая (17) и (18), получаем следующее представление для r(t):

r(t) lim 1
* -u.)

? (s -|- h)__ ? (s)
h

s' (.s) ds.

где ? (t) - - 'f (а) при t C a, » (t) s (b) при t : b.
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Том 163 Серия механико-математическая

О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ТИПА ТЕОРЕМЫ ФАТУ

С. Л. К р у ш к а л ь

В этой заметке приводится доказательство двух теорем типа тео­
ремы Фату для неаналитических в общем случае функций и устанав­
ливается связь этих результатов с известными теоремами такого же 
типа.

Г . Известная теорема Фату утверждает, что функция F (z ) ,  ана­
литическая и ограниченная в круге | г }< 1 , стремится почти всюду на 
окружности \г\ =  1 к определенному значению F ( z tt), когда точка z 
приближается к точке z„, |z0|— 1 , по любому некасательному пути 
(см., например, [1 ], стр. 66—68).

Получены аналоги этой теоремы и для некоторых классов неана­
литических функций. Ж. Лелон-Ферран доказала [2] теорему такого 
типа для однолистных отображений с непрерывными частными произ­
водными и ограниченным интегралом Дирихле, а также привела со­
ображения, позволяющие распространить ее метод на несколько бо­
лее широкий класс отображений.

После работ Г. Д. Суворова, в которых метод Ж. Лелон-Ферран 
был уточнен и обобщался на однолистные отображения с обобщен­
ными частными производными в смысле. С. Л. Соболева (с ограничен­
ными же интегралами Дирихле), соответствующий результат можно 
считать установленным и для таких отображений*).

Для функций С =  / (z) ~  и (х, у) +  iv (x, у), z  =  х  f  iy =- r e 1*, одно­
значных в кольце r<|z| <  1 , с непоерывными производными их, «у, 
v x vy. К. С. Сцилард [3] доказал следующую теорему:

Пусть на множестве Е: {<р, <  <р <  ?•_., / -,</-<  1} выполнены усло­
вия: 1 ) /(г) осуществляет локально внутреннее отображение множест­
ва Е , причем это отображение взаимно однозначно в некоторой ок­
рестности каждой точки z fE ,  кроме, быть может, конечного или 
счетного множества точек, не имеющего точек сгущения внутри Е:

2) // V ID  (х, у)| d x  dy  <  оо (D —якобиан отображения /):

3) Существует постоянная С, 0 < С < 1  
ке z 0 однолистности / будет

Пт inf т|п !/(*„) ~/(г)| 
p-о тах|/(г0) — /(г)|

такая, что в любой точ-

> С ,

где z  — текущая точка окружности |z  — zn] =  р. Тогда существует 
lim f ( r e if) почти для всех значений ® € (?i, <Р:>)-

*) Впрочем, т о т  же результат следует, по-видимому, и из одной работы Дени.
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Доказательство опирается на следующие две теоремы, которые 
мы также используем ниже.

(а). Всякая возрастающая последовательность функций {hn(x)} 
действительного переменного х, суммируемых в некотором интерва­
ле (а, Ь), интегралы которых равномерно ограничены, сходится почти 
всюду к некоторой суммируемой функции, и интеграл предела такой 
последовательности равен пределу интегралов hn(x ) (см., например, 
[4], стр. 44).

(р). Пусть на полуинтервале а < г < &  задана непрерывная комп­
лексная функция C =  Z( r )  и пусть для всех л0, а < г 0< 6, длина L ( r 0) 
образа отрезка [а, г0] при отображении Z (г) конечна. Тогда, если 
существует конечная верхняя граница множества величин L ( r 0), су­
ществует так же конечный предел l imZ(r0)(cM. [3]).

г„->6
2°. Рассмотрим функцию w =  f ( z )  =  и (х, у) +  iv  (х, у), z  =  х  +  

+  iy — reiv, однозначную в кольцевом секторе D: (г, ^  г  <  1, <р, <  <р < ? 2} 
плоскости г, и будем предполагать, что отображение /  непрерывно 
и не переводит в точку никакой отличный от точки континуум. Ис­
пользуя рассуждения Сциларда, докажем следующую теорему:

Т е о р е м а  1. Если функции и ( х , у )  и v (х, у) удовлетворяют 
условию Липшица в любой замкнутой подобласти : { r t <  г г0, 

<р^ср'} сектора D (r 0 <  1, <?, <<р' <  у'2 <  <р2) и их производные

а х, Uy, vx, Vy суммируемы по D, то почти для всех 96 (91, <р2) су- 
ществует iimf ( r e ‘t).

Г-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что частные производные функций 

и я v  суммируемы тогда и только тогда, когда

J d (/) =  (‘(‘у' ul  +  u2v +  v 2 +  v 2 d x d y  <  со.
"b у у

Для любых точек z u z2 из D, лежащих на некотором луче 9 =  
=  const (г, =  г, е 1*, z2 =  г2е ‘9, г, >  г,), будем иметь:

\и (Г.,, (р) -  Ц(г„9)|<К(;Х, — ЛГ,| +  |у2 — У,|) = К (Icos-fl кг — ''ll +

-г |sin 9 [ I г, — г,|) <  2 /С|г, — г,|,

Iv(r>,  9) - v { r {, 9)1 < 2 Kt |г, -  г,!.

Значит, функции и (г, 9) и v ( r ,  9) удовлетворяют условию Липшица 
на любом сегменте [г,, г], г < 1 , при 9 =  const и, следовательно, аб­
солютно непрерывны на [г,, г] при фиксированном 9. Обозначая через 
s (/*j, г, ср) длину образа сегмента [г,, г] на луче 9 =  const при отоб­
ражении /, будем иметь

Чг

У Г- s (г,, г, 9)d9 =  Jrf9  j у  Ur  (г, 9) +  vf  (г, 9) г- dr =
=  J d's> J V (их cos 9 -j- Uy sin 9)- +  (vx cos 9 +  v y sin 9)-’ r2 dr  =

<Pi 'l
<P2 Г ___________________________

=  j’ j’ V\ux X  -r  Uy у)- -г ( V ,  X  - f  oyyf rd rd 9 =
¥1 n
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66 С. Л. Крушкаль

=  Я К  (ихх  +  и у)2 +  (vx x  +  v vy)2 d x d v  <  NVu% +  u $+ v\ + vi ■
D r ■ ъ\ ■

• V x -  +  y2 d x  d y < I Df i f )  <  I D (/) <  oo.

Таким образом, для любого г, г , < г < 1 ,

J r 2S ( r u r,cp)rf® < I D{f)
ft

и, кроме того, при г — 1 величина г2 s ( r u г, ®) =  5 (г,, г, 9) монотонно 
возрастает, если ю =  const. Применяя теорему (а) к семейству функ­

ций s (г,, г, ср) от <? (г — непрерывный параметр), получим, что

К  К ,, ! ,? )< * ? <  /о (/),
91

где через s ( r b l,<p) обозначен lim s (г,, г, ?) =  lim r2s (ги г, »). Отсюда,
г-И г->1

величина s ( r b 1,ю) конечна почти для всех <р € (<Pi, ¥2), и по (Р) для 
этих о  существует limf ( r e ‘f). Теорема доказана.

о  1
Аналогично доказывается более общая
Т е о р е м а  2. Если функции и (г, у) и v ( r ,  ?) почти для всех 

<Рб('Р1>?г) абсолютно непрерывны по г  на любом сегменте [/*,,/•],/•< 1 
и частные производные их, иу, v x, v y суммируемы на множестве D, то 
почти для всех значений <р, <Pi <  <р <  ¥2 существует lim/(re'?).

Г-> 1
З а м е ч а н и е .  Утверждения теорем 1 и 2 очевидным образом 

переносятся и на случай отображений областей n-мерного простран­
ства (п > 2).

3°. Если не требовать суммируемости частных производных или, 
что эквивалентно, ограниченности интеграла /о(/), не налагая на 
отображения дополнительных условий, то утверждения теорем 1 и 2 
не имеют места.

Пример. Рассмотрим следующее топологическое отображение кру­
га \г\ <  1 на круг \w\ <  1 (г =  r e 1?, w  =  г' ё 1? ):

г'=--г, =  ? +  tg( Y r

Для этого отображения

/ / Г  •
0 0

--  г-

4 cos' | —  г 
2

rd  rd  <? > * ‘ r l f dr

cos
(0<r0<l) S( K )

=  2 . r j t g ( | r )

и каждый радиус ® =  const переходит в спираль, навертывающуюся 
изнутри на окружность |-ге?| =  1 , а следовательно, lim/ ( r e 1*) не су-

1

Г .
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О некоторых теоремах типа теоремы Фату 57

ществует для всех ср 6 [0,2 тс]. Обратное отображение z  =  /-* (w) об­
ладает теми же свойствами.

4°. Теоремы 1 и 2 (как и теорема Сциларда) применимы к не­
которым классам функций, которые осуществляют отображения, не 
являющиеся внутренними в смысле Стоилова. Кроме того, теорема 2 
является обобщением теоремы Лелон-Ферран (даже в усиленной 
форме) на более широкий класс функций.

Приведем пример отображения, которое не является внутренним, 
удовлетворяет условиям теорем 1 и 2 и к которому не применимы 
теоремы Лелон-Ферран и Сциларда.

Пусть w =  f ( z )  =  u +  iv, z =  х  +  /у, и =  х  +  у, v =  ] /2 j c y ,

z  =  r e ‘v, w = r ' e te, причем f ( z )  определена в области D: {r0< r <  1,

0 < < Р <  j l ,  ги>  0. Нетрудно видеть, что отображение /  „двулист­

но", не будет внутренним и преобразует дуги окружностей \z\ =  r, 
х  >  0 , у >  0 в дуги гипербол и2 — v- =  г2, и >  0 ,  у >  0 (так как 
и? — у 2 =  х 2 +  у2), а лучи <р =  const — в лучи 9  =  const. Таким обра­

зом, Нш f i r e 1*) существует для всех f  в (0 , — ) .  Далее, имеем

д и  t д и  =  j / " у -  д у  =  Г ~ Т
дх  ду дх  у 2 х  ду У  2 у

Отсюда находим, что Id (/X е0, a f|’ (*4 + «у + г»' + г'у) d x d y =  со
D

Можно показать, что для данного отображения 
Пт mln|/(z0) - / ( z P)| <  — уп

max|/(z0) — / (гр)| ^  \/ 2 х 0

где zp =  z0 +  p ^ , 0 < ф < 2 « .  Из (*) следует, что требуемая в усло­
виях теоремы Сциларда константа С, 0 <  С <  1 не существует.

Отметим еще, что из всех приведенных выше теорем нельзя по­
лучить самой теоремы Фату, как частный случай. Действительно, 
если f ( z )  =  и iv — аналитическая в круге |г| <  1 функция, то

Id (/) =  V 2  J J  V  \их у у v x u | d x d y  =  \г 2 Я  I/' (z)| ds,
Ul <1 U| < 1

а С. М. Мергелян [5] построил пример аналитической в круге |z| <  1 
функции f ( z ) ,  ограниченной единицей, для которой

JJ|/'(z)|rfS =  oo.
U K  1
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математ ическая

О ВАРИАЦИОННОЙ ФОРМУЛЕ Г. М. ГОЛУЗИНА

П. П. К У ФА РЕВ

В заметке [1] был указан новый вывод вариационной формулы 
Г. М. Голузина, лежащий в основе его вариационного метода иссле­
дования экстремальных задач теории однолистных функций. Подроб­
ное изложение доказательства было дано в специальном курсе по 
теории однолистных функций, читаемом в Томском университете, но 
в печати оно до сих пор не публиковалось.

В данной статье приводится это доказательство.
§ 1. Доказательство опирается на следующую теорему, установ­

ленную в работе [2 ].
Т е о р е м а  1. Пу£ть семейство односвязных областей О (t) t-C р 

плоскости z удовлетворяет следующим условиям:
1. Точка z — 0 принадлежит каждой области G (t);
2. Граница Г(^) области G (#) есть простая замкнутая кривая Жор­

дана: z  — Q(\,t) 0 ^ X 1 ;
3. Функция 2  (X, t) равномерно относительно X дифференцируема 

по t  при t =  tu 6 [а, Р];
4. Г(^ц) — аналитическая кривая.
Тогда функция w =  F ( z , t ) ,  F ( 0 , t )  =  0, F'z ( 0 , t ) > 0 ,  конформно 

отображающая G (t) на круг |ш| <  1 , равномерно относительно z  вну­
три G (tn) дифференцируема по t при t  — ttt, и имеет место соотноше­
ние:

2х

'd F ( z , t ) ' F ( z , t n) Г ' dlog|F ( 2 ( X , 0 , 4 ) |  '
dt t-t. 2т: J dt

О

e l»+F{Z't0)
e ie—F(z,tu) (О

а для функции г =  Ф(те/Д), обратной w = F ( z , t )

'd® {w ,t)' w d^(w,t)  Г Г д 1оК|/?(2 (М Ш 1 1
dt t-t, 2*  dw  J dt

О
t=i„ e ‘e— w ■

(2)

При этом предполагается еще, что в уравнении z =  2  (X, п̂) границы 
Г (£0) области G(tо) X есть (непрерывная) функция от е ‘в =  F(Q(k,t0)t0).

§ 2. Т е о р е м а  2. Пусть t =  $(0) =  0, ?' (0) >  0, голоморфна
и однолистна в круге 0 <|ze'|< 1 , а функция \ (w) +  tq  (w ) голоморф­
на и однолистна при ()< ;£ < ; 7  в кольце Q : г0 <  |те>| <  1, 0 < г о < 1 , 
и отображает это кольцо на область, ограниченную континуумами 
D .it )  н Dro {t).
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Функция z  =  Ф (да, t), Ф (0, t) =  О, Ф'(О^) >  0, отображающая |да|<1 
на односвязную область В , граница которой есть D, (t ), представима 
во всяком круге |да|<р, р < 1 , в виде

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем произвольное р<  1. Обозначим через 
Г r(t) аналитическую кривую, в которую окружность |да| =  г  ( р < г < 1 ) 
отображается функцией l (w )  +  tq (w ),  и через Gr (t), содержащую 
z =  0 область, ограниченную кривой Fr (t). Уравнение кривой Гг (t) 
можно записать в виде:

Очевидно, для любого тб [О, Т] при t ~ семейство областей Gr(t) 
сходится как к ядру (относительно z  =  0) к области Сг (т), и функция 
2  (X, t ) удовлетворяет условиям теоремы 1 (с заменой t0 на т). По­
этому для функции Ф,-(да, t), отображающей круг |да| <  г на Gr (t), 
справедливо равенство:

' дФ г ‘ ' да dФr(w д log |/>(2 (Х, 0 ,^)1]
д t <=т 2W д да d t

в котором через F r (z ,t)  =  да обозначена функция, обратная Фг (да, t) 
и о) =  />(2(Х ,т),т), 2(Х,т)  =  Фг (о<,т).

Так как в нашем случае

ц> (ш) ш —  да со
(3)

(4)

д  log |^(2 (ХД),т)Г 
d t

Re
d \ o * F r ( V ( \ J ) r , ) -\

д t I

соФ'г (со, x)
( 6 )

то уравнение (5) можно переписать в виде

дФг (да,т) _  <7Фг (да,т) 1 Г q (со) 1 со +  дадФг (да,т) _  дФг(ш,т) 1 Г q (со
д ~ d да 2~ i со Фд 1 d w 2к i ш Фг (со, т) со — да си

Интегрируя это равенство по т от т =  0 до т =  t и учитывая, что 
Фг (да,0) =  ; (да), находим:

q (со) ш +  да rfco
СО (со) со —  да со

t
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— V (® ) jR e
<7(u>)

ш£' (to)

со +  W  d m  \ ,
-------------------</-.
ш — W ш I (9)

Для подсчета и оценки интегралов в (8) и (9) разложим 'функцию 
q (m)jm<s>'r (ш, т) в ряд Лорана в кольце r0^|to|<>:

q(m)
шф' (о), х) = Тг (ш) 4- Sr (ш), ( Ю )

где через Тг (ш) и Sr (m) обозначены соответственно правильная и 
главная части ряда Лорана;

( 11)

*~о
(зависимость Tr (m), S r (m) и коэффициентов а (яг) от т для краткости 
записи не указываем).

Подсчитаем интеграл

2Jr - 1
j Re

q(m) to -(- w d  со
т: i шф; (to, т) 0) —  W Ш

( 12)

Его можно представить в виде:

9 И  ,2 J r - - L -  Г
2ir i  J

CO +  W d  to

* )  . со —  W (0
|ш |-Г

— Л +  Д +  h  +  Л i (13)
где

Л
— m-\-w dm 1 r o / 4  m-\-W dm
T.,{m)------------------- , /2= ——  5r(°>)

to — и; to 2 J
1Щ-Г |Oj| —Г

ш — W ш

—  ̂ Г г  ( r ~ \ w +  w ^ u> I  — * f s  ( r~  ̂ <u w ^ ш
2 i r / j r \ u ) J t o  — ВД to ’ 4 2  t:  i  J  r

l‘u| — Г М=Г
U) / to —  to

( U )
Учитывая, что 7>(ш), 5 г (ю), f r f — j ,  iTr j  голоморфны соответ-

Г2
ственно в областях Н < г ,  |ш| £>r0, |и»| >  г и |ш| — , получим при

г0
< * . < ? <  г, . ч

I t =  2 T , ( w ) - T r {0), / 2 =  0 , / 3 =  Гг (0), Л =  5 Г ( - )  . (15)

Итак,
/г =  7> (®) +  5 r ( - U  JL [ у> (0) — 7> (0)] (16)

\w / 2

Учитывая это, находим из (8) и (9)
'>2 \ , 1<&r (w,t) =  \ (w) +  twV{w)  [ T(w ) +  S — Н-----{ Т (0) — ДО)}] +  R  (17)
\w / 2
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R =  W дФ г (w,~)
д w

Tr{w)+-Sr Г 
’ w

^ -(7 > (0 )— 7>( 0)) +

- V  («О [T’(w) + s (  у  (Г(0) -  Г(0))1 }*х
W

(18)

Здесь через Т (w ) и S (w ) обозначены правильная и главная ча­
сти разложения в ряд Лорана функции

Q (tw')q{w)!w  Ф '(®,0) =  —— в кольце г„<.|и>|<1 .
w S' (w )

Оценим теперь остаточный член R  при малых t, полагая, что 
|да|<р. Так как при х-*0 и 1 ( г < 1 )  произвольным образом обла­
сти Gr {t) сходятся, как к ядру, к области В =  G, (0), то Фr (w,t)-+Z(wy 
равномерно во всяком круге |те>|<р0, р0< 1 .‘ Положим, что р„ >  р. 
Поскольку г  устремляется нами к единице, можно считать, что г>р0. 
Тогда (считая еще что р0 >  г„) Tr (w ) можно представить в виде:

Tr (w) 1 Г q (ш) d  и)
2 я i  J и,Фг(ш. ") си— w

м-р.
(19)

Фиксируем р0, выбирая его одинаковым для всех г, г—>1, р0< г <  1. 
Так как фг (0, х )-»£ '(0) при г—>1, х^0, то ф' ( 0, х) равномерно ограни­
чены снизу положительной константой, следовательно, поскольку на 
окружности |ш| =  р0

ф; К  *) >  Г1 ф; (0,Х) >  1  £' (0) - V tt
( г -i-p, , ) '1 2 (Г4-Р,,)1

функции ф' ( ш,т) также равномерно ограничены снизу, |ф’ («>,х)|>Л(ро)> 0  
на |о>| =  р0. Поэтому на |и>| =  ри функции q(o>) шфДш.х) вместе с ф'(о»,х) 
равномерно сходятся к функции q(u>) /ш£'(ш) при х—>0, r-> 1 ; отсюда и 
из (19) следует, что в круге Ы < р  Tr (w) равномерно сходится к T(w) 
и 7>(0)— Г (0).

Аналогично, пользуясь формулой

Sr
rj_
w

1 Р 9 (ш) rf»»
2n i  )  шф'г(ш,-) m_ rl

10,1 “f*

докажем, что при х->0 Sr ( — | равномерно в |гс|<о сходятся к s
\w j - ) •w I

причем оценку малости |$г I — ) — 5 I — I при малых х можно ПОЛУ­
ПИ» )  \w j

чить не зависящую от г. Но в таком случае из (18) следует, что, ка­
ково бы ни было е > 0  при достаточно малых t и 1 — г, £ <  5 (е, р), 
1 — /*<-») (е,р), в круге Н < р  будет иметь место неравенство:

|/?| <  е U
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Перейдем теперь в равенстве (17) к пределу при г->  1.
Так как

Ишфг (®, t) =  ф {w, t), l i ms (  — \ = s ( —
г~* 1 г-* 1 \w ) /

то в пределе получим, что при £ < 8 (е,р) в М < р

Ф (®, t) =  \ (w) +  tw V (w) [T(w) +  S ( 1 W  ± . ( ? ( 0 ) - T (0))] +  R%),
\w 1 2

Я | о< **.
Это и есть формула Г. М. Голузина с той лишь разницей, что 

для остаточного члена /?„ Г. М. Голузин дал более точную оценку:

|/?ol =  0(f-’) (см. [3], стр. 203). Различие на постоянную [Г (0 ) —

—  7^(0)], очевидно, несущественно и связано с тем, что Г. М. Голу­
зин не нормировал ф (wl t) условием ф' (0, t)  >  0.

Отметим, что на указанном здесь пути в заметке [4] вариацион­
ная формула Голузина распространена на семейства двусвязных об­
ластей.

Л И ТЕРАТУРА

1. П. П. К у ф а р е в .  Доклады АН СССР, том XCVII, № 3, 3 9 1 -3 9 3 , 1954.
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3. Г. М. Г о л у з и н ,  Матем. сб., № 19, 61, 203— 236, 1946.
4. П. П. К у ф а р е в ,  Н.  В.  С е  м у х и  на,  Доклады АН СССР, том 1 0 7 ,5 0 5 —507, 

1956.

*) Что эквивалентно формуле (3).
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ТЕОРИИ 
ДВИЖЕНИЯ ГРУНТОВЫХ ВОД

Я. Я . КУФАРЕВ и В. Г. ПРЯЖИНСКАЯ

§ 1. В статье [1] вопрос о плоском неустановившемся движении 
грунтовых вод в слое бесконечной глубины в одном из предложен­
ных способов ее решения был (при определенных предположениях) 
сведен к задаче определения решения х  (;, t), X  ($, t) системы ин­
тегральных уравнений

Я У1с1’г\й̂  I о» Г Xdz
( * - г > о - г >Т1

2 i (А)

д Х  
д t

YZd ft d ;______
-  x) x  -  г) (у — г)

удовлетворяющего начальным условиям x(z,  0) =  5,

А - ( 6 ,  0 )  =  а г с ( 6 )  ( В )

Здесь С,; — прямая Imt) =  8, 5 >  0, t — время, л: =  jc (?, t), у =  х  (tj, t), 
z  =  x (z ,  t), X  =  X (i ,  t), У =  Х ( n, t), Z =  X(<, t) и X a ( 6 ) -  извест­
ная функция.

Если л:, X  определены, то с помощью формулы

1
z w (w, t)

=  1 + /
ct

X(S, t )
W  —  X t)

d\

определяется функция z (w , t), конформно отображающая полуплос­
кость 1 ти > < 0  на область, занятую грунтовыми водами, а затем по 
известным формулам находятся скорости и давления.

Для обоснования этого метода необходимо иметь доказательство 
существования и единственности решения системы (А), удовлетворя­
ющего начальным условиям (Д). Это и является целью данной работы.

Доказательство проводится методом последовательных прибли­
жений**). При этом второе и третье слагаемые в правой части перво-

*) Интеграл понимается в смысле главного значения.
**) Аналогично доказательству, выполненному в [2J для системы типа (А) в более 

простом случае, когда в ( А ) входят интегралы не по бесконечной прямой, а по 
окружности.
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го из уравнений (Л) мы отбрасываем, так как наличие их лишь ус­
ложняет вычисления, но не влияет на сущность доказательства. Далее, 
так как интегрирование по с, как следует из вида интегралов и пред­
полагаемых ниже свойств функций х, X, не ухудшает сходи­
мость последовательности приближений, мы рассматриваем вместо 
(Л) уравнения, содержащие не двойные, а простые интегралы, Нако­
нец, очевидной заменой можно перейти к случаю, когда С =  Ст, бу­
дет прямой 1тт) =  0. Таким образом, рассматривается система урав­
нений вида

д х
д t f f ( x , y , Y ) d f i ,  ~  =  f f- (X' y ' У) d r n .  

J  d t  J  y — x (0

При этом из постановки рассмотренной в [1] физической задачи 
следует, что (в простейшем случае) функции /, ® можно считать 
удовлетворяющими следующим условиям:

!./ ,< ?  голоморфны в области

L: — о <  Im л: <  5, — о <  Im у <  3, |К|< JV.

2. Функция с? и ее производные по х,  у, Y до второго порядка 
включительно, функция / и ее производные до третьего порядка 
включительно ограничены в L-.

I?!. Ы ,  1<ру!, | < ру| ...| ?.гИ < -М  (И )

1/1, 1/ Л  l/ ,l \fy\...\fxxy\<M**).  ( Ill)

3. При где R  >  1 — некоторое фиксированное число,

функции /, <? и все указанные выше их производные, не содержа­
щие дифференцирования по Y, удовлетворяют неравенствам вида

СУ
Ы, I/, |?,1, 1?у1, 1/,1, !/у|, ••• |?.vyl, 1/,у|, (IV)

0 <  р <  1.
о

4. Производные, содержащие дифференцирование по К, при |у!> - ,  

удовлетворяют неравенствам:

I'pHj I/И, \?хг\, |/.гг|, I/.vjtk! ——j— (V)
\УГ

Всюду далее мы будем предполагать, что эти условия выполнены.
Назовем систему функций л:(£, t), X (;, t), удовлетворяющих 

уравнениям (1) в области G(£0) :$ f  С;, \t\<h  правильным решением 
системы (1) в области G (t0), если ^(S, t) имеет в G (t„t ограниченные 
производные по £ до второго порядка включительно*4*), a X (t,  t) 
удовлетворяет условию Гёльдера:

*) Множитель X  во втором из уравнений (4 ) ,  очевидно, также принципиально 
несущественен для теорем существования и единственности решения.

**) Впрочем, в дальнейшем эти условия используктся из вторых производных от 
<f и /  лишь для производных, содержащих одно дифференцирование по х , из третьих 
производных от /  —  лишь для производных, содержащих два дифференцирования пф х .

* * * )  Ср. [2]. Условия существования и ограниченности третьей производной от 
лс (€, t) по £, включенные в [2] в определение правильного решения, оказались из­
лишними.
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1*($„ 0 - * ( у

§ 2. Н аш а ц е л ь  д о к а з а т ь  т е о р е м у :
Т е о р е м а  1. Пусть функции f { x . у, У), о (х, у, У) обладают в об­

ласти L свойствами, перечисленными выше, а функция Х 0 (S) удовлет­
воряет на С;условиям:
| * o (S )K tf0, NU< N ,  |^о(?1) - А ' 11( У 1 < Я 0|;|- ^ ,  Н0 < Н  и при
1<1 >  Я-

1ч
Тогда система уравнений (1), при достаточно малом 4 . имеет 

в G (t„) единственное удовлетворяющее начальным условиям

* ( 5 ,  0) =  АГ„(Е), *(Е , 0) =  S (Г)

правильное решение.
Доказательство теоремы опирается на следующую основную лемму. 
Л е м м а  А. Пусть определенные в области G(t0) функции .x(S, t), 

х *  (;, t), X  (S, t), A*(S, t), из которых первые две дважды дифферен­
цируемы по 5, удовлетворяют в G (t0) неравенствам вида:

— S <  1ш JC f 5, * ) < 3 ,  — 3 <  Im х *  (S, t ) < b ,  (1)

1 * 0 ,  t )\ < N ,  |**(E, t)\<N ,  (2)

\x (S, t) -  E| <  p, \x* (E, t) -  E| <  p, p <  -|  , (3)

-Л |5, — 5зК 1^(6., f ) - * 0 s .  01.

\x* (,e, , t) -  x * (E2. t) <  В  |S, -  У , A <  1 <  B.

dK x d Kx*
d i*

< B ,  к  =  1, 2 ,

(4)

(5)

дк x  
d l K

дк x*
a sK

2  (0 . «  =  0, 1, 2,

| *(У  t ) - X ( l , ,  t ) \ ^ H IS, - 5 ,K  

|AT:;: (?,, t ) - X * ( l 2, t )\ < H  IS, - y ,

1*0, t) X X ,  OK 2(0.
\X(?j, * ) - * * ( S „  t ) - X ( l , ,  4  +  * * ( У  0 l < 2 ( 0 l ? . - y .  

и при |c|>/?

1*0, O K -^ 1 * *0 ,  O K

1 * 0 , o - * * 0 ,

( 6 )

(7)

(8 ) 

(9)

( 10)

( H )

Пусть далее * „  (S) функция, удовлетворяющая на С= условиям

l* „ 0 ) l< W 0, N 0 < N , ( 12)

5. Труды ТГУ, том 163.
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1*0 (?,) -  * 0  ( У  <  Я 0 |Е, -  5,1, Я 0 <  Н
и при IS! /?.

I * » ( ? ) ! < — - , с0<с.

(13)

(14)
н

Тогда функции
t

х{1, t) =  S -f J d t J  f ( x ,  у, Y ) d i j,
0 c

t (15)

** (5 , *) =  ! +  У*' Y* ) d ^
0 c

* 0 .  t) =  X A l)  +  f d t f « x - *  v u '  .
0 c

* *  Д  t) =  *0(5) +  f a t  f  •
J  J  У* — x*0 C

(16)

при достаточно малом tn также удовлетворяют в G (tyt) всем 
ствам вида (1) —(11), с той лишь разницей, что функция 12

неравен- 
(t) заме-

няется на Q(t) =  D j Q (t)dt,  где D  — положительная постоянная, за-
о

висящая лишь от входящих в формулировку теоремы и свойств 
функций f ( x ,  у, К), ср (х, у, Y) постоянных.

Действительно, из леммы А теорема 1 следует точно также, как 
в [2]. Таким образом, дело сводится к доказательству леммы А.

§ 3. Будем говорить, что функция F  (S, fj, t) принадлежит в 
I г: С'-, у\ ' Сг„ И <  t0 классу h (v, р; a ( t ) )  или удовлетворяет условию 
Н  (v, р; a(t)),  если она удовлетворяет в G(t„) неравенству:

- Ъ , t ) -  F ( l , ,  rj,, t)I <  a  (t) [|S, -  ;,|v +  И, -  (17)

Аналогичную терминологию будем применять и в других случаях, 
например, если функция F(l)  удовлетворяет на С-- условию Гёльдера

- У ' 1, (18)

то будем писать: Д (;)бЛ (р; К) или говорить, что F  (;) удовлетворя­
ет условию Н (р, К)

Рассмотрим для доказательства леммы А ряд вспомогательных 
лемм. При этом будем предполагать всюду, что функции <р, /, * 0 
удовлетворяют условиям теоремы I, а х, х *, X , X *  условиям леммы А. 
Так как способы доказательства лемм известны, а часть из них уже 
приведена в [2], то мы будем в большинстве случаев приводить их 
без доказательства или лишь намечая путь доказательства. Различ­
ные константы, зависящие лишь от констант, введенных в лемме А 
и в определении свойств функций /, <?, мы будем обозначать одной 
буквой D, не указывая связи между различными Д  часто довольно 
громоздкие.
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Л е м м а  1. Пусть в области

E  =  E ( t 0): £ 6 Си т, с Ст„ |̂| <  

функция ф(5, % t ) £ h ( l ,  р.; a (t ) )  и при \4> R

1фв, % * ) - Ф ( Ь .  \  t ) v < 0 .
h r

Тогда функция

« » . < ) = J  Tj — ?

(19)

(20)

с
т

•(интеграл — в смысле главного значения) принадлежит классу 
h (р, D a (t)).

Доказательство аналогично приведенному в [3], стр. 54—55. При 
оценках используется равенство

5
=  0 (а — любое). (21)

Интегралы по интервалам, принадлежащим интервалам'(— оо, — /?) 
( R , +  оо), (за вычетом выделяемого при доказательстве интервала, 
содержащего и $2), оцениваются с помощью неравенства (19); 
учитывается, что при любом v >  О

Пш oMog з =  0, lim 3 -v log а =  О
а-* 0

Л е м м а  2. Пусть ф (£, *), t) £ h (  1, р; a  (t)) в Е,

|ф (;, Т|, ( ) | < s f l ( ( )  ( s < l )  (22)
и при h| >  R

№0, % * ) 1 < т д г  • (23)
h i11

Тогда, каково бы ни было а, 0 < з < Л

\ u (* ,t )\ < D (a )s' -4 i ( t ) .  (24)

Доказательство проводится путем разбиения интеграла (20) на 
интегралы по интервалам (— со, - — X), (- — ; +  X), (; +  >., со),

j_
X =  е н- и оценки каждого из этих интервалов для различных случаев 
расположения точек %, i ±  X. Например, при £> / ? интеграл по ин­
тервалу (£-)-Х, со) оценивается так:

•+Х Е + Х  2Е

25

Е+Х

В силу (23)

W < J  ур(ц —
Е + Х

ea(t)dr\  s a ( t )

Е)
log

D
la(t)

s*.
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|/2I < « a ( f )  < 2 e a ( 0  Г <  D t e a ( t )  <  D s1-1 a
J  «) J  ^ + 1

2; 25

(0 .

Интеграл по отрезку [£ — X, 5 -f- X] во всех случаях оценивается 
одинаково:

5+Х

I f l ^ l l  
I J i j -  S|

Е + Х

- I
5 -Х

Ф(Е, *1, * ) -Ф (Е . S. О
Tj — S

5 + ̂
d  т) < a ( t )  f J t J '  J h - S '

5 -X

d r , -

u. u u,

Аналогично выполняются оценки во всех других случаях. Лемма, ко­
нечно, остается справедливой, если в (23) заменить \-q\v- на |т||м 1.

Л е м м а  3. Если <|> £ А (1, р; a ( 0 ) ,  |<1>|<а(0 и при |и]| >  R  |ф| <  
< a ( 0 N _l\ то

|и (6, 01 < £ > « (0 -  (25)

Эта лемма следует из леммы 2 при е =  1 и a =  1.
Л е м м а  4. Если ф £ A(l, р; a  (0), Itl <  о. (t) и при |yj| >  R

® & ч * у < - п ! £ г '  (2б)№ +1
то при |5| >  R

1«(6, 0 1 < - ^ р .  (27)

Доказательство,. которое достаточно выполнить для больших ; >  0, 
сводим к оценке интегралов по интервалам

( - с о ,  - Я ) ,  ( - R ,  Я), ( t f . - l s ' j  , (-1-5, 5 -> .), (5 -> ., ; +  а),

Например,
25 25

\ m < ^ h

(5 +  Х, 25), (25, со), Х-=5

25

d  Tj
<

41+1 (ч — 0  (5 f  Х)̂ +
a  (t) . 5log —  <

< a ( 0 1*4- 1 log 5 2 ( t* +  1)
p 5̂ +1

<

Е+Х

/А 1 I Л  /  2 a (
a ( 0  —  ; < ------г

& [ J  I P'
S--X

(O

Л е м м а  5. Введем далее в рассмотрение функции

g -  * ) - * &  *) w =  ±

®| (5, Tj, t) =  v  (5, Y), t) — V* (5, -q, t)

r\ — 5 v

x  ('»!, t)—x  (5, t)—x *  (>), t) 4  x* (5, 0
т( - 5
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Я (;, т\, О --= ---- -------w w * , F(-, % t) =  <p (х, у, Y)
у — х у-  — х ;-

у =  » —L -----=  <р w ,
у х

ф (;, Т|, t) =  <t (х, у, К) — ср (Л-5, у*, Г*)

/. ( ’• *1. О =  о (х, у, Y) —— -------ср (х *. v*, Г*) —— — =  Ф те> +  <р* Р.
у — х  ' ' у* — х*

Так же, как в [2] (см. в [2] леммы 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13), последо­
вательно доказывается

t) -  x f  (?,, 0  -  x*W (У  0  +  х_>) (?,, 01 <  2  ( 0  I?, -  У  (28) 

|х<"> (5„ 0  -  х{*> (5,, 01 . 5 15, т  У , Р =  0, 1; (29)

v h | 1, 1, j  и |г>| <  В\ w г- h  ̂1, 1; ~ ~ у  j  и \w\ <  ;

л ( ь  1 ; у 2 ( о )  и | ® ,| < 2 (0 ; Я- : А( 1 ,  1 ;D Q (0 )  и

Д /|(1, ц; D) и I/7! м -  ф Л (1, Ji; D 2 ( 0 )  и |Ф|<ЗЛ1 2 ( 0 ;

О А (1, -х; D) и Z Л (1, DQ(t)) и |Z| < D 2 ( 0 .
А

Л е м м а  6. Последовательно доказывается, что при |tj| >  R

|/К  т]. 01 Iф(У г,, П К -—^гт|т̂ +1.1И-+1

D
К У  т,, 0  - Н (У  т(. 0! <  —  л -  I’m

7,И  1
IS, — у

I’M'., -V 0 - - И У  Yi- 01
D

|Т (|И-+1
?l — ?2

|ф<;- '• « < » • ,Z(S- |тГн

|ф (У 0 -  Ф (У vb 01 <  - 7 ^ r  ^ -  g=l

Г) о <71
1/.(У, ч  0 - х ( У  О К -^ г — т К - У

h K

(30)

(31)

(32)

(33)

(34) 

: (35)

TlД о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (3) при |v(| >  R  будет | y | > - ^ > - —,
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Тогда из неравенства (IV) (для ср) следует, что

С-2*
Т||И-+\F(t, % 0 1 =  1?(*. У» П К -  с -̂  . 1^:К И К  К  2,1 сЬ#+1 н и+1

\ м <
21*- С

Л |#+‘

Далее, записывая Ф в виде

К  <
2'1 С 

А |г(|̂ +1

Ф  =  ср —  ср* =  <Рд (■* -  ■**) +  Т у  ( у  —  У * )  +  ? у  ( j ' —  у * ) ,

где <рж, «ру, <ру — некоторые средние значения производных, из (IV),. 
(V) и (6) (при k =  0), (11) находим указанную оценку для |Ф|. Затем 
оценка X следует из формулы: 7 =  Ф д а с р *  Я и оценок для ср, Р, w 
(см. леммы 5, 6). Неравенства (31) и (32) также просто следуют 
из формулы

^ ( 6 . ,  — Р ( ' г ,  -п, t) =  ? К ,  у, У) — <р К ,  у ,  У) =  срЛ. К  — х 2).

Неравенство (34) доказывается аналогично тому, как в [2] установле­
на лемма (11). Именно, представим

ДФ =  Ф (?„ т(, t) -  Ф (S2, Kj, t) =  ср (х и у, У) — ср (x*v у*, Y*) — 

— 9 (х 2, У. Н +  ?(■*£. У*. У*)
в виде

ДФ =  S4 +  S j +  5 (i,

где (в соответствии с обозначениями в [2])
«2

« 4  =  1  К  К  у ,  П - ? д К у * .  n i r f j c

S6 =  J [ ? Л * , у * , П - - ? д К , у * , П ] < * * -лг2

-  J  К  К  У*, П  -  ср v ( 4 ,  у*, к*)] dx
х2

s ,  =  <рд ( х ; ,  У\ К*) (X, -  х -  +  * 2) .

Имеем, пользуясь (IV), (V) и затем (6) (при k  =  0) и (11), (3), (4): 
*1

&| <  J  \\Ч% 11У -  У*1 +  19efy\ I У -  П ]  d x  <

<
х,

У

1уГ
1у — У* I +

ср
Y — Y*\dx <

< _ Д 2 £ )
^  |-#+I 1«. -  У (*>
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Далее оценка для S-3 следует аналогично из неравенств:

N  <  m ax\ухх\ [ \Xj — х г\ ( \х2 -  хЦ +  |х, — х,|) - f  \х] -  х*2\2],

|S5| <  шах |<р„| [ | * ,  — х\\ (U; — х*2\ +  1*, — л;|) +  |*2 — х 212] -

из которых второе получается после перестановки в 5 3 пределов ин­
тегрирования (ср. [2]). Отсюда имеем в силу (IV), (4), (6):

N  < ' с J S L  [2 В 2 |S, -  s2|2 +  в  2  (О IS, -  \2 1]

|53| <  с J Z g !  [В2  (t) |5, -  S2| +  2 ( 2  ( О ) 2]
IУ col

откуда следует, что

- 3 5 2 ( 0 1 : ,

Наконец, по (28) (при р  =  0) и (IV)

hrц+1

(Р)

( т)

Неравенства (а), (Р), (у) и доказывают оценку (34). Неравенст­
во (35) следует затем также из формулы

X =  (<р— f * )  w  +  <р* (w  — w *) .
Л е м м а  7. Функции

и (g, t) =  Г ч ( х 'У'У1. d-ri, и* (S, О =
J  У - х
С с

удовлетворяют в области G(t0) условию //(<*, D) и |и|<Д |и*/ <  D  
а при |5|>Я

| « Д 0 1 < - £ - ,  ! « * Д 0 1 < - £ -  (37)
|«1 1«1

функция
g ( U )  =  u ( U ) - u * ( U )  (38)

I
ср (х* , у*. К*) 

у* — X*
dq (36)

удовлетворяет условию Н (ц, D 2  (£)), |g| <D 2(£) и при |S| >  R

D Q (t)
(39)

| « |

Утверждения для и, и* следуют из лемм (1), (3), (4) (при а  (t ) =  const, 
v =  а +  1) и (5), (6), поскольку

« Д О
Ф 1, t) d% и* (;, О Ф* д  %  о dt] (40)

и функции ф,ф* удовлетворяют условиям указанных лемм. Утвержде­
ния для g  ( ;, О
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g ( M ) =  f d -ц (41)
J 7| — 5С

следуют также из лемм (1), (3), (4) при a ( t )  =  D Q (t )  (v =  *х —)- 1) 
и лемм (5), (6).

Л е м м а  8. Функции

f  f ( x * , y * , r * ) d n  (42)

удовлетворяют условию H (\ ,D ).  Более того, имеют место неравенст­
ва вида

ф
а? <  А as2

< А  |/>1<А (43)

Производные от функции q (Z, t) =  р  ($,t) — />* (?, £) удовлетворяют не­
равенствам

а?
~аГ

< D 2 ( 0 , а2^
as2 < D 2 ( f ) . (44)

Доказательства довольно очевидны. Установим, например, второе из 
неравенств (44). Имеем:

Но

(S, О =  J  [ (Л , -/ ,* ,)  *  +  Гхх (XI -  х\) +  (Л  -  / ;) X:: +

+  .£(■*« — ■*«)] dt{.

\fXx --  f xx\ <  I f z ,  \\x— ** l 4- \fcxpxy 11У -  У*1 +  l/.v.v )l I Y —  Y* j,
откуда, учитывая (IV), (V), ограниченность третьих производных от / 
и условия (5), (6), (11) и разбивая при оценках интеграл на интегра­
лы по интервалам ( — оо, — /?), ( — /?, R ),(R ,  4- °о), получим

I \ { fxx~ r xx) x i d M < D Q ( t ) .
С

Аналогично оцениваются другие части интеграла для q - .
Теперь легко убедиться в справедливости леммы А. Действитель­

но, неравенства (1), (3), (4), (5) и неравенство (6) с заменой 2 (£ )  на

2 (£ )  для х  (5Д), x * ( s , t )  следуют (при достаточно малом t„) из лем­
мы (8); неравенства (2), (7), (8), (9), (10), (11), также с заменой
2  (£) на 2  (t)  =  f Z)2 (£) dt  — из леммы (7) и неравенств (12), (13), (14).

О
В заключение заметим, что с помощью леммы 2 легко доказать 

голоморфность по t  последовательных приближений л:„(С-Д), Х п(Ь, t), 
строящихся по формулам типа (15), (16), следовательно, поскольку 
последовательные приближения равномерно сходятся в G (t0) к реше­
нию x(Z,t), X(Z,t)  системы (I), функции х  (£,£), X  («, t), составляю­
щие решение, голоморфны по t в G (t0) (ср. [2], лемма 9)).
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

О КОМПОЗИЦИОННЫХ ПРИЗНАКАХ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
НОРМАЛЬНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ И ПОДГРУПП У ГРУПП

П. И. ТРОФИМОВ

Введем определение. Пусть G—группа, пусть а пробегает задан­
ное множество индексов и пусть А и В  — множества комплексов //* 
и F а элементов группы G. Комплексы /И и Л/ элементов из G будем 
называть сравнимыми по модулю (А, В) и писать

М =  N (A , В)
если

U H aM Fa =  и H.NFa,
*. а

где и знак теоретико-множественной суммы (по всем а).
а

Легко видеть, что это определение обобщает определение 
Е. Н. Торопова сравнения двух комплексов элементов группы по 
2ш-модулю.

Приемами доказательства, использованными Е. Н. Тороповым 
в его статье [1], устанавливаются следующие теоремы.

Т е о р е м а  1. Пусть а пробегает заданное множество индексов 
и пусть А и В — множества комплексов На и /^элементов группы G. 
Пусть К — отличный от единицы инвариантный комплекс и пусть М — 
система элементов группы G.
Если

К  з/ С -1, МК =  М (А, В), {j HzMFt. ф  G,

то группа G непростая.
Т е о р е м а  2. Пусть а пробегает заданное множество индексов 

и пусть А и В — множества комплексов и F a группы G. Пусть К — 
отличный от единицы инвариантный комплекс элементов группы G, 
содержащий лишь элементы конечного порядка. Если М — система 
элементов из G, для которой

М К =  М(А, В)
и если

\jHaM Fа Ф G,
а

то группа G непростая.
Т е о р е м а  3. Пусть а. пробегает заданное множество индексов 

и пусть Л и В  множества комплексов Нл и Fa элементов из группы G. 
Пусть К  — отличный от единицы инвариантный комплекс элементов
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из О и пусть М  и М х— системы элементов из G. Если для любого 
элемента k из К

M k =  M x(A, В), M =  M tk -4A , В) 

и если и HaM Fa ф G,
а

то группа G непростая.
Т е о р е м а  4. Пусть а пробегает заданное множество индексов 

и пусть А и В  множества комплексов Н а и F„ элементов группы G. 
Пусть X  — система всех элементов х  из G , удовлетворяющих усло­
вию

МХ =  М(А , В ) .

Если X  содержится в нормализаторах всех комплексов Fa, то X  — 
подгруппа группы G. Если при этом

\jHaMF* Ф  G,

то X  Ф  G.
Первые три теоремы превратятся в первые три теоремы Е. Н. То­

ропова [1], если предположить, что а пробегает некоторое конечное 
множество.

Четвертая теорема превратится в четвертую теорему Е. Н. То­
ропова [1], если предположить, что а пробегает некоторое конечное 
множество и что все элементы множества В  суть нормальные дели­
тели группы G.

Таким образом, приведенные в этой заметке теоремы обобщают 
все теоремы Е. Н. Торопова [1]. Теоремы же Е. Н. Торопова заклю­
чают в себе композиционные признаки А, П. Дицмана [2] существо­
вания нормальных делителей и подгрупп у групп.
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О ПРИЗНАКАХ НЕПРОСТОТЫ КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

П. И. ТРОФИМОВ

Символом -.(g) в статье обозначается число всех различных про­
стых делителей порядка g  конечной группы а. Под р  будет подразу­
меваться простое число, делящее g.

Т е о р е м а  1. Пусть а —конечная группа порядка g.  Если т (g) >  3 : 
и если среди всех различных делителей h числа g,  удовлетворяющих 
условию (A, g;h)  =  1, найдется не более x(g) — 2, которые, быть мо­
жет, не являются порядками подгрупп группы а, то группа а имеет 
нормальный делитель, заключенный в некоторой ее подгруппе поряд­

ка —  — \ =  1, которая при условиях теоремы существует.
Р “ \ Ра )
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим '(g) =  п. Пусть g  —р\хр^.. 

Рассмотрим следующие делители числа g :

£  g  J L  
PV ' P ? ..... P\n

(!>'

Ввиду условий теоремы no крайней мере два из них являются поряд­
ками подгрупп группы о. Очевидно, без ограничения общности дока­
зательства, мы можем предположить, что именно делители

М_  ̂ §_
PV ' Р’{

являются порядками некоторых подгрупп. Пусть а, и а2 подгруппы 
g  gпорядков — и — .

PV РЪ
Логически допустимы два случая:

а) группа а содержит подгруппу порядка
б) группа а не содержит подгрупп порядка

Рассмотрим случай а). Пусть группа а содержит подгруппу а12 
порядка р\'р .̂ Ввиду известной теоремы Бернсайда группа разре­
шима, поэтому она имеет нормальный делитель по крайней мере од­
ного из п о р я д к о в р\2, где 0 < а ' < ^ а , ,  0 < а ' < а 2. Пусть группа 
а)2 имеет нормальный делитель порядка р \i (случай, когда а12 имеет 
нормальный делитель порядка р £2. рассматривается аналогичным об-
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рр*'
разом). Рассмотрим комплекс а,аг,. В нем содержится всего 1 раз-

d
личных элементов (здесь d  — порядок пересечения v  подгрупп а2 и а12). 

ЯР*'Так к а к ^ -1 не превосходит g ,  то d  совпадает с и, следовательно, 
d

о2о12 =  о, а подгруппа v  является силовской подгруппой порядка р *; 
группы о12.

Таким образом, пересечение v  подгрупп а2 и а12, произведение 
которых равно а, содержит нормальный делитель подгруп-Пы а12. По 
лемме 1 С. А. Чунихина [1] группа а имеет нормальный делитель, 
равный, как это следует из доказательства леммы 1, пересечению 
всех подгрупп группы а, сопряженных с а2 в а.

Итак, группа а имеет нормальный делитель, заключенный в а2. 
Рассмотрим случай б). Пусть группа а не содержит подгрупп по­

рядка p*jpi’. Тогда в силу условий теоремы по крайней мере одно из 
чисел

Я  Я

является порядком подгрупп группы о. Без ограничения общности мы 
Яможем число — считать порядком некоторой подгруппы, которую 

Р\'
обозначим через о:1. Если по крайней мере одно из чисел

Р\'Р\ Р\'РЧ

является порядком подгруппы, то приемом, использованным при ис­
следовании случая а), нетрудно доказать, что группа о имеет нор­
мальный делитель, содержащийся в некоторой подгруппе а, порядка

Я
PV

, где i — одно из чисел 1, 2, 3. Если же оба эти числа не явля­

ются порядками подгрупп, то вследствие условий доказываемой тео­
ремы среди чисел

Я Я 
P V ......Р >

содержатся порядки подгрупп.
Пользуясь таким приемом, нетрудно доказать, что группа а всег­

да содержит нормальный делитель, заключенный в некоторой ее под-
g

группе порядка (s — одно из чисел 1, 2,..., п — 1), так как ис-
/V

следование, содержит ли группа а подгруппу порядка р\ь р)е  ̂произво-
gдится после установления существования подгрупп порядков ,

Pkk
и так как при п >  3 число сочетаний из п — 1 по 2 уже боль- 

PV
ше п — 2. Теорема 1 доказана.

Как известно, конечная группа а порядка g  непростая, если 
*(я) =  1 или 2.

Признак непростоты конечной группы а порядка g  с ~(g) >  2 
дается теоремой 2.
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Т е о р е м а  2. Конечная группа а порядка g , для которого r(g) >  2, 
является непростой, если среди всех делителей h числа g,  удовлетво­
ряющих условию (Л, g h )  =  1, найдется не более - (g ) — 3, которые, 
быть может, не являются порядками подгрупп.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если -(g) =  3, то все делители h числа g,

взаимно простые являются порядками подгрупп, и, следова­

тельно, в силу теоремы Ф. Холла [2], доказанной независимо от него 
С. А. Чунихиным [3], группа а разрешима и поэтому ввиду равенства 
-(g) =  3 непростая.

Для случая ~(g) >  3 теорема 2 является следствием теоремы 1.
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О НЕКОТОРЫХ n-CBLOHCTBAX ГРУПП 

В. А. БЕЛОНОГОВ

В настоящей статье рассматривается ряд свойств подгруппы Сп про­
извольной группы G, а также вводятся так называемые (тс, о) -абелевы 
и (я, о) - разрешимые группы, являющиеся обобщением обычных со­
ответственно абелевых и разрешимых групп, а также соответственно 
/>-абелевых и /^-разрешимых групп, введенных С. А. Чунихиным в 
работе [1].

Определения и обозначения

Периодический элемент — элемент конечного порядка.
Щп) — множество всех простых делителей натурального числа п.
П(/х) — множество всех простых делителей порядка периодическо­

го элемента g.
П(<2) — множество всех простых делителей порядков всех перио­

дических элементов группы и.
0  всюду означает множество всех простых чисел, а ~ и а — не­

которые подмножества из 0 .
тс -f- з — объединение множеств тс и а.
Элемент g  называется тс-элементом, если он периодический и ес­

ли 11(g) От.
Gr. — множество всех тс-элементов группы G.

G ‘ =  {G,}.

\М, N] — взаимный коммутант М  и А —группа, порожденная все­
ми коммутаторами вида [tit, п\, где т£М и nfN .

К(М) — \М, М] — коммутант множества М.
(тс, з)-коммутатор — коммутатор вида |а, й],где а  есть тс-элемент, 

а Ь есть о-элемент.
тс-коммутатор — (тс, тс)-коммутатор.
Nq{M) — нормализатор Н  в G: множество всех элементов из G 

перестановочных с Н  (G и Н — произвольные подмножества некоторой 
группы).

§ 1. Некоторые свойства подгруппы Gr

Л е м м а  1. Если g  — периодический элемент группы G и N — под­
группа G, то следующие условия эквивалентны:

1) существует число т такое, что g mQN и П(/я)с тс.
2) g  — sn =  ns, где sgGn и n£N.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что из 2) следует 1), так как в ка­
честве т мы можем взять, например, порядок элемента s. Докажем 
обратное. Порядок а  элемента g  запишем в виде а  =  Ьс, где П(&) с  я, 
а П(с)П« пусто; поэтому (с, Ь) =  (с, т) — (с, mb) =  1. Тогда элемент 
g  можно представить в виде g  =  sn =  ns, где s — элемент порядка Ь 
(и поэтому является «-элементом), а п — элемент порядка с. Дейст­
вительно, ввиду (с, b) =  1 существуют целые числа х  и у  такие, что 
сх +  by =  1, так что g =  g cx+by =  g cx g bу, и мы  можем взять s =  g cx 
и n =  g by. Далее так как (с, mb) =  1, то существует целое число t 
такое, что mbt  =  1(c), и мы имеем n = n mbt= n mblsmbt—(ns)mbt= g mbt =
=  (g m)bt£N. Это завершает доказательство леммы.

С л е д с т в и е .  Если Л/— периодический нормальный делитель 
группы G, то элемент фактор-группы G/N  является «-элементом тог­
да и только тогда, когда он может быть представлен в виде sN, где 
s — «-элемент G.

Действительно, пусть gN  есть «-элемент группы GjN, т. е. су­
ществует число т такое, что П(/п)Стг и (gN)m =  N, так что g m̂ N. 
Из периодичности N  следует периодичность элемента g m, а вместе 
с ним и g.  Но тогда по лемме 1 g  =  sn, где s£GK и nGN, и поэтому 
gN  =  snN  — sN. Обратное очевидно.

Т е о р е м а  1. Если N — периодический нормальный делитель 
группы G, то

(О/ДО* =  GZN'N.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждый элемент gN  из (G/TV)* имеет вид 
g N  =  s,Ns.,N...sKN , где SiN — «-элементы G/N. Ввиду следствия из 
леммы 1 мы можем в качестве Si(i — 1, 2,...,k) выбрать «-элементы G. 
Каждый же элемент g'N  из G*N/N имеет вид g'N  =  s is2...SiN, где 
Sj(j =  1,2,.../)—«-элементы G. Теперь равенство групп (G/Л/)* и G*N/N  
вытекает из очевидного соотношения s {N s2N...stN  =  s ts2...StN. Теоре­
ма доказана.

С л е д с т в и е .  Если N  — периодический нормальный делитель 
группы G, то следующие условия эквивалентны:
1) N  содержит все «-элементы G,
2) G/N  не имеет отличных от единицы «-элементов.

Это непосредственно вытекает из теоремы 1 при G*cA/.
• З а м е ч а н и е .  Требование Периодичности нормального делителя N 

не может быть опущено в теореме 1. Действительно, если G = {g ) • 
—бесконечная циклическая группа, N  =  {gn} (л > 1) и « =  П(я), то 
G/N  есть группа порядка п и, следовательно, (G/N)r-= G /N , в то время 
как Gr =  1 и, следовательно, G*N/N =  N/N ф G/N =  (G/Л/)*.

Т е о р е м а  2. Для всякой группы G при любых « и з  имеет мес­
то равенство

[G*. G«] =  [G«, О,].

Это утверждение является прямым следствием следующей леммы.
Л е м м а  2. Если М и N — инвариантые подмножества некоторой 

группы, то
[М, А/] =  {{М}, {А/}].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего ясно, что [М, Л/]с [ № ,  {А/}]. 
Покажем, что и [{М}, {Л/}] с  [УИ, Л/]. Тождества [а- 1 , Ь~Ч =
=  (ab) а, Ь\ (а б )-1, [а-1, b] == ( a b a - l)~l [b~', а - ']  (aba~ l) и [Ь, а] =
=  [а, b ~х позволяют нам свести доказательство к случаю, когда 
в множествах М  и N  вместе с каждым элементом содержится и ему
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обратный. Поскольку тогда каждый элемент из {М} равен произве­
дению конечного числа элементов из М  и также каждый элемент из 
{N} равен произведению конечного числа элементов из /V, то доста­
точно показать, что всякий коммутатор вида [т{т-,...тк, я,я,...я;|, 
где т&М  (/ — 1 ,2,...,к) и Я/6/V (/ =  1,2,...,/), содержится в группе 
\М, /V]. Проведем доказательство индукцией по числу к  +  /, которое 
мы назовем шириной коммутатора. При к  + /  — 2 наше утверждение 
очевидно, а всякий коммутатор ширины « +  / > 3  может быть пред­
ставлен в виде произведения коммутаторов меньшей ширины, как 
показывают следующие равенства:
При к  >  1

[т1т.,...тк, я,...Я(] =  т ^ п {т х... яг-’я/яг,] [яг,, я ,...я ;] ;

при / >  1 [яг,...яг*, я, п.,...т\ =

=  [яг,...яг*, я,] [я“ |яг,я|...я“ |яг*я,,я2...я/].

Проверка этих равенств сводится, очевидно, к проверке равенств 
[ab, с] =  [Ь, а са] [а, с] и [с, ab\ =  [с, а] [а 'са, Ь].

Теперь по индукции мы можем заключить, что любой коммутатор 
вида [/я,...яг*, я,...я/] содержится в \М, А/J, так что [{Л4}, {/V}] с  
Лемма доказана.

Из леммы 2 при М  =  G* и N  — Gz получается теорема 4. Из тео­
ремы 4 при а =  те вытекает следующее.

С л е д с т в и е .  Для любой группы G K(Gn) — K(G*).
Т е о р е м а  3. Для любой группы G

G' =  П Gp.
P i n

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как при любом /?6« Gpc G r-, то вклю­
чение ПGpc G *  очевидно. Обратно, каждый те-элемент g  группы G

p i n
можно представить в виде произведения /7-элементов для некоторых 
/?£те (это непосредственно следует из возможности представить ко­
нечную абелеву группу {g} в виде прямого произведения ее силов- 
ских /г-под групп), так что G^cnGC А> так как П Gp есть группа (по-

. p i n  P i  Т.
скольку все Gp инвариантны в О), то и G^cnG^. Теорема доказана.

P i n
С л е д с т в и е .  Для любой группы G Gnb3 =  G*G\
Т е о р е м а  4. Для всякой группы G

/C(G«) -  UK(Gp).
P i n

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что K(Gp)c K(Gk) д л я  любого и 
поэтому YlK{Gp) =  H c f ( ( G n). С другой стороны, имеем G*jH  =  (Г\Gp)jH —

p i n  P i n
=  Y\{GpHjH), причем для любого р£к GpH !H ^G p;Hr\Gp есть абелева

р£т.
группа, поскольку ясно, что HC\Gp̂ K (G p). Кроме того, каждый эле­
мент g H  из GpH /H  имеет вид g H  =  s,s2...s*// =  s,//s,#...s*/j, где 
s&Gp и следовательно, SiH£(GpH/H)p. Поэтому gH ,  будучи произве­
дением попарно перестановочных (в силу абелевости группы GpH\H) 
/г-элементов s tH, является /7-элементом, так что GpH jH  есть абелева 
/7-группа. Следовательно, G*/H  является произведением инвариантных
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абелевых /7-групп по различным простым /7бя. Нетрудно видеть, что 
это произведение будет прямым и группа G" Н  будет поэтому абеле­
вой. Но это означает, что H^K(G*). Итак, K (G T) =  Н  =  ПЛ'(0/'), ч. т. д.

С л е д с т в и е  1. Для любой группы G 

K(G*+* ) =  K(G') K(G»).

С л е д с т в и е  2. Для любой группы G 

[G«, G']CK(G")/((Ge).

С л е д с т в и е  3. Коммутатор [а, Ь\ любых двух периодических 
элементов произвольной группы G может быть представлен в виде 
произведения конечного числа /7-коммутаторов для некоторых простых 
/7€П(а) +  П(6).

Действительно, [а, b] б [G*<e), G*(i>]c/((G,,(")+'t(*)) =

=  П K(G*) =  П K(Gp),
р(П(а) + П(7>) р€П(в) + Щ*)

откуда и следует наше утверждение.
Т е о р е м а  5. Для любой группы G следующие условия эквива­

лентны:
1) Qp =  Gp для каждого /7бя;
2) GT- =  G* и произведение nG^ прямое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что из 1) следует 2).
Пусть сначала множество я будет конечным. Проведем доказа­

тельство индукцией по числу п элементов множества я. При n =  1 
наше утверждение верно. Предположим, что оно уже верно при 
n =  N  > 1  и докажем его справедливость при n =  N  -j-1. Пусть мно­
жество я имеет /V + 1  элементов и пусть q  — произвольный элемент 
из я . Имеем G% =  Gr~qGq. Так как я — q  имеет N  элементов, то в си­
лу индукционного предположения и теоремы 3 получаем G*~q =

=  Gr. - q ~  П Gp, где П — знак прямого произведения. Следователь-
Р^ ч х х

но, G~~q f\Gq =  1, и мы имеем GK — G~~qX Gq =  (П Gp)XGq =  П Gp.
p£*—q р£ъ

Каждый элемент из G* является поэтому произведением конеч­
ного числа попарно перестановочных /7-элементов для некоторых раз­
личных />бя и, следовательно, будет я-элементом, так что G* =  Gr„ 
Этим завершено доказательство того, что при любом конечном я из
1) следует 2). В случае же, если множество я бесконечное, то про­
изведение П Gp также будет прямым, поскольку любое конечное

рбч
число множителей образует прямое произведение согласно предыду­
щему случаю. Понятно также, что G* =  G*.

X
Обратно, из 2), очевидно, следует, что ПGp =  G* =  GT. =  П Gp.

Pt* P(l*
Если q — произвольный элемент из я и я , =  я — q, то мы получаем 
G"* X  Gq =  Gn, Gq, а так как G„, C.Gщ , Gq c . G q и G '1 П Gq =  1, то от­
сюда следует, что G*- =  G*, и Gq =  Gq. Так как последнее равенство 
справедливо для любого q 6 я , то условие 1) выполнено. Теорема до­
казана.
6. Труды ТГУ, том 163.
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Т е о р е м а  6. Пусть G — периодическая группа и «^n(G ). Если 

G — П Gp, то для любой подгруппы Я  из G будет

Я  =  П Н» и
p £iz

N a(H) =  П N 0P{Hp).
Pin

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 3 непосредственно следует 
Я  =  Я* =  П Нр, а так как Нрс (З р, то это произведение прямое.

Используя теорему 5, мы можем установить даже, что для любого 
/?€« Gp =  Gp, а также и Нр =  Нр. Аналогично для подгруппы N  ^  N 0(H)

имеем N a (H) =  П № ,  где Np =  Np=Nt\Gp =  NOGp =  Я 0(Я ) flG* =  Я 0р

(Я).Покажем, что Nap(H)=Nop(/jp). Включение N ap(H)ciN 0р(Нр) сразу 
же следует из того, что Нр — характеристическая подгруппа Н  (так 
что из g~'Hg  =  Н  следует g~ xHpg  =  Нр). Обратное же включение 
следует из того, что Nop(Hp) содержится в прямом множителе Gp 
группы G, и поэтому каждый элемент из Ыар{Ир) перестановочен с 
каждой подгруппой Н ч при q  Ф р ,  а следовательно, и с Я^П Я « =  Я .

qt~ -p

Итак, N qP(Hp) =  Nap{H) =  Np и, следовательно, Я о(Я ) =  П N qP(Hp).
piT.

Теорема доказана. '
Если каждая истинная подгруппа группы G отлична от своего 

нормализатора в группе G, то говорят, что G обладает нормализатор- 
ным условием ([2], стр. 400).

Т е о р е м а  7. Следующие условия группы G эквивалентны:
1) G' обладает нормализаторным условием;
2) Gp обладает нормализаторным условием для всех

X
3) G* =  II Gp — Gt. и все Gp (р(;ъ) обладают нормализаторным усло- 
вием;
4) G имеет инвариантную силовскую к-подгруппу с нормализаторным 
условием.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнено условие 1) и пусть 
Я —силовская «-подгруппа G. Ясно, что Я  содержится в G ' и является 
ее силовской «-подгруппой. Если Na*(H) ф(3', то Nar\ Я ) должна быть 
отлична от своего нормализатора в G*, чтоУоднако невозможно, так 
как нормализатор в любой группе ее силовской «-подгруппы совпа­
дает со своим собственным нормализатором в той же группе (см. [2], 
стр. 346). Поэтому N q*(H) =  G*. Но всякая силовская «-подгруппа 
произвольной группы является единственной силовской «-подгруппой 
своего нормализатора, т. е. содержит все его «-элементы; следова­
тельно, H^(G*)K = (X и потому Я  =  G*. Теперь ясно, что условие 
4) выполнено. Если же, обратно, G имеет инвариантную силовскую 
«-подгруппу Я , обладающую нормализаторным условием, то понятно, 
что Я  =  GK — G* и условие 1) выполняется. Итак, условия 1) и 4) 
эквивалентны.

Из 1) сразу же следует 2), поскольку всякая подгруппа группы 
с нормализаторным условием сама обладает нормализаторным усло­
вием ([2], стр. 405). Покажем, что из 2) следует 3). Действительно,
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ввиду эквивалентности условий 1) и 4) должно быть Gp =  Gp и ввиду
х

теорем 3 и 5 будет G* =  G* =  П Gp. Остается показать, что из 3) сле-
p i*

дует 1). Из G* =  Gг следует, что П(С*)Сте, и мы можем, следователь­
но, применить теорему 6, согласно которой для любой подгруппы F

из G" будет F  =  П Fp и N<f{F) =  П N gp ( F p ). Если FCG*, то для не-
P i*  P i*

которого q €те будет F qczGq и ввиду того, что G4— группа с нормали-
X X

заторным условием, N a q{Fq) l^Fq. Поэтому Nan(F) =  П N 0p(Fp)^UFp = F.
P i *  P i*

Следовательно, G* обладает нормализаторным условием. Теорема до­
казана.

§ 2. (л, 9 )-абелевы группы

О п р е д е л е н и е  1. Группа G называется (л, о)-абелевой, если 
каждый те-элемент G перестановочен с каждым о-элементом G.

О п р е д е л е н и е  2. Подгруппа, порожденная всеми (л, «^-ком­
мутаторами группы G называется (л, о)-коммутантом G и обознача- 
чается через A*,e(G).

Из этих определений непосредственно следует: всякая подгруппа 
'(к, о)-абелевой группы (те, о) -абелева; группа G (те, о)-абелева тогда 
и только тогда, когда KK'°{G) =  1; K*-*(G) ~  [G„, Ga] и, следовательно 
(теорема 2), для всякой группы G KT'”(G) — [G*, GJ]; k K-a(G) является 
характеристической подгруппой G; (те, о) - коммутант подгруппы со­
держится в (те, о)-коммутанте группы.

Т е о р е м а  8. Если N  — периодический нормальный делитель 
группы G, то

K n'a(G/N) =  KT"°(G) Л/ W.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для всяких двух подгрупп А и В  произ­
вольной группы имеет место равенство [AN/N, BN/N] =  \А, В\ NJN  
(это непосредственно следует из соотношения [aN, =  
(aN)~'(bN)~1 (aN) (bN) =  a~'Nb~l N aN bN  =  a~'b labN  =  [a, *]A0. Те­
перь, учитывая теорему 1, получаем K^(G) =  [(G/ЛО*, (G/W)a[ =
=  [GKNIN, GaN/N] =  [G*, G°]N/N =  К*ДС)Л/Л. Теорема доказана.

Т е о р е м а  9. Пусть N — периодический нормальный делитель 
группы G. Фактор-группа G/N  (те, з)-абелева тогда и только тогда, 
когда N ^K^iG ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  G/N  является (те, а)-абелевой тогда и толь­
ко тогда, когда K^iG/N) — I; в силу же теоремы 8 это возможно 
тогда и только тогда, когда K*,J(G)<^N. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Всякая фактор-группа (те,з)-абелевой группы по 
периодическому нормальному делителю являеася (те, а)-абелевой.

Т е о р е м а  10. Для конечной группы G следующие условия эк­
вивалентны:
1) G(ir, 0 —те)-абелева,
2) G равна прямому произведению своих i.-снловской и ( 0 — те)-силов- 
ской подгрупп.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G (те, 0 —те)-абелева, т. е. каждый 
элемент из G* перестановочен с каждым элементом из G0 -* . Поэтому 
все ( 0 —те)-элементы G, входящие в О*, будут заключены в центре G*, так 
что множество N всех ( 0 —те) - элементов из G* является нормальным 
делителем в G*. Поскольку N содержит все ( 0 - те)-элементы G*, то, вви­
ду следствия из теоремы 1, G*W не имеет ( 0 —те)-элементов, так что 
если h есть порядок G*/N и п есть порядок N, то мы должны иметь
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П(А)С«, П (й )с0 —«, и поэтому (п, А) =  1. Теперь, в силу теоремы 
Шура ([2], стр. 386), G* имеет подгруппу Н  порядка Л и G~ — HN. 
Так как N  содержится в центре G*, то Н  инвариантна в G~. Отсюда 
следует (следствие теоремы 1), что Н  содержит все «-элементы из 
G*, так что H = G r, N =  1. Итак, GK является «-группой. Аналогич­
но доказывается, что G0 - '  является ( 0 —«)-группой. И теперь ясно, 
что G = G KX G e~T- и 2) выполняется. Из 2) же, очевидно, следует 1). 
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  В теореме 10 вместо 0  мы можем, очевидно, по­
ставить «(G). Понятно поэтому, что теореме 10 можно дать следую­
щую формулировку.

Пусть группа G имеет порядок тп, где (т , п) =  i. Если каждый 
элемент G, порядок которого делит т, перестановочен с каждым эле­
ментом G, порядок которого делит я, то G имеет подгруппы поряд­
ков т и л и  равна их прямому произведению. И обратно.

«-абелевы группы
Рассмотрим один специальный класс («, о)-абелевых групп, когда 

а =  «.
О п р е д е л е н и е  3. Группа называется «-абелевой, если она (я, «)- 

абелева, т. е. если любые два ее «-элемента перестановочны.
О п р е д е л е н и е  4. «-коммутантом группы G называется подгруп­

па К* (G) =  К*’ ” (G), т. е. подгруппа, порожденная всеми «-коммута- 
торами группы G.

Т е о р е м а  11. Следующие условия группы G эквивалентны:
1) G «-абелева;
2) GT абелева;
3) G имеет инвариантную абелеву «-силовскую подгруппу;
4) G р -абелева для каждого р  б «•
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 2 при а=«следует, что «-комму­

тант группы G совпадает с коммутантом группы G' ; отсюда вытекает 
эквивалентность условий 1) и 2). Далее, если G «-абелева, то произ­
ведение любых двух «-элементов G есть снова «-элемент и поэтому 
Gn =  G*. Следовательно, G* является «-силовской подгруппой G, а так 
как G" инвариантна в G и абелева (ввиду эквивалентности условий
1) и 2)), то условие 3) выполняется. Пусть теперь верно 3) и пусть 
Н —инвариантная абелева «-силовская подгруппа G. Из инвариантности 
Н  следует, что Н  =  GT. =  Gn, и мы получаем, что GT — абелева. Сле­
довательно, условия 1), 2) и 3) эквивалентны. Далее, ввиду очевидного 
включения Gpc G *  для р  6« , из 2) следует, что все Gp(/»6«) абелевы, 
так что группа G является р-абелевой для каждого р  6« ; условие 
4) выполняется. Пусть, наконец, верно 4). Тогда для каждого р 6 «  
будет, очевидно, Gp =  G„, причем все Gp — абелевы группы, и, ввиду

х
теорем 3 и о, имеем G* — П Gp. Следовательно, группа G\ являясь

р£г.
прямым произведением абелевых групп, будет абелевой группой, что 
влечет 2). Этим завершено доказательство теоремы.

С л е д с т в и е .  Периодическая группа является абелевой тогда и 
только тогда, когда для любого простого числа р  всякие два р - эле­
мента группы перестановочны.

§ 3. («, в)-разрешимость
О п р е д е л е н и е  5. Конечный нормальный (в частности, инва­

риантный или характеристический) ряд группы называется («, «^-раз­
решимым рядом, если все его факторы («, а)-абелевы.
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О п р е д е л е н и е  6. Группа G называется (тс, з)-разрешимой, если 
она обладает конечным (я, о)-разрешимым нормальным рядом.

По аналогии с обычными разрешимыми группами ([2], § 57) до­
казывается теорема 12.

Т е о р е м а  12. Для периодической группы G следующие условия 
эквивалентны:

1) G (л, о)-разрешима;
2) G обладает конечным (тс, о)-разрешимым характеристическим 

рядом;
3) убывающая цепь (тс, з)-коммутантов группы G через конечное 

число шагов оканчивается единицей.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала, что из 1) следует 3). 

Пусть Кг — i-тый (тс, о)-коммутант группы G

3 (С), /0+1 -  К *-  ’ (Л-,))

и пусть G Z) G, з  G-, 13 ... z> G n =  1 суть (^, о)-разрешимый нормальный 
ряд G. Так как фактор—группа G/G, (тс, о)-абелева, то согласно тео­
реме 9 G , 2 K t. Будем предполагать уже доказанным, что 0 ,1 3 К*. 
Тогда из (тс, о)-абелевости фактор-группы G,/G;+i следует, что

G,+i 2  К * . • (С;) 2  №  =/0+1.

Итак, для любого t имеет место включение /TCG,. При i — п полу­
чаем Knc G „ = l ,  т. е. К„ =  1 и условие 3) выполнено. Далее, из 3), 
очевидно, следует 2), а из 2) следует 1). Теорема доказана.

Т е о р е м а  13. Все подгруппы и все фактор-группы по периодиче­
ским нормальным делителям (тс, о)-разрешимой группы (тс, а)-разрешимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G — (тс, о)-разрешимая группа и пусть 
(* ) G  =  G„ 13 G, 13 . . .э  G*- =  1 — некоторый инвариантный (тс, о)-разре- 
шимый ряд G . По известному свойству (см. [2], стр. 104) всякая под­
группа F  группы G  обладает конечным нормальным рядом, факторы 
которого изоморфны подгруппам некоторых факторов ряда (* ); эти 
факторы, будучи подгруппами (тс, з)-абелевых групп, сами (тс, о)-абе- 
левы и, следовательно, F  (тс, о)-разрешима.

Пусть, далее, N  — периодический нормальный делитель группы G.  
Покажем, что ряд

( ** ) G  N  =  G nN ; N  2  G,A'r.'/V2 . . .  2 G KN I N  =  1

является инвариантным (тс, о)-разрешимым рядом фактор-группы G /N .  
Действительно, инвариантность ряда ( ■»* ) очевидна. Далее

( G ,N ' N )  / (G i+ iN A P j  -  G,yVG,:1A' «  G J G ,  П G l+ tN  «

— (G,;Gi+i) / (G, П Gi + \ N :G i+ i ).

Поскольку Gj; G,+ 1 (тс, з)-абелева и G, П  G/+iA7/G/+i есть периодическая 
группа (так как она содержится в G/+iA/’/G/+i =  Л7/Л7 П C?/+i), то 
(G;yV/yV)/(GHiyV/yV) -  (тс, з)-абелева (следствие теоремы 9). Следова­
тельно, ряд ( * *  ) является (тс, о)-разрешимым (мы можем опустить те 
члены, которые встречаются в нем не в первый раз) и GW  (тс, а)-раз- 
решима. Теорема доказана.

Т е о р е м а  14. Если группа G имеет нормальный делитель N  
такой, что N  и G - N  (тс, з)-разрешимы, то и G (тс, з)-разрешима.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если GjN^D G,7VI3 ... z >G*jV =  1 и N lW ,!) . . .  
...Z)NS =  1 суть нормальные (я, а)-разрешимые ряды групп GIN и N r 
то ряд G D G, з  ... D GK =  N^>NX з ... 3  =  l будет, очевидно, («, o)-
разрешимым нормальным рядом группы G. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Группа G, имеющая конечный нормальный ряд,, 
факторы которого («, о)-разрешимы, сама (л, о)-разрешима.

Т е о р е м а  15. Пусть G — периодическая группа и * П з  пусто. 
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) G (я, о)-разрешима;
2) G имеет конечный нормальный ряд, факторы которого не име­

ют отличных от единицы «-элементов, либо не имеют отличных от еди­
ницы о-элементов;

3) G имеет конечный характеристический ряд, факторы которого 
либо не имеют отличных от единицы «-элементов, либо не имеют от­
личных от единицы о-элементов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Все факторы ряда в условии 2) будут, оче­
видно, (и, о)-абелевыми, так что из 2) следует 1). Ясно также, что 
из 3) вытекает 2). Покажем, что из 1) следует 3). Пусть группа G («, а)- 
разрешима. Тогда G имеет конечный характеристический ряд, все фак­
торы которого (тс, о)-абелевы и для доказательства условия 3) доста­
точно, следовательно, показать, что всякая (тс, о)-абелева группа F  
имеет характеристический ряд, факторы которого либо не имеют от­
личных от единицы тс-элементов, либо не имеют отличных от единицы 
о-элементов. Покажем, что таким рядом для (тс, о)-абелевой группы F  
будет, например, ряд где D =  F T- Г) F°. Действи­
тельно, прежде всего ясно, что все члены этого ряда являются харак­
теристическими подгруппами F. Далее, в силу следствия теоремы 2, 
F/F* не имеют отличных от единицы тс-элементов, F K/D не имеют от­
личных от единицы о-элементов и DID* не имеет отличных от единицы 
тс-элементов. Наконец, из [D, D] с  [Z ,̂ Z-’0] =  А >3 (F) =  1 следует, что 
подгруппа D — абелева, и поэтому DK =  DK, так что D~ не имеет от­
личных от единицы о-элементов (поскольку тс П о пусто). Это завер­
шает доказательство теоремы.

Из теоремы 10 при о =  0  — тс непосредственно вытекает
С л е д с т в и е .  Для периодической группы G следующие условия 

эквивалентны:
1) G (тс, 0  — я)-разрешима;
2) G имеет конечный нормальный ряд, факторы которого либо 

тс-группы, либо (0  — тс)-группы;
3) G имеет конечный характеристический ряд, факторы которого 

либо тс-группы, либо (0  — тс)-группы.

«разреш имость

О п р е д е л е н и е  7. Группа G называется «-разрешимой, если она 
(тс, тс)-разрешима, т. е. если она имеет конечный нормальный ряд, фак­
торы которого тс-абелевы («-разрешимый ряд).

Т е о р е м а  16. Для периодической группы G следующие условия 
эквивалентны:

1) G «-разрешима;
2) G* «-разрешима;
3) G имеет конечный нормальный ряд, факторы которого суть либо 

абелевы тс-группы, либо (0 — «)-группы;
4) G имеет конечный характеристический ряд, факторы которого 

суть либо абелевы «-группы, либо (0  — «)-группы;
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5) Ряд «-коммутантов G через конечное число шагов оканчивает-* 
ся единицей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий 1) и 5) есть пря­
мое следствие эквивалентности условий 1), 3) теоремы 12. Далее, 
из K %{G*) =  [(G*)", (G*)’'] =  [G*, G*] =  Kn(G) следует, что ряды «-ком­
мутантов групп G и G' совпадают, так что условия 1) и 2) эквивалентны. 
Покажем, что из 1) следует 4). По теореме 12 (при з =  «) G имеет 
характеристический ряд

все факторы GJGi+i которого «-абелевы. Поэтому G,/G/+i согласно 
теореме 11 имеет характеристическую абелеву «-силовскую подгруп­
пу Fi/Gt+i. Но тогда F t характерична в G и фактор-группа

является (0  — «)-группой (следствие теоремы 1). Следовательно, если 
мы в ряду ( *) между G, и Gi+i (/=  0, 1,..., п — 1) вставим подгруппу 
F t, то придем к ряду условия 4). Из 4) же непосредственно следует
3), а из 3) следует 1), так как ряд условия 3) является, очевидно, 
«-разрешимым. Теорема доказана.

Если группа G конечная, то ряды в условиях 3) и 4) теоремы 11 
мы можем уплотнить соответственно до композиционного и до глав­
ного рядов группы G, и тогда получается

С л е д с т в и е .  Для конечной группы G следующие условия экви­
валентны:

1) G «-разрешима;
2) Индексы квмпозиционного ряда G либо равны простым числам 

из «, либо взаимно просты с каждым простым числом из «;
3) Индексы главного ряда G либо равны степеням простых чисел 

из «, либо взаимно просты с каждым простым числом из «.
Т е о р е м а  17. Если множество «--конечное, то периодическая 

группа G «-разрешима тогда и только тогда, когда она ^-разрешима 
для каждого р  6 " .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если группа G «-разрешима, то она и р - раз­
решима для каждого />€«, поскольку «-абелева группа является /?-абе- 
левой для каждого р  6«. Обратное же утверждение легко вывести, 
применяя метод индукции, из следующей теоремы.

Т е о р е м а  18. Если периодическая группа «-разрешима и з-разре- 
шима, то она ( « -Ь з)-разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть группа G удовлетворяет условию тео­
ремы. Из «-разрешимости G вытекает (по теореме 16) существование 
нормального ряда

факторы которого суть либо абелевы «-группы, либо (0 — «)-группы. 
Пусть Gi Gi+ 1 есть (0  — «)-группа. Ввиду теоремы 13, из з-разреши- 
мости группы G вытекает, что G^Gi+i также з-разрешима. Поэтому 
(теорема 16) G^Gi+i имеет нормальный ряд

факторы которого суть либо абелевы з-группы, либо (0  — з)-группы. 
Так как у нас G, Gi+i есть (0  — «Ьгруппа, то таковы же и все фак-

( *) G =  G0=5G13 . . .D G „ =  1,

G . J F ^ i G . G ^ I W G ^ )

G =  Ga ^ G ^ . .. D G „ =  1, О)

(2)
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торы ряда (2), а поэтому факторы ряда (2), являющиеся (0 — з)-груп- 
пами, будут даже (0 — (л -f з))-группами. Таким образом, вставляя 
в ряд (1) между всякими двумя членами G, и G,+1, такими, что G, G;+1 
есть (0  — ~)-группа, подгруппы F ‘,...,F‘ мы получим новый конечный

i
нормальный ряд группы G, факторы которого суть либо абелевы к- 
группы, либо абелевы о-группы, либо (0  — (- -|- з))-группы. Следова­
тельно, согласно теореме 16, группа G является ( - - ( - з)-разрешимой, 
что и требовалось доказать.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

_______________ ______________ имени В. В. КУЙБЫШ ЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ, ВСЕ ПОДГРУППЫ КОТОРЫХ, КРОМЕ 
ОДНОГО КЛАССА, — АБЕЛЕВЫ

Л. П. УСОЛЬЦЕВ

§ 1. Пусть G — конечная группа порядка g.  Условимся обозна­
чать через N q{H) нормализатор подгруппы Я  в группе G; через 
(G ,N o {H ))  — индекс нормализатора подгруппы Я  в группе G ; через 
(Н) —класс подгрупп группы G, сопряженных с Я  в G; через ^ —еди­
ничную подгруппу. Знаки \  и П имеют обычный теоретико-множе­
ственный смысл.

Американскими учеными МШег’ом и Moreno изучены конечные 
неспециальные группы, все подгруппы которых абелевы. Используя 
доказанную с помощью теории характеров теорему Frobenlus’a о груп­
пах подстановок степени п и класса n —1, Miller и Moreno получили 
следующий результат (см. [1], стр. 132).

Если у конечной неспециалыюй группы G все подгруппы абеле­
вы, го она порядка p %q 3 (р, q  — различные простые числа), подгруппа 
Силева порядка р а— циклическая {г}, подгруппа Силова порядка q$— 
элементарная и инвариантная в G. Центр группы G есть {zp}. При 
этом. Р есть низшая степень, при которой =  1 (mod/?).

Не опираясь на вышеназванную теорему Frobenius’a, исключи­
тельно методами абстрактной теории групп О. Ю. Шмидт (см. [1]) 
исследовал конечные неспециальные группы, все подгруппы которых 
специальные, и получил результаты, для которых результат Miller’a 
и Moreno является частным случаем.

В настоящей работе исследованы конечные неспециальные груп­
пы, зсе подгруппы которых, кроме одного класса сопряженных не- 
спецнальных подгрупп — абелевы. Доказана непростота и разреши­
мость таких групп, найдены их порядки и исследовано их строение. 
Все результаты получены вне какой бы то ни было зависимости от 
теории характеров, поскольку используемый в дайной работе ре­
зультат Miller’a и Moreno может быть получен, как это сделал 
О. Ю. Шмидт, без привлечения теории характеров.

§2. Т е о р е м а  1. В конечной неспециальной группе О все под­
группы которой, кроме одного класса—(Я), абелевй, одна из макси­
мальных подгрупп будет абелевой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что найдется делитель b порядка g  
группы G, равный наибольшей степени лишь одного простого числа, 
входящей в g, который не является делителем порядка h группы Я , 
этому делителю Ь соответствует в G подгруппа Силова В  порядка Ь, 
не входящая в Я . Далее, В  не может совпадать с G, ибо тогда 
группа G была бы специальной. Поэтому максимальная подгруппа
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группы G, заключающая в себе подгруппу 5 , будет отлична от 
G и Н, а следовательно, будет абелевой.

Т е о р е м а  2. Конечная группа G, все подгруппы которой, кроме 
одного класса —(Я), абелевы, непроста.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим обратное, что группа G про­
ста. Мы следующим путем придем к противоречию.

Л е м м а .  Если группа G (исследуемого вида) проста, то каждая ее 
максимальная подгруппа Gu являющаяся абелевой, взаимно проста 
с любой другой абелевой подгруппой G2 группы G, не входящей 
в G,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть максимальная в G подгруппа G ,,явля­
ющаяся абелевой, имеет с другой абелевой подгруппой G2 общий наи­
больший делитель 9 , причем 0  не равно G,. Предположим, что 0 , 
вопреки лемме, больше Е. Группу всех элементов из G, перестано­
вочных с 0 , обозначим через G2. Так как G, и G2 абелевы, то G:1 
включает в себя как G,, так и G2, не совпадая с G,, ибо G, не вхо­
дит в G, по условию. Так как G, максимальна в G, то G:1 совпадает 
с G. Но, с другой стороны, Ga не может совпадать с G, ибо Ga со­
держит инвариантную подгруппу 0 , a G по условию проста. Полу­
ченное противоречие доказывает, что 9  не может быть больше Е, 
что и доказывает лемму.

С л е д с т в и е  из леммы. Если группа G (исследуемого вида) про­
ста, G, —ее максимальная подгруппа, являющаяся абелевой, то подгруп­
пы Силова группы G, суть подгруппы Силова самой группы G.

В самом деле, если G, имеет подгруппу Силова Я,, то эта по­
следняя по известной 2-ой теореме Силова входит в некоторую под­
группу Силова Р  группы G. Если бы было Р х <  Я, то мы могли бы 
применить предыдущую лемму, положив P  =  G.,. Получилось бы, 
вопреки предположению, Р х =  Е.

Продолжим теперь доказательство нашей теоремы.
Возьмем максимальную в G подгруппу Л, являющуюся абелевой. 

По предыдущей лемме А будет взаимно простою со всеми сопряжен­
ными подгруппами. Пусть порядок А равен а, а порядок G есть g, 
тогда g  — ab, причем числа а  и b взаимно просты, так как по след­
ствию из леммы подгруппы Силова группы G либо входят в А , либо 
не имеют с Л ни одного общего элемента, исключая единицу группы. 
Очевидно, Л^з(Л) =  Л, ибо Л -абелева и максимальна в G. Далее 
(G, N a(A ) ) =  b, следовательно, в G будет Ь сопряженных с Л под­
групп, в которых вместе b ( a — 1) различных элементов, не считая 
единицы группы.

Имеем два случая:
1) в G найдется не входящая в (Л) подгруппа Силова, которая 

не входит в (И);
2) любая не входящая в (Л) подгруппа Силова группы G входит 

в (И).
Рассмотрим первый случай. Пусть Я — подгруппа Силова группы 

G, не входящая ни в (Л), ни в (Н ). Построим подгруппу, максималь­
ную в G и содержащую Я. Она, очевидно, будет абелевой. Пусть 
это будет подгруппа Л, порядка а х. Тогда g  — а хс, причем числа а, 
и с взаимно просты по следствию из леммы. Очевидно, (G, N a (Ax) ) =  с 
и в  с сопряженных с Л, подгруппах будет вместе с ( а х— 1) различ­
ных элементов, не считая единицы группы. По лемме (Л )п (Л !) =  £ , 
отсюда видно, что а, является делителем числа Ь, Ь =  а,т .  Из соот­
ношений g  — ab, g  =  а хс и Ь =  а ,т находим с =  am. Таким образом, 
в (Л,) будет с (а, — 1) =  am  (а, — 1) различных элементов, отличных

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

Конечные группы, все подгруппы которых абелевы 91

от единицы. Так как (Л)П(Л,) =  /:, то в О будет по меньшей мере

Ь ( а — 1) +  am  (at— 1) 4- 1 — g  +  1 +  гп [« а, — {а a t)] =  t

различных элементов, что исключено, ибо t ^ - g  +  1 вследствие а ф  1, 
а , Ф 1. Полученное противоречие доказывает теорему в условиях 
первого случая.

Перейдем ко второму случаю. Любая не входящая в (Л) под­
группа Силова входит в (Н). Здесь b будет, очевидно, делителем 
порядка h группы Н.

Если h =  b , то {А)П(Н) =  Е  и, так как Н  не инвариантна в G, 
в (Н) содержится по меньшей мере b +  1 различный элемент. В G 
получается самое меньшее b (а — 1) +  ft-f-1 =  g--|-1 различный эле­
мент, чего быть не может.

Пусть h — bm, тф\. Очевидно, а  =- а,/га, (a,, b) =  1, {т,Ь) — \.. 
Группу A f] H  обозначим через М. Порядок группы М, как нетрудно 
видеть, делит т, т. е. меньше или равен т. Имеем (Л4)С1(Л)П(^0. 
Так как М  инвариантна в Л и Л максимальна в G, то N а(М) =  А, 
(G, N o(M ))  =  b. В (М) содержится, следовательно, не более чем 
b (m — I) различных элементов, отличных от единицы. В (Л )\ (М ) со­
держится не менее b ( а —\) — b (m  — \) =  b (а  ~  т) различных эле­
ментов, отличных от единицы. Так как Н  не инвариантна в G, то- 
в (И) содержится по меньшей мере mb 4- 1 различный элемент. 
Далее, ((Л) \  (М) )П (^0 =  £■ поэтому в G содержится по меньшей 
мере b (а — т) +  mb -j-1 =  g  +  1 различный элемент, что исключено. 
Полученное противоречие доказывает теорему и во втором случае.

Можно доказать более общую, чем теорема 2, теорему 3, если 
использовать доказанную с помощью теории характеров следующую' 
теорему (см. [2], стр. 112).

Теорема Frobenius’a. Если подгруппа Н  группы G совпадает со 
своим собственным нормализатором и если Н  и любая сопряженная 
с ней подгруппа не имеют общих элементов (кроме единицы), то 
элементы G, не входящие в систему сопряженных с Н  подгрупп 
(включая Н), образуют совместно с единицей нормальный делитель G.

Т е о р е м а  3. Конечная группа, одна из максимальных подгрупп 
которой абелева, непроста.

Доказательство. Пусть G — конечная группа, Л — ее максималь­
ная подгруппа, являющаяся абелевой. Предположим, что G проста, 
тогда получим (используя лемму теоремы 2), что Л совпадает со 
своим собственным нормализатором и имеет равное Е  пересечение 
с каждой из своих сопряженных подгрупп, по теореме Frobenius’a 
группа G не может быть простой.

§3 . Т е о р е м а  4. Если максимальная подгруппа В  конечной груп­
пы G инвариантна в G, то ее индекс в G есть простое число.

Доказательство. Очевидно, GIB не содержит ни одной подгруп­
пы, т. е. ее порядок, а следовательно, и индекс В  в G есть простое 
число.

Т е о р е м а  5. Конечная группа G, все подгруппы которой, кроме 
одного класса — (Н), абелевы, разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теоремам 1 и 2 в G имеется макси­
мальный нормальный делитель, который мы обозначим через N. 
Имеем два случая.

1) N  совпадает с одной из максимальных подгрупп группы G. 
В этом случае N  разрешима, так как она либо абелева, либо неабе­
лева, все подгруппы которой абелевы. Фактор—группа G/N  также
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разрешима, ибо по теореме 4 ее порядок есть простое число. В этом 
случае G разрешима как группа, обладающая разрешимой инвариан­
тной подгруппой, фактор-группа самой группы по которой разрешима.

2) N  не является максимальной подгруппой группы G. В этом 
случае, с одной стороны, G N непроста как группа, все подгруппы 
которой, кроме, может быть, одной, — абелевы. С другой стороны, 
GjN  проста, ибо N — максимальный нормальный делитель в G. Следо­
дательно, этот случай не имеет места. Теорема доказана.

Используя теорему 3, мы можем доказать более общую, чем 
теорема 5, следующую теорему.

Т е о р е м а  6. Конечная группа G с любым числом k классов сопря­
женных неабелевых подгрупп разрешима, если сама G и любая из 
ее неабелевых подгрупп содержат не более чем по одному классу 
сопряженных неабелевых, максимальных в них, подгрупп.

Теорема легко доказывается методом полной математической 
индукции по числу k  классов сопряженных неабелевых подгрупп, 
содержащихся в группе G. Заметим лишь, что как сама группа G, 
так и любая ее неабелева подгруппа удовлетворяют условию теоре­
мы 3, а следовательно, все они непросты.

§ 4 . Т е о р е м а  7. ЕслиG — конечная группа, все подгруппы кото­
рой, кроме одного класса—(Я), абелевы, то Я  инвариантна в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу разрешимости G индекс одной из ее 
инвариантных подгрупп, например А , есть простое число.

Если А =  Я , то все доказано.
Предположим, что Л —абелева. Пусть порядок g  группы G есть 

p°-q$ri... s5, где р, q, г , . . . ,  s — различные простые числа. Тогда порядок 
группы Л равен p'-'q^ ri ... s6. Очевидно, A = P tX Q X R X  X  S, гдеХ 
есть знак прямого произведения, Я, имеет порядок р а~\ a Q ,R , ... , S —
подгруппы Силова порядков q?, П .......s6 соответственно. Как известно
(см., например, [3], стр. 45, лемма 1), инвариантные подгруппы Си­
лова произвольной конечной группы являются характеристическими 
подгруппами этой группы. Следовательно, подгруппы Q , R , . . . , S  в Л 
характеристические, поэтому они в G входят как инвариантные под­
группы. В частности, элемент z  подгруппы Силова Р  порядка р *
группы G, не входящий в Я,, перестановочен с Q, R .......5 , но не
с каждым из их элементов, ибо в противном случае, если z переста- 
нрвочно с каждым из элементов этих групп, G была бы сама абеле­
вой. Далее, Р  не инвариантна в G, ибо в противном случае G была 
бы прямым произведением всех своих подгрупп Силова различных 
порядков, т. е. она была бы специальной, что исключено. Пусть z  не 
перестановочно со всеми элементами Q, тогда группа {г, Q} =  {Я, Q}, 
имеющая Q своей инвариантной подгруппой, не будет абелевой. Здесь 
возможны два случая: 1) {Я, Q} =  Я , 2) {Я, Q} =  G.

Рассмотрим первый случай. Пусть {Я, Q} =  Я , тогда {Я, Q, Я} = G . 
Очевидно, N 0{P) =  {Я, Q,, /?>, N H(P) =  {Я, Q,}, где Q, -  некоторая 
подгруппа группы Q. Так как (G, Na ( P ) ) =  (Н, Nh(P) ), то число 
подгрупп, сопряженных с Я  в подгруппе Н, равно числу подгрупп, 
сопряженных с Я в группе G, т. е. все подгруппы, сопряженные 
с Я в группе G, суть все подгруппы, сопряженные с Я в подгруп­
пе Н. Пусть Н*  обозначает подгруппу, сопряженную с Н  в группе G. 
Тогда Н*  =  {Я*, Q*} =  {Я*, Q}. Так как Р*  входит в Н, то Я *  входит 
в Н  или с Н  совпадает. Ввиду того, что порядки групп Н  и Н * 
равны, Я  —Я *, т. е. в этом случае Я  инвариантна в G.

Второй случай. Пусть {Я, Q }= G . В этом случае g= p'x(]r<>. В груп­
пе Q возьмем подгруппу Q, порядка q9~l и образуем группу (Я, Q J.
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Очевидно, это неабелева группа, ибо в противном случае все под­
группы группы G были бы абелевыми. Так как порядок h делит 
g  — p aq2 и h ^ p b q ? - ' ,  то h = p ’xq^'t . Это означает, что Q, инвариан­
тна в G, ибо было показано, что циклическая подгруппа Я в G не 
инвариантна. Таким образом, как и в первом случае, здесь (G, N a (P)) =  
— (//, Nh (Р ) ), т. е. и в этом случае Н  будет инвариантна в G. Тео­
рема доказана.

Т е о р е м а  8. В условиях теоремы 7 порядок g  группы G равен 
p'q'r ,  где р, q — различные простые числа, г  — простое число, кото­
рое может как совпадать с р  или q, так и быть отличным от них 
обоих, р — низшая степень, при которой q f =  1 (mod/?). При этом, 
в разложение g  должны входить, по меньшей мере два различных 
простых числа. Подгруппа порядка Р* — циклическая Р  =  {г} и не 
инвариантная в G; подгруппа Р^={гр} порядка р а~{ является центром 
группы G; подгруппа Q порядка q$ инвариантна и элементарна в G; 
если г  i= р , r= pq ,  то подгруппа R  порядка г  инвариантна в G, если 
же r = q ,  то подгруппа Q порядка q?+1 инвариантна в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как //—неспециальная группа, все под­
группы которой абелевы, то ее порядок равен p*q$, где р ,  ^—различ­
ные простые числа, р — низшая степень, при которой q^=\  (mod/?) 
(см. результатМШег’а иМогепо). Так как//максимальна и инвариантна 
в G, то ее индекс в G есть простое число (см. теорему 4). Таким 
образом, g  — p*q?r, причем г  может как совпадать с р  или q, так 
и быть отличным от них обоих. Условие, накладываемое на Р, оста­
ется в силе. Подгруппа Силова Р  порядка /?а есть циклическая {zp}, 
не инвариантная в G; центр группы G есть подгруппа Я, =  {zp} по­
рядка р а~К Подгруппа Q порядка q3, во-первых, инвариантна в G, 
во-вторых, элементарна в G, ибо она элементарна уже в Н. Если 
г ф р ,  r=j=q, то подгруппа R  порядка г  инвариантна в G; если r — q, 
то подгруппа {Q, Я} порядка q?+l инвариантна в G.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 
ПРОСТРАНСТВА ЛОБАЧЕВСКОГО

В. И. Машанов х

В связи с исследованиями линейчатых образов в пространстве Ло­
бачевского возникла необходимость рассмотрения некоторых,вопро­
сов аналитической геометрии этого пространства, связанных с зада­
нием и взаимным положением прямых и плоскостей. Этим вопросам 
посвящены работы Л. Я. Березиной [5], Ю. Н. Ястребова и Б. С. Ва- 
карчука [7]. В данной работе сделана попытка систематизировать эти 
результаты и дополнить их.

§ 1. Вейерштрассовы координаты точки и плоскости

Возьмем три взаимно перпендикулярные плоскости пространства 
Лобачевского, пересекающиеся в точке Ап. Если взять за единицу 
измерения длин отрезков абсолютную единицу—радиус кривизны про­
странства Лобачевского, то вейерштрассовыми координатами точки 
X  этого пространства будут являться числа

л:0 =  сЬЛцА', A:‘ =  shPiA', ' (1)

где PiX  — длины перпендикуляров, опущенных из точки X  на коор­
динатные плоскости, взятые с определенным знаком. Эти числа удов­
летворяют, как изв'естно, соотношению

+  ( * ‘)2 +  ( * 2)2 + . ( х ' У  =  -  1. (2)
Расстояние г  между точками X  и Y вычисляется, как известно, 

по формуле
ch г  — х°уп — х'у' — х-у- — х яул. (3)

Уравнение плоскости имеет вид:

—и°х° +  и'х1 +  и2х 2 +  иях я =  0. (4)

Коэффициенты и1 впредь будем считать нормированными так, что

— (И0)2 'н- (а 1)3 +  (И2)3 +  (« а)3 =  1, (5 )
и называть вейерштрассовыми координатами плоскости. Угол <? меж­
ду двумя плоскостями с тангенциальными координатами и ‘ и v l на-
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ходится по формуле
COS © =  —UnVn +  UXVX Н- U-V- +  U3V3. (6)

При |—u°v° -f- uxv x +  u2v2 +  u3v 3\ =  1 плоскости параллельны, а при 
|—и°г>°-|- uxv x +  u.‘v 2 4- «3г>3|> 1 они расходятся, и <p—мнимая величи­
на. Положим <р =  У  '—1 р . Тогда кратчайшее расстояние р между рас­
ходящимися плоскостями вычисляется по формуле

chp =  |—u°v° +  uxv x-\-u2v2 +  u3v 3\. (7)

Условие ортогональности плоскостей с тангенциальными коорди­
натами и1 и v 1 HMeef вид:

—u°v° u'v' -f  u2v 2 +  u3v 3 =  0. (8)

Расстояние d  от точки X  до плоскости с тангенциальными коор­
динатами и1 вычисляется по формуле

sh d  — —и°х° +  и'х1 +  и2 х 2 +  и3х 3 (9)

Прямая может быть задана системой

— и0Xй -|- и'.х1 +  и2Х2 +  и3х 3 =  0,

—v°x° -(- 'У’л:1 +  v 2x 2 +  v 3x 3 — 0. ( 10)

Эта прямая определяет пучок плоскостей с уравнением 

Х(—и0* 0 4- ихх х +  и2х 2 +  и3х 3) +  р(—v°x°-\-vix 1 +  v 2x 2 -f- v 3x 3) =  0. (1 1 )

§ 2. Аналитические точки

Введем в рассмотрение четырехмерное векторное пространство 
аналитических точек (см. [3], ч. 1, гл. VI и ч. 2, гл. VI).

О п р е д е л е н и е  1. Скалярным произведением аналитических то­
чек Х (х ‘) и У(у1) называется выражение

(X , Y) =  - х у  +  х хух +  х 2у2 +  х 3у3. (12)

С л е д с т в и е  1 . Скалярное произведение линейно и коммутативно.
С л е д с т в и е  2. Множества аналитических точек Х (х1) и U (u),  

удовлетворяющих условиям X 2 =  — 1 , U2=  1 , находятся во взаимно
однозначном соответствии с множеством точек X  и множеством плос­
костей U пространства Лобачевского, заданных вейерштрассовыми 
координатами.

Для краткости вместо слов „аналитическая точка, изображающая 
точку (плоскость) пространства Лобачевского", будем впредь говорить 
просто „точка" („плоскость").

С л е д с т в и е  3. Уравнение плоскости U  имеет вид

(U, Х) =  0,

где X  — произвольная точка плоскости.
С л е д с т в и е  4. Соотношения

c h r  =  - ( X ,  V),
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COS ® =  (U, V), 

Chp =  ( £ / , .  V %

sh d  =  (U, X)

определяют, соответственно, расстояние г  между точками X  и К, 
угол между пересекающимися и расстояние р между расходящи­
мися плоскостями, расстояние d  от точки X  до плоскости U.

О п р е д е л е н и е  2. Взаимно перпендикулярные плоскости А и  А_,, 
А - л и точка А 0 их пересечения образуют репер пространства Лобачев­
ского.

С л е д с т в и е  1. Аналитические точки репера образуют базис 
пространства аналитических точек.

С л е д с т в и е  2. Вейерштрассовы координаты точки X  и плоскос­
ти U являются коэффициентами разложения соответствующих анали­
тических точек X  и U по аналитическим точкам репера:

X  =  х 'А , U — ulA i . (13)

Формулы перехода от репера {А'} к реперу {АЛ, где А ' =  a Jr A j ,  
имеют вид

х ' =  aJi'X1'. (14)

Матрица преобразования (14) есть псевдоортогональная матрица 
индекса „1“ (см. [5], §51).

§ 3. Взаимное положение прямых пространства Лобачевского

Пучок плоскостей, определенный ортогональными плоскостями 
U  и V, будем обозначать {U, V}, а линию их пересечения называть 
осью пучка. Всегда можно от задания {U , V} пучка плоскостей пе­
рейти к заданию {£/,, V,} этого пучка, где

U x — U cos ® +  V sin 9,

Vx =  —U sin 9 +  V cos 9, (15)

a 9 — угол между плоскостями Ux и U.
Т е о р е м а  1. Плоскости P (9) =  ^/cos9+  V'sin®, Я(ф) =  UAos{A-Ssin<}> 

пучков { U, V} и {U ,̂ 5 } всегда могут быть выбраны так, что будут 
выполняться соотношения

( p ( ? + r- h i  к т  =  ( Р ы , я ( * + * 1 2)) = о .  об)

В этих условиях при |(Я(9), Я(ф))|<1 плоскости Я(9), Я(ф) оп­
ределяют общий перпендикуляр осей пучков {U, V} и {W , S}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условия (16) дают два уравнения на 9 и ф, ре­
шая которые получаем, что искомые плоскости определяются значе­
ниями 9 и ф, удовлетворяющими уравнениям

tg('? +  ^ )  =  - № S )  +  * ( V , W ) ] : [ { V , S ) - e ( U ,  W )],  (17)

где е =  +  1 . Найденные плоскости Я (9) и Я(ф) при |(Я, Я)|<1 пере­
секаются, определяя, очевидно, прямую, пересекающую ортогонально 
оси данных пучков.
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О п р е д е л е н и е  3. Будем называть углом между прямыми угол 
между плоскостями, определенными этими прямыми и их общим пер­
пендикуляром. Прямые назовем о р то г о н а л ь н ы м и, если угол меж­
ду ними равен я/2 .

С л е д с т в и е :  В условиях теоремы 1 угол а между прямыми и 
кратчайшее расстояние d  между ними находятся из соотношений

cosa =  (Р(<р), Щ )),

ch d =  (Р(? +  п/2), /?(<!> +  ir/2)). (18)

Т е о р е м а  2. Расстояние d  и угол а между осями пучков {U, V} 
и {IV7, 5} находятся по формулам

СЪ<1 =  \ { У ^ *  +  2Л* +  V 'v *-2A * j  « (19)

cos а = y (  V V +2Д* ~ V V*—2Д* ) - (20)
где

V* -  ch2d  +  cos2a =  (U, W)- +  (U, S)2 +  ( V, W )2 +  (V, S )2, (21)

Д* =  ch d  cos a - (U, W) (V, W) 
(U ,S )  (V ,S) (22)

Для доказательства достаточно подсчитать величины у*, Д* поль­
зуясь соотношениями (18) и (16).

С л е д с т в и е  1. Условие ортогональности осей пучков {U, V} 
и {W, 5} имеет вид

Д* =  0. <23)

С л е д с т в и е  2. Условие параллельности осей пучков {U, V} и 
{W, S} имеет вид

H1 =  Y V* =  1- (24)

О п р е д е л е н и е  4. Пучки {U, V} и {U ,̂ 5} будем называть п е­
р е с е к а ю щ и м и с я ,  если они имеют общую плоскость. Оси пересе­
кающихся пучков будем называть к о м п л а н а р н ы м и .

Т е о р е м а  3. При условии

(de1|tf, V, W, S\)2 =  у* -  1 -  (Д*)2 =  0 (25)

пучки {U, V} и {U7, S} имеют общую плоскость P = f/ c o s '? -f-  l/sin<p, 
где
t r =  1 — (U, W)2— ( U ,S)2____ =  {U, W) (V, W) +  (U ,S )(V ,S )
g * (U, W)(V, W )+ (U ,S )  (V ,S)  =  1 — ( V, W )2 — ( V, S )2

(26)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть P = U  c o s  <p-f I/sin <p =  U/cos<p+S sin<)>— 
общая плоскость пучков. Тогда справедливы соотношения

cos <р =  (№, U) cos ф - f  (S, U) sin')>f
7. Труды ТГУ, том 163.
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sin ср =  (И7, V) cost +  (5, V) sin t ,  (*)

(U, W) cos'f +  (V, W) sincp =  cost,

( U, S ) cos? +  ( V, 5) sin? =  sint-

Эта система совместна при выполнении условия (25). Отсюда 
и следуют соотношения (26).

Т е о р е м а  4. Оси пересекающихся пучков {U, V} и { W, 5} пересе­
каются при |Д*|<1 (см. (22)) под углом a, cosa =  Д* параллельны при 
|А*| =  1 и расходятся при |Л*|>1, с кратчайшим расстоянием d, ch d =  
=  |Л*| между ними.

Для доказательства достаточно, например, найти угол между 
плоскостями пучков {U, V} и (U7, S}, ортогональными их общей плос­
кости Я, (см. теор. 3), используя соотношения (*)

С л е д с т в и е .  Условия

( и, I V ?  +  ( и,  S ) -  =  ( V ,  wy +  ( К ,  sy- =  1  ( 2 7 )

необходимы и достаточны для совпадения осей пучков {U, I/} и {U7,S}.
О п р е д е л е н и е  5. Будем говорить, что аналитическая точка 

Л^х0, х 1, х-, х :)), удовлетворяющая условию X-  =  0, определяет не­
собственную точку

Х х{х " :х х :x2:x:i).

Т е о р е м а  5. Параллельные прямые пересекаются в несобствен­
ной точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть данные прямые суть оси пучков {U, V) 
и {W ,  5}. Перенесем систему координат гак, чтобы координатная 
плоскость Ал совпала с плоскостью Р, общей пучкам {U, V} и {U7, S} 
(см.* теорему 3). Тогда плоскости Q и R, ортогональные плоскости Р, 
будут иметь координаты: Q(q", q \ q'1, 0), R(rn, г1, г-, 0). Угол между 
плоскостями Q и R  есть, очевидно, угол между данными прямыми. 
Если прямые параллельны, то (Q, Я )2 =  1. В этом случае точка 
Л"(хп, х 1, х-, 0) пересечения данных прямых удовлетворяет условию

(х")2 +  (х 1)2 + (х-)- =  -

q" q ' 
г" г 1

= (Q- Я)2

Я’ Я-
ГХ Г1

Q2 R2 =  0.

f <?° q-
г" г-

Осуществленный перенос системы координат не нарушает общ­
ности теоремы, так как псевдоортогональная матрица этого преобра­
зования имеет скалярное произведение аналитических точек своим 
инвариантом.

Сравнивая уравнение плоскости и условие ортогональности двух 
плоскостей (см. (4), (8)), получаем следующую теорему.

Т е о р е м а  6. Две плоскости ортогональны, если координаты од­
ной из них удовлетворяют уравнению другой.

С л е д с т в и е .  Плоскость ортогональна прямой, если ее коорди­
наты удовлетворяют уравнениям прямой.

Т е о р е м а  7. Плоскость U, ортогональная данной прямой, и точка 
X  пересечения этой плоскости с данной прямой образуют линейно 
независимый базис на прямой.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Уравнения прямой выделяют двумерное под­
пространство пространства аналитических точек. В силу (U, А) =  О 
предположение X = W  приводит к условию Ui =-0, что невозможно.

Прямую, определенную ортогональной ей плоскостью U и точ­
кой X  их пересечения, будем обозначать {A', U).

Т е о р е м а  8. Точка К прямой {A', U} и плоскость V, ортогональ­
ная этой прямой, могут быть представлены в виде

Y — X  ch г  +  £/sh г, V =  X  sh ь +  U ch р, (28)

где г — расстояние между точками Y и A, a f -  расстояние между 
плоскостями U и V (см. [8]).

О п р е д е л е н и е  6. Множество плоскостей, ортогональных прямой 
{£/, А}, будем называть п у ч к о м  р а с х о д я щ и х с я  п л о с к о с ­
т е й  {U, А”}.

Т е о р е м а  9. Прямая имеет две несобственные точки. Расстояние 
любой точки прямой до ее несобственной точки бесконечно велико.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Хос =  Achг  +  l/shr — несобственная 
точка прямой {A', U}. В силу определения 5 — ch2r -f sh2r =  0, или 
th2r =  1. Следовательно, г = ±  .

С л е д с т в и е  1. Аналитические точки

A -f eU , (29)

где е =  +  1 , определяют несобственные точки прямой {A, U}.
С л е д с т в и е  2. Условие параллельности прямых {A, U} и {К, V } 

имеет вид
X  +  *U =  Х(К +еН ), (30)

где е =  +  1 .

Т е о р е м а  10. Несобственные точки Аос и Кос удовлетворяют ус­
ловию (Аоо, Yoo) =  0 тогда и только тогда, когда они совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  и Y — аналитические точки, опре­
деляющие Аоо и Yoo и удовлетворяющие условию

( А о с ,  Y э о )  =  0 .

Возьмем X =  х°:у° и составим выражение

А 2 -2Х (А , Y) +  )?Y- =  0.

Из этого выражения следует, что

(л:1 — Ху1)2 -f- {х- — Ху2)2 - f  (х': Ху3)2 =  0 или

Xх :ух =  jc- :у2 =  х :'\у'1 =  X.
С л е д с т в и е .  Условие

(А  +  е, U, Y + г ,  1/) =  0, (31)

где si,2 =  ±  1 , является необходимым и достаточным для парал- 
лености прямых {A, U} и {К, V).

Т е е  р е м а  11. Всегда можно перейти к такому заданию (6'0, A J  
и {К0, 1/0} прямых {A, U} и {К, V}, что будут выполняться соотноше­
ния:

(А0, V0) =  (Y ,„U J  = 0 .  (32)
7 *.
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В этих условиях точки Х 0 и У0 определяют общий перпендику­
ляр данных прямых.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Точки У0 и плоскости U0, V0, удовлетво­
ряющие условиям (A',,, U0) =  0, (У0, V0) =  0, можно представить в виде

Х 0 =  A'chr +  £/shr, Un =  Xshr-\~ Uchr,

K0 =  Kchfj +  1/shp, V0 =  Ksho -f  l ĉho.

В силу (32) имеем два уравнения на г и р, решив которые, по­
лучим, что искомые г и р удовлетворяют уравнениям

th(r + ер) = - [ ( * ,  V) +  e (U ,y ) l : l ( ( J ,  V ) + e ( X ,  У)}, (33)

где е =  +  1 .
С л е д с т в и е .  В условиях теоремы 11 кратчайшее расстояние d 

и угол а между прямыми {X, U} и {У, V} вычисляются из соотноше­
ний:

сhd  =  -  (Х0, К0), cosa =  (U0, V0). (34)

Т е о р е м а  12. Расстояние d  и угол а между прямыми {X, U} и 
{ Y ,V }  в пространстве вычисляются по формулам:

C h d = z Y V V +  2A + V V - 2A )• (35)

С08Я= - У у - г л  ) ,

где
V =  ch2d +  cos2a =  (ХУ)3 +  (U, V)- -  (X , V)2 -  ( U, У)2,

(36)

(37)

Д =  chrfcoscp = (X, У) (U, У) 
(X, V) (II, V)

(38)

Для доказательства дастаточно подсчитать величины ^ и Д, ис­
пользуя соотношения (34) и (32).

С л е д с т в и е  1. Условие ортогональности прямых {X, U} и {Т, V} 
имеет вид

Д =  0. (39)

С л е д с т в и е  2. Условие параллельности прямых {X, 11} и {У, V} 
имеет вид

|Д| =  (40)

Т е о р е м а  13. При |th(r +  ео)| =  1 (см. (33)) прямые {X, U} и {К, V} 
параллельны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть th(r +  е,°) =  si =  ±  1. Тогда (X  — е,U, 
У— щ У )  — 0. В силу соотношения (31) прямые параллельны.

Т е о р е м а  14. Прямые { X , U }  и {К, К) при

(det|Jf, U, У, l/|)2 =  V - l - A 2 =  0 

компланарны. Пусть

(41)
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а 1 -  (X, п - ' - И х  V f ___ =  (X, V) (и , V ) - ( X ,  Y)(U, К)
' (X, Y) (U, Y ) - ( X ,  V) (U, V) 1 + ( U ,  Y f  -  (U, V f  '

Тогда компланарные прямые пересекаются при |ц|<1 в точке 
Х и ~- A 'chr-f ^shr, thr — ц, параллельны при |ц| =  1 и имеют общую 
ортогональную им плоскость

U{, =  ■A'shp +  Uchp, t hp=l : ; t ,  при |р|>1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямые пересекаются в точке

X chr -f- Ushr =  Kchp +  1/shp. (43)

Умножая скалярно это соотношение на X, U, Y, V, получаем сис­
тему, совместную при условии (41) и дающую thr—р.. Случай расхо­
дящихся прямых рассматривается аналогично.

Т е о р е м а  15. Компланарные прямые {Х\ U} и {Y, V} при | Д | < 1  
(см. (38)) пересекаются под углом a, cos а =  Д, при |Д| <  1 параллель­
ны и при |Д| >  1 расходятся, имея кратчайшее расстояние между 
ними, равное d  = arg ch |Д|.

Для доказательства достаточно вычислить соответствующий угол 
или расстояние.

С л е д с т в и е .  При

(.X Y f  -  (X, V f  =  -  (U, Y f  +  (U, V f  =  1 (44)

прямые {X, U} и { Y, V} совпадают.
Т е о р е м а  16. Прямая пересечения плоскостей V и W  образует 

с плоскостью U , в случае их пересечения, угол <р, вычисляемый по 
формуле

COS ® (U, V)- +  (U, W f  -  2(U, V) (U, W) (I/, W) 
1 - ( V ,  W f

(45)

Если указанные прямая и плоскость расходятся, то кратчайшее 
расстояние d  между ними вычисляется по формуле (45) с заменой 
cos <р на ch d.

Для доказательства надо найти плоскости R  и S, проходящие 
через данную прямую, такие, что (R, U) =  0, (S, R) =  0. Угол между 
плоскостями S, U  и есть искомый угол <р.

С л е д с т в и е .  Линии пересечения плоскостей U, V, W  принад­
лежат связке пересекающихся прямых (см. [2], стр. 415) при

О =  (U, V)- +  (U, W f  +  (V, W f  -  2(U, V) (U, W) (V, W), (46)

связке параллельных прямых при 2 =  1 и связке расходящихся пря­
мых при § > 1 .

Т е о р е м а  17. Плоскости

Ux =A l/4-s ( l  -/ .) W, (47)

где s =  (V, W) =  ±  1, параллельны при любых вещественных X.
Для доказательства достаточно проверки соотношений

U?t =  (U,,, Uh ) =  1 .
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О п р е д е л е н и е  7. Множество плоскостей (47) будем называть 
п у ч к о м  п а р а л л е л ь н ы х  п л о с к о с т е й ,  определенным параллель­
ными плоскостями V, W.

Т е о р е м а  18. Параллельные плоскости имеют единственную об­
щую несобственную точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( V, W) — s =  + 1 . Тогда 3=1-(-[(£/,V) —
— e.(U, UP)]’- >  1 (см. 46). Отсюда видим, что прямые пересечения плос­
кости U с параллельными плоскостями V и W параллельны тогда 
и только тогда, когда (U, V — zW) =  0. Аналитическая точка X  =  V—
— bW определяет, очевидно, несобственную точку А'со, принадлежа­
щую всем плоскостям пучка (47).

С л е д с т в и е .  Пучок параллельных плоскостей можно задавать’ 
соотношением

U = I X + V ,  (48)

где X  — аналитическая точка, определяющая общую несобственную 
точку всех плоскостей пучка.

§ 4. Плюккеровы координаты

Символом {Û , V}, где V- — 1, будем обозначать при W - =  1 пу­
чок пересекающихся плоскостей, при W- =  0 — пучок параллельных 
плоскостей и при W- =  —1 — пучок расходящихся плоскостей с об­
щим перпендикуляром {№, V} (см. опр. 6, (15) и (48)).

О п р е д е л е н и е  8. П л ю к к е р о в ы  ми к о о р д и н а т а м и  пучка 
плоскостей {tt^, V} называются шесть чисел

\Ч =  W‘VJ — W'V1, (49)

взятых в порядке S1", £и2, ?о:|, £12, р ,  где W‘ и V1 -  координаты 
аналитических точек W и V.

Введем в рассмотрение шестимерное векторное пространство ана­
литических точек Е ( Р ), где координаты Р  берутся в указанном 
выше порядке.

О п р е д е л е н и е  9. Выражения

(S, И) =  - E nV  

[Е, Н] =

_  £02̂ .2 _  g«3T(o:, +  gl2̂ .S _}_ ?:nY:n _i_

-f £02r(:" +  ;o:lTj12 +  Y :> +  P */'2 +  ?2:,т/"

(50)

(51)

будем называть соответственно с к а л я р н ы м и к о с ы м  п р о и з в е ­
д е н и я м и  аналитических точек Е и Н.

Т е о р е м а  19. Плюккеровы координаты пучка плоскостей удов­
летворяют условиям

(3, Е) =  г, (52)

[S, Е] =  2 ( Р Р  +  №  +  &П'2) =  0, (53)

где s =  1 для пучка пересекающихся плоскостей, е =  0 для пучка 
параллельных плоскостей и е =  - 1  для пучка расходящихся плос­
костей пространства Лобачевского.

Доказывается непосредственным подсчетом.
Ле м м а .  Координаты произвольной плоскости U, принадлежащей 

пучку {W , V}, удовлетворяют уравнениям
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и°;|2- и Ч "2 +  и2;01 = 0,

н 'Р  +  в2£:" -f- иЧ'2 =  0. (54)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу соотношений (15), (28) и (48) ранг 
матрицы из координат аналитических точек U, V и W  равен двум. 
Приравнивая нулю определители из элементов этой матрицы, полу­
чаем (54).

Т е о р е м а  20. Аналитической точке £(;'•'), удовлетворяющей со­
отношениям (52) и (53), соответствует единственный пучок пересекаю­
щихся плоскостей при е =  1 , единственный пучок параллельных плос­
костей при s =  0 и единственный пучок расходящихся плоскостей 
при е =  — 1 .

Для доказательства составим систему (54). Относительно частно­
го решения £/(£02:£12:0  :323) предположим, что

- ( $ 02)2+ ( ? 12)2 +  С Т > о .  (•)

Второе решение У системы (57), удовлетворяющее условию (U, У) = 
=  0, имеет вид:

у°:у1 :у2:у3=  (Е0,£12 — 503?2Я):(?3|52:, +  S1" ! 02): 

:((3°2)2_(£2:1)2 __(5*2)2) .(£"2;o:i — £12£Я|)

Элементарными выкладками показывается, что

-  (У0)2 +  (У1)2 +  (у2)2 +  (у3)2 =  е [ - ( П 2 +  (£,а)2 +  (623)2] .
Отсюда видим, что К 2> 0  при s =  1, У2 =  0  при е =  0  и К 2< 0  при 
е =  —1. Нормируя решения U и У так, чтобы U2 =  1 , У2 — 1, 0 или 
— 1 , получим соответственно пучок пересекающихся, параллельных 
или расходящихся плоскостей.

Предположение
- (;"2)2 +  (;|2)2 +  ( ;2 ,)'-’<  0 (•*)

приводит нас при в =  + 1  к пучку расходящихся плоскостей. При ?• =  
=  —1 и е — 0 предположение (**) невозможно, так как приводит 
к тому, что для двух точек U, У или соответственно точки U  и не­
собственной точки У мы имели бы c h r =  —(U, У) =  0.

Будем для кратности вместо слов „аналитическая точка Щ11-’ ), 
определяющая пучок плоскостей с плюккеровыми координатами VJ *, 
писать просто „пучок Е(£/у)“. Пучок расходящихся плоскостей 3 ( ^ ') 
будем называть прямой Е(£/у)-

Т е о р е м а  21. Оси координат обозначим Е01, Е02, Ео;1, а определя­
емые ими пучки пересекающихся плоскостей—Е,3, Е31, Е12. Аналити­
ческие точки Еij составляют базис шестимерного векторного прост­
ранства аналитических точек Е. Тогда произвольный пучок З(Е^) 
представляется в виде

Т е о р е м а  22. Прямые 3 и Н (оси пучков пересекающихся плос­
костей 5 и Н), удовлетворяющих условию

[S, Н] =  0, (56)
лежат в одной плоскости.
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Доказательство вытекает из того, что если пучки Е и Н суть 
пучки {X V }  и (К UP}, то

[S, н] =  det|*. V, У, UP|. (57)

Т е о р е м а  23. Плюккеровы координаты_ прямой Е и определяе­
мого ею пучка пересекающихся плоскостей S связаны условиями

Е°1 =  +  ?23, Е02 =  ±Т«, En:i =  ±  F'2, V 2 =  +503,

£3i =  йгТ03, F  =  +  (58)

Доказывается непосредственным подсчетом.
С л е д с т в и е .  Справедливы соотношения:

|[Е, Н]| =  |[Ё, НЦ, |(Е, Н)| =  |(Ё, Н)|, [|Е, Н]| =  |(Е, Н)|. (59)

Т е о р е м а  24. Плюккеровы координаты пучков имеют одну и ту 
же величину при любом задании их вида {W , V}.

Т е о р е м а  15. Пусть даны прямые (пучки) Е и Н. Тогда

(S, H) =  chrcos<p, (60)

[S, Н] =  +  sh г  sin ©, (61)

где г и в -  кратчайшее расстояние и угол между прямыми (осями 
пучков) Е и Н.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непосредственным подсчетом убеждаемся, 
что если пучки Е и Н есть пучки {ЛТ, V} и {У, UP},то (Е. Н) =  Д или Д* 
(см. (22), (38)). Подсчитывая квадрат определителя (57) и переходя 
к заданиям пучков, удовлетворяющим условиям (16) и (32), получаем 
соотношение (61).

С л е д с т в и е  1. Условие
(Е, Н) =  0 (62)

есть условие ортогональности прямых (осей пучков) Е и Н ._
С л е д с т в и е  2. Условие (Е, Н )= 0 , где Е—прямая, а Н — пучок 

пересекающихся_плоскостей, есть условие компланарности прямой S 
и оси Н пучка FT.

С л е д с т в и е  3, Условие [Е, Н] =  0 есть условие ортогональности 
прямой Е и оси Н пучка Н.

С л е д с т в и е  4. Условия

[Е, Н] =  0, (Е, Н) =  Г  (63)

необходимы и достаточны для параллельности прямых Е и Н.
Т е о р е м а  25. Плоскости пучков параллельных плоскостей Е и Н 

перпендикулярны и имеют общую несобственную точку (см. дока­
зательство теор. 20).
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическуя

РЕШЕНИЕ ВИХРЕВОИ ЗАДАЧИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ, 
ПАРАЛЛЕЛЬНОМ СКОРОСТИ ДВИЖЕНИЯ СЖИМАЕМОЙ

жидкости
Г. И. НАЗАРОВ

Методом Бергмана рассмотрены общие точные решения вихревой 
задачи магнитной гидродинамики с бесконечной проводимостью в пло­
скости годографа скорости для дозвукового и сверхзвукового течений 
газа при адиабатическом процессе для магнитного поля, параллельного 
полю скоростей.

Известно [1], что уравнения магнитной газодинамики для идеаль­
ного газа с бесконечной проводимостью при стационарном режиме 
движения имеют вид:

v 2 1 1V — +  [rot®, о] =■--------- VP— ~-----
2 о 4 я f,

[Н, rot//]

С„

( 1)

( 2)

( 3 )

(4 )
4 ‘ность, г» — скорость. Л

В этой системе уравнения магнитного поля rot [о, Н) =  0, div//=0 
заменены одним уравнением (2). В рассматриваемой далее задаче 
сНу Я енО.

Н  div v — (Я , v ) v  +  (©, v ) Н 

div о v  =  О

const | 7

Здесь Н — напряженность магнитного поля, р  — давление, ил

Уравнения (1) — (4) сохраняют свой вид, если перейти к безраз­
мерным величинам /7,, р и <>,, г,, определив их следующими соот­
ношениями

v  =  v n- v { , // =  //„■//,, f* =  ро • f>,, Р = Р и -Р ,
Г — 1'Г\ (г =~ix + j y  +  kz),
где //,, =  v 0- V'po, Ро =  f.„-v l.

Здесь f*0, Vo — плотность и скорость набегающего невозмущенного 
потока из бесконечности, I—характерный размер (например, хорда про­
филя, длина пластины, ширина канала и т. д.). В дальнейшем уравнения 
(1) — (4) будем рассматривать как безразмерные, в которых опущены
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индексы у относительных величин. В качестве р„ и ©0 могут быть 
взяты плотность и скорость звука в точке торможения.

Рассмотрим задачу о движении газа в магнитном поле, параллель­
ном скорости течения, решенную в [2] другим методом.

По условию Я  ||®, следовательно, можно записать равенство

H = k - ' * )  (5)'

В [2] доказано, что k =  const. Не нарушая общности, можно по­
ложить Л =  1. Тем самым мы определим ее из условий набегающего 
невозмущенного потока на бесконечности, где р = 1 , v = \ ,  Н —Л.  
Однако для удобства выделения влияния магнитного поля мы это 
обозначение сохраним.

Умножая уравнение (1) на орт касательной к линии тока т°, а за­
тем на орт нормали п° к этой линии и, учитывая формулу

о1

где / — орт какого-нибудь направления к линии тока, а также исполь­
зуя (5) и равенства _ _

т° =  /л| у'Р, п° =  ф — у'а

а =  cos (т, х) =  COS 0 , Р =  cos (т, у) =  Sin 0  

([rot®, ©], т°) =  v  rot. © -([г\ т°], х°) =  0 

([rot®, ©], п°) =  ©rot.©-([2°, Т°], п°) =  ©-rot*©

([Я , rot Я ], т°) =  &2-p©rot гр©([т°, гг], х°) — 0

( [Я, rot Я ], п )  = — k-r.V rot/.©

(г° — орт по оси г), получим, что проекция уравнения ( 1 ) на каса­
тельную к линии тока дает (dx =  ds, a s  — элемент длины линии тока):

д У' | 1 дР -  о 
ds 2 о ds

то есть имеем интеграл Бернулли.

* 1 , Р dp  
2 J  р{р)

Рэ
который, в силу (4), запишем в виде

----— <Д-1  =
Т -  1

~  о,

т - 1
(6)'

Проекция на нормаль к линии тока представится равенством

d ’ v  - , -  \ др ,
-------------1- © rot.© = ---------- — +
дп 2 ‘ и dti

к 1 ■ v
—— rot* ре 
4 тс (7)
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Известно [3], что имеет место равенство

dti

и формула (7) принимает вид
p-v

о _ , -  к -  -  д р  д  V -rot. v ----- —  rot, p v ------— — р ----------
4 - cty дь 2

( 8 )

Из уравнений (4) и (6) следует, что р  и v  не зависят от функции 
тока &. В силу этого (8) можно записать так

2  _  dvy   dvx _  к -  [ dpvy dpv
дх  ду 4тс \ д к  ду

Из (9) видно, что магнитное поле, параллельное потоку скорости, 
вызывает вихревое движение при адиабатическом процессе (4).

При этом интеграл Бернулли имеет тот же вид (6), как и в обыч­
ной гидродинамике. Если к =  0 (магнитное поле отсутствует), то дви­
жение становится потенциальным.

Уравнение (9) удовлетворится, если ввести фиктивный потенциал 
'?(■*. У) ПРИ помощи равенств

дх  \ 4к /

Откуда

где

ду
ду

1 — « - Р

4тс
• V у

vx -  7 (р) • ~  , 
дх

X (р)

Vy =  х (р) ■
ду
ду

к-р
4к

-1

( 10)

(И)

С другой стороны, из уравнения неразрывности (3) следует суще­
ствование функции тока ^(л-, у)

V X
2

р ду ’
1 rfy

Р дх
( 12)

Объединяя (11) и (12) и привлекая интеграл (6), получим, что 
•рассматриваемое вихревое адиабатическое движение управляется сле^ 
дующей системой уравнений

X (г.). i l = - L
д х  ? ду

ду р дх

®L +  ^ L _eT -« =  —TL_
2 т — Г  т — 1

(13)
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Переходя обычным путем н системе (13) от координат физической

плоскости х. у к координатам годографа скорости v , в  (0 — (©, х)), _ 
получим уравнение

dz =  dx  -f  idy--- | i.d-i -f- —-  d'j 'j • (14)

и систему (при переходе от v  к о):

d v  f  d  / 1 \

dp /. d o  \ pn / dH

d» 1 / d>. X dv  \ 1 dAJ
dB  p \ d o  p rfp / dp

(15)

Вводя в систему (15) произвольную функцию S =  S (; 
у равнения

д<? _ v d / 1 \ д'Ъ 
ds /. ds \ VV I dB

d ?  _  1 / Л  X Л » \_| d'l)

dB о \ ds v ds I ds

получим

(16>

Сличая (15) и (16) замечаем, что эти системы уравнений остаются 
инвариантными по отношению преобразования s---s(p).

Пользуясь произволом функции s(p) системе1 (16) можно придать 
тог или иной вид.

Наипростейшнм из них является симметричный вид Лейбензона:

dv
ds

а ,  I к .  д ,
dB ds

(17)

который мы получим, если наложим условия (штрихи —-производные 
по s)

р/. \ V Р / р \ V I

где К  — К  (s) — функция, аналогичная функции 
вычислению.

С одной стороны, из (18) имеем равенство

- I К, (18)

Чаплыгина, подлежит

v V /.
V

Из (6) и (11) находим 
К-к-

dt.
4-

d o .

Внося (20) в (19), получим

S = 1 рт-

dv
v

i
1

оТГ-
(1 -0 7 -1 )

■do.

2 1 —  от -  о7 —1 4~.

(19)

(20)

(21)
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Здесь постоянная интегрирования s„ выбрана так, чтобы при р=р* 
(критическая точка, в которой v  =  а ,  где а  — скороаь звука), s =  0.

В (21) перед интегралом можно взять также знак минус, однако 
это не существенно и мы ограничиваемся одним знаком плюс. 

Переходя в (21) от р к М при помощи соотношения

1

вытекающего из (6) (М — число Маха, а —скорость звука), получим

(1 — УИ3)а 4 тс
2т

1 +  L ^ iy w s j2^ - 1*
• (23)м

При М  =  1 , s =  0 и при М =  0, s =  — оо.
При отсутствии магнитного поля (к — 0), путем интегрирования 

•выражения (23), придем к известной зависимости [3]:

- т ( h In
h +  у In l + y

1 - У

(У = V1 —  ж - ,

(24)

Переходим к вычислению функции Чаплыгина К. Из (18) находим

V K = ~(А
1 / _1_ dv_ ^ \_ \ dp_
о/. \ v d'j р I ds

Учитывая (20) и (21) и проводя преобразования, окончательно по­
лучим

Л =  -^-[(7 +  1) Я - ' ~  2]
-1

(25)

Используя (22), формуле (25) придадим вид

( 1 - М 2)
К

(> +
(26)

1 +  ■!----- - М 2 ) 1-1  — —  (1 — М 2)
4 к

Полагая в (26) к =  0 (л =  1), получим известную [3] формулу для 
функции Чаплыгина.

Исключаем <р из (17) путем перекрестного дифференцирования, 
получим
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дЧ
ds-

дЦ N ( s ) - ^  =  0 
ds

(27)

Для /С> 0 уравнение (27) эллиптического типа, для ЛГ-< 0 — гипер­
болического типа. Для /С<0 обычно вводится функция s — it  и урав­
нение (27) принимает вещественный вид:

<?2Ф
dt2

^2Ф д'Ь
<?0 2 dt

=  0 (28)

где х =  Л" >  0 .
Если при переходе к безразмерным величинам в системе (1) — (4) 

положить И л =  K-v0Yrj0 (к — безразмерная постоянная, имеющая дру­
гое значение, чем в (5)), то к2 войдет также в уравнение (1) и (27) 
и формулы (24) и (26) сохранят тот же вид с новым смыслом для к2. 
В этом случае к 2 — параметр (меняет поле //„), влияющий на тип урав­
нений (1) и (27), как у И. М. Юрьева [2].

Вводя комплексные сопряженные переменные

и =  s +  /9 и =  s — /9

и.характеристические переменные

? =   ̂— 0 , Т] =  t -j- 0 ,

уравнения (27) и (28) приведем к гиперболическому виду:

д24> . Л: / д>Ь  ̂ \ _  0
ди ди  4 V &и д и )

д2Ф . Т / д if dty
dtdrj 4 \ д% дц

= 0 .

(29)

(30)

(31)

(32)

Уравнение (31), конечно, имеет гиперболический вид формально. 
Решения уравнений (31) и (32) будем искать по одному и тому 

• же типу в виде ряда Бергмана [4]

Ф =  £ [Фя (и )+  /7„(и)1 ■/»(*) (33)
л —О

*= 2 [ф» СО +  Л, (*!)]•/»(*), (34)
л-О

где R n =  Фп (и) +  Fn (и), Rn =  Фп ($) -f- Fn (?]) — произвольные функции, 
удовлетворяющие волновым уравнениям

^ . ( М ) _ 0[ d2R n(l,-,j)
ди ■ ди ’ д\- дг\ (35)

Функции f n(s) и f n(t) — также пока произвольные функции. 
Первое уравнение (35) представляет собой не что иное, как ги­

перболическую запись эллиптического уравнения Лапласа, которое
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удовлетворяется аналитическими функциями комплексного перемен­
ного /?„.

Беря производные от (33) и внося их в (31), а также используя 
(35) и видоизмененные условия Бергмана [5]:

/о +  ~ уЧ/о =  0

/; +  )

d<Pa (u)
du =  («).

d F „ (и) 
du

(и)

(36)

( « =  1 , 2 ,...)
получим, что уравнение (31) удовлетворится при произвольных ком­
плексных потенциалах Фп(и) и F t)(u). Имеем, что функции Ф„(к), 
F„(u), f n (s) выражаются через предыдущие и в конечном счете через 
функции Ф0(и), ^о(и)_и /o(s), причем вещественные и мнимые части 
функций Ф0(м) и F0 (и) удовлетворяют уравнению Лапласа. Исходя 
из этого, по существу можно ограничиться одной произвольной функ­
цией Ф„ (и), которая определяется граничными условиями конкретной 
задачи.

Внося производные от (34) в (32), учитывая (35) и, налагая усло­
вия на произвольные функции, аналогичные (36):

f 0 +  - j T f u =  0

fn + — 7  =  -  2 Jn ~ ( Д - ,  +  Т 'Г,-

АФ„(1) _
Фп- 1 («),

d F „ (т()
di dt\

( п =  1 , 2 ,...)

(37)

мы видим, что функции Ф„(£) и подчиняются такому же
закону, как и в предыдущем случае, и в конечном счете выражаются

соответственно через /„(£), Фп(£) и F„ (tj), при этом уравнения (37) 
тождественны системе (пб). Поэтому рассмотрим только зависимости 
(36), ограничиваясь нахождением частных решений. Это не нарушает 
общности (в силу наличия произвольной функции  ̂Ф„ (и)). Вторую про­
извольную функцию F 0(u) и ее прообразы Fn{u), в силу сказанного 
выше, из рассмотрения опускаем.

Решение системы (36) и (37) проводится такж е, как в [5 ,6 ]. По­
тому мы выпишем окончательные решения.

_  j_

/о =  к  4 (38)

g n - 1 ( « )
К" 3 К ,г
К  4 А2

ds (39)
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(*  =  1 , 2 ,...)

где введена функция g n(s) соотношением

___i_

f n{s) =  K  4 -g„(s), g „ =  1 (л =  0, 1 ,2 ,...)  (40)

(41)
J  dv  п\

о  ЛФ dO,,З д е с ь -----—------------- комплексная произвольная функция для несжи-
du du 

маемой жидкости.
При помощи (23) и (25) функции /„(s) можно затабулировать ана­

логично тому, как это сделано в работе |7], в которой установлены 
реккурентные зависимости для определения коэффициентов, входящих

в функции Бергмана /„(s) и f n(t), для дозвукового и чисто сверхзву­
кового движений обычной газодинамики и установлена связь между 
этими функциями, справедливая и для нашего случая. Она имеет вид

fn (t)  =  infn(is)  (i =  V '- D ,  (42)

где /л (0  — функции Бергмана для чисто сверхзвукового течения газа
Функции Бергмана /„(s) и f n(t) не зависят от течения: они одни 

и те же для всех задач, поддающихся решению в плоскости годогра­
фа (s, 9). Нужно иметь в виду, что иногда формально существующие 
решения в плоскости (s, 9 )  не имеют физического смысла, когда возни­
кают предельные линии (при сверхзвуковом течении), не позволяющие 
переходить с плоскости годографа в физическую плоскость течения.

Решение (33) с учетом (40) и (41) можно записать в виде

•'j (s, 9 ) =  1m (и — v)n 
п\

d v . (43)

Здесь использовано условие равномерной и абсолютной сходимо­
сти ряда (33), которая может быть доказана тем же путем, как это 
сделано в [4| для обычного газа.

Ряд, входящий в (43), не зависит от течения и может быть вы­
числен раз и навсегда для всех задач выделенного класса, а функция 
0 ( v )  зависит от краевых условий.

Струйные дозвуковые течения рассматриваемой здесь вихревой 
задачи магнитной гидродинамики решаются видоизмененным методом 
Бергмана по трафарету, разработанному в [5].

Краевые задачи при чисто сверхзвуковом безударном течении газа 
могут быть рассмотрены так же, как в работе [6].

8. Труды  ТГУ, том 163.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

О ТОЧНОМ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИИ 
ПЛОСКОГО СВЕРХЗВУКОВОГО ТЕЧЕНИЯ ГАЗА

Г. И. НАЗАРОВ

Известно, что уравнения плоского сверхзвукового установившего 
•ся и безвихревого движения газа при отсутствии трения и теплопро 
водности имеют вид [1 ]:

д ср
Л

V Kй^д_± ду_ = - д ±
д  Е д  Т| д  т( О)

где К  =  K (t)  — функция Чаплыгина, ср — потенциал скорости, ф — 
функция тока, S, т) — характеристические переменные плоскости 
годографа, связанные с функцией t, зависящей от скорости, и углом 
0  — наклона вектора скорости к оси абсцисс ох, равенствами:

2 $ =  г- 0  2 *, =  * +  0 ,
где

t =  J/^  ‘ ^  J - arctg j/ " ■  ̂ j  (M a- 1 )  — arctg Y  M 2 -  1

Cp 1 лr =  —-  =  1 ,4
Cv

При адиабатическом процессе имеют место формулы:

(2)

(3)

Р =  1 +
т - 1 М 2 ) , v  =  M 1 + Mr

Р =  ?\ /с =  (AfS— 1) ( 1 +
— 1 М 2 V -1

(4)

(5)

где давление р,  плотность р и модуль скорости v  отнесены соответ­
ственно к давлению, плотности и скорости звука в точке торможения.

Переход к физической плоскости течения г =  х  - f  iy производит­
ся при помощи соотношения:

dz — cp-f- —  d  ^  • - — (6)

•8*.
V
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Исключим со из (1.1), тогда получим

где

д2$
д\дч\

+  T ( t ) * ±  ^ 1 )  =  о,
д\ д г { '

T(t) = К
4 К  '

Будем искать решение уравнения (7) в виде:

к = О

где t =  RK (к =  0, 1 , 2, . . .)  — функции, удовлетворяющие
новому уравнению

- £ £ -  =  0 / ?,=  Ф ,(Е) +  ^ Ы ,д\д-г\

где Ф«(£), F/t (tj) — пока произвольные функции.
Из (9) находим

dty
4 Т

/к +  f K

<?2ф
д\ дц

го

2 [-К-0
* R ' f .  +  ( l ^  +  ^ L \ f,  +  R . r .д%дч\ d r t ,

С учетом (10) уравнение (7) принимает вид:

X  (■4 т ^ + 4 ^ 4  < / ; + ты + я л / ж л о
к-0

== 0 .

Это уравнение удовлетворится, если на произвольные фу] 
R K, / к наложить условия, аналогичные условиям Бергмана [2 , 3]

/о 4- T f о =  о, /к +  г/ , =  -  (/;_, +  2 /■/;_,)

—т г  +  —г -  =  Д*-| ( « = 1 . 2 ,...)О 5 Оч\

Или в силу (10) имеем

rt\ /с\ 'd F K / ч
Ф*-1 («), — ---  =  Л<-1 (Т)) ■

rfS ' ' d t }

Можно потребовать также выполнения условий

Го +  2 ту0 =  о, / ;  +  2 T f K =  - ( / ; _ ,  +  т /« _ ,)

(7>

(8)

(9)

вол-

( 10)

(Юа)

1КЦИИ

( 1 1 )

(12)

(13)
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Фк —
йФк-

d\
, FK =

d F K-\

d  tj
( « =  1 . 2 , . . .)

Таким образом, каждая последующая функция f K, Фк, FK выра­
жается через предыдущую и в конечном счете через начальную 
функцию соответственно /„, Ф0, F 0-y при этом в случае (12) Фн и F K 
определяются через интеграл, а в случае (13) — через производную 
от предыдущей функции. В результате мы имеем в обоих случаях 
решение, зависящее от двух произвольных функций Ф0(£), о̂О*!)- 
При определении f K(t) (к =  0, 1, 2 ,...)  ограничимся только частными 
решениями уравнений (И) или (13).

Из (1) и (9) находим

Функции (9) и (14) дают интеграл системы уравнений (1) доволь­
но общего характера, поскольку он зависит от двух произвольных 
функций.

Рассмотрим условия (11), (12).
Считая правую часть в (11) известной и учитывая (8), частные 

решения запишем в виде:
1 I I

/ « =  к ~ т , Л  = -  К  т - J  (/;_, +  2 т/;_,) к  т  d t . (15)

Взяв интеграл по частям, получим
1

4

Из (3) имеем
dt

± К  *
4 Iк  4 - K ' r f ^ w d t :

у  М2 — 1
dM M l  1 +  2------ М 2

(16)

Пользуясь (5), (15), (16), все /* (к =  0, 1, 2 ,...)  можно выразить 
как функции от М или от i  и затабулировать раз и навсегда. 

Например, вводя обозначения

после элементарных вычислений получим
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1

л  =  | +  *

1--
---

--
1 to

1 К - J  X (
16 АГ 4 \ J\ — J -г +

1
64

где

У =
2 (т +  1)2 4(7 +  2) 2 ( 7 +  1 ) 1

т -  1
У У 3 У3

(17>

-  ( , - o ' ^ r i  arc le / f X Т У

(Т +  1)2 t  (3 у2 +  6 y +  7) 2 ( т + 1 ) г (т +  О2
2 х  х 2 2 x'J

( у * = Х  =  М * - 1 )

Л =
2 (7 + I )4 .. , 4 ( 5 f + 15т2- З т - 2 5 )

*  "Г
(Т- D 2

2 (т  +  I)2
3 ( 7 - 1 ) - *
32

Т +  1]З у 3 J arctg

(т -  1) V T -1
(т +  I)2

L T ^ T *

128

Т +  1 у +  (т — I)3 (т +  1)

8 (т +  1) (2 — т)
3-л:2 

2 (т +  2)

+

arc tg:
Y

т - 1 т +  1 У •

Графики функций /0, /,, / 2 при 7 =  1,4 нанесены на рис. 1. 
В качестве частных решений (13) можно взять:

_  _i_ j_

/ o = - i ,  л  =  - 2 f  ( / ; _ !  +  т л - о / с 2 -dt-dt  

( * = 1 , 2,...)
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Или

/ , =  -  |  f ^ d t + j  J  /С 2 j V  2 K ' - f ^ d t d t  (18)

Эти функции также могут быть вычислены и затабулированы 
раз и навсегда.

Если в (9) рассматривать конечный ряд (к =  0, как это
имеет место при всяком практическом расчете, то уравнение (10а) 
удовлетворится при дополнительном условии

Т/' =  0 (в случае (11)) (20)

/; +  T/v =  0 (в случае (13)) (2 1 )

В этом случае системы (11) (к =  0, 1, 2, ...v) и (20), а также (13) 
(к =  0, 1 , 2 , ...v) и (2 1) будут совместны, если /(считать искомой 
функцией. Это приводит к той или иной аппроксимации функции 
Чаплыгина, а формулы (9) и (14) с конечными рядами представляют 
точные решения для гипотетического газа.

Рассмотрим несколько частных примеров. Положим v =  0, тогда 
как для (11) и (20), так и для (21) и (13) имеем систему:

/о  +  Т/о =  0, г в +  2Т / 0 =  0 .
1

(22)

Определяем из первого уравнения (22) f 0 =  a - K  4 , 
(8) и затем вносим во второе уравнение (22)

учитываем

3 К'2
К" — — —  =  0

4 К
Интегрируя, находим

K = [ A ( t  +  b)\\ (23)

где а, А, b — постоянные интегрирования. 
Вместо (2) можно записать

t -  в  =  2 Ь - Ь ,  = (24)

Тогда общий интеграл (9), (14) примет вид:

* ФЮ +  /ЧЧ) 
s +  f]

(25)

'■? =--A +  т() • [/=•(*,) -  Ф (£)] + 2  Л [ j  Ф ( 1 ) с П -  d-n\ ,
где

Ф = - ? - Ф о ® ,  F = - ^ F 0(-n).
А А

Это известное решение С. А. Христиановича [4].
Положим теперь v =  1 , тогда из (11), (20) имеем систему уравнений:

/о +  TJ„ =  0, / ;+ 2 7 -/ ; =  о, /; +  2Г/ ; =  -  (/; +  г / , ) . (26)

Из первых двух уравнений (26) находим
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f 0 =  a -K

___1_

/ ,  =  с- [ к  2 dt +  b, (27)

где а, Ь, с — постоянные интегрирования.
С учетом (8) запишем третье уравнение (26) в виде

4 ’^ / о  +  2 /о = — (  +  /i )  •

Возьмем производную по t  от этого уравнения и используем 
формулы (27), тогда, полагая а  =  с, b =  0, получим дифференциаль­
ное уравнение для определения К:

и
к 2-к’ -к'" — (K2-K,,jr к - к ’2— 4 К 4 )-к" +  ^ аг'2- за: 4 j к >2 =  о.

Интегрируя это уравнение, найдем, что К  имеет тот же вид, что 
и (23), в чем легко убедиться непосредственной подстановкой. Тогда

и. - U-

A (t +  b) A ( t  +  b)

Ф (;) +  / Д г ,)-^ - Г Ф(Е)<*5 +  Г F ( i k) d i {
A . i/ •_/

где Ф и F  те же обозначения, что и в (25). Это решение совпадает 
с (25), так как Ф($), F (у\)— произвольные функции и интегралы 
следует опустить.

Если вместо (27) для /, взять частное решение /, = с ,  то из (26) имеем

/о +  2 Tf'0 — — с - Т .

Внесем сюда / 0 по формуле (27)

5

К-К"  -  ( — К' +  - к Л - К '  = 0.
\ 4 а  I

Интегрируя, находим:

К  =  [A tg m (t +  &)]\ e (28)

где 2m a  =  cA, A, m, b — постоянные интегрирования. Полагая A2 —
__L _ _L

=  —  , с =  1, a  =  —- л, 2 •«, 2 и учитывая (24), придем к аппро- 
1%2 2 

ксимации Г. А. Домбровского [5]:

К  =  5 -  tg4 mt, (m =
П 2

nu n2 — произвольные постоянные.
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Формула (9) для аппроксимации (28) принимает вид:

<|> =  —  ctg /те (S +  7j) • [ (£) +  F 0 (г|)] 4 - с J  Ф (. (̂ ) d  ? + J  F 0 (ri) d f \

или, вводя обозначение

j  Ф(,(5)<*; =  Ф($), / F H(yi)drl =  F (r l),

получим выражение, совпадающее с [5]

Ф =  с [Ф  (?) +  F  (г,)] 4  -y  ctg т (5 4  Ч) • [Ф' (?) +  F  (7j)J • (29)

Г. А. Домбровский использовал (29) для решения основных краевых 
задач [5].

Рассмотрим еще условия (13) и (21) для v =  1. В этом случае 
имеем систему

/ ;  +  2 / ;  =  о ,  f l +  2Tf[ =  ~ ( f 0 + T f 0), / ; 4 - 7 у ,  =  о.

Мы видим, что по сравнению с (26) функции / 0 и /, поменялись 
ролями и, следовательно, опять имеем дело с аппроксимацией (23) 
или (28).

С возрастанием числа ■* увеличивается число постоянных в функ­

ции сравнения К  и расширяется * интервал изменений t  для наиболее 
удовлетворительного совпадения К  с аппроксимирующей функцией.

Однако для практических расчетов целесообразнее иметь дело 
с приближенным решением системы (Г), получающемся обрыванием 
рядов (9) и (14) на члене v и содержащем точное значение функции 
Чаплыгина К. Выбор числа v зависит от быстроты сходимости рядов 
для ф и 9, а последнее — от поведения Ф„ (5), F 0 (tj), то есть от 
краевых условий задачи.

В качестве примера рассмотрим одну из тех краевых задач, ко­
торые решены для гипотетических газов (23) и (28) в работах [4, 5] 
применительно к решению (9), взятого с конечным числом чле­
нов в ряде.

Задача с заданными условиями на двух характеристиках

Требуется определить Ф0(5), F0(rt) по заданным значениям с? и <]> 
на двух характеристиках различных семейств, пересекающихся в точ­
ке с координатами 5,„ т(0.

Пусть при =  vj„ имеем ф =  ф, (;), ® =  ср, (5); при 5 =  50 имеем 
Ф =  Ь  (7i), ® =  ®з (*]), причем «1», (?0) =  ф2 Ы  и ?, (?„) =  (%)•

Функции ф, (5) и 9, ( 5) так же, как Ф2 (т̂ ) и 9, ( 71) связаны между 
собой уравнениями (1 ), т. е.

_i_ _i_

?к ?) = - к 2 (? +  чо)-ф;(?), <?’2ы  =  к 2 (?о +  ч) -ф; ( 1 ).

Не ограничивая общности, положим

Ф (?о, Чо) =  4>i (?о) =  Фз Ы  =  О

® (?«, Ъ )  =  ?i (?о) = ? 2 Ы  =  0.

(30)
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Тогда из (30) находим
Е 1

<М5) =  - К 2 (Е +  Ч о И Л ^ + у / *  2 (« +  Чо)-*И* +  ЧоН.(Е)Л
£о

-i- \ (31>Та (ч) =  К 2 (Е0 +  Ч) • Фг (ч )~  Y J  К  2 +  Ч) ‘ К , Оо +  Ч)' Фа (ч) <*Ч.
т»

В качестве приближенного решения возьмем сначала решение, 
состоящее из одного члена ряда (9), тогда с учетом (15)

Ф =  Л- 4 [Ф0( ? ) + / 7о(ч)1 • (32)

Тогда произвольные функции сразу определяются.
Имеем

i_

Ф о ($ )*= М ?)-Я 4 (5 +  Чи)-^(Чо),
_1_

/?о(ч) =  Фа(Ч)'^4 (60 +  Ч )-Ф (Е 0).
Кроме того, имеем равенство

j_

Фо(^о) +  ^о(Чо) =  Л'4 (*oHi(Eo).

Следовательно, в определение функций Ф0($) и (*г() входит толь­
ко одна произвольная постоянная.

Ограничимся теперь двумя членами в ряде (9)

Ф =/о(0[Ф о(Е) +  /?о (ч )]+ / 1 (0 [ /  Ф« («)<*Е.+ /  /^(4 )^ 4  ] -

Тогда имеем два равенства

ф| (5) =  Л  (Е +  Чо) [Фо (5) +  F0 (Чо)] +  /,(£ +  Чо) [ J Фо (5) d ; +  а] ,
(33>

Фа (Ч) =  /о («о +  Ч) [Фо (6о) +  ^0 (ч)] +  /, («о +  Ч) [ft +  J /=■« (ч) <*Ч ] •

Из первого уравнения (33) находим

J<t>0(i)dl + а =  { Ф. («)  -  / о  (S +  Чо) [Ф о  (5) +  П  (Чо)1 j  •

Возьмем — и сгруппируем члены

Откуда

Ф оО )- « " * ( * „  +  j  P $ ) - e Nd\),

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

О точном решении уравнений течения газа 123

где

=  -  1п/, “Г

Таким образом

Ф0 = / i (S +  40)-«_ *
Аналогично

16 / ,Л

Р ®
■Ь "Чо)

e Nd\ ] , где TV =- - L f
16 J \ d V

Pn —f l  («0 +  Tl) •e  N ' I c \ + г——
^ /. (So

Q (Ti)
+  •4)

где
Л / , , /i /0 \ Л / , Ч1 ’K (ti) / ;- ы ч )  
Q<T,)~ ' 7 T ^ A j 0 - ( W + ^ -----------Л 7 Г “ ’

„ - 1Л
16 J

Id  Т].

Аналогичным приемом можно найти произвольные функции Ф0(S) 
и о̂ (Ti) и для большего числа членов в ряде (9).

Внесем (32) в (7), тогда, обозначив левую часть уравнения (7) 
через L, получим

L (5, -ц) =  [ -  —  К  4 - К " +  —  К  4 • К'2 
4 16 Фо(?) +  с̂

Откуда видно, что L =  0 при условии Д =  О, где

К" , 3 К'2Л =
-  16 -  

4 -А 4 К *

о(Ч)]-

(34)-

25

20

13

10

5

0

- д ( л ;

Рис. 2.
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Интегрируя дифференциальное уравнение Д =  О, получим аппрокси­
мацию С. А. Христиановича (23).

Формулу (34) с использованием (5) и (16) представим в виде 

д 7 + 1  А41 [16 — 4 (3 — 2 у) М- — (3 у — 1) М*\
л ~~ jg  1 •

( М - -  I ) 4 1 +

Пл по гоа
( З т -  1) Ж 1 +  4 (3 — 2 т) Ж- - 16 =  0,

находим единственный корень М х =  1,4542 (у =  1,4).
В окрестности некоторой линии в потоке, на которой скорость 

совпадает со скоростью, отвечающей значению М х решение (32) 
близко к точному. График функции Д =  Д(М) нанесен на рис. 2. Он 
в определенном смысле показывает, насколько точное решение для 
гипотетического газа (23) может быть рассматриваемо как прибли­
женное для точного решения.

Вопрос о сходимости ряда (9) будет рассмотрен в отдельной 
статье.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

О ТОЧНОМ ОБЩЕМ РЕШЕНИИ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Г. И. НАЗАРОВ

§ 1. Установившееся потенциальное осесимметричное движение 
несжимаемой жидкости определяется уравнениями:

д о  1 д  ф
dr г dz

д о 
~dz

1 д  ф 
Т~д~г

( г >  0), ( 1. 1)

где о -потенциал скорости, ф — функция тока, г, z  — переменные ци­
линдрической системы координат; oz  — ось симметрии.

Исключая из (1.1) функцию ?, получим

д- ф д- ф 1 д  Ф
дг- ' дг- г д  г ( 1.2)

Это уравнение выражает отсутствие вихря.
Если из (1.1) исключить функцию тока ф, то получим уравнение 

Лапласа в цилиндрической системе координат

д- ф , д- о , I d  о 
дг - ~ дг2 г д г (1.3)

выражающее уравнение неразрывности для потенциального течения.
Из (1.1) легко установить связь между ф и о в квадратурах:

г г

Ф (r,z) =  ф„(г,1, 211) 4-  J -ib-̂dz- •dr, (1.4)
г, ' r„

которая служит для вычисления ф по найденному из уравнения (1.3) 
потенциалу скорости <р.

Аналогичная формула может быть записана для определения <р 
через ф.

Решение уравнения (1.3) ищем в виде ряда

? ( ^ г )  =  2 ф* ( г- г ) ‘/ *(г )’ (1-5)

где Фк (г ,г )  — произвольная функция, удовлетворяющая уравнению
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dJ Фк , д- Фк 
dr- dz-

(Л =  0, 1 , 2 ,...), ( 1.6)

то’есть функция Фк (г ,г )  представляет потенциал скоростей для плос­
кого движения несжимаемой жидкости и удовлетворяет уравнению 
Лапласа (1.6), в котором г, г  играют роль декартовых координат.

Из (1.5) имеем
д  <р 
~дг

*=0
оо

* = 0
Ф* ’Л

д-
dz2

Внося (1.7) в (1.3), получим

S дг2 ■Л-

(1.7)

S[
А-0

Л
Р  Фк
дг2

Р Ф  к
дг2 +  ( 2 Л  +  т -/*

+  (Л’ +  *7 Л I фА
Или в силу (1.6) имеем:

0.

дг

А =0

2 Л  +  7 / * =  0. ( 1-8)

Это’ уравнение удовлетворится, если на произвольные функции f k и Фк 
наложить условия, аналогичные условиям Бергмана [1,2]:

2 Л +  77/0 — 2 / й +  — Л = -   ̂Л-1 +  ~  Л-1

=  (k =  1 ,2 ,...).
д г

Можно наложить также условия в виде:

К +  уГ, = о. /.' + f  Л = -  (2/,-, +
дФь-1 (Л =  1 , 2 ,...)

(1.9)

( 1. 10)

(1.П)

(М2)

§  2. Рассмотрение условий (1.9), (1.10)

Введем соотношение 
d W k (u)

du
=  — iW k-i  (и) (Л =  1 , 2 ,...),
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где wk (u) — аналитические функции от и — z +  ir\ wk (и) =  Фк (г, г)  
-\-iOk (r ,z ) .  Тогда условие (1 .10j можно записать в виде

дФ „
дг

Re
[ ‘

dwk (и) I 
du \

=  Re wk~\(и) =  Фк-\, (к  =  1 , 2 ,...).

На основании этой формулы имеем
и и

Фк =  Re i j w k - i d u ^  ±= Re |(— 1)* j '  j ' ... J w d u - d u . . . d u ^  =

=  Re { ( —0 k • J  v \ % rdv\ (k  =  1 , 2 ...), 12. 1)

где w (v) =  w0 (v) — произвольный комплексный потенциал, опреде­
ляющий функцию Ф0 =  Я е ,ге>(и).

Формулу (2.1) можно представить также в виде:

V (v-U )\ >  d v  (к  =  0 1 2 ^  (2 2 )
J  dv k\

Не нарушая общности рассуждений в (2.1) и (2.2), можно положить 
и0 — 0, w„ (и0) =  0, что мы и будем делать в дальнейшем.

Таким образом, все функции Фй(£ =  1,2,...) определенным обра­
зом выражаются через одну произвольную функцию Ф0 =  Re да (и).

При определении функций f k можно рассматривать общие реше­
ния уравнений (1.9) или (1.11), однако мы ограничимся частными 
решениями. Тем самым выделяется определенный класс решений, 
весьма общий, зависящий от произвольной функции двух переменных. 
Из первого уравнения (1.9) имеем

1
/ 0 =  г ~ *  (2.3)

Считая правую часть во втором уравнении (1.9) известной, полу­
чим

или, интегрируя по частям, найдем

Y f T  f f ‘ -'  ' r l  ■ * ■ ) ■  (2'4>

Из (2.3) и (2.4) находим:

«
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f .
3-5 i wi ■г

,  (2 k  — 1)11 (2 — 1 )!! r - ( ^ + 4 )
Jk  23* • AI

(2.5)

Предполагая равномерную сходимость ряда (1.5) (область сходи­
мости будет установлена ниже) и, используя (2.2) и (2.5), после 
перестановки суммирования и интегрирования, получим

где

? = г
dw (v) 

dv
S c ,

к
i (v — u) ' 

2 r
• dv,

Г ( 2 k  — 1 )!1 V

L (2 Л)!!

Замечаем, что коэффициент

^ _  [2(k  +  \ ) - \ ] - [ 2 ( k +  1 ) — 1 ] „~ ““““*— ^ ___
23 (Л +  1) ( Л + 1 )

(Л +  1 ) ( Л + 1 )
•С*

изменяется так же, как в гипергеометрическом ряде при а =  — , 

р =  — , 7 =  1 , следовательно, имеем

tp =  r L  1 Ц у  — и) \ . d w (v )  ^  
2 2 г ) dv

( 2 .6 )

Ни один из параметров а, р, 7 не является нулем или отрицательным 
целым числом, поэтому F  вместе со всеми своими производными рав­
номерно сходится в области

i (v — и)

I 2 г
< а <  1 .

Но нам необходимо проинтегрировать функцию F в (2.6) от и„ =  О 
до и, что, например, можно сделать интегрированием по частям, тог­
да при верхнем пределе F ( а, р, 7, 0) =  1 , а для нижнего мы должны 
потребовать

i и
2 7 <  1 (г >  0) .
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Очевидно, такое же неравенство будет иметь место для сопря­
женной комплексной величины

i и
2 г

<  1

Объединяя эти два неравенства, получим

\и\- < 4  г - .
Откуда

z- <  3 г - . (2.7)

Неравенство (2.7) определяет внутренность конической поверх­
ности:

z = ± y X r .  (2 .8)

Построим решение того же вида (1.5) для функции тока исхо­
дя из уравнения (1.2). Тогда условия (1.9) заменятся на следующие:

2 /о — —  /и =  0 . 2  /  — —  Лг г Л - i  г Л - i  ) •

Частные решения этих уравнений имеют вид

h ~ r  ’- . 4  ( л _ , - | г J V

Проделывая выкладки, аналогичные предыдущим, найдем

Л (2 k -|- 1)11(2 А -  3)!! (А -  1 , 2 ,...).
23* • /г!

Используем эту формулу и (1.5), (2.1)

1
V г 2 • 1ш да (ы) г J  - -  Z jk ■ ftt •

i (и — и)
2 г

/г-1

где

Замечаем, что '/.*+1 

мулу

0 *.-1

=  (2 А L 1 )!! (2 А — 3)!! 
1 22*-А!А!

*+1 )(*ЛЬ
(А 4- 1 ) ( А +  1 )

^ , P , 7 , z ) _  =  £ ^

, и тогда, учитывая фор-

ук — 1
dz

А*-1
9. Тр'дь: ТГУ, тоы 163.
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получим

ф =  Г [ш ш (и) — , 1 , — —  ) • w (v)-dv\
2 2г ' '  ‘

Возьмем интеграл по частям и используем равенство F (a ,  (J, у, 0) =  1, 
а также положим -ге» (0) =  0, тогда получим решение, указанное в [3]:

1 U
, , . Т  . Г  г  I 1 3 , i (v  — и) \ dw (v) , .
n r , z ) = r  <2-9>

0 ' '

Таким образом, осесимметричная задача несжимаемой жидкости 
приведена к комплексному потенциалу плоской задачи.
Рассмотрим примеры.

П р и м е р  1. Положим w (и) =  и =  z  +  ir =  р-ет, тогда из (2.9) 
находим

Ф =  г  1ш | и • F
2

А  о ~ ia
2 ’ ’ 2 г

Для выделения 1ш следует воспользоваться формулой Муавра: 

ип _  рл (cos п 0 _j_ i sin п 0 )

fj =  У  Z -  +  г- , 0  =  arctg- —  .
r z

Поле скоростей определяется по известным формулам:

v r =
1 дф 1 <?ф
г d z г or

после чего давление найдется из интеграла Бернулли.
П р и м е р  2. Пусть w  («) =  «-, тогда из (2.9) находим

ф = г * • Im | и2 • F , 3,
i и

~2r I

§ 3. Рассмотрение условий (1.11) и (1.12)

Используя формулу Коши, соотношение (1.12) можно записать 
в виде:

dk W (и) 
duk

, 1 =  R e l i e f  ) ,  ,3 .1 )
1 2 - г  J  (v — «)*+> I

где по-прежнему w (и) — комплексный потенциал; 7 — произвольный 
замкнутый контур, внутри которого находится точка и.

В качестве частных решений уравнений (1.11) имеем:

/о =  1 . /* = (3.2)
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Интегрируя по частям, находим

Л = -- 2 J Л- 1  dr  + J j /*_! dr dr (k =  К 2,...)
Пользуясь формулами (3.2), (3.3), получим

, . 1 3 . , ,
/ , =  - о  Л - j - j r - -  Л

3-5
2 - 3 - 2 - 3

Л
( -  1 ) 4 2 /г -  1)!! 

k\k\
,.к ( * =  1 . 2 ,- .)

(3 .3)

• г ' ,...

(3.4)

Вносим (3.1) и (3.4) в (1.5) и меняем местами суммирование и ин­
тегрирование

о =  Re
1 w (у ) . у .с *

■2 ti­
ll V

d v \,

где

Замечаем, что

Следовательно,

® =  Re

2 ~ J  г» — и
1 к О

г  (2 fe- 1 )!! 
* 2*-*!

й +  — (ft -г 1 )
С,+, ------- — -------------- С*.

(Л + 1 )(Л +  1 )

I 2"/  j  V — U \ 2 u —v j  J
т

(3.5)

Из этой формулы видно, что область равномерной сходимости 
ряда (1.5) определяется по меньшей мере неравенством

u —v
Или

| и -  v Г- <  4 г - ,

т. е. имеем расширение интервала сходимости.

fj
Обозначая \и — v\ -- р, находим г <  ~ , что тем лучше выполняет­

ся, чем дальше точки потока от профиля.
Рассмотрим теперь ряд того же вида (1.5) для уравнения (1.2), 

определяющего функцию тока О. В этом случае условия типа (1.11) 
примут вид

Л -  /*-■ ) (3.6)г г \ г /

Частное решение для первого уравнения (3.6) возьмем в виде

/„ =  г-. (3.7 )
9 * .
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а для второго уравнения (3.6) оно имеет вид:

^ / г / ( 2 Л - - ~ т  г * - 1
d r -d r

Или после интегрирования по частям получим

Из (3.7) и (3.8) легко найти

/ =  . г»+г (Л =  0, 1 , 2 ,...)
2k -k\(2k +  1 )!

Объединяем формулы (1.5), (3.1) и (3.9)

•Кг, г) =  r 2R e {— dv  
[ 2 ти jx »  —и \и — v  }

*=0
где

Ра-н =
к+ 2 ) (*+ 2
( * + ! ) ( * + ! )

Следовательно,

(3.8)

(3.9)

K r,z)  =  г2‘Re 1—^-7 (&•— ( у  , - | , Ь  ~ ) dv\
\ 2 т  j  v  — и \ 2 2 и - V) )

Разложение функции ф в ряд (1.5) имеет место в той же области, 
что и в (3.5) для <р.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О СВЕРХЗВУКОВОМ 
ТЕЧЕНИИ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА

Г. И. НАЗАРОВ

Плоское сверхзвуковое движение баротропного газа определяется 
уравнениями [1 ]:

tyti — tyee ^ 0 (1 )

T{t) =  — — In К  
2 dt

dt  =  — (г>-К+ l ) - ' - / ~K-dv

K  =  ± r ( M * -  1 ), 
?'

P=P(P),

( 2 )

(3)

(4)

где i  — функция тока, t , 0 — переменные плоскости годографа 
скорости V  =  v ( t ) .

К  >  0 —функция Чаплыгина, р — плотность, р  — давление, v  — ско­
рость, М -  число Маха.

Все величины замеряем в критических единицах, то есть в тех 
значениях, которые они принимают в тех точках, где местная ско­
рость газа совпадает со скоростью звука а.,..

Для адиабатического процесса — =  const соответствующие Функ-
O’

цин имеют вид: 

t ==  | / l ^ j a r c t g j / L j ( ^ - 1) arctgv M- — 1 (5)

T(t) ■ M'1 ■ (M- — 1) (6)

K = i м- — i )[ i - —̂1- -м-х 1 1

V  =
/

L r . 1 м (  \ м -
2

(7)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

134 Г. И. Назаров

Так же легко записать формулы для р  =  р{М) и р=р(М) (см. [1]). 
Для такого течения затруднительно построить точное эффектив-

ное решение задачи, 
этого положим

Введем баротропный гипотетический газ. Для

Тогда из (2) находим
T =  a (t  +  b)~'. (8)

K =  c{t +  b f \ (9)

где а, Ь, с — постоянные, определяемые из условий наилучшей ап­

проксимации К  а К. Например, можно потребовать совпадения К  и К  
с точностью до кривизны в точке t0 =  0,2441 (Af0 =  1,57), тогда а  =  1 , 
Ь =  0, с =  182,4.

Эти кривые, а также Т и Т нанесены на рис. 1.

Функция (9) характеризует приближение С. А. Христиановича [2]. 
Однако, в отличие от [2] на постоянную а  не накладывается никаких 
ограничений.

Для газа (9) имеем

tyu — 'V  4- a(t  +  b)~'-bt =  0 (10)
Положим

где п — натуральное число.
Тогда имеем уравнение Бесселя:

f '  +  a(t  +  *)-■•/' +  n - f  = 0
Следовательно,

f ( t )  =  Z'[An.L(nz) f  B„-N,(nz)], 
где

V =
9 о й
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Учитывая, что ЛС(0) =  со, положим В п =  0, тогда в силу линейности 
уравнения (10) имеем

=  Z v •£ Апе'пв ■ I-.(nz).
л —0

Полагая
А„ =  е~ап

и используя интегральное представление функции Бесселя в форме 
Шлефли [3], найдем

2ш
gn(z  ■ shx+i&  ~  ik) 

7 n = 0

dx
e , X

где '! — некоторый замкнутый контур. 
Пусть х  =  /у, учитывая равенство

получим

оо

я--0

g-iv .v . ( | —  е х) 'dy.

где
N =  /(2 sin у -|- €* — л). (12)

Д л я  определения пути интегрирования у поступим так же, как 
Томотика и Тамада [4]. Допустим уп — корень уравнения Л̂ (у0) = 0

z sin у„ f  Н — к 0.

Тогда в окрестности этой точки подинтегральное выражение мож­
но представить в виде разложения

£-г*у(1 — eN)~l е +
\ d y ) y=y,J у - у ,

+  0(1).

Если =У= 0, то выбирая в качестве у контур, охваты-
\  d y  / у = у .

ваюшдй особую точку у„ и применяя теорему о вычетах, получим

ф =  — iz'‘ -e~ 'vy„ . 1

НО

Следовательно,

fdN''
\dy

< d N \
V d y  /у=у.

-  iz cos y„.
/ у у»

Ф, =
cos у

(13)
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где параметр у определяется уравнением

z-siny +  в  — X =  0 . (14)

Очевидно, что 9  — X является частным решением уравнения (10). 
Тогда из (14) находим второе независимое решение

ф2 =  z-sin у.

Независимым решением является также

' Zv_l
Ь  =  f 'P id e  =  — j -

Из (14) находим 

Следовательно,

cos у
dQ
dy

dy.

d%—  =  — zcosy . 
dy

Фз : г 4 .

а  5)

Любые линейные комбинации этих решений являются решениями 
уравнения (10).

Для простоты рассмотрим линейную комбинацию решений (13) 
и (15) частного вида п р и а = 1 ,  v =  0, b =  0,

ф =  — — j— M -sin v , (16)
t -cos у

где Р  — постоянная.
Это решение характеризует сверхзвуковое обтекание заостренно­

го полутела (см. рис. 2).

Расчет и построение картины течения проведено при t „ =  0,1732 
в пределах, допускаемых аппроксимацией (9), при а =  1 , Ь =  0. 

Нулевая линия тока =  0 для (16) имеет вид

 ̂=  (в — x)-'[P» +  {e - x v |  2 (17)

(Г- ±  / ' Р  -  4Р-)

ИЛИ

0 =)ч + 2 . (18)
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Вторые два знака в (18) характеризуют два разных профиля, пер­
вые — разветвление профиля.

Постоянную X определим из условия [4]: ф =  со при t — t„, 9  =  0 » .

Тогда из (16) 
Или

Откуда

cosy^ =  0.

X =  воо — t,с. (19)

Р  определим из (18). Полагая t =  t0, 0  =  0 О, находим
_L

/>= ( 0 « - Х ) [ « - ( 0 и-Х)2]  2 • (20)

Р  — вещественное. Следовательно, tl)ф 0 и t0 >  0 О — X.
Не нарушая общности рассуждений, можно положить 0«, =  0. 

Кроме того, полагая 0„ =  0, имеем t0 > t
Таким образом, на профиле, в том числе и в его носике t0, где 

t 0 — значение, определяемое из условия t\- 
Из (19) следует, что t„ ф 0 (X ф  0).

Связь между потенциалом скорости <р 
сверхзвукового течения имеет вид

91 — К  - ф в ,  ® е =  К

^ ( Г -  , Я ( 0 - Х )
9 * С \2 +  / f 2 — (0 — X)*

Р2 =  0, скорость v > v „ .

функцией тока Ф для

(2 1)

= 1, Ь =  0 легко найти

) + С и (22)

Постоянной С, следует распорядиться так, чтобы в точке разветв­
ления линии тока (носик профиля) 9 =  0. Это условие можно также 
использовать для определения Р. Формулы перехода к физической 
плоскости на нулевой линии тока имеют вид

Предельная линия определяется уравнением

которое для газа (19) и решения (16) принимает вид

(f  — 0  +  Х)3( * - | - 0  — Х) =  Р *  
или

(0 — X)4 -  2*(0 -  X)3 +  2*3(0  -  X) +P'- — t4 =  0.

Эта линия находится вне области скоростей, для которых приме­
нена аппроксимация.
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Внося (9) в (3), (4) и интегрируя каким-нибудь приближенным

методом, получим р,  р, М, v\t. Все эти кривые ведут себя удовлет­
ворительно для рассматриваемой аппроксимации [2].

Представляет интерес комбинация

где постоянные л и  Р  определяются из тех же соображений. Карти­
на течения для этого решения изображена на рис. 3

В числовых расчетах принимали участие студенты-дипломники 
Я. Г. Шлиомовичус и В. П. Карякин.
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4. С. Т о м о т и к а ,  К. Т а м а д а .  Двумерное смешанное течение сжимаемой жид­

кости, часть III, Сб. .М еханика", № 2(12), 1952.

Ф  =  Ф „  + / > . < 1 » , , ,  v ^ O .

Нулевая линия тока имеет вид

V

(а =  0,8, Ь =  0, с =  97,06, t0 =  0,1619).

Рис. 3.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том I63 Серия механико-математическая

ВТОРАЯ ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ДВОЙНОЙ ОРТОТРОПНОЙ полосы

В. Н. ШЕПЕЛЕНКО

В статье рассматривается вторая основная задача плоской теории 
упругости для полосы, спаянной из двух бесконечных полос одина­
ковой ширины: Т (|х| <  оо, h >  у >  0) и Т' (|лс| <  оо, 0 >  у >  — А). Та­
кую полосу будем называть двойной полосой. Условимся все величи­
ны, относящиеся к полосе Т' снабжать штрихами, например Х'х, и'. 
Изложение решения ведется в обозначениях статьи [2]. В данной ра­
боте мы ограничиваемся случаем, когда обе полосы изготовлены из 
одного и того же ортотропного материала и расположены так, что 
их соответствующие главные направления упругости [1 ] ортогональ­
ны друг другу и параллельны координатным осям. Причем в качестве 
ортотропного материала взят материал, характеризующийся комплекс­
ными параметрами вида

=  Э. >  Рз >  0 (0, 1 )
и, следовательно, а |(; =  а2Г> =  0. Легко проверить, что в этом случае 
([1],  стр. 45 — 49)

^1 1  ' ®22> ^2 2  ® П . ®12 —  ® 12> ^ 6 6  —  (9 ,2 )

Далее, так как \>-k являются корнями характеристического уравнения

«I 1 кХ4 +  (2 а |2 +  a M.:) !1' +  0-22 =  0, (0,3)
то

Р? +  Р22-
2 « 1 2 -f- Я,;,;

m  =
a T,

» CO,4)
а х X «и

откуда следует, что

Рх =  Tl, Р:! =  Т-*> Р\ =  Ti == T2. P, =  b  =  Ti.

Ях =  * Pi 7>> q, = P̂a Ti.

я[ =  Ф 1т2 =■■ i Tl
Pi ’

Я 2 = == ,
?2

(0,5)

где величины

Та =  flj! (* -- P 2).
a ,2
a.,

(0,6)

введены для краткости письма.
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1. Р е ш е н и е  з а д а ч и

Пусть на кромках двойной полосы заданы компоненты вектора 
смещения

и =  <р i W ,  ® =  ?2 ( * ) .  y =  h-, 

и =  <?з(-*), ■» =  ?<(■«), y =  — h.
( 1 Л )

Будем считать, что граничные функции ’sJ (x) абсолютно интегрируе­
мы в интервале (— оо, оо), представимы интегралом Фурье и удовлет­
воряют условиям:

<ру ( * ) . | * | Н -  =  0 ( 1 ), а >  0 .
( 1,2)

х\ СО

Граничные условия на основании известных соотношений [1 ], [2] 
запишутся в виде

2 Re [р, F , (г,) +  р 2 F 2 (г,)] =  <р, (х)\

2 Re [?, F t (г,) +  q2 F 2 (г,)] =  <?•,(.*) ) y ~  h

2 Re [p\ F\ {z\) +  q'2 F 2 (z2) =  e3 (jc) |

2 Re [q\ F\ (z[) +  q2 F'2(z'2)\ =  <?4(jc) 1 У

(1,3)

На линии спая у =  0, очевидно, имеем Уу — У , Х у =  X' и =  и', 
v  =  v ' . Эти соотношения дают нам для определения функций F k, Fk 
f k, f'k еще четыре условия:

2 Re [a  F, (z.) + р 2 F 2 (z2)] =  2 Re [p\ F\ (z[) +/>’ F 2 (z2)],

2 Re [qx F x (г,) +  q, F 2 (z2)] =  2 Re \q\ F[ (z[) +  q2 F'2{z'2)\,
0,4)

2 Re [/, (z,) +  f 2 (z2)] =  2 Re [/; (z[) +  f 2 (z ') ] ,

2 Re [ji,/ ,(z ,) +  ! 2̂/ 2 ( z 2)] =  2 Re [ ^ ( z j ) ]  +  p'2f 2(z2)].

Решение задачи ищется в виде (см. обозначения статьи [2])

р к (гк) =  - ± - ^ A k i{t)  ?у (6) z« d\ dt, 

П  (*;) “  ^  J  J Л ( О  <?,. (5) • -  '*> d\ dt,

(1.5)

где Akj  — и A'kj — коэффициенты, подлежащие определению.
Запишем значения функций Fk (zk) и F k (zk) при у =  h имеем;

F* (■* +  Н-h) -  ^  J  j  AkJ (t) b  (£) e" <«-*> z -  « w * dt,

Fk (x  +  r kh ) =  ~
2 it

Л*,- (0  ?y (?) e~ “ z« ^  * rfS dt  =

( 1,6 )
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=  у - е d\dt .

Подставим (1,6) в первое граничное условие (1,3) и представим функ­
цию <?, (х)  интегралом Фурье:

и ( х , h) =  yyj*j* +/»|^'^1у(-0 +
+  р ,  Л2,- (t) +  р ,  С-й Л2у ( - 0  j (?) в" dbdt  =

= ~  j]*/>< ̂  Л " '?' ^  = 2  ̂j
Приравнивая коэффициенты при функциях 9У, имеющих одинако­

вые индексы, получим первую строку нижеследующей таблицы. Три 
другие строки получаются аналогичным образом.

е ‘< £-*) d\ dt.

/=  1 / = 2 У = з II

1 0 0 0

Я Г ^ ‘ А,Г 0 1 0 0

Р' Al t л' -  1 л и 0 0 1 0

Ч\ 1 Ач = 0 0 0 1

Из условий на линии спая (1,4), рассуждая точно так же, по­
лучим:

Pi'Aij — Р\ A\j, q iA lJ =  q'l A'u,

°[Aij — ^iAtJ, !А/Л;у =  р,Ац' ( 1 ,8)

где символ oz =  1 введен для единообразия записи.
Соотношения (1,7) и (1,8) представляют собой при каждом фикси­

рованном значении индекса у систему восьми линейных относительно 
коэффициентов Ау  и A]j уравнений. Эти системы, как нетрудно ви­
деть, имеют один и тот же определитель и отличаются друг от друга 
лишь правыми частями. В дальнейшем, говоря о системе, мы будем 
иметь в виду систему при фиксированном значении индекса у. Систе­
ма может быть значительно упрощена посредством замены:

А и =  -  Ш и  +  л „ ) , л,- =  -  -1- (Ну -  Hej),

A 2 j  =  у  ( Н у  +  H tJ), А у  =  -  у  ( Н у  -  Н у ) ,

(1.9)
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Av = ~ j  (Н„ -  Н у ), A y  =  - j  (Н-„ +  Ну),

А , Г — \  Ш у  -  Н „ ) , А у  -  ±  (Н у  +  Ну).

Введем для удобства записи обозначения:

Р. =  Р, р2 =  в, р; =  - L  =  г .  р; =  4 "  =  s' ’
P i  Р 2

Ti =  Т2  =  Ti T2  =  ь  =  I1*
( 1, 10)

На основании (1,9) и (1,10) левые части первых четырех уравнений 
(1,7) системы примут вид:

Pi  ̂ п  &ц — 7 S p H ij +  7 Q  4~11 So Н у  -f- р- Со Н у ,

Й1 'С н  Аи =-- i {pjx Ср Н у  +  р | х Н у  +  Се Н-л] +  07 СгЯ4у},

Pi ^  Аи =  Т Ну  +  7 C V  Я , ; у +  ;х Ну +  \>-Су Ну,

Я\ ^  А ]. =  —/ {В' .1 Сг- Н у  +  В' |1 5е> Я (;у +  3' 7 Q ' Н у  +  Р' 7 S?< Я 8,},

а четыре последних уравнения ( 1 ,8) системы приведутся к виду:

Н у  +  Н у -  Н у — Н у  =  0,

Р Н у  +  в Н у  +  о' Н у  +  р' Н у  =  о,
7 Н у  +  <1 Н у  — 7 Я (,у -  <х Я 8, =  С,

Рр  Ну  +  07 Ну  +  В' ;х Ну  +  3' 7 Ну  =  0.

Коэффициенты //iy (s =  1 , 2,..., 8) определяются по формулам:

( М , )
где 5  ( )̂ — определитель системы, (t) — алгебраическое дополне­
ние элемента e SJ(s — номер столбца).

Легко проверить, что если умножить 5-й и 7-й столбцы опреде­
лителя S  (£), который мы не выписываем в силу его громоздкости, 
на — ЗВ и прибавить четыре последних столбца соответственно к пер­
вым четырем, то мы получим определитель, содержащий в левом 
нижнем углу определитель четвертого порядка, элементы которого 
суть нули. Отсюда следует, что

где
S ( t ) = D ( t ) - L ,

д = - P ' 5 ' (7 -  р)2

7$Р 7 Со pSs I1 Се

* Рр с э г‘3р Sp /В7 Со г'В 7 So

— JpY So' 7 Су ■— г'Ви Sy Р Су
i Pp Су — iV [х Sy i 37 Cr -  г 3' 7 Sy

( U 2 )

(1,13)
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Обозначая через Dsj(t) алгебраическое дополнение элемента esj ( s — 
номер столбца) в определителе D (t),  аналогичным образом найдем:

Ssj =  Dsj Д (s, у =  1, 2,3,4) (1,14)

S-,j =  — 3 8 Д уД, Se,j =  D>j Д, S-j — D sj Д, S8j =  Dtj Д .

На основании (1,14), (1,11) и (1,9) имеем для определения коэф­
фициентов Asj и A'sj ( J , s =  1 , 2, 3, 4) следующие формулы:

А ч  =  +  D y ) ,  A \j  - ^ ( Р 3 А , /  +  А , ) ,

А У  -  ~  < А /  +  А Д  Д ,  =  J - W D „ +  А Д
(1,15)

Ay =  - ^ ( D, i - Dv). К ,  =  »■8 A y  -  Dy).

a “ =  ~ z d  (0,/ “  A y )' • A«  =  “  ^  №S ° ч  ~  °«/>-

Смещения и напряжения в полосе (см. [1], [2]) с помощью пре­
образования ( 1 ,6) и обозначения ?] =  е"у можно записать так:

« ( * , У)  =  ^ -  f  J P i  тс*1 Alf<?j e l,^ -X) d\ dt,

V X̂’ y )= = ~ 2 ^ f f  4l ТГ'11 ^  il~X) ^  d t '

Y y {X ' У )  =  2 Т Л ( _  U )  ^  A l i  •'  6 “ “  0  d 5 d t ’

- J r y(Jc,y) =  - ^ - J J ( - « ) M - ,‘' 'i4 y T̂ « ( 5 — ) d \ d t ,  (1,16)

( y ,  * )  =  ^ 7  JJ ( -  U) At, b e“(5"  dt-

Аналогично выразятся смещения и напряжения для полосы Т , нужно 
лишь всюду поставить штрихи у ц,, p h q h Atj. В связи с этим в даль­
нейшем будем рассматривать смещения и напряжения лишь в поло­
се Т.

Замечаем, что смещения и напряжения (1,16) выражаются по­
средством одной и той же формулы

А =  ~  j f  а ,  -ц-ъ A,j e il <; -  *> dt dt. (1.17)

Если здесь расписать сумму по I под интегралом и выполнить эле­
ментарные преобразования с учетом зависимостей (1,15), то получим
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где Tj (t, у) — определитель, получающийся из определителя D (t),  ес­
ли в нем заменить у'-ую строку на строку с элементами:

-i- (а , -ц-ъ — а 3-ц-*>), ( а 4 т г 14 - f  а 3 ip 1**),

у  (а2 *1“"* — a i Т 14). («2 •'Г14 +  «4 •'Г’1*).

(1,19)

Величины а { для смещений и напряжений (1,16), очевидно, име­
ют вид:

( 1,20)

и а, =  а3 = V fl*> — =  Ц*l J
V ll\ ~  fl j = a 2 =  — a 4 =  /o-j

У У О. j  —= ДД ~ Й-j — —= — it

Ху а  | —■ =  рг. a., =  — a f =

х х 11̂ -— Йд *—i t rf fl-2 =  O4=  /Х02

Соответственно у-ая строка в определителе Tj ( t ,y )

и Т ^ . *т q , 1*5?, t* Q

V *Р l * q , Д т Д гоТ

Уу -  i t s ; - * q - i t s ; — it  c ;

х у $t С; , b t c ; o t s ;

х х «P2S?, i t ?  q , i t& C t0 0

( 1,21)

Обозначим определители T j(t ,y )  для и, v, Y v, — Х у, Хх соответст­
венно через Гj i j ,  Оу, V}, Wj. Для дальнейших рассуждений удобно 
ввести в рассмотрение следующие обозначения: обозначим через

D , Гу, xj, Gj, V), Wj определители, получающиеся соответственно из 
определителей Д  Гу, Xj, Gj , Vj, Wj, если в них опустить все множи­
тели i =  у __1 , стоящие перед элементами одной, двух или трех строк.
Очевидно тогда, что

£ > = - Д

Г 2 =  Г 2 i, Г,  =  -  Г„ Г3 =  -  Г 3, Г 4 =-- i Г 4,

Xi =  —  *”^i> ^ 2 =  —  Хг, =  i  * з ,  Xi =  7л

Д  =  — г'Д, Д  =  — Д , Д  =  — г'Д, G4 =  — Д ,  

V1 =  - V u Vt =  - i V „  Va =  — Va, V4 =  i:Vit

( 1,22)
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Г ,  -  -  iWu W2 =  -  W2, W3 =  — iW3, W4 =  -  Wt.

Далее, нетрудно проверить, что функции D, Г,, Г 3, G2, G4, W2,

W {, /_2, /.4, Vu V3 являются четными функциями переменной t,

а функции Г2, Г 4, Хь Хз» б ,, G:j, V2, Vf , Wu W2 являются нечетными 
функциями переменной t.

Используя зависимости (1,22), разложим теперь компоненту и век­
тора смещения на действительную и мнимую части. Имеем

и (х , у) =  —  Г Г L d h A  » . (g) eim-x) d\ dt =
2 * 0  J  D (t)  YyW

=  l iT  J  J  tpl̂ " ^  C° S t  ^  ~  X ^ +

+  (Г 2 <?2 +  Г 4 ®4) Sin t  ($ — x)}
d l d t

D

1 <P1 +  Г 3 ?з) sin t (S — x) — (Г , <P, +  1\ C?4) c o s t  (S—x)}d \ d t
D

Поскольку функция под интегралом в Im и есть нечетная функция 
переменной t, то 1т и  =  0, и мы получаем первую из нижеприведен­
ных формул (1,23). Четыре других формулы устанавливаются анало­
гичным образом. Итак, имеем:

« ( х ' у ) = J J{f? 1 + ?3 ъ )  cos t { * ~ х ) +
- г  (Г2 ®2 +  Г 4 »4) sin t (l — х)}

d l  dt
D

(1,23)

V (*> У) =  “ ■ j  j* {(^2 ® 2  +  *4 <p4) cos t ( ' -  x)

(Xi ¥i +  Хз ?я) sin t(\ — x )}
d\ dt  

D

у  у (X,  У) =  ^  j  j  U 0 2 ?2 +  0 4 ? 4) cos t (? — x) —

(Gi 9, +  G3 93) sin t { l  — x )}
d ; dt  

D

-  X y (x, y ) = ^ j j  ( ( Vi ?i +  Ts) cos t (5 -  x)

+  ( v 2 ®2 +  VA <p4) sin t { \ — x )}
d l d t

D
JO. Труды ТГУ, том 163.
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(X, у) j f  {( w 2 ? 2 +  WA ?|) cos t($ - X ) -

+  W 'aV O  sin  ^ (5 — a:) }
d\ dt  

D

II. И с с л е д о в а н и е  р е ш е н и я

Из (1,13) нетрудно видеть, что £>(0) =  0. Поэтому точка  ̂=  0 
может оказаться особой для подинтегральных функций в (1,23). Ис­
следуем поведение подинтегральных функций в окрестности точки t= 0 .

Разлагая определитель D (t)  по элементам последней строки, после 
элементарных преобразований получим:

D (t) =  2 3 о [х‘- у  3 о /га, т[ 4-----— т2 т,
№

(2 , 1)
/Из нг3 -  /и., пг4,

где

т.

иг, =  ~  (MSV +  NS„), т\ =  \  {MS0> +  NSU-),

-  -  y  (MSV -  NS„), m'2 = -  (MS4. -  NSU•),

m,  =  - i -  ( M C V -  N C U), /и; =  -  ~  ( M C v  +  N C „-),
m, =  -  - i-  (ЖС„ 4- A 'CJ, иг; -  -i-  (AfC„- -  

Л4 =  Pp'-’ — 872, A  =  pa2 +  о-р, гг =  p — o.

v  =  p 4- г, гг' =  p' -  S' =  -  —  , == p' 4-- о' =  -5_  .
pi p8

(2,2)

(2,3)

(2,4)

Пользуясь известными формулами гиперболической тригонометрии 

2 St, С;j =  Sa + 3 -j- Sa_3, 2 Ca S3 =• Sa + 3 — Sa_.3,

2 Sa S 3 =  Ca+3 — С„_з, 2 Ca C3 =  C«+3 -f- C„_3, 

можно установить, что

— нг3 иг; =  иг., иг! 4- —  {М 2 CV. V’ — N 2 С„+„- 4- Л4Л/ (C»+U' — C„-v)},
4

/Hj /и; =  иг, т\ 4- —  (Л42 Cv- v< — А'2 Сы+и- — MN  (Сг.+г,- — С„_г,’)}. 
4
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Подставляя т3т'3 и m i т\ из этих равенств в (2,1), найдем:

D (t ) =  (38 +  1) +  1 j  т., т'2 f

* +  - J  {М 2 C?- v> -  N2 Си+и. +  4 №  т-}.

Исследуем знак фигурной скобки. Так как 4 ро р2 у  =  N- 
ражение в фигурной скобке можно переписать в виде

(2,5)

М 2, то вы-

( . . . }  =  Г- А» { М 2 (v  — v')2 ■ С у —v'  1

th\2
№ (и  +  и')'\2 Cu + u' — 1 

\(u-\-u') thy

Вычислим разность коэффициентов, стоящих перед дробями в фигур­
ной скобке, имеем (см. (1,10) и (0,4)):

M 2(v — v')2 — N 2(u + и')2 .=

=  4 Д ‘ » (р8 -  I ) 2 (З2 —  82)2 (2/. -  З2 -  82) (X2 —  З2 о2) .
38

На основании соотношений (0,4) произведение двух последних 
круглых скобок в этом выражении может быть выражено через упру­
гие постоянные:

(2 X — З2 — о2) (X2 — З2 §2) =  — a i2 ~  дч й2Я
«и а?,

По свойству упругих постоянных [4] это произведение строго поло­
жительно. Отсюда следует, что, поскольку функция (ch a— ^ / ^ —мо­
нотонно возрастает с ростом |a[, а | v  — v' >  |u4- и'\, выражение в фи­
гурной скобке при значениях t ф 0 строго больше нуля. Пользуясь 
монотонностью функции sha/a легко установить также, что /га, т\ > 0,

т2т ’2> 0  при t Ф 0. Таким образом, D ( t ) > 0 при ^¥=0. Разлагая функ­

цию D (t) в ряд Маклорена, находим:

D (t ) — a212 -f- a-, t ‘ -j- ...,

a2 =  4 h2  ̂ 38 +  j  a}, (32 -  52) (2 X -  32 -  82) (X2 -  32 62) >  0. (2,6)

Остальные коэффициенты в разложении (2,6) мы не вычисляем, ибо 
в дальнейшем они нам не понадобятся.

Исследуем теперь поведение определителей Гу, Ху, Gy, Vy, ITy 
в окрестности точки t  — 0. С целью сокращения дальнейших вычисле­
ний введем в рассмотрение четыре вспомогательных определителя

*)y(f,y); Чу it, у) -  определитель, получающийся из определителя D (t), 
если в нем заменить у'-ую строку на строку А, В, С, D, где А, В, С, 
D  суть функции, зависящие от t  и у. Заменяя в т]у строку А, В, С, 
D  на строки (1,21), предварительно опустив в них все множители i, 
стоящие перед элементами второй, третьей и пятой строк, мы полу­

чим соответственно определители Гу, Ху, Gy, V} Wf .
ю*.
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148 В. Н. Шепеленко

Введение определителей уу. позволяет свести исследование сорока 

определителей Г,-, '/;> VJt Wj ,  Гу, yj, G'j, VC, W ’j к исследованию 
лишь четырех определителей t\j. При исследовании определителей 

Gj, Vj, Wj удобно положить А =  at, В  — bt, С =  c t , D — dt, тогда

4 V ,y )  =  t -Q j( t ,y ) ,  (2,7)
где 0у (t, у) — новый определитель. Разложим функцию rtJ( t ,y )  в ряд 
Маклорена по переменной t, имеем

Чу (С У) =  Чу (О, У) +  Чу (0, y ) t  +  -\- f\j (О, у) t2 -г ... =

( 2,8)

=  в у ( о , у ) ^  +  е ; . ( о , у ) ^  +  . . .

Далее, легко проверить, что 0у(О, у) =  0, откуда следует, что

- J L  =  aU) +  оСЛ t +  аО) t* +  ..., =  =0> (у), (2,9>
Д (0

т. е. точка ( =  0 не является особой для подинтегральных функций 
в интегралах, выражающих напряжения.

Переходим к исследованию поведения в окрестности точки t =  О 
подинтегральных функций в интегралах, выражающих смещения. Про­
изведя элементарные вычисления, нетрудно показать, что

Чу (О, У) =  О,

4 i(0 ,y )  =  - 4 ; ( 0 , y )  =  A(22 72 - P V ) Р Р С„), (2,10)

42 (0. у) =  -  44 (0. у) =  2 h Р3 ( г  -  7") (р В0 — 7 Д,),
где А0, В 0, С0, Д 0 — значения функций А, В, С, D при t — 0. Из (1,21) 
и сделанного выше замечания относительно множителя / =  |/ _  i сле­
дует, что

А0 Во С,, А ,

Гу 0 7 0 р

Ъ Рр 0 <\
0 7 0

откуда видно, что и в этом случае
Чу (А У) -  УР t2 +  х(/') С +  ... , (2,11)

т. е. точка t — 0 не является особой для подинтегральных функций 
и в интегралах, выражающих компоненты вектора смещения.

Опираясь на принятое условие (1,1) так же, как в [4], можно 
показать, что интегралы (1,23) сходятся и дают решение задачи.
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

_______________________________имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

ТАБЛИЦЫ ФУНКЦИИ ДЛЯ ОДНОГО ВИДА ТОЧНЫХ ЧАСТНЫХ 
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИИ ПЛОСКОГО БЕЗВИХРЕВОГО 

ДВИЖЕНИЯ ГАЗА

Е. Д. ТОМИЛОВ

В работе (И показано, что существует класс точных решений 
уравнений плоского безвихревого движения газа, характеризующийся 
тем, что для него функция тока представима в виде

2я+ 1
V  =  \  0 ”Я ,  (а ) ,

VssO

где п — целое неотрицательное число, в  — угол наклона скорости 
к оси д:, а функции А  зависят только от переменной Чаплыгина о —

а

%

I <1 = 2 - 4 , -
2  т

здесь
1 х -  1 _  1

* ■ -1  ’ ; ■'•“ . + 1 - 2 Р +  1

х — показатель адиабаты, v  — скорость, v m — предельная скорость 
в газе, т;5 -значение т, отвечающее скорости звука.

При этом функции Я„(з), а также полученные в указанной рабо­
те выражения координат точек физической плоскости течения выра­
жаются с помощью функций:

J (Г

/г2<— 1 =  j  К d a, F i t  =  j  F 2i - i d a , (1)

0 -2/—i =  f K G n —i d z ,  G2i — J  G2i—\d<3 (2)
a ,  a ,

(< =  1,2, . .. .  я),
причем

<"o =  1 > G 0 =  о  a0,

o0 есть значение о при произвольно выбранном значении т =  т0, 
а К  есть известная функция Чаплыгина:
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150 Е. Д. Томилов

к  1 — (2 Р - Н ) т  
(1 —х)2Э + 1

Функции (1) и (2) — одни и те же для всех задач, поэтому желатель­
но иметь их таблицы. Ниже такие таблицы даются при i =  1, 2. При 
этом было принято * = 1 , 4 ,  а0 =  0; последнее удобно для расчета 
околозвуковых движений данного типа. Для принятых значений 
входной переменной т даны также значения G0 =  o и переменной^, 
входящей в формулы для координат и равной

0 = 0 -  'О-*'1-
Функции о, F ,, F 2 и G, вычислены по указанным в [1] форму­

лам для всего возможного диапазона значений т. Функции G2, F 2, F i 
и G4 вы ч и с ля л и с ь  путем разложения каждой функции в ряд Тейлора 
в окрестности предыдущей точки, имеющейся в таблице, если идти 
от точки к точке в обе стороны от скорости звука, то есть от 
1 — 1/6 =  0,16666... и з= 0 . Эти вычисления были проделаны для всей 
дозвуковой области, в сверхзвуковой же они были доведены лишь 
д о  т =  0,40, ибо, начиная с этого значения, интервал между последо­
вательными значениями т, принятыми в таблице, был увеличен в пять 
раз, что сделало затруднительным применение данного способа. 
Функция же G:s, как и G ,, была определена по общей для всех 
G с нечетными индексами формуле (3.6) работы [1].

Упомянутые ряды Тейлора можно взять в виде

(G2)/+i =  (G2), +  h (G,), +  ^  (K  °)i +  fj- ( * '°  +  K)i +

A4 A5
+  — (K"° +  2 K'), +  -  (K'"o +  3 K")l +  ....

4! 5!

(/=■3)1+1 =  (F3), +  h (K F2), +  (K'F2+ K F ,) ,  +  ~  (K”F 3 +  2K'F , +  K \  +
Z/\ О!

+  — (KmF,  +  3 K " F t +  4 K'K), +  — ( K ^ F ,  +  4K"'Fl+7K "K+A K'2)i +  .... 
4! 5!

(/=■4)1+1 =  (FA)t +  A (F3), +  kl  (KF2)i +  ^  (K'FS +  KF,), +
£t\ o !

+  -  ( K " F ,  +  2 K ' F ,  +  K 2)i  +  —  ( K ' " F ,  +  3 K " F ,  +  4 K ' K ) , +  . . .  
4! . 5!

(G«)i+i =  (Gt), +  h (G3), +  £  {KG2)t +  £  (K'G2 +  KG,), +
A\ о !

+- (ff"g 2 +  2K'G, +  К 2 о),- +  — (K"'G, +  3 K"G, +  4K 'K °  +  K 2), - f
4! 5!A6

+  — (k <iv>g , +  4/(/"g1+ 7 K " a:o+  4а:,2з+ 6 а:я ,) ,+  •••■
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т q з F, G t

0
0,001

1
1,00250

О С

2,36369
О С

2,22664 2,77041

0,005 1,0)261 1,56396 1,42700 1,20004

0,010 1,02544 1,22360 1,08693 0,726040

0,015 1,03851 1,02706 0,890871 0,505402

0,020 1,05180 0,889387 0,753880 0,374130

0,025 1,06534 0,783960 0,649340 0,286661

0,030 1,07912 0,698921 0,565397 0,224419

0,035 1,09315 0,627944 0,495731 0,178198

0,040 1,10744 0,567254 0,436570 0,142841

0,045 1,12200 0,514415 0,385485 0,115210

0,050 1,13682 0,467764 0,340817 0,0932723

0,055 1,15192 0,426114 0,301386 0,0756473

0,060 1,16729 0,388592 . 0,266321 0,0613622

0,065 1,18296 0,354531 0,234965 0,0497098

0,070 1,19893 0,323414 0,206804 0,0401629

0,075 1,21519 0,294832 0,181436 0,0323199

0,080 1,23177 0,268454 0,158537 0,0258693

0,085 1,24867 0,244010 0,137843 0,0205657

0,090 1,26589 0,221277 0,119137 0,0162128
0,095 1,28345 0,200066 0,102238 0,0126517
0,100 1,30135 0,180220 0,0869953 9,75234-Ю-з

0,105 1,31960 0,161603 0,0732802 7,40732-Ю-з
0,110 1,33821 0,144098 0,0609841 5,52694-Ю-з

0,115 1,35719 0,127605 0,0500139 4,03574-10-3

0,120 1,37655 0,112036 0,0402898 2,86974- Ю-з

0,125 1,39630 0,0973122 0,0317429 1,97427-Ю-з

0,130 1,41645 0,0833671 0,0243137 1,30231 - Ю-з

0,135 1,43701 0,0701398 0,0179507 8,13143-10—4
0,140 1,45799 0,0575765 0,0126093 4,71292-10-4

0,145 I ,47940 0,0456290 8,25110-Ю-з 2,45649-10-4
0,150 1,50125 0,0342542 4,84256-Ю-з 1,08777-10-4

0,155 1,52-356 0,0234130 2,35497-Ю-з 3,63380-10-5

0,160 1,51633 0,0130701 7,63612 10—1 6,61031-10-й

2,49268 
1,03174 
0,603928 
0,409575 
0,296361 
0,222396 
0,170749 
0,133094 
О,104805 
0,0830890 
0,0661494 
0,0527775 
0,0421281 
0,0335923 
0,0267204 
0,0211733 
0,0166906 
0,0130694 
0,0101495 

7,80279-1 0 -3 
5,92599-10-3 
4,43499- Ю - з  

3,26077-Ю-з 
2,34630-Ю-з 
1,64416-Ю-з 
1,11470 1 0 —3 

7,24651 • К)-4 
4,45913-10—1 
2,54710-10-4 
1,30841-10-4 
5,71005-10-5 
1,87987-10-5 
3,37018-10—0

G G

2,15538
0,610381
0,285909
0,165533
0,105210
0,0704775
0,0487994
0,0345421
0,0248197
0,0180150
0,0131610

9,64982 Ю-з
7,08408 Ю-з
5,19601 Ю - з

3,80046 Ю-з
2,76672 Ю-з
2,00093 Ю -з

1,43473 Ю-з
1,01773 Ю—з
7,12467 10-4
4,90838 10-4
3,31663 10-4
2,18911 10-4
1,40420 10-4
8,69604 10-5

5,15416 10-5
2.88886 10-5
1,50506 10-5
7,10123 10-6
2,90870 10-6
9,58763 10-5
2,17049 10-5
2,18520 • Ю -з

Р,

1,86549 
0,498938 
0,224082 
0,125352 
0,772104 
0,0501885 
0,0337357 
0,0231792 
0,0161587 
0,0113701 

8,04406-Ю-з 
5,70422-Ю-з 
4,04373-10-3 
2,85898-Ю-з 
2,01153-10-3 
1,40534-Ю-з 
9,72770-10-4 
6,65548.10-4 
4,48905-10-4 
2,97610-10-4 
1,93267-10-4 
1,22432-10-4 
7,52778-10-5 
4,46391-10-5 
2,53215-10-5 
1,35915-10-5 
6,80064-10-6 
3,10464-10-6 
1,25178-10-6 
4,22819-10-' 
1,08824-10-' 
1,75080-10-8 
1,02274-10-д

G,

1,25364
0,231495
0,0836647
0,0401145
0,0217741
0,0126701
7,70012 Ю-з
4,81560 Ю -з

3,06987 Ю-з
1,68171 Ю-з
1,28905 Ю -з

8,41590 10-4
5,49670 10-4
3,58096 10-4
2,32061 10-4
1,49193 10-4
9,48957 10-5
5,95444 10-5
3,67410 10-5
2,22134 10-5
1,31046 10-5
7,50607 10-6
4,14897 10-6
2,19630 10-6
1,10255 10-6
5,18068 10-5
2,23797 10-5
8,6616 10-8
2,8885 10-8
7,7898 10-9

1 1,5163 10-9
1,67959 10- ю
5,51687 •10-12

F4

1,04929
0,181718
0,0628100
0,0290982
0,0153340
8,68728 Ю-з
5,15017 Ю-з
3,14626 Ю-з
1,96127 10-3
1,23904 Ю - з

7,89274 10-4
5,04901 10-4
3,23257 10-4
2,06513 10-4
1,31277 10-4
8,28114 10-5
5,16947 10-5
3,18408 10—5
1,92891 10-5
1,14514 20-5
6,63442 10-6
3,73230 10-6
2,02642 10-6
1,05376 10-6
5,19684 10-5
2,39906 1 0 - 5

1,01822 10-5
3,87200 10-8
1,26874 10-8
3,36207 10-9
6,43031 10-10
6,99907 10-11
2,25898 10-12

0,582033
0,0700738
0,0195663
7,79005 Ю-з
3,62522 Ю-з
1,84175 Ю-з
9,88684 10-4
5,50500 10-4
3,14188 10-4
1,82300 10-4
1,06878 10-4
6,30078 10-5
3,71998 10-5
2,19167 10-5
1,28426 10-5
7,46060 10-6
4,28268 10-6
2,42092 10-6
1,34256 10-е
7,27326 10-7
3,83034 10-7
1,94949 10-5
9,52096 10-8
4,42222 10-8
1,93110 10-8
7,8081 10-9
2,8626 10-9
9,2338 1 0 - т
2,5034 10-19
5,2993 10-п
7,6686- 0-1-!
5,74962 Ю - 1 3

1,04387 •10-14
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GF,

0,1*1655 1,56958 3,19363-10-3 4,74193-10-3 1,00796-10-7 5,06441-10
), 16665... 1,57744 0 0 0 0

0,15170) 1,59333 -6,24560-Ю -з 1,88559-10-3 -7 ,87657-10-7 -3 ,90006-10
0,11755 1,61758 -0,0152742 1,17213-10-3 1,20323-Ю-з -5 ,87107-10
0,1480) 1,64235 0,0239165 2,98590-Ю-з 4,82243-10 -7 -2,31878-10
0,14855 1,66765 0,0321948 5,62006-10-3 1,22768-10-* 5,81685,10
0,1490) 1,69351 0.0401296 9,06703-Ю-ч 2-48049-10—4 -1,15807-10
0,11955 1,71993 0,0477400 0,013)5213 4,35583-10-4 -2 ,00377-10
0,2G0 1,74693 0,0550434 0,0183793 6,96138-10-4 -3 ,15524-10
0,221 1,80274 -0,0687929 0,0309012 —1,47629-10-3 -6,49489-10
0,222 1,86107 -0,0814942 0,0466381 -  2,66354-Ю-з 1,13720-10
0,223 1,92209 0,0932480 0,0656205 -4 ,3 2 6 6 8 -И)--'* - 1,79230-10
0,224 1,98594 —0,104142 0,0879013 -6,53023-Ю-з 2,62398-10
0,225 2,05280 0,114253 0,113555 9,33606-10-3 —3,63796-10
0,226 2,12286 0,123649 0,142678 -0,0128046 -4,83731-10
0,227 2,19631 -  0,132390 0,175385 0,0169962 6,22301-10
0,228 2,27336 0,140529 0,211814 . -0 ,0219716 7,79446-10
0,229 2,35426 0,148115 0,252122 0,0277932 9,54980-10
0,350 2,43924 0,155189 0,29)1489 0,0345258 0,0114862
0,3il 2,52858 0,161792 0,345117 —0,0422371 —0,0136002
0,3i2 2,62257 -  0,167958 0,398232 0,0509987 —0,0158876
0,353 2,72153 - 0,173718 0,456086 0,0608866 0,0183439
0,354 2,82579 -  0,179102 0,518959 -0,0719821 —0,0209642
0,3(5 2,93573 0,184135 0,587158 0,0843726 . —0,023743(5

0,36 3,05176 0,188842 0,661026 0,0981522 -  0,0266769
0,37 3,17430 0,193244 0.740937 0,113423 0,0297587

0,38 3,30385 0,197362 0,827308 0,130296 0,0329837
0,39 3,44093 -0,201215 0,920593 0,148891 -0,0363465
0,40 3,58610 -  0,204820 1,02130 0,169340 -0,0398420

0,45 4,45752 -0,219633 1,65767 -0,304956 —0,0591246
0,50 5,65685 0,230191 2,59290 0,515901 -0,0809613
0,55 7,36154 —0,237630 3,99053 0,843485 -0,104782
0,150 9,88212 —0,242774 6,14056 — 1,36069 -0,130084
0,65 13,7984 -  0,246238 9,59014 -2,20503 -0,156427
0,70 20,2860 —0,248483 15,4585 15,65774 —0,183428
0,75 32,0000 —0,249862 26,2943 •6,35919 -0,210755
0,80 55,9017 -0,250645 48,9318 12,0264 -0,238110
0,85 114,755 -0 ,251040 105,256 —26,1581 -0,256274
0,40 316,228 —0,251202 301,264 75,3861 —0,292009
0,15 1788,85 0,251247 1753,21 —440,170 —0,318148
1 ,Ю

1 ^
-  0,251251 00 О С —0,343552

G, F. GG, F;. G:; F*

8,07115-10 и
0

9,59044-10-13
0

1,27316-10-15
0

5,12251-10-16
0

1,22265-10-9 -2 ,9 5 1 1 4 -Ю -ч 7,71619-10-11 3,05057-10-14
4,52737- 10-я -2 ,77514-10-9 1,78704-10-11 6,94199-10-12
2,81590-10—" -2 ,8 0 5 7 4 -1 0 - « 2,84881-10-ю 1,08736-10-Ю
9,56316-10-' —1 ,33127 10-7 1,83220-10-9 6,87121-10-*»
2,38655- Ю-о -4 ,29700-10-7 7,42184-10—9 2,73483-10-в
4,94000-10-6 -1,09771-10-6 2,27097 • 10-8 8,22149-10-9
9,01865-10-6 -2 ,39654-10-0 5,7553-10 8 2,04698-10-8
2,34570-10-5 -8 ,37606-10-6 2,54775-10-7 8,74521-10-8
4,91811-10-5 -2 ,23538-10-5 8,16138-10-7 2,70314-10-7
8,96386-10-5 5,00633-10-5 2,11874-10-6 6,76991-10-7
1,48106-10-) 9,91593-10-5 4,74720-10-6 1,46298-10-6
2,27610-10-4 1,79376-10-t 9,54113-10-6 2,83522-10-6
3,30886-10—* - -3,02687-10-* 1,76431-10 5 5,05390-10-6
4,60360-1()—‘ -4,83478-10—4 3,05478-Ю-з 8,43265-10-6
6 . 18154-10-) 7,38734-10-* 5,01534-10-5 1,33375-10 -з
8,06090-10 * 1,08826-Ю-з 7,88158-10-5 2,01851-10 з
1,02571-10-3 -1 ,55492-10 з 1,19408-10-4 2,94397-Ю-з
1,27828-Ю-з 2,16492-Ю-з 1,75383-10- ‘ 4,16106-10 з
1 ,56485-Ю -з 2,94817-10 з 2,50847-10-* 5,72486-10-3
1,88621-10 з —3,93858-10 -з 3,50637-10 1 7,69426-Ю-з
2,24296-Ю-з -5 ,1 7 4 5 5 -1 0 -з 4,80409- К)-* 1,01316-10-4
2,63553-Ю-з 6,69946-10 з 6,46740-10 4 1,31024-10-*
3,06416-Ю-з -8 ,56218-10  з 8,57237-10-* 1,66749-10-4
3,52894-Ю-з -0,0108177 1,12067-Ю-з 2,09199-10-*
4,02984-Ю-з —0,0135281 1,44712-Ю-з 2,59101 -10-4
4,56670-Ю-з -  0,0167628 1,84812-Ю-з 3,17204-10-4
5,13923- Ю-з
8,52148-Ю-з
0,0127105
0,0176043
0,0230870
0,0290386
0,0353409
0,0418815
0,0485560
0,0552696
0,0619387
0,0684921
0,0748734

—0,0206002 2,33691 -Ю-з 3,84270-10-4

5,82799 •10-19
0

6,83860 10—47

-  3,83430 10-14
-9 ,47379 10-13
-8 ,1 1 7 7 - 10-12

-4,0565- 10-и
-1 ,46116 • 10-10
—4,2245 1Q—10

-2 ,2876- 10-9
-8 ,4933 -10 -9
-2 ,46734 10—8
—6,03550 10-8
—1,30037 10-7
-2 ,54165 10-7
-4 ,59975 10-7
—7,82179 10-7
— 1,26350 10-6
-1 .95506 10-6
-2 ,91665 10-6
—4,21682 10-6
-5 ,93295 10-6

8,15117 10-6
-1 ,09662 10-5

1,44812 10-5
1,88074 10-5

-2 ,40639 10-5
—3,03774 10-5
-3 ,78815 10-5
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Таблицы функций для одного вида точных частных решений уравнений 151

Здесь индексом i обозначено значение соответствующих функций 
в предыдущей точке таблицы, h=<3i+ l — ah К', К",... есть производ­
ные от функции К  по переменной о.

Во избежание набегания ошибок при вычислениях функций 
с большими индексами, а также для получения достаточного числа 
верных знаков в околозвуковой области, вычисления пришлось вести 
с большой точностью. Поэтому значения исходной величины

г =  V T = 7 ,

через которую определяются функции з, F t и F.,, а также значения q, 
функции К  и ее производных определялись с "Ю-ю значащими циф­
рами, F u F 2 и G, — с 9-ю, G2, F 3 с 8 - ю , F a и G4—с 7-ю значащими 
цифрами, за исключением околозвуковой области, где верных полу­
чалось для всех функций лишь 5 —7 цифр.

В таблице даны округленные до 6 значащих цифр значения всех 
функций, причем только тех, которые необходимы для определения 
координат в физической плоскости (например, не даются значения К  
и ее производных).

Для проверки было проделано вычисление функций F 3 и G2 
в околозвуковой области 0,135 <  т < 0 ,1 8 5  путем разложения 6 ряд 
Тейлора в окрестности о =  0. Получилось практически полное сов­
падение результатов. Для крайних значений была проведена оценка 
остаточных членов рядов, взятых в форме Лагранжа. Оказалось, что 
при т =  0,135 ошибка в F 3 будет менее 0,24%, от истинного значения 
F 3, а при т =  0,185—менее 0,38%, для функции же <?2 получились 
значительно более лучшие результаты, например, при т =  0,185 отно­
сительная ошибка будет менее 0,006%

ЛИТЕРАТУРА

1. Т о м  и л о в  Е. Д. Об одном виде точных частных решений уравнений плос­
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШ ЕВА

Том 163 Серия механико-математическая

ПОПРАВКА К СТАТЬЕ «ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНИИ ОДНОГО 
ФУНКЦИОНАЛА НА НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ОГРАНИЧЕННЫХ 

ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ»

М. И. РЕДЬКОВ

В упомянутой работе, опубликованной в „Ученых записках" Том­
ского госуниверситета № 36, 1960 г., на страницах 44—46 без дока­
зательства приведены точные оценки функционала

/ = R e In
wxf ' ( w y - x

tp(zw)x

в классе S,(j3), причем в указанных там формулах допущены некото­
рые ошибки. Эти результаты следует сформулировать так:

шах / =

/,(а,), если Х >  1 , а также если 
A(r) =  fi(a ,) при 2,/3 < Х < 1 ;
/r,(Po,;c), где р0 и х  определяются системой уравнений

1+&0*
d l  | о
dpo 
при 5

/зЫ ,

О, In 1/3 =  р {х ,  г, ри), если А(г) >  £ (« ,), 3 <

3 <  д <  1 ;
где р0 определяется 

1+?»♦

уравнением d h
dp,.

( p j  у н ­

если

l—р.*
при X< 1 ;

/12(р0, х), гдер,, и х  определяются системой уравнений
d l  12 

d p 0
'+Рм

=  0 ,

In 1/3 =  g(x, г, р0), если А,(г) >  Д,(а,).

, ^  2при /. <  - -  ;

/2(а2), если A i ( r ) < 5 , ( a 2) при Х</2/3.
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Поправка к статье 153

min / =

/,(а,), если /- <  

/4(р01). если

3 - а \  

2
3 - а \

О .
3 - а ?  ’

12(а >), если
3 - а 2

< 1 , а также если

Л ,(/-)< при >->1 ;
d l  | о

0а'), где р0 и д: определяются системой —— =  0 ,
d p  о

In 1/Р =  ?(•*, г, р0), если Л,(г) > £ , ( а , )

1 4- Ро«» 

1 ” Ре**
при /. >  1

1 / \ л/3(р„), где р0 определяется уравнением т -2- =  О

если р ] при а >  1 .

1 + Ро»* 
1 — Ро**

Фо

1 —2Х / 1 _  r  1 r t )  \ 1 - Х

Здесь введены следующие обозначения: 

/,(а,) = 1п

=  In

1 +  г 1 -  а,

'аг \ |-2)‘/ 1 +  г  1 — а_, \‘-И
к г ) \ 1 — г 1 +  а-,

, ) - 1д( ( Ь р Г  < ' - ^ д
I W  [ Р ( 1 - г= ) ( 1 - р5) \ г

1-л* 1-х

Ai(po) =  1П

л ы  =  in

1 —  Ро 
1 -  Г2

2 \ 1 - Х

+  ( In —
In Р V Ро

, З Х - 2 1 -  Г*» \ 1-х 1

! - . * § /  Р‘- Ч

, , 1  —  д : . г  , - * ( 1 - 1 - Р о )2/К*. Г, ри) =  — —  1П -  +  1П V ,
l + x  X р о ( Н - х ) 2

, . 1 +  Jf . Г . . JC( 1 — р0) 2Я(х, г, о„) =  — —  In ------1 1 п ■
1 — X X

А(г) 4 г
( 1 - г )2

7, , Л,(Г) =

р0(1 +  х ) 1 

4 г
0  +  г )2
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154 М. И. Редьков

В (а1) =  -

5 ,(а 2) =

ЗХ
1 -  X

2 — ЗХ
1

1 -f- оц
1 — а х (1 —а ,)2 

1 — а2 . 2 а\
1 -(- fl2 (1 -}~Я2)2

2(1 - X ) - /  4 -  10 Х +  7X2
Ро* — 1

2(1 - Х )  + у  4 -  10Х +  7Х*

___________ 4рг___________
[ ( 1  +  г )  +  У  ( 1  +  г ) 2 -  4 М 2

____________ 4рг___________
[(1 ~ г )  +  ]/(1 - г )2 +  4рг]2
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ТРУДЫ
ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  

имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 183 Серия механико-математическая

ВАРИАЦИЯ НЕОДНОЛИСТНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

И. А. АЛЕКСАНДРОВ

§ 1. На основе вариационной теоремы Г. М. Голузина [1] нами 
была установлена [2—4] для класса S* голоморфных однолистных 
в единичном круге W функций z  =  /(да), / ( 0) =  0, / '(0) =  1 , отобра­
жающих W на области, звездообразные относительно начала, вариа­
ционная формула

/:•: («О =  / (да) +  И* К (®. ° к ) Н Ы  ~  AkK (w ,  - I -  j  H (ak) -
*=i

— Ak L (да, a„) -  A„L ( да, —
(I)'

o (0 .

Здесь a k — произвольно фиксированная в W совокупность и точек 
(л = 1 , 2 ,...), Ак — произвольные комплексные постоянные,

К  (да, а) =  /(да) да +  а . „ .  .
------------ Ь#(да) ,
да — а

L (да, а) =  / (да) Я ( » )  + 1
да — а

н (» )  =
/(да)

( 2)

и о (0 ~  величина более высокого порядка малости, чем t ( t >  о), на 
любом замкнутом множестве из W.

Формула (1) позволяет получить, как будет показано в этой 
статье, вариации ряда других классов аналитических в W функций, 
не обязательно однолистных, например, таких как класс К  голоморф­
ных функций Л (да), А (0) =  1, имеющих в W  положительную вещест­
венную часть, класс U голоморфных в W  функций со (да), со £0) =  О, 
принимающих значения только из круга |о>|<1 . Затем мы выведем, 
формулу для вариации семейства функций ® (да), подчиненных в W  
однолистной или неоднолистной мажоранте F  (да).

§ 2. Хорошо известно (см., например, [5], стр. 217), что если 
/(да) 6 S*, то
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156 И. А. Александров

w f l w )  ^  
f ( w )

Докажем обратное, т. е. что отличное от тождественно нулевого 
решение уравнения

=  / , ( * > ,  7 (0,  =  о ,  ( 3 )
f (W )

содержащего произвольно фиксированную функцию h(w )  класса К , 
является, с точностью до числового множителя, функцией класса S*.

Действительно, разделив в (3) переменные и выполнив интегри­
рование вдоль пути, не проходящего через центр W  и соединяющего 
-некоторую точку w0, wn Ф 0, с текущей точкой w ,будем иметь

In f №
' f { w  о)

Отсюда легко следует, что

W

[

h (w )
- dw.

w

In w »f{w )
W  f ( W ,

— = f
'„) J

h (w ) — 1 
w

dw.

Устремив здесь w 0 к нулю, получим формулу
W

f ( w )  =  w f ' { о )exp Г -----—dw, (4)
J w

из которой непосредственно заключаем, что f ( w )  голоморфна в W  и при­
нимает нулевое значение только при w  =  0.

Установим однолистность в W решения (4), рассуждая от против­
ного. Пусть в W  имеются хотя бы две различные точки w t и w2, 
в которых f ( w t) — f(w -,).  В силу сказанного ранее, можно считать, 
что ге», w2 ф  0. Из равенства

«и
Wo Г h (w) — 1 ,— — =  exp l — ----------- dw,
w t J w

W2

• следующего из (4) с учетом f ( w i) = f ( w 2), выводим, что

(5)
W

w,

: каков бы ни был путь, соединяющий w, и w2 и не проходящий че­
рез w — 0. Возьмем в качестве такого пути кривую

w  =  w[ w\~‘, 0 <  t  <  1 .

.Вдоль нее интеграл

J h (-ге;) 
w

1
dw  =  (In w x — In Wo) J  h (w[ wl-1) d t  Ф 0, 

о
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так к я к In да, — I п да, == 0, ибо да, Ф да.,, и

Re h (да{ да'/') dt  -•= )' Re h (да{ да'-') dt  >  0,

поскольку Л(да)(:Л\ Полученное противоречие с (5) доказывает одно­
листность функции (4).

Итак, решение (4) уравнения (3) голоморфно однолистно в W  
и, в силу (3), для него в W

R e J L f M _ > 0
/(да)

Значит, оно, при условии /'(О) =  1, принадлежит классу S*.
Таким образом, формула

•да /' (да) 
/(да)

=  Л(да), /(да) 6 5*. Л (да) б Л",

устанавливает взаимно однозначное соответствие между 5*  и К.
§ 3. Если функции h (да) 6 К  в указанном смысле соответствует 

f ( w ) 0 S , :, то в качестве варьированной функции Л,:; (да) [по отноше­
нию к h (да)] можно взять

да /; (да)
/* («О

где /:.;: (да') определяется . формулами (1), (2). Путем элементарного 
подсчета находим, что

П
ft:, (да) =  h (да) г t J \Ак К , (да-, a*) h (ак) — Ак К х (да, -4-Л h { a k) —

* - - i

— Л* L\ (да, а*) -  Л* I ,  ^да, - J -  )
К, (да, а) =  да

дда

L, (да, а) -  да —  
ода

да 4- а 
да — а

f  о (t) 

h (да)

(6)

(7)

h (да) да -+- а

w — а

Т е о р е м а  1. Если h (да') б К, то при малых положительных Л и 
любом натуральном п функция (6), (7) также принадлежит классу К, 
каковы бы ни были комплексные постоянные Ак и фиксированные 
в IV7 точки а к.

§ 4. Основываясь на отображении

г — 1(1) — -----------
г +  1
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полуплоскости R e z > 0  на круг \w\ <  1, нетрудно убедиться в том, 
что взаимно однозначное соответствие между классами К  и U можно 
установить по формуле

м(да)= AL (wl ~ ]  , “>(«0е£/, h { w ) £ K ,
h ( w )-\-1

и, значит, в качестве функции сравнения 
выбрать

ш* (W) hH (да) —  1 

Л *  (w )  - f  1

0);:: ( w )  ДЛЯ О) (W ) можно

Подставим сюда Л* (да) из (6) и (7). После простых вычислений по­
лучим следующее разложение (да) по степеням t\

® *(«0  =  ш(да) +  * У  \Ak K , { n \ a k) Н2( а „ ) -  Ak K 2 (w,  - L -  
^  \ а ь

-  Ak U  (да,а2) — Ak L 2 ( да, -=L-
a, +  o ( 0 ,

■k i  j
где

K, (w, a)  =  да [1 — о) (да)]-----
dw

да +  a  
w — a

Но (да)

Ho {Q-k) ■

(8)

L , (да, a) =  да [1 — «> (да1) ] 2
_д_
dw

H 2 (w) да +  a  
w  — a

( 9)

H2 (да) = 1 +  ш (да) 
1 —  u> ( д а )

(Ю)

Т е о р е м а  2. Если ш(да)сТ/, то при малых положительных t и 
любом натуральном п функция (8)—(10) также входит в класс U, 
каковы бы ни были комплексные постоянные Ак и фиксированные в 
W  точки a k.

Отметим, что применяя рассуждения, использованные в § § 3 ,4 ,  
можно получить вариационные формулы и в других классах анали­
тических функций, если имеется формула, устанавливающая взаимно 
однозначное соответствие такого класса и класса S*.

§ 5. В качестве примера приложения формулы ( 8 ) — (10) рас­
смотрим вариацию функций ® (да), подчиненных в W  однолистной или 
неоднолистной мажоранте F ( w ) .

По определению подчиненности (см., например, [5], стр. 404) 
множество функций <р (да), подчиненных F(w),  задается формулой

<р (да) =  F(w (да))

при условии, что to (да) — любая функция из U. Так как <р* (да) =  
=  F  (ш* (да)) также подчинена (да), если (да) € Н, то выбрав в ка­
честве и>* (да) функцию (8) — (10), получим вариацию ®* (да) функции 
9 (да), подчиненной F(w),  в виде:

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 
http://vital.lib.tsu.ru

В а р и а ц и я  н е о д н о л и ст н ы * ан ал и ти ч еск и х  ф ункций 1 5 9

<р* (да) =  ? (да) +  t F  (О» (да)) J
* = 1

Ak K2 {w , a k) H 2(ak)

— АкКо[ да, - i - H2 (a*) ~  Ak L2 (w , a*) -  Л* L 2
(П)

+  0 (O*

Т е о р е м а  3. Если <р(да) подчинена в W  однолистной или не­
однолистной мажоранте F(w) ,  то при малых положительных t  и лю­
бом натуральном п функция, определяемая формулами (11), (9) и (10), 
также подчинена в функции F(w),  каковы бы ни были комплекс­
ные постоянные Ак и фиксированные в W  точки а к.

Формулы (1), (2); (6), (7); (8), (9), (10); 4 1 ) ,  (9), (10) дают воз­
можность свести решения весьма общих внутренних задач, постав­
ленных в соответствующих классах, к исследованию решений, вообще 
говоря, функциональных уравнений, которым удовлетворяют экстре­
мальные (относительно таких задач) функции.
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