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ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПРОЦЕССОВ 

ПРОЦЕНТНЫХ СТАВОК ДОХОДНОСТИ 
 

Рассматриваются маргинальные плотности вероятностей процессов диффузионного типа, порождаемых шест-
надцатью моделями краткосрочных процентных ставок, допускающих получение плотностей в аналитической 
форме. Это семейство охватывает практически все используемые в настоящее время модели непрерывного вре-
мени. Некоторые плотности (Васичека, Кокса–Ингерсолла–Росса, геометрического броуновского движения, 
Ана–Гао) хорошо изучены в литературе и приведены здесь для удобства сравнения. Другие плотности описы-
ваются впервые. Основное внимание уделяется аналитическим свойствам плотностей и четырем их первым мо-
ментам (математическое ожидание, дисперсия, асимметрия и эксцесс), чаще всего интересующим практиков. 
В основном рассматривались стационарные плотности и моменты, хотя несколько моделей порождают нестаци-
онарные процессы. 
Ключевые слова: процентные ставки; плотности вероятностей; числовые характеристики. 

 
Процессы краткосрочных процентных ставок порождают изменения многих рыночных индексов, 

а также лежат в основе определения стоимости рыночных активов и торговых контрактов. Особую роль 
они играют при расчетах временной структуры доходности. Поэтому разработка математических моде-
лей таких процессов крайне интересна для финансовых аналитиков и исследователей рыночных про-
блем. Существует много версий изменения краткосрочных безрисковых процентных ставок в рамках 
теории диффузионных процессов. Однако до сих пор нет такой модели, которая была бы основой для 
построения временной структуры доходности, близкой к существующей на реальном финансовом рын-
ке. Представляет интерес проанализировать эти модели с целью выяснения их особенностей в вероят-
ностном смысле более подробно, чем это делалось их создателями и пользователями. Здесь будет сде-
лан такой анализ для семейства моделей, использованных авторами трех широко известных статей [1–
3], при их подгонке к реальным временным рядам доходности. Все рассматриваемые модели относятся 
к классу диффузионных, порождающих процессы Х(t), описываемые уравнением 

dХ(t)  (Х(t)) dt  (Х(t)) dW(t), t  t0,  Х(t0)  Х0,                                    (1) 
где конкретное задание дрейфа (х) и волатильности (х) определяет ту или иную конкретную модель.  

Некоторые модели, такие как модели Васичека, Кокса–Ингерсолла–Росса, геометрического бро-
уновского движения, Ана – Гао, достаточно полно описаны в имеющейся литературе, но тем не менее 
их свойства приведены здесь для удобства сравнения с другими, менее известными или не исследован-
ными моделями. Предлагаемый читателю анализ будет полезен для выяснения наиболее подходящих 
моделей краткосрочной ставки при определении временной структуры бескупонной доходности, при-
ближающей реально наблюдаемую, по возможности, наилучшим образом.  

Схема анализа сводится к тому, что с помощью прямого уравнения Колмогорова выводится ста-
ционарная плотность вероятностей, при необходимости обсуждаются ее особенности и вычисляются 
первые четыре момента, обычно интересных на практике. Для рассмотренных моделей коэффициенты 
асимметрии и эксцесса, определяемые моментами третьего и четвертого порядка, зависят от единствен-
ного параметра, называемого параметром формы плотности, который, в свою очередь, определяется 
только отношением дисперсии к квадрату математического ожидания (это соответствует квадрату так 
называемого коэффициента вариации). 
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1. Модель Васичека 
 

Для (х)  k(  х), 2(х)  2 получается процесс Орнштейна–Уленбека, в финансовой литературе 
обычно называемый моделью Васичека [4]. Плотность распределения вероятностей для этого процесса 
является нормальной с математическим ожиданием E[X]   и дисперсией Var[X]  2/2k: 

.
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2
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
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ekxf                                                           (2) 

 
2. Модель CIR 

 
Для функций дрейфа и волатильности (х)  k(  х) и 2(х)  2х  получаем неотрицательный 

процесс краткосрочной процентной ставки r(t), в финансовой литературе известный под названием мо-
дель Кокса–Ингерсолла–Росса (модель CIR) [5].  

dr(t)  k( r(t))dt  /)(2 tkDr dW(t), 
где  и D – стационарные математическое ожидание и дисперсия соответственно. 

Процесс CIR имеет гамма-распределение G с параметром масштаба с  2k/2 и параметром формы 
q   2k/2: Х(t)  G(2k/2, 2k/2), так что 

f (х)  cx
qq

e
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, q  0, x  0.                                                    (3) 

Моменты этого распределения вычисляются по формуле 

E[X m]  
)(

)(

qc
qm

m 


, 

а важные числовые характеристики, такие как математическое ожидание E[X], дисперсия Var[X], коэф-
фициенты асимметрии S и эксцесса K, имеют вид 

E[X]  q/с  , 
Var[X]  D  q/с2  2/2k, 

S  
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  3  6 /q. 

Если обозначить отношение дисперсии к квадрату математического ожидания символом , 

  
2][

][Var

XE
X

, то q  

1

. В дальнейшем при сравнении свойств плотностей удобнее использовать зави-

симости S() и K() вместо S(q) и K(q), так как довольно абстрактные параметры формы q для разных 
моделей по-разному зависят от вполне физически понятного отношения . 

 
3. Модель Даффи–Кана 

 

В модели Даффи–Кана [6] ставка r(t) порождается уравнением c (х)  k(  х) и (х)   x   

 
0

02
r
rxkD




: 

dr(t)  (r(t)  )dt   )(tr  dW(t), r(0)    0, 

где k  –   0,   –



  0, D  
22


  0, r0  –



  . 
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Процесс r(t) имеет стационарную плотность вероятностей f(х), которая является сдвинутой плотно-
стью гамма с параметром сдвига r0, параметром формы q и параметром масштаба c, т.е. 

f (х)  )(
1

0 0

)(

)( rxc
qq

e
q
rxc 






, r0  x  ,                                             (4) 

где q  ,)( 2
0 Dr  c  0)( 0  Dr , r0 – предельное нижнее значение процентной ставки r(t). 

Важные числовые характеристики стационарной плотности: 
E[X]  q/с  , Var[X]  D  q/с2, 

S  q2 , K  3  6 /q. 

Здесь также q  1/. Зависимости S() и K() для моделей CIR (1985) и Даффи–Кана одинаковы и пред-
ставлены на рис.1, где сплошной линией показан коэффициент асимметрии S(), а прерывистой – ко-
эффициент эксцесса K(). В таком же стиле будут показаны зависимости S() и K() на последующих 
рисунках. 

 

 
 

Рис. 1. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии  
к квадрату математического ожидания для моделей CIR (1985) и Даффи–Кана 

 

Заметим, что только у моделей CIR (1985) и Даффи–Кана из рассмотренных в статье моделей ко-
эффициент асимметрии уменьшается с ростом отношения дисперсии к квадрату математического ожи-
дания . 

 
4. Модель Лонгстаффа 

 
Модель Лонгстаффа [7] иногда называется моделью «с двойным корнем» и определяется диффу-

зионным процессом с функциями дрейфа и диффузии (х)  k(  x ), 2(х)  2х: 
dr(t)  k (  )(tr ) dt   )(tr dW(t). 

Такая модификация модели CIR приводит к тому, что плотность вероятностей процесса приобре-
тает вид 
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В этой модели параметр масштаба с  2k/2, а параметр формы q  2k/2. Числовые характеристики 
процесса вычисляются по формулам 
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q . Соответствующие зависимости S() и K() представлены 

на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии 
к квадрату математического ожидания для модели Лонгстаффа 

 

5. Модель Ана–Гао 
 

В модели Ана–Гао [2] принимается, что дрейф и волатильность являются нелинейными (х)  
= k(х)х  и 2 (х)  2х 3.  Процесс имеет стационарную плотность, имеющую вид 

f (х)  xc
q

q
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, х  0,                                                            (5) 

где параметр масштаба с  2k/2, параметр формы q  2  2k/2. Такой процесс получается из процесса 
CIR преобразованием ХAG  1/ХCIR. Моменты E[Xm] существуют только при условии, что m  q:  

E[Xm]  
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q
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
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. 

Пэтому числовые характеристики стационарной плотности процесса определяются формулами 
E[X]  с/(q  1)  2k/(2k  2),  

Var[X]  с2/(q 1)2(q  2)  2k22/(2k  2)2, 
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6. Модель Бреннана–Шварца 

 
В модели Бреннана–Шварца [8] предполагается, что (х)  k(  х) и 2(х)  2х 2. Такое задание 

дрейфа и диффузии приводит к плотности вероятностей диффузионного процесса 

f (х)  xc
q

q
e

xq
c /
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
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,   х  0, 

где параметр формы q  1 + 2k/2 и  параметр масштаба с  2k/2. У этого процесса существуют момен-
ты E[Xm], если m  q: 
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E[Xm]  
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Поэтому 
E[X]  с/(q  1)   ,  

Var[X]  с2/(q 2)(q  1)2  22/(2k  2), 
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Как выясняется, плотности вероятностей процессов в моделях Ана–Гао и Бреннана–Шварца совпадают 
с точностью до параметров формы, зависимость которых от параметров модели несколько другая 
(qБШ  1 + 2k/2, qАГ  2  2k/2). Тем не менее для обеих моделей q  2 + 1/, а зависимости S() и K() 
представлены на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии  
к квадрату математического ожидания для моделей Ана–Гао и Бреннана–Шварца 

 

7. Модель BDT 
Модель Блэка–Дермана–Тоя [9] 

dr(t)  [1r(t)  2r(t)lnr(t)] dt  r(t) dW(t),  2  0, 
при помощи преобразования Y(t)  ln r(t) приводится к линейному виду 

dY(t)  (1 2/2   2 Y(t)) dt   dW(t). 
Это уравнение допускает стационарное решение, для которго процесс Y(t) находится в явной форме 
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где (t) – случайный гауссовский процесс с нулевым средним, дисперсией Var[(t)]  2
2 2 и ковари-

ацией Cov[t1, t2]  .2 2
||2 122   tte  Таким образом, модель BDT генерирует логарифмически нормаль-

ный процесс, также допуская стационарный режим (рис. 4). Первые стационарные моменты процентной 
ставки вычисляются по формулам 
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Рис. 4. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K()  
от отношения дисперсии к квадрату математического ожидания для модели BDT 

 
8. Модель Эйт-Сахэйлиа 

 
Эйт-Сахэйлиа [10] протестировал основные модели краткосрочных процентных ставок, включая 

описанные здесь, приспосабливая их к реальным временным рядам ставок. При этом оказалось, что на 
допустимом уровне согласия все эти ставки отвергались из-за свойств дрейфа и волатильности. В связи 
с этим он предложил следующие функции дрейфа и диффузии: 

(r)  0  1r  2r 2   1 ,
1

r
 2(r)  0  1r  2r 2 . 

В такой модели функции дрейфа и диффузии нелинейные и допускают широкое разнообразие 
формы. Для того чтобы 2(х)  0 для любых х, необходимо, чтобы параметры функции диффузии обес-
печивали выполнение неравенств  

0  0,  2  0,  2  402  1
2  0. 

Соответствующая таким функциям плотность вероятностей дается выражением 
f (х)  N хВ (0 1х 2х 2)С–1ехрАх  Darctg(E  Fx), х    0, 

где N  постоянная нормировки, 
А  22/2  0, В  21/0  0, С  1/2  21/2

2  1/0, 
D  220  21

2/2
2 11/2  220/2  11/0/,   

Е  1/, F  2/. 
Поскольку плотность f (х) при x  0 имеет порядок O(хВ), В  0, а при x   ее порядок O(хВ  С ехрАх),        
А  0, то для всякого конечного m моменты E[Xm] существуют, однако их аналитические выражения по-
лучить не удается и они могут быть вычислены только численно. 

 
9. Модель CKLS 

 
В модели CKLS [1] принято, что (х)  k(  х), 2(х)  2х 3. Оказывается, что случайный про-

цесс, соответствующий этой модели, имеет стационарную плотность 
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, х    0,                                                    (6) 

где с  k/2, n  постоянная нормировки. Заметим, что у такого случайного процесса существует толь-
ко первый момент EХ  . 
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10. Модель без ограничений I 
 

В модель без ограничений I (unrestricted model) [2] 

 dtrrdr )( 2
321 dwrr 3

654                                          (7) 

вложены все предыдущие модели, т.е. при определенном задании параметров α можно получить лю-
бую из предыдущих моделей.  

В табл. 1 показано соответствие для этого случая. 
 

Таблица   1 
Модели процессов 

 
Ограничения параметров Модель Уравнение процесса 

α3  α5  α6  0 Модель Васичека ( )dr k r dt dw     

α3  α4  α6  0 Модель CIR ( )dr k r dt rdz      

α3  α6  0 Модель Даффи–Кана ( )dr k r dt rdw      

α1  α4  α5  0 Модель Ана–Гао 1,5( )dr k r rdt r dw      

α3  α4  α5  0 Модель CKLS 1,5( )dr k r dt r dw      

 

Стационарная плотность вероятностей процесса «без ограничений I» имеет вид 
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где с() – постоянная нормировки,  – некоторое фиксированное число из множества возможных зна-
чений случайного процесса, конкретное значение которого не играет роли. 

Получение явного вида выражения для f (х)  возможно, однако оно в общем случае будет иметь 
довольно громоздкий вид, и мы ограничимся только тем случаем, когда значения параметров α обес-
печивают выполнение свойств плотности вероятностей для f (х). Во-первых, заметим, что волатиль-

ность реального процесса должна быть вещественной функцией, поэтому 2(r)  3
654 rr   0 для 

любых значений r. При этом аналитические свойства плотности вероятностей зависят от типа корней 

уравнения 3
654 rr   0, α6  0. Знак дискриминанта   (α5/3α6)

3  (α4/2α6)
2 определяет число дей-

ствительных и комплексных корней уравнения. Когда   0, имеется один действительный и два ком-
плексных сопряженных корня. Когда   0, имеется три различных действительных корня. Когда   0, 
корни действительные кратные.  

Пусть   0 и действительным корнем является r  r0, тогда можно записать 3
654 rr   α6 (rr0) 

(r2 + pr + q), где r0, p и q имеют довольно сложные аналитические выражения и из-за этого здесь не приво-
дятся. Однако если α4  0, то r0  0, p  0, q  α5/α6. В этом случае плотность вероятностей имеет вид  
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где n – нормировочная константа. Для существования плотности вероятностей ее параметры должны 
удовлетворять неравенствам α1/α5  1,  α3/α6  1. Для того чтобы при этом существовали стационарные 
моменты, для математического ожидания нужно α3/α6  0,5, для дисперсии – α3/α6  0, для третьего мо-
мента – α3/α6  0,5 и для четвертого момента – α3/α6  1. 

В случае   0 обозначим корни уравнения r0  r1  r2 так, что  
3

654 rr   α6 (r  r0) (r  r1) (r  r2). 



42 

Тогда плотность вероятностей выражается в виде 
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При этом должны выполняться неравенства  

))(()(2 20106
2

03021 rrrrrr  , α3/α6  1. 

Для существования m-го момента, кроме этого, необходимо соблюдение условия m/2  α3/α6  1. К со-
жалению, аналитические выражения нормировочной константы n и моментов E[rm] очень громоздки, 
включают гипергеометрические функции. При сделанных предположениях процесс, характеризующий-
ся такой плотностью, имеет нижнюю границу, равную наибольшему корню, т.е. r(t)  r0. 
 

11. Модель без ограничений II 
 

В этой модели [1] процесс краткосрочной ставки следует уравнению 

dwrdtrkdr  )( ,   0.                                                             (10) 

Поэтому (х)  k(  х), 2 (х)  2х 2  и стационарная плотность вероятностей имеет вид 
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, х    0,                                                (11) 

где q  2k/2, n  постоянная нормировки. Значения парметра , допускающие сходимость интеграла от 
f(х) на интервале (0, ), определяются неравенством   0,5. При этом имеются две особые точки:   0,5 
(в этом случае такая модель краткосрочной ставки превращается в модель CIR) и   1, когда плотность 
вероятностей сводится к виду, соответствующему процессу модели Бреннана–Шварца: 

f (х)  xc
q

q
e

xq
c /

2

1

)1(







, c  q, х    0.                                           (12) 

Когда   1,5, модель «без ограничений II» известна под наименованием «модель CKLS». Модель Васи-
чека тоже является вложенной моделью в модель «без ограничений II» при   0. Для того чтобы суще-
ствовали моменты порядка m, необходимо выполнение неравенства 2  m  1. К сожалению, выраже-
ние для плотности вероятностей в общем случае не позволяет вычислять моменты в аналитическом ви-
де, хотя для упомянутых частных случаев они вычисляются просто. В табл. 2 приведены характеристи-
ки плотностей этого семейства. 
 

Т а б л и ц а  2 
Характеристики моделей 

 
Модель  E[X] Var[X] Асимметрия Эксцесс 

Васичека 0  
2

2k


 0 3 
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q
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q
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( 4)( 3)

q q
q q
 
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CKLS 1,5 
q
c
   Не существует Не существует Не существует 

 

12. Модель CЕV 
 

Еще до появления модели «без ограничений II» использовались модели, которые потом оказались 
частными случаями этой модели. Одной из них является модель CЕV – модель процесса с постоянной 
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эластичностью дисперсии (Сonstant Elasticity of Variance), предложенная Дж. Коксом и С. Россом [11], 
когда в уравнении (10) принято   0: 

dwrdtrkdr   

так, что дрейф (х)   k х, коэффициент диффузии 2 (х)  2х 2 ,  а стационарная плотность вероятно-
стей имеет вид 

f (х)  
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где c  (2k/2)1/(2-2). Значения парметра , допускающие сходимость интеграла от f(х) на интервале (0, 
), определяются неравенством   0,5. Заметим, что это условие допускает не только положительные, 
но и отрицательные значения параметра . При   0 процесс r(t) с вероятностью единица принимает 
только неотрицательные значения. Причем для   0 плотность вероятностей монотонно убывает с воз-
растанием аргумента (т.е. меньшие значения процесса более вероятны, чем большие). Если   0, плот-
ность вероятностей  f (х) имеет максимум в точке х  ( 2  / k)0,5(1). Значение   0 является особой 
точкой, в этом случае процесс r(t) имеет нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией 
22k. Это семейство плотностей проиллюстрирована на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Плотности вероятностей для различных значений  (  0,   0,   0) 
 

Когда   0, моменты E[Xm] вычисляются по формуле 
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поэтому важные числовые характеристики в модели CЕV такие: 
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В модели CЕV роль параметра формы выполняет параметр волатильности модели . К сожалению, в 
аналитическом виде можно привести только зависимость (), поскольку зависимость () здесь слож-

ная: ()  1
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 . Довольно грубое, но простое приближение обратной зависимости 

имеет вид ()  0,14  0,25 ln . Зависимости S() и K() для модели CЕV представлены на рис. 6. 
 

 
 

Рис. 6. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K()  
от отношения дисперсии к квадрату математического ожидания для модели CЕV 

 

Модель CЕV является единственной моделью из рассматриваемых здесь, у которой коэффициент 
эксцесса может принимать значение меньше 3 (коэффициент эксцесса нормального распределения). Это 
происходит на интервале значений 2,091    0,225, где в точке   0,766 (  0,145) коэффициент 
эксцесса принимает свое минимальное значение K  2,610. Модель CЕV является также единственной, у 
которой коэффициент асимметрии S может принимать отрицательные значения (левый хвост плотности 
тяжелее правого), это происходит для   0,927 (  0,120). 
 

13. Модель CIR 
 

Другой частной версией уравнения (10) является модель CIR [12], которая получается, если по-
ложить, что k  0: 

dwrdr  . 

Когда стационарный режим в этой модели существует, плотность вероятностей процесса r(t) удовле-
творяет уравнению 
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Поскольку это уравнение второго порядка, нужно иметь два краевых условия для определения 
однозначного решения. В качестве таких условий естественно выбрать условие нормировки и величину 
нижней границы возможных значений процентной ставки, обозначим ее r0. Тогда решение уравнения  f 
(х) выразится в виде 
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Как видим, эта плотность является, по существу, смесью двух распределений Парето, известных 
как распределения с тяжелыми хвостами. Для существования моментов E[Xm] необходимы достаточно 
большие значения параметра , если это выполнено, то моменты будут вычисляться по формуле 

E[X m]  
)22)(12(

)12)(1(2 0




mm
rm

,   1  
2

m
, 

и важные числовые характеристики процесса r(t) будут иметь вид 

E[X]  
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)52)(12)(3(

)344)(2(6 2





   3. 

В этой модели снова параметр волатильности  играет роль параметра формы плотности вероятностей, 

при этом )/895(25,0  . Зависимости S() и K() для модели CIR представлены на рис. 7. 
 

 
 

Рис. 7. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии  
к квадрату математического ожидания для модели CIR 

 

Заметим, что в оригинальной модели CIR предлагалось   1,5, однако это не гарантирует суще-
ствования даже математического ожидания. На рис. 8 представлены примеры плотностей вероятностей 
для модели CIR для различных значений параметра . Для плотностей характерно, что чем меньше , 
тем более тяжелый хвост; чем больше , тем выше максимум, который встречается в точке 
хmax  )12/(2 0  r . 

 

 
 

Рис. 8. Примеры плотностей вероятностей для значений параметра   1,5; 2; 3 
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Во всех рассмотренных выше моделях существует стационарный режим. Однако встречаются та-
кие модели, в которых такого режима не существует. К ним относятся модели, приведённые ниже. 
 

14. Модель Мертона 
 

Предложенная Р. Мертоном [13] модель 
dr(t)   dt   dW(t) 

порождает нестационарный гауссовский процесс  
r(t)   r(0)   t   W(t) 

с линейно изменяющимся математическим ожиданием и линейно возрастающей дисперсией  
E[r r(0)]  r(0)  t, Var[r]  2t. 

 
15. Модель Дотана 

 
Уравнение модели Дотана [14] 

dr  r dW 
можно решить в явном виде 

r(t)   r(0) exp[ 0,5 2t   W(t)], 
откуда следует, что порождаемый моделью случайный процесс имеет логарифмически нормальное рас-
пределение и является нестационарным. Математическое ожидание постоянно, но дисперсия экспонен-
циально возрастает со временем: 

E[r r(0)]  r(0),  Var[r r(0)]  r(0)2 (exp[2t]  1).       
 

16. Модель GBM 
 

Модель GBM – модель процесса геометрического броуновского движения (Geometric Brownian Mo-
tion): 

dr   r dt   r dW, 
введена в современный финансовый анализ П. Самюэльсоном [15]. Она порождает нестационарный 
процесс геометрического броуновского движения 

r(t)   r(0) exp[(β  0,5 2) t   W(t)]. 
В этом случае плотность вероятностей процентной ставки логарифмически нормальная. В отличие от 
модели BDT, которая порождает тоже логарифмически нормальный процесс, моменты r(t) в модели 
GBM не постоянные, а экспоненциально возрастают со временем, в частности 

E[r r(0)]  r(0) exp[β t], Var[r r(0)]  r(0)2 (q  1) exp[2β t], q  exp[2t],  
S  (q  2) 1 , K  q4  2q3  3q2  3. 

Выражения для асимметрии и эксцесса совпадают с выражениями для этих характеристик модели BDT, 
но параметр q здесь не является константой, а экспоненциально возрастает со временем. 

 

Заключение 
 

Процесс краткосрочных ставок является основой для построения временной структуры доходно-
сти бескупонных облигаций. Это объясняет интерес к анализу процессов краткосрочных ставок. В ли-
тературе имеется много статей, в которых сделаны эмпирические попытки найти модель краткосрочной 
ставки, для которой получается временная структура, наиболее близкая к реально наблюдаемой струк-
туре [1–3]. С другой стороны, в литературе содержатся также эмпирические факты о том, что известные 
модели краткосрочной ставки не обеспечивают этого на допустимом уровне согласия [10]. Поэтому 
имеется необходимость в аналитических исследованиях, позволяющих определить степень риска при 
применении той или иной модели краткосрочной ставки доходности. В качестве необходимой основы 
для этого нужны сведения о вероятностных свойствах процессов краткосрочной ставки, выраженные 
аналитически, что и предлагается в настоящей статье.  
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The processes of short-term interest rates rise to many changes in market indices, as well as form the basis of determining the value 
of market assets and commercial contracts. A special role they play in calculating the term structure of the yield. Therefore, the devel-
opment of mathematical models of these processes is extremely interesting for financial analysts and market research issues. There are 
many versions of change of short-term risk-free interest rates in the framework of the theory of diffusion processes. However, there is 
still no such a model, which would be the basis for building a term structure of yields close to existing on a real financial market. It is 
interesting to analyze the existing models in order to clarify their features in a probabilistic sense, in more detail than has been done by 
their creators and users. To this end, the paper examines the marginal probability density of the diffusion processes generated by sixteen 
models of short-term interest rates, that allow obtain densities in an analytical form. Here will be made such analysis for the family of 
models used by the authors of papers that are widely known in their fit to the actual time series of yield. All considered models belong to 
the class of diffusion that generate processes X(t), described by the equation 

dХ(t)   (Х(t)) dt  (Х(t)) dW(t),  t  t0,  Х(t0)  Х0, 
where a specific setting of drift (х) and volatility (х) defines one or another particular model. 

Some models, such as the Vasicek model, Cox - Ingersoll - Ross, geometric Brownian motion, Ahn - Gao, are well documented in 
the literature, but nevertheless their properties are listed here for convenience of comparison with other, less well-known or unstudied 
models. Other densities are described for the first time. The proposed analysis will be useful to the reader to determine the most appro-
priate models of short-term rates in the determination of the term structure of zero-coupon yield approximating actually observed, as far 
as possible, by the best way. 

Analysis scheme reduces to solution of the direct Kolmogorov equation for the stationary probability density and, if necessary, dis-
cuss its features and the first four moments are calculated, usually of interest in practice. It is shown that for the models the coefficients 
of skewness and kurtosis, defined moments third and fourth order, depend on a single parameter, that called as the form parameter den-
sity, which, in turn, is determined only by the ratio of the variance to the square of the expectation (this corresponds to the square of the 
so-called coefficient of variation). 
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