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А. Ф. СОЛОВЬЕВ

ГИПЕРРАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОСТОЯННОГО КРУЧЕНИЯ

Вводится понятие гиперраспределения постоянного кручения на ри- 
мановом многообразии. Структура, определяемая таким распределени
ем, аналогична контактной метрической структуре. Изучается строение 
гиперраспределений постоянного кручения, обладающих постоянной 
/.“-секционной кривизной (они аналогичны контактным гиперраопреде- 
лениям на контактных метрических многообразиях постоянной ф-голо- 
морфной секционной кривизны). Доказан аналог теоремы Шура из 
кэлеровой геометрии. На основе классификации Танно [9] полных одно
связных многообразий Сасаки постоянной ф-голоморфной секционной 
кривизны получена частичная классификация полных связных одно
связных римановых многообразий, допускающих нормальные гиперрас
пределения постоянного кручения и постоянной /.“-секционной кривизны.

§ 1. Предварительные сведения

1. Вторая фундаментальная форма. Рассмотрим риманово много
образие М с метрическим тензором <С, >  и связностью Леви-ЧивитаУ. 
Пусть Д — дифференцируемое распределение без особенностей на Af, 
Д1- — его ортогональное дополнение, V и — ортогональные проек
торы на Д и Д1 соответственно. В случае codim Д = 1 будем предпола
гать, что М допускает единичное векторное поле С_1_Д (локально такое 
векторное поле существует всегда). Пусть Q(Af) есть множество диф
ференцируемых векторных полей на М. Все рассматриваемые ниже 
дифференцируемые объекты принадлежат классу С” .

Рассмотрим индуцированную связность yxY =  VyxVY Y,
A', K eQ (A f), распределения Д и его вторую фундаментальную форму
[5], I6 J A=v—V- Для гиперраспределения Д_|_£ определим поле аффи
нора L, полагая < L X , Y >  =  <h(X, Y), С> для любых X, Y ^Q (M ).  
Пусть L + и L ~ - e . r o  симметричная и кососимметричная части.

П р е д л о ж е н и е .  1. 1. 1) VoL+oV=0  тогда и только тогда, когда 
гиперраспределение Д вполне геодезично; 2) / += 0  тогда и только 
тогда, когда векторное поле _̂1_Д киллингово; 3) VoL 4 / = 0  тогда и 
только тогда, ко-гда Д интегрируемое; 4) пусть ц есть 1-форма на М, 
сопряженная С относительно < ,>  (уДА') =  <С ,Х >  для любого Х<= 
е(?(Ж )). Тогда /.”= 0  в том и только том случае, когда форма 
замкнута.

Доказательство. В [6] показано, что распределение Д вполне гео
дезично (соотв. интегрируемо) тогда и только тогда, когда А+(VX,
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4 А. Ф. Соловьев

VY) = 0 (соотв. А“( VX, 1/Т)=0) для любых X ,Y ^Q (M ),  где А+ и Л~— 
симметричная и кососимметричная части его второй фундаментальной 
формы Л. Отсюда следуют утверждения 1) и 3). Так как

Z .V = _ y xC, Xf=Q(M),
то значение производной Ли поля метрического тензора вдоль С для 
любых X, Y^Q (M )  равно С < Х ,  К > - < [ С ,  X \ , Y > - < X ,  |С, Х ]>  =  
=  <Д ХС, Y>-\-<X,  ук С > = —.2 < L  + X, К > . Это доказывает утвержде
ние 2). Наконец, утверждение 4) получаем из тождества

d v (X, Y ) = < X ,  L ~ Y > , X, Yt=Q(M).
Предложение 1Л доказано.

Рассмотрим в точке экспоненциальное отображение ехр
индуцированной связности у и его область определения UczMp. Под
многообразие 8(у[?)=ёхр (U Пдр) называется соприкасающейся геоде
зической поверхностью [5] распределения Д в точке р  (в работе [5] 
формулировка определения этой поверхности содержит опечатку). 
В [5J показано, что если h — вторая фундаментальная форма подмно
гообразия о(/?), то h +(x, y )= h (x ,y )  для любых касательных векторов 
х .у е Д р . Поэтому (VoL+°V)p есть преобразование Вейнгартена гипер
поверхности 8(р).

Назовем L + и L преобразованиями Вейнгартена и неголономнос- 
ти гипеораспределения Д (по отношению к единичной нормали С). 
Тензоры А и L взаимно определяют друг друга, поскольку

h ( X , Y ) = - < Y , t > L X + < L X , Y > L  (1.1)
Всюду ниже под второй фундаментальной формой гиперраспределения 
Д (по отношению к единичной нормали С) будем понимать L.

Заметим, что Z.± C=^-Z.C. Поэтому < L ± X, С > = ±  < Х , L С> и,

следовательно, для любого X ^Q (M )  тогда и только тогда,
когда U ,= 0, в то время как всегда LX  еД . Эквивалентны следующие 
три утверждения: 1) 1Л=0; 2 ) ортогональные траектории гиперраспре
деления Д суть геодезические риманоЕа многообразия; 3) локальная
1-параметрическая группа локальных преобразований многообразия М, 
порожденная векторным полем С, сохраняет гиперраспределение Д. 
Утверждения 1) и 2) эквивалентны в силу того, что —1Л=у; £ есть 
поле векторов кривизны рассматриваемых траекторий. Равносильность
1) и 3) получаем из равенства <[С, VX\, C> =  <Z.C, Х > ,  X ^ Q (M ).

Л е м м а  1.2. Для преобразования неголономности L любого ги
перраспределения Д_|_С на римачовом многообразии М  выполнено тож
дество

Е <  (У х ̂ ~ ) Y, Z > = £  {<  L ~ X , Y >  <  L С, Z> +
+  <С, X > < L  + ° L - + L - oL + )Y,  Z > ) ,

где Е — знак циклической суммы по X, Y, Z^Q(M ).  Если =  0, то 
у г Z_ =yr L ~ = L +oL~-{-L~oL +.

Доказательство. Рассмотрим на М 2-форму d -ц и тождество 
3(</Ф)(*. Y, Z)=Z{X<!>(Y, Z ) - 0 ( [ X ,  К], Z)j,

справедливое дтя любой 2-формы Ф. Так как d 2tj= 0, то 0 = Z {A '< K , 
L ~ Z >  — < [Х , Y\, L~Z>\ =  £ (< K , yx Z.-Z> — < K ,Z .-y x Z > | _ = E < (y x 
L~ )Y ,Z > .  Отсюда переходя к ковариантной производной у = у —А и 
учитывая равенство (1.1), получаем искомое тождество. Полагая в 
немЛ^С, для любых Y, Z^Q(M )  находим < (у ; L~) У, Z >  =  < ( £ +oZ.“ 4-
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Гиперраспределения постоянного кручения 5

-\-L~oL+)Y, Z >  при условии ZC=0. Следовательно ул L~ =  L *°L ~ -\- 
+ L - 0L+. Кроме того, ( v , L - ) Y  =  (VcL - ) r - h  (С, К ) - М  (С, К) =  
= (V zL ~ )Y  для любого Y^Q(M ).  Лемма 1.2 доказана. _

2. Кручение. Пусть Г  — тензор кручения связности V- Рассмотрим 
в точке р е М  двумерную плоскость лгДусгДр. Величина t xy =  
==Ц7'(л:, у )||2 ||л:Ау||-2, где ЦдгАуЦ2 =  ||*||2 ||у||2 — < * ,  у > 2, называется 
секционным кручением [5] распределения Д в точке р. Кручением 
распределения Д в направлении л е Д ,, назовем сумму %x=T,fxea, кото

рая, очевидно, не зависит от выбора векторов е„, образующих вместе 
с х  ортогональный базис подпространства ДpczMp. Так как

Т (X, К ) = <  Y, С> L X -  < Х ,  С> L Y - 2 <  L~А\ Y>  С 

для любых X, Y ̂ Q(M), то по определению
/хк= 4< / ;-* ,К > 2| | Л 'А К||-2) X /\Y сгД,

—4|1V’Z:-A’||3ИЛ’Н-а, ^ е Д .

Будем говорить, что что гиперраспределение Д на римановом 
многообразии М  имеет постоянное кручение, если его кручение в 
одномерном направлении постоянно в каждой точке р ^ М  и не зави
сит от этой точки. Гиперраспределение Д имеет постоянное кручение
а  тогда и только тогда, когда (1/о£-о1/)2= _  где a=const. Если

4С=0, то
L ~2= — — V, a —const. 

4
( 1.2 )

Следствиями этого условия являются равенства L~ С =  0, V [ =  0.
Если а = 0, то L ~ =  0, и гиперраспределение Д интегрируемо согласно 
предложению 1.1. Если же а ф 0, то а>О, rang Z.~=cUm Л4— 1 и, сле
довательно, размерность М нечетная. Гиперраспределение, характе
ризующееся условием ( 1.2 ), где афО, обозначим через Д(а).

П р е д л о ж е н и е  1.3. Преобразования Вейнгартена и неголоном- 
ности любого гиперраспределения Д(а) обладают свойствами 
-f-L~°L* = 0  и trace Z+=  0. _  _

Доказательство. В силу (1.2) имеем (^XL~) L~Y — ^х L~2Y— 
—Lr \х L~ K =Z .-2yx Y—L~ vx L~ K = —L~ (yx L -)  Y для любых X ,Y <= 
eQ (A f). Поэтому с помощью леммы 1.2 получаем 0 =  (v: L~)L~Y  +  
+ L -  (vc L~ )Y = (L+ oL -+ L -° L  + ) L -  Y + L -  (IScL- +  L~°L + ) Y =  2 L~ (L+o 
L--\-L~°L+)Y  для любого Y^Q(M). Следовательно, +
ведь L-Х ф О  ни для одного ненулевого А’е Д (а )  и / ,± ^ е Д (й ) для 
любого A eQ (A l). Далее, так как L+°L ~ = —L~°L+, то для каждого 
собственного направления X  аффинора /А направление L X  также 
является его собственным, причем соответствующие собственные зна
чения отличаются лишь знаком. Поэтому trace L* = 0 .  Предложение 
1.3 доказано.

З а м е ч а н и е  1.1. Для произвозьного гиперраспределения Д име
ем %x=stx vl- x  при условии VL~ Х ф 0, поскольку tXY=  0 для любого 
Y, ортогонального X  и VL~X (последнее означает, что на римановом 
многообразии размерности > 3  не существует гиперраспределений 
постоянного ненулевого секционного кручения). В случае гиперрас
пределения Д(а) справедливо равенство txL- x= a  для любого А 'еД (а).

3. Уравнения Гаусса и Кодацци. Пусть X, Y^Q(M). Определим 
на М тензорное поле Xf\Y  типа (1.1),  полагая (X/\Y) Z = < Y ,  Z > X — 
— <Х , Z > Y .

П р е д л о ж е н и е  1.4. Пусть R ~  тензор кривизны рима нова много
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6 А. Ф. Соловьев

образия М и R — те*нзор кривизны индуцированной связности у ти
пе рраспределения Д_|_С на М. Имеют место тождества:

VcR(X, Y)°V=r (X, Y)—LX/\LY\ 
R (X tY ) l = - 4 v x L ) Y + { x y L ) X + 2 < L - X t Y > a - L * ( X / \ Y K .

По аналогии с геометрией подмногообразий назовем эти тождест
ва уравнениями Гаусса и Кодацци гиперраспределения Д.

Доказательство. Рассматривая значение тензора кривизны R (X, 
K)Z==|[vx , vkI—Vi^.ki} Z связности у и переходя к y=y-f-A, получаем 

R(X, Y )Z = R (X , Y ) Z - t f x h) (Y, Z )+ f iy h ) (X ,  Z ) -  
—Ц Х , h(Y, Z ))+ h(Y , h(X, Z))—h(T (X, Y), Z).

Так как ЩХ, Y) VZ, h (X, h(Y, VZ))<=A и h (X, VZ), (vxh)(Y, VZ)±A, to 
VR(X, Y) V Z =R (X , Y) V Z+h(X, h(Y, V Z ))-h (Y , h(X, VZ)),

< R (X , Y) V Z ,C>C=(Vxh)(Y, V Z ) - ^ Yh){X, VZ)+h(T{X, Y), VZ)
для любых X, Y, Z^Q(M).  Первое из этих равенств дает уравнение 
Гаусса, поскольку £ (.Y ,K )C = 0  и h(X , h (Y ,V Z ))= — <LY ,  Z >  LX, a 
второе уравнение Кодацци в силу того, что < R (X ,  Y) VZ, С > =  
= -< / ? (A \ K )C ,Z > , < v ^ X K ,l/ Z ),C >  =  < (v .vZ )K ,Z >  и < h (T (X , Y), 
VZ), С> =  < £ Г (X, К), Z >  =  < D ( X f \ Y ) l - 2 < L - X ,  Y >  U , Z >  для 
любых X, К, ZeQ (A f). Предложение 1.4 доказано.

Следствие 1.5. Пусть С — единичное китлингово векторное поае 
на римановом многообоазии М, L и х  — поеобразование неголоном- 
ности и кручение гиперраспределения AJ_C. Тогда тензор кривизны и 
секционная кривизна многообразия М обладают свойствами

tf(X ,C )C = -Z  * * ,  R x, =  - х х , ХевА.
4

Доказательство следует из уравнения Кодацци.
4. Кривизна. Диффеоморфизм / :  М-*М- *рим^новых многообразий 

называется Д-изометрией |5], [6 ], где Д — некоторое распределение 
на М, если < f * X ,  / *K > *o / = < .Y , К >  для любых векторных полей 
X,Y<= Д и /*(Д')= (/ *  Д)1 - Положим W *= f*W  для любого U^eQ(Af).

Лемма 1.6. Пусть f : M —+М* есть Д-изометрия, codim A=l, 1. и 
L* — преобразования неголономности гиперраспределений Д и /*Д по 
отношению к единичным нормалям СДД и £*__|_/*Д, у и у * —связности 
Леви-Чивита римановых метрик < , >  и < , > *  на М и М* соответст
венно. Тогда для любых X, Y, Z^Q(M) имеем

(<Ул-.г *> V *Z *> *+ < X *,  C * > * < I - K * , .K * Z * > 4 -
+  < К *. ; * > * < / > X«, l/*Z*>*}°/=

=  < У * Г ,  VZ> +  < X ,  [ > < Г Г ,  V Z> +  < Y ,Z > < L  X, K Z > ,

где V"* — ортогональный проектор на /*Д. В частности
.f*\VxY+<X,  О  VL Y] l*> *  I/* L*~Yt

для любых векторных полей К е Д  и X  на М, где у и у* — иидуци- 
рованные связности гиперраспределений Д и /*Д соответственно.

Доказательство следует из [5] (см. теорему 5.1 и следствие 5.2).
Определим на римановом многообразии М  с заданным на нем 

гиперраспределением ДJ_C новую линейную связность у, полагая

ух 1/К=ух V Y + < X ,  С> 1/L -  VY 

И Ух V ± У ПРОИЗВОЛЬНО.
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Гипёрраспределения постоянного кручения 7

Пусть R — тензор кривизны этой связности. Тогда K = R ( , ) ° V  назо
вем тензором кривизны гиперраспределения Д. В силу леммы 1.6, 
какова бы ни была задана Д-изометрия /, тензоры кривизны гипер
распределений Д и / * Д соответствуют. Так как <\VX, VY], С> =  
= 2 < L ~ V X , V.V>,  то по определению для любых X ,V ,Z^A.  имеем

К (Х , Y )Z = R (X ,  Y ) Z - 2 <L~ X, Y >  VL~ Z (1.3)
или согласно уравнению Гауссаг

К(Х, Y )Z = V R (X , Y )Z + (L X /\ L Y )Z -2 < L -X ,Y > V L ~ Z .  (1.4)

Рассмотрим в точке р ^ М  двумерную плоскость л Д у с Д р. Вели
чина Кху= < К ( х ,  у)у , х>\\х/\у\\~2 не зависит от выбора базиса {х,у\ 
этой площадки. Назовем ее секционной кривизной распределения Д 
в точке р. Сумму £х= £  Кхе , не зависящую от выбора касательных

а а
векторов еа, образующих вместе с х  ортогональный базис подпрост
ранства ДрегУИр, назовем кривизной Риччи распределения Д в точке р. 
Аналогично, чи сло5= 2 kta не зависит от выбора ортогонального ба-

а
зиса {еа} подпространства Др. Назовем S  скалярной кривизной распре
деления Дв точке р. По определению секционная, Риччи и скаляр
ная кривизны распределенияД инвариантны относительно любой Д-изо- 
метрии. Следующая теорема дает геометрическую характеристику 
кривизне гиперраспределения.

Теорема 1.7. Пусть К и t— секционные кривизна и кручение 
гиперраспределения Д и R — секционная кривизна его соприкасаю
щейся геодезической гиперповерхности Цр). Тогда для любой пло-

3
щадки лгДу<=Др имеем K xŷ =Rxy+ - ^  txy.

Доказательство. Так как (V°L+ оV)/, — преобразование Вайнгарте- 
на гиперповерхности Цр), то, как следует из уравнения Гаусса этого 
подмногообразия (см., например, [3]):

Rxy= R xy+ [ < L  + x , x > < L  + y ,y >  — < L  + x, у > 2)||-хДу||-2 , (1.5)
где л Д у с Д р и R xy — секционная кривизна риманова многообразия. 
С другой стороны, в силу (1.4)

Kx«=Rx»+\<Lx, x > < L y , y >  — < L x ,y >  < х ,  Ly>  +
+ 2 < L ~  х,у>Ц\\х/\у\\~\

3
Следовательно, K xy= R xy+ Z < L  х, у > 2 ||лгДу|Г 2= R xy +  ~^txy. Теоре
ма 1.7 доказана.

§ 2. Гиперраспределения постоянного кручения

В данном параграфе рассматриваются свойства кривизны гипер
распределений Д(а). Через R Xy, Рх и о будем обозначать секционную, 
Риччи и скалярную кривизны риманова многообразия.

П р е д л о ж е н и е  2.1. Секционная, Риччи и скалярная кривизны 
гиперраспределения Д(а)_|_л на римановом многообразии M2n + l обла
дают свойствами:

Kxc- x= R xl- x- [ < L  + Х ,Х > *  Ь -  < L  + X, Z-Jf>a}||A-||-H- - а ;
а  4

fc.v=P.Y+ (Я: 1.—.х R ex)-Ь \  а, X  <=Д(а);
£ £
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8 А. Ф. Соловьев

S = o — pc+/ia.
Доказательство. Первое соотношение следует из теоремы 1.7 и 

равенства (1.5), поскольку < L +L X, L~ Х > = — < L ~ L + X, L ~ X >  =

=  — ^  < L +X, Х >  в силу предложения 1.3, \\Х f\L~X\\2= ^  | | * | |4 и

txL- x= a  согласно замечанию 1.1. Из (1.4) по определению кривизны 
Риччи k  получаем

k x= H - R i x + \ < L * X ,  Х >  trace L+-<L*X,X>\\\X\\-*+ ± * х.

Так как в рассматриваемом случае trace L +=Q и * * = 0 , то

kx= px-K < x-  < L 2X, Х >  ||*|| - а+  1  /z. (2.1)
А

Используя соотношения L + °L -= —L~oL+ и vc L ~ =  О (см. предложение 
1.3 и лемму 1.2), с помощью уравнения Кодацци находим

^  (/?са+/?< l- x) = - < L 2X, * >  | | * | |- 2. (2 .2)

Второе искомое равенство следует теперь из (2.1). Оно, в свою оче
редь, для произвольного ортогонального базиса \еа\ подпространства 
Д(а)р (\L~ е*] тогда также является ортогональным базисом этого

1
подпространства) дает 5 = £  £*а= а —pc-f (рс — рс) +  па =  о — рс +  па 
Предложение 2.1 доказано.

П р е д л о ж е н и е  2.2. Пусть риманово многообразие М2п+1 до
пускает гиперраспределение Д(а). Следующие утверждения эквива
лентны:

1) Д(а) вполне геодезично;
3

2) Kxl- x= R xl- x+  -j - а  Для любого * е Д ( а ) ;

3) 5 = а +  1  па.
Далее, следующее утверждение является следствием каждого из ут

верждений 1), 2 ), 3): Ах=рх + - ^  Ддя любого * е Д ( а ) .
Доказательство. Эквивалентность утверждений 1) и 2) следует из 

предложения 2.1. Для доказательства эквивалентности 1) и 3) в' силу 
того же предложения достаточно показать, что

Рс == па—trace (Z.+2) (2.3)

для любого гиперраспределения Д(а). Но это следует из (2 .2). Дей

ствительно, рс =  i 2 ( Я с ^ + Я а - ^ L < L 2ea, еа> = —£ [< £ -% а,<?а> +
Z  а а а

+  <Z.+2<?a,e a> ] = 2«-| -— trace (Z.+2), где {еа) — некоторый ортонорми-

рованный базис подпространства Д(а)р. Наконец, пусть Д (а) вполне 
геодезично. Тогда векторное поле СДД(а)  киллингово и согласно

следствию 1.5 /?ас=  Поэтому k x=?x -  +  у  =  Рх+ j  Для
любого * 6е Д(а)  в силу (2.1). Предложение 2 .2  доказано.

Если секционная кривизна гиперраспределения Д(а) (соотв. рима-
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Гиперраспределения постоянного кручения 9

нова многообразия М2п11) постоянна для всех инвариантных относи
тельно Z" плоскостей х/\у  из А(а)р и для любой точки /?&Л42вИ, то 
Д(а)  (соотв. М2п+1) назовем гиперраспределением (соогв. многообра
зием) постоянной /"-секционной кривизны. Заметим, что всякая ин
вариантная относительно L~ площадка имеет вид x/\L~ х. Гиперрас
пределением Эйнштейна назовем такое, кривизна Риччи которого 
постоянна в каждой точке и не зависит от этой точки.

Теорема 2.3. Пусть многообразие М2п + 1 постоянной кривизны с 
допускает вполне геодезическое гиперраспределение Д (а). Тогда

с=-^-. Гиперраспределение Д(а) имеет постоянную L~-секционную

кривизну, равную а, и является гиперраспределением Эйнштейна с

кривизной Риччи —- ( я + 1 )  я.
Доказательство первого утверждения получаем из следствия 1.5, 

а второго — с помощью предложения 2.2 . Можно (однако непросто) 
показать, что в этой теореме условие вполне геодезичности Д(а) яв
ляется лишним.

Рассмотрим теперь гиперраспределения Д (а) постоянной /.--сек
ционной кривизны на произвольных римановых многообразиях. Для 
этого нам понадобится понятие нормального гиперраспределения Д(а), 
т. е. вполне геодезического Д (а) с параллельной второй фундамен
тальной формой. Последнее означает у / = 0 .

П р е д л о ж е н и е  2.4. Гиперраспределение Д (а)_|_Л на римановом 
мнЬгообразии М2л+1 является нормальным тогда и только тогда, когда 
тензор кривизны этого многообразия обладает свойством R (X ,  К)С =
=  ^ -(А 'Л К ); для любых X, Ye Q  (M 2n+l).

Доказательство. Пусть / + =  0 и у/ = 0. Тогда уравнение Кодацци 
гиперраспределения Д (а)  принимает вид R(X, Y) С = — L 2 (Х л У )  С=

=  -| -(X /\ Y y .Обратно, пусть R (X , К)С= (А’дК)С для любых X ,Y  ^

^Q (M 2n+l). Тогда, в частности, рс =  ~  па и из (2.3) следует trace

(Z+2)= 0 , откуда /+ =  0. Теперь, снова используя уравнение Кодацци, 
получаем ( у * / - ) Y—(у к / - ) ^ = 0  для любых X, Y^Q(M 2n'1). Нако
нец, с помощью тождества из леммы 1.2 (оно в рассматриваемом слу
чае имеет вид

£ < ( y * Z - ) K ,Z > = 0
согласно предложению 1.3) находим 0 = < ( y * Z - ) K —(у к Z ~)X, Z >  =  
=  < (уд -/ -)К , Z >  +  < (y K Z -)Z , Х > = — < ( у я / ) X, Y >  для любых 
X, Y, Z e Q(M2n+l), т. е. у/ = 0 . Итак, Z + =0, у/==у/-= 0 и Д (а) 
нормальное. Предложение 2.4 доказано.

П р е д л о ж е н и е  2.5. Пусть С — единичное киллингово вектор

ное поле на римановом многообразии такое, что R(X, К)С=-^-(Л’ ДК)С,

где а=£0 — константа. Тогда гиперраспределение Д_|_С имеет постоян
ное кручение а  и является нормальным.

Действительно, согласно следствию 1.5 а > 0 и Д есть гиперрас
пределение Д(а). Оно нормальное в силу предложения 2.4.

Теорема 2.6. Пусть M 2n+l — связное риманово многообразие « >  1 
и Д(а) — нормальное гиперраспределение на М2п+’ . Если секционная 
кривизна K xl- x этого гиперраспределения зависит только от точки 
р ^ М 2п+1, то Д(а) есть гиперраспределение постоянной /--секционной 
кривизны и его тензор кривизны имеет такое строение:
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10 А. Ф. Соловьев

K { X ,Y ) Z =  /\Y+ ± -\ L ~ X M ~ Y + 2 < X ,  / - K > / - ] Jz ,  (2.4)

iY, K ,Z e A (a ), где X есть /--секционная кривизна.
Лемма 2.7. Тензор кривизны вполне геодезического гиперраспре

деления А (а)  удовлетворяет тождествам:
< К (Х , Y)Z, W > = - < K ( Y ,  X )Z ,  W > = - < K ( X , Y ) W ,  Z >  =

=  < K ( Z ,W ) X ,Y > i
K{X, Y )Z + K (Y , Z )X + K (Z ,X )Y = 0 ,  (2.5)

где X, Y, Z , U?eA (а). Если А (а)  нормальное, то для любых X, Y, Z 
(a)

<K {L~X , L ~ Y )Z , W > =  < K (X , Y )L ~ Z , /“ U7> =
=  < L - K ( X ,Y ) Z ,L - W > ,  (2.6)

(V* K)(Y, Z, W )+(vy K)(Z, X , W)+{Vz K)(X, Y, U?)=0. (2.7

Доказательство. Тождества (2.5) получаем непосредственно из
(1.4) и соответствующих тождеств для тензора кривизны R риманова 
многообразия. Пусть /+ =  0 и у 7 = 0 . Так как yL~—0, то R(X, Y)L~Z=  
=^L~R(X, Y)Z  и согласно (1 .3) К{Х, Y)L~Z=L~K(X, Y)Z  для любых 
X, Y, ZeE^(a). Отсюда с помощью (2.5) получаем <K(L~X, L-Y)Z,W> =

=  <K(Z , W )L -X ,L -Y >  =  < L -K (Z ,  1V )X ,L ~ Y > ^ ~ < K ( Z ,  W)X, K> =

=  ^ - < K ( X t Y )Z ,W >  =  <L~K(X ,Y )Z , L~W> =  < K (X , Y ) l~ Z ,L ' W >
и тождества (2.6) доказаны. Так как Z. = 0  и \L~= 0, то из (1.3) 
имеем ( v x W ,  z ,  W ) ^ XR)(Y, Z, W) для любых X, Y, Z, U ?eA (a). 
Используя второе тождество Бьянки для тензора кривизны R связ
ности у

4 v x * X Y * Z ) + R ( T ( X , Y ) , z )  1=0
(см. [2, с. 132]), в силу равенства T(VX, V Y ) = — 2< L~ V X ,  КК>С 
получаем

£{(V *K )(^ , Z)—2< L ~ X , Y > R ( C, Z)\d/= 0
для любых X, Y, ZeA(a)._TaKHM образом, для доказательства (2.7) 
достаточно показать, что Л(С, Z)U 7=0 для любых Z, U7<^A(a). Но это 
следует из уравнений Гаусса и Кодацци. Действительно, <  R(Z, Z)W, 
Г >  =  </?(С, Z)W, Y > ^ < R ( W ,  Y )С, Z > ^ 0 ,  К, Z, 1^ еД (а), откуда 0 =  
=V £(C , Z)W=R({., Z)W для любых Z, 1ГеД (а). Лемма 2.7 доказана.

Доказательство теоремы 2.6. Пусть \(р)  есть значение /“ -сек
ционной кривизны гиперраспределения Д(а) в точке р. Покажем сна
чала, что его тензор кривизны имеет указанное строение. Для этого

2
рассмотрим аффинор / = - 7= / -, действующий в каждой гиперплоекос-

V а
ти А(а)р как оператор комплексной структуры. Тензор кривизны К  
нормального гиперраспределения А (а)  помимо тождеств (2.5) в силу
(2.6) удовлетворяет тождествам < K ( f X , I Y ) Z ,W > = < K ( X ,Y ) f Z ,  
IW >  =  < K ( X ,Y ) Z ,W > ,  X, Y, Z, U?<=A(a) и поэтому (см. [3, 156 — 
158]) имеет такое строение:

К(Х, Y)Z— А  (X f\ Y + I X M Y + 2 < X ,  IY >  /) Z,
4

2
X, Y, Z e  Да. Заменяя здесь / на / -, получаем (2 .4). Покажем

V а
теперь, что функция X постоянна на М2п+\ Из (2.4) имеем
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( v r К){Х,  К, Z ) =  J  (WX) { * Л К +  A  [ L - X A L - Y + 2 < Х , L~Y >L~]] Z

для любых X, Y, Z, Д(а) поскольку y L ~ = 0  и v < ,> = 0 .  Беря 
циклическую сумму по W, X, К е Д (а ), с помощью (2.7) получаем

0 = L (W \ ){X A Y + — [ L - X A L - Y + 2 < X ,L - Y > L - ] } Z
а

для любого Z e A (a ) . Выберем здесь следующие значения аргументов: 
X  ортогонально Y и L~Y  (тогда и L~X  ортогонально Y и L~Y; такой 
выбор возможен, поскольку dlm A(a)>4), a W = Z = L~ X .  Тогда

a ( Y \ )X -  — (X \)Y +[(L~X )\\L-Y = О 
4

и ZX=0 для любого Z e % )  в силу линейной независимости X ,Y  и 
/.“ К. Следовательно, X постоянна вдоль любой интегральной кривой 
гиперраспределения Д(а). Так как Д(а)  неинтегрируемое и многообразие 
М2п 1 связное, то любые его две точки можно соединить кусочно
гладкой интегральной кривой этого гиперраспределения (см. [4}). 
Поэтому X постоянна на /W2n+1 и теорема 2.6 доказана.

Следствие. 2.8. Нормальное гиперраспределение Д (а)  постоянной 
/.“ -секционной кривизны Хна римановом многообразии М 2ли явля

ется гиперраспределением Эйнштейна с кривизной Риччи -^(/г+П Х.
В самом деле, по теореме 2.6 строение тензора кривизны рас

сматриваемого гиперраспределения имеет вид (2.4) (оно получено без 
условий связности многообразия М2"*1 и « >  1). Теперь остается ис
пользовать определение кривизны Риччи гиперраспределения.

Следствие 2.9. Если нормальное гиперраспределение Д(а) имеет 
нулевую ^“ -секционную кривизну, то оно является гиперраспределе
нием нулевой кривизны.

Доказательство очевидно в силу (2 .4 ).
Теорема 2.10. Тензор кривизны риманова многообразия /И2" м, 

допускающего нормальное гиперраспределение A(a)J_C постоянной 
/.“ -секционной кривизны X, характеризуется следующим строением:

R (X, Y) Z— А  {Х А  Y) Z +  (< Z , С> (Y A X )  ' +
4 4

+  <(А 'Д Г)С , Z > C +  — [ L - X a T - Y + 2 < X , L~Y>L~z\. 
а

Доказательство. Пусть нормальное гиперраспределение Д(а)  имеет 
постоянную /.“ -секционную кривизну X. Тогда его тензор кривизны 
К  имеет строение (2 .4). Это дает возможность с гомощью (1.4) вы
числить значение VR(VX, VY)VZ  тензора кривизны риманова много
образия М2п+\ Но R(X , Y )Z =V R ( VX, V Y ) V Z + < X S > V R a ,  Y )Z +  
+  < K , C>1SR(X, C )Z + < Z , C>/?(VX, VY)t,— < R (X , Y)i, Z > С. Поэтому 
найденное значение VR(VX, VY) VZ и уравнение Кодацци гиперрас

пределения Д( а )  (оно имеет вид R(X,  К )С = — ( Z a K)C в силу пред

ложения (2.4) позволяют найти требуемое значение R (X ,Y )Z  для 
любых X , К, ZeQ(/W2/!-i >).

Обратно, пусть тензор кривизны R риманова многообразия М2п11 
имеет указанное строение, где X=const. Тогда для любых X, К, Z e
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e i ( f l )  имеем /?(Л\ V)Z =  j  ( X a V)Z +  ~ \L~Xf\L~Y+2<X, L~Y>

L~]Z  и из (1.4) следует К (Х ,Y )  Z =  ^  (X f\Y) Z +  ^  [L~ X L~Y +
+ 2 < Л \ / .-K > / .-]Z  для любых A , K , Z e A ( a ) .  Поэтому Д (а) имеет 
постоянную /--секционную кривизну, равную X. Теорема 2.10 доказана.

Теорема 2.11. Пусть риманово многообразие М2п+Х допускает 
нормальное гиперраспределение Д(а). Следующие утверждения экви
валентны:

1) Д(а) имеет постоянную /.--секционную кривизну а;

2) М2п+Х имеет постоянную /.“ -секционную кривизну^;

3) М 2п+1 есть многообразие постоянной кривизны ^равной 

Действительно, в силу предложения 2.2 для нормального гипер-
3

распределения Д(а) имеем = / ?*£-Л+  — а ■ А 'еД (а). Поэтому

эквивалентны утверждения 1) и 2). Импликация 1) —»- 3) есть следст
вие теоремы 2.10, а 3 )->  1) — следствие теоремы 2.3.

Теорема 2.12. Пусть риманово многообразие М2п+1 допускает нор
мальное гиперраспределение Д(а) постоянной /.--секционной кривизны. 
Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) Д(а) есть гиперраспределение Эйнштейна с кривизной Риччи

^  (я -И )я ;

2) /W2n+1 есть многообразие постоянной кривизны ^равной

3) Л42"+1 есть многообразие Эйнштейна с̂ кривизной Риччи у  па  j.

Доказательство. Пусть /.--секционная кривизна равна X. Если 
имеет место утверждение 1), то из следствия 2.8 потучаем Х=а и по

теореме 2.11 М2п+Х — многообразие постоянной кривизны ^равной 

т. е. имеет место и 2). Импликация 2)—*3) очевидна. Далее, кривиз

на Риччи рассматриваемого риманова многообразия равна p *= ^  [X(/i-f

+  1)—а] для любого А’еД(А ) в силу теоремы 2.10 и р- = у  па сог

ласно предложению 2.4. Если теперь справедливо 3), то Х=а и имеет 
место 1) ввиду следствия 2.8. Теорема 2.12 доказана.

§ 3. Гиперраспределения Д(а) постоянной положительной 
/.--секционной кривизны

Лемма 3.1. Пусть есть Д-изометрия, codim Д=1,  L и
L* — вторые фундаментальные формы гиперраспределений Д и /*Д

по отношению к единичным нормалям  ̂ и С* (и > 0) на М и М*
соответственно. Тогда

ftfV°L+<V=p.V*°L*+° V */* ;  
f^V^Lr V=(х- 1 V* L*- -V *°/*;

/*/.С=/.*£*— V* grad ( In [л).
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Гиперраспределения постоянного кручения 13

Доказательство. Рассмотрим первое равенство леммы 1.6. Полагая 
в нем К =£, получаем A *,Z *> *}o/= < Z .+ A , Z > , где X, Z e A ,
и имеет место первое искомое равенство. Для доказательства осталь
ных рассмртрим 1-формы -ц и -/]*, сопряженные С и С* относительно 
< ,>  и < ,,> *  на Ж и Ж* соответственно, и 1-форму на Ж*.
Так как / *7]*=т] и кодифференциал /* коммутирует с внешним диф
ференциалом d, то < V X , L - y >  =  d y ](V X ,Y )-= d r i* (V * X ^ Y * ) f  —
=  А*, К*)— -i- р.-2((1/*А‘*)р,)т]*(К*))о/, т. е.

(3.1)
для любых XY, ^Q(M). Отсюда, в частности, получаем второе иско
мое равенство, в>дь <l/A , Z.-V/K >  =  {p.-1<V '*A N!, L*~ У *К *>*)°/  для 
любых A-, K eQ (M ). Кроме того, из (3.1) при К=С следует < A ,Z c >  =  
=  {< А *, Z*C*>*—A*(lnp.)J<=/, А е Д . Поэтому для некоторого ортонор- 
мированного базиса {еа ) подпространства Др<=Жу имзем /*(Z .L ) =  
= £ < / * / £ , / *еа > */ **«  =£<Z.C, )= Е {< £ Ч * , /*е« > * —

а а а

—(/*ба)(1п[1.)) /*еа={/*С*— У* grad (In Лемма 3.1 доказана.
П р е д л о ж е н и е  3.2. На многообразии Ж с римановой метрикой 

< ,>  и с заданным на нем гиперраспределением Д_]_С, ||С||=1, перей
дем к новой римановой метрике < ,> *  такой, что

< А , K > *= < V A , У У > + ^ < Х Л > < У , ^ > ,  X ,Y<=Q(M). (3.2)
Тогда

1) свойство вполне геодезичности Д сохраняется;
2) кручение Д в одномерном направлении изменяется следующим 

образом: x^=jx2xx , А е Д ;
3) свойство ортогональных траекторий гиперраспределения Д 

быть геодезическими риманова многообразия сохраняется тогда и 
только тогда, когда либо это гиперраспределелие интегрируемое (и 
его максимальные интегральные многообразия суть поверхности уров
ня функции (а), либо !>. постоянна на Ж в случае связного Ж;

4) кривизна гиперраспределения Д инвариантна.
Утверждения 1) — 3 )  очевидны в силу леммы 3.1, а 4) — по опре

делению кривизны гиперраспределения.
Тривиальную Д-изометрию (Ж, < , > ) —*(Ж, < ,> * ) ,  где риманова 

метрика < ,> *  имеет вид (3.2) и [A=const, назовем С-гомотетией с 
коэффициентом ^ > 0.

П р е д л о ж е н и е  3.3. Свойство нормальности гиперраспределения 
Д(а)_1_С сохраняется при ^-гомотетии.

Доказательство. Пусть Z и L* — векторные фундаментальные фор
мы гиперраспределения Д(а) относительно римановых метрик < ,>  и 
< ,> *  по отношению к единичным нормалям С и 0* соответственно. 
Пусть Д(а)  нормальное относительно < , > ,  т. е. L '= 0  и у/.~=0. Так 
как L *+ =  0 согласно предложениям 3.2 и 1.1, то остается доказать 
у*/.*~=0, где у* — индуцированная связность этого гиперраспределе
ния относительно < ,> * .  Для этого из леммы 1.6 имеем V x ^ + C ^ .  
{ * > * 1 * - у у = ч х VY-\-<X, С> L~ VY и в силу леммы 3.1 (yx L *-)Y  =  
=4'x L * - Y - L * - y ’x Y = 4 xL *-Y  +  < А , С> L~ L*~ У — < X ,£*> *L *~ 2Y -  
- L * ~ v x У - < А, ; >  L*~L~ У + < А, С*>* Z* - 2 у ХД * ~ ) У (vL r )
= 0 , А, KeQ (Ж 2'г+1). Предложение 3.3 доказано.

Как показывает предложение 3.2, кручение гиперраспределения 
Д(я)_1_С путем подходящей С-гомотетии может быть сделано равным
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14 А. Ф. Соловьев

любому наперед заданному положительному числу, в то время как 
его кривизна не изменится.^Поэтому для изучения кривизны гипер
распределений Д(а) достаточно рассматривать конкретные значения а. 
Следующие две теоремы и пример связаны с гиперраспределениями 
Д(Х) постоянной /.--секционной кривизны Х>0. В § 4  рассматриваются 
гиперраспределения Д(4) постоянной /.“ -секционной кривизны.

Теорему 3.4. Всякое риманово многообразие, допускающее нор
мальное гиперраспределение Д(а)_|_С постоянной £ “ -секционной кри

визны Х > 0, £-гомотетично многообразию постоянной кривизны-^-.

Доказательство. Рассмотрим С-гомотетию с коэффициентом

Тогда из теоремы 2.10 с помощью предложений 3.2 и 3.3 получаем 
такое строение тензора кривизны новой римановой метрики:/?*(X, Y)Z—
=  (X a Y )Z , X, У, z e  Q (M2n+l). Поэтому она имеет постоянную 

кривизну Теорема 3.4 доказана.

ном

П р и м е р  3.1. Пусть Х>0. Рассмотрим в (я+1)-мерном комплекс -

евклидовом пространстве Сл+1 гиперсферу S 2n+l .радиуса 2
к т

внешнюю единичную нормаль ; к S 2"+1 и стандартную комплексную 
структуру 7 пространства Сл+1. На 5 2л+1 имеем единичное векторное 
поле и индуцированную риманову метрику < , > .  Пусть у—ее
связность Леви-Чивита и у — связность Леви-Чивита евклидовой 
метрики пространства Сл+1. Тотда < v x С, ^ >  =  < Р у . * 7 ? , К >  =

< V 1 Vx C, Y> =
K x < V J X , Y >  для любых Л', К е  Q (S2" 1') , где

Р — оператор ортогонального проектирования на 5 2л+1. Отсюда, в 
частности, следует, что преобразование неголономности_(каноническо»

V хго) гиперрас пределен ия Д _LC на S 2"+1 равно /.“ = ------/, где I  —
=  Р°7°Р. Так как I 2— — V, где V — ортогональный проектор на Д°, то

/.-2 =  — — V и гиперраспределение Д° имеет [постоянное кручение X.

Оно нормальное согласно предложению 2.4 и по теореме 2.11 имеет 
постоянную /.“ -секционную кривизну X. Рассматриваемое риманово 
многообразие (52лИ, < , > )  является полным, связным и односвязным 
Обозначим его через Д'2Л+1(Х).

Теорема. 3.5. Всякое полное связное односвязное риманово мно
гообразие М 2л+\ допускающее нормальное гиперраспределе*ше Д (а)  
постоянной положительной ^“ -секционной кривизны X, Д(а)-изомет- 
рично многообразию 5 2л+1(Х).

Докажем предварительно одну лемму.
Если все геодезические риманова многообразия М ,  являющиеся 

интегральными кривыми киллингова векторного поля С (соотв. гипер
распределения Д_1_С), суть полные, то М  назовем С-полным (соотв. 
Д-полным).

Лемма 3.6. Пусть полное связное односвязное риманово многооб
разие (М2п+\ < , > )  несет единичное киллингово векторное поле с и 
^-гомотетично многообразию (Ж 2л+1, < ,> * )  постоянной положительной 
кривизны. Тогда последнее также является полным.

Доказательство. Пусть f — геодезическая кривая метрики < • > *. 
Если она является интегральной кривой векторного поля I или гипер-
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распределения д_|_;, то у — геодезическая и метрики < , >  согласно 
предложению 3.2. Так как всякая геодезическая полная по отноше
нию к < , > ,  то риманово многообразие (/И2я+1, < ,> * )  является '-пол
ным и д-полным. Пусть теперь геодезическая у (t), t f e ( а, (3), метрики 
< ,> *  не является интегральной кривой ни для I, ни для д. Чтобы 
доказать лемму, достаточно показать, что у (О можно продолжить на 
интервал (ар ,+ е )  для некоторого е > 0 . Мы можем предполагать, что
0^ ( « .  Р)-

Пусть (Л42л+1, < ,> * )  имеет постоянную кривизну -^->0. Рассмот

рим 5 2л | ’(> ) (см. пример 3.1) и точку p0^ S 2n+1. Определим линейную 
изометрию F : (Л2п1~ 1 )Ро—>(44 ?л+1 )7 (0) так, чтобы F iPo= l ’(0p /̂ Д°о= д т(0) и 
FoL-=L'~0)oF , где L~—преобразование неголономности гиперраспреде
ления Д° на 5 2п+1(^) по отношению к единичной нормали С и С*~ — 
преобразование неголономности гиперраспределения д по отношению 
к единичной нормали I* на (Л42л+ \ < ,> *  ) (последнее условие может 
быть обеспечено, поскольку рассматриваемые гиперраспределения име
ют одинаковое постоянное кручение). Так как 5 2л+1(Я.) и (М2п+\ 
< ,> * )  имеют одинаковую постоянную кривизну, то существует ло
кальная изометрия /  такая, что / ( р 0)= у(0) и f * Po= F  [1]. В рассмат
риваемой окрестности точки ^ (0) имеем /*£ =  ;*. Действительно, 
У/.*(/* £ = —F L x =  —F L ~ x = — L*~ F x =  — L * F x  = — £ */ *  x  =
VjtX~, для любого x ^ ( S 2n1)Po. 'Гак как £ киллингово и / — изометрия, 
то векторное поле /*С также киллиигово. Поэтому в силу (/*С)7(0) =  
= ;* (0) и (v *(/ *£))7(0)= (v *£*)I(o) имеем / £ = с * .

Вернемся к рассмотрению геодезической y(t).  Возьмем такой ка
сательный вектор л :е ( 5 2л+1)л,, что / * х —-((О), и такую геодезическую 
s(t)  в б'2лн‘( а), что s(U)= /?0 и s( 0 ) = jc. Так как 5 2л|1(Х) полное, то 
мы можем продолжить s(t) на (— оо, -f-oc). Поэтому можно продол
жить локальную изометрию / вдоль s(/) для 1е ( а ,  {3), например, до 
/,. Лемма будет доказана, если мы покажем, что локальная изомет
рия / может быть продолжена вдоль s ( t ) для Р). Рассмотрим
на 5 2л+1(а) интегральную кривую о поля £, проходящую через точку 
/72= s(P), и в ее нормальной координатной окрестности выберем такую 
точку q = s { t j ), Р)> чтобы пересечение о с соприкасающейся
геодезической поверхностью 8(<7) гиперраспределения Д°_|_С было не
пустым. Пусть V— геодезическая, соединяющая точки q и />1=зП о(^) 
(и являющаяся интегральной для Д°). Так как / 11(.Д0= д  и многообра
зие (УИ2Лг1, < ,> * )  является д-полным, то локальную изометрию /, 
можно так продолжить вдоль v, например, до /2, что область опреде
ления / 2 будет содержать окрестность точки р х. Так как /2*£ =  :* и 
(М 2л+1, < , > )  является ;-полным, то / 2 можно продолжить вдоль о, 
например, до / 3 так, что область определения / 3 будет содержать 
окрестность точки р 2. Таким образом, локальная июметрия / продол- 
жима вдоль х (0  для а, р). А поскольку многообразия 5 2,!+1 и 442л+1 
связны и односвязны, то это продолжение единственно [1]. Лемма
3.6 доказана.

Доказательство теоремы 3.5. Выполним С-гомотетию рассматри
ваемого полного риманова многообразия, о которой идет речь в тео
реме 3.4. Полученное связное односвязпое многообразие постоянной 

А»
кривизны у  также является полным согласно лемме 3.6. Поэтому оно

изометрично гиперсфере 5 2Л , 1(Х) [1]. Композиция этих ^-гомотетии и 
изометрии дает искомую Д (а)-изометрию (из доказательства леммы
3.6 следует, что образом гиперраспределения Д (а) при этом отобра-
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жении является каноническое гиперраспределение Д° на 5 2я+1(Х)). 
Теорема 3.5 доказана.

§ 4. Контактные метрические многообразия

Говорят, что связное многообразие М2<1+1 несет контактную мет
рическую структуру ( 9, С, г), < , > ) ,  а само М2п+1 называется контакт
ным метрическим многообразием [7], если оно допускает такие поле 
аффинора 9, векторное поле С, 1-форму у\ и риманову метрику < • > , 
что

* С ) = 1, <С ,С > =  1;
ср2= —id+7}®^; (4.1)

dx\{X, У ) = < Х ,  9 У>  , X, y<=Q(M2"+').
Следствием этих условий является соотношение

Ч( * ) = < Л \ С > , * e Q (A f* e+»). (4.2)
Из (4.1) и (4 .2 ) следует, что поле аффинора 9 и 1-форма ti 

вполне определяются векторным полем £ и римановой метрикой < , > ,  
причем 9 есть преобразование неголономности контактного гиперрас
пределения Д_1_С по отношению к С, подчиненное условию 92= —V, где 
V — ортогональный проектор на Д. Поэтому контактное метрическое 
многообразие — это связное риманово многообразие (М2п+1, < ,> ) ,  до
пускающее такое единичное векторное поле С, что С_!_Д(4).

Контактное метрическое многообразие И42л+1(9, С, yj, < , > )  назы
вается /(-контактным многообоазием (соотв. многообразием Сасаки 
[Л). если £ — киллингово векторное поле (соотв. (V x9) У = < Х ,У > £ — 
—71(У)Х для любых X, У ̂ Q (M 2n+l)).

П р е д л о ж е н и е  4.1. Контактное метрическое многообразие яв
ляется /'('-контактным (соотв. многообразием Сасаки) тогда и только 
тогда, когда его контактное гиперраспределение вполне геодезичио 
(соотв. нормально).

Доказательство. Так как Z.+ С =  9 С =  0, то вполне геодезичность 
контактного гиперраспределения Д(4)  равносильна киллинговости С 
согласно предложению 1.1. Пусть контактное метрическое многообра
зие является многообразием Сасаки. Тогда £ киллингово [7J, т. е. 
L+—0, и

( Ч х * ) У = { Х х * ) У - < Х ,У > ^ т \ { У ) Х  (4.3)

для аюбых X, y ^ Q (M 2n ]). Следовательно, v 7-=V  9 = 0  и контактное 
гиперраспределение нормальное. Обратно, пусть Д(4)  — нормальное 
гиперраспределение. Тогда /.+=0, v 'P= v7.=0 и в силу (4.3) (ДХ 9)К =  
=  < Х , У >  С— •>](У )X  для любых X, К е  Q(M2n+1), т. е. контактное 
метрическое многообразие есть многообразие Сасаки. Предложение 4.1 
доказано.

Таким образом, на случай контактного метрического многообразия 
можно перенести все результаты §§ 2—3, связанные с гиперраспре
делениями Д (а)  постоянного кручения а, полагая лишь а = 4, L ~ = 9, 
считая риманово многообразие связным и заменяя условие вполне 
геодезичности (соотв. нормальности) гиперраспределения Д(4) усло
вием К -контактности (соотв. сасакиевости) этого контактного метри
ческого многообразия.

П р е д л о ж е н и е  4.2. Всякое связное риманово многообразие 
Мгп+Х, допускающее гиперраспределение Д(а), несет контактную мет
рическую структуру (9*, С*, уJ*, < , > * ) ,  где
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* 2 К а  г

4

=  У1

< Х , Г > * = < 1/ЛГ, V T >  +  -  < * ,  с х к ,  о ,
а

которая является /(“-контактной или сасакиевой в зависимости от того, 
вполне геодезично или нормально это гиперраспределение.

Доказательство получаем из определения контактной метрической 
структуры, а также предложений 3.2, 3.3, 4.1.

Целью данного параграфа является дальнейшая классификация 
нормальных гиперраспределений Д(а) постоянной /.“ -секционной кри
визны. Для этого используем классификацию Таино [9] многообразий 
Сасаки постоянной ^-голоморфной секционной (^-секционной) кривиз
ны, поскольку 1) структура, определяемая нормальным гиперраспре
делением Д(а), может быть сведена к сасакиевой без^..^зменения его 
кривизны (в силу предложений 4.2 и 3.2) и 2) контактное гиперрас
пределение любого многообразия Сасаки имеет постоянную «^секци
онную кривизну X тогда и только тогда, когда само это многообразие 
имеет постоянную «p-секционную кривизну Н=Х—3 (согласно предло
жению 2.2 ).

Рассмотрим модельные пространства из [9].
П р и м е р  4.1. Продолжим рассмотрение примера 3.1. Положим 

теперь _

? * = - / ;  щ ( Х ) = ^ = . < Х , У > ;

< Х ,  r > * = < V X , V V > + ^ - < X ,  £ > < К ,  С>.  (4.4)
Л

Структура (<р*, £*, vi*, < , > )  является сасакиевой вследствие предло
жения 4.2. Если исходное риманово многообразие (5 2я+1, < ,> ) ,  оче-

. Xвидно, имело постоянную /“ -секционную кривизну то построен

ное многообразие Сасаки имеет постоянную «р*-секционную кривизну 
X—3 > —3. Обозначим его через 5 2ли [X—3]. Заметим, что эта сасакие- 
ва структура получается в [9] из естественной сасакиевой структуры, 
возникающей на единичной гиперсфере (как в примере 3.1 при Х=4), 
с помощью обычной гомотетии римановой метрики с коэффициентом

2 2 тт=-> т. е. перехода к гиперсфере радиуса —= ,  и последующей £-го-
у X у X
мотетии (4.4). Композиция этих обычной гомотетии и ^-гомотетии 
называется в [9] D-гомотетией, где D — каноническое гиперраспреде
ление на единичной гиперсфере.

П р и м е р  4.2. Пусть (х1, у‘, г),  г е (  1,..., я), — обычная коорди
натная система арифметического пространства Е2п+1. Тензорные поля 
?, £, У и < , > ,  определенные следующим образом:

0 % 0
1 • 4

3/уН-уУ 0 - У 1
ср: -о,.,. 0 0 0 8,7 0

0 yj 0 - у '  0 1

; = ( 0 ,..., о, 2 ), — (—У1.......—у", 0, . . . ,0,1),

образуют на Е2" : 1 сасакиеву структуру. Соответствующее многообра
зие Сасаки имеет постоянную '^-секционную кривизну —3 и обозна-
2 Заказ 3613
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чается через Е2п+1 [—3] ([9]). Ясно, что его контактное гиперраспре
деление имеет нулевую ^-секционную кривизну и, следовательно, 
нулевую кривизну согласно следствию 2.9.

П р и м е р  4.3. Пусть CDn — односвязная однородная комплексная 
область пространства Сп с кэлеровой структурой (/, g ) постоянной 
голоморфной секционной кривизны Х<0 и Е — действительная прямая 
с координатой t. Пусть, далее, 2  — фундаментальная 2-форма этой 
кэлеровой структуры, 1-форма ш определяется равенством Q =  rf.n, 
i t : E x (C D n)—>CDn — каноническая проекция и 7]=тт* Тогда на
произведении E x (C D n) риманова метрика < ,> = it* g - f -7)®Tj и вектор
ное поле £=d/dt задают сасакиеву структуру. Соответствующее мно
гообразие Сасаки имеет постоянную ^-секционную кривизну X—3 < — 3 
и обозначается через (Е , CDn) [А.—3J [9]. Его же контактное гипер- 
раепределение имеет постоянную ^-секционную кривизну Х<0.

Рассмотренные многообразия Сасаки трех типов являются полны
ми и односвязными.

Теорема 4.3 [9]. Всякое полное односвязное С"-многоо5разие 
Сасаки Ж2л+1 постоянной <р-голоморфной секционной кривизны Н  изо
морфно многообразию S 2"+1 [//], Е2п+1 [—3] или (Е , CDn) [Н\ в зави
симости от того, будет ли Н > — 3, Н = —3 или Н < —3.

Здесь изоморфизм означает изометрию класса С“ , которая пере
водит структурные тензоры в такие же тензоры. В терминах <р-сек- 
ционной кривизны Х=/У+3 контактного гиперраспределения классифи
кация Таино имеет более естественный с аналитической точки зрения 
вид: Х>0, Х=0 или Х<0. Построенные в примерах 4.2 и 4.3 римановы 
многообразия обозначим через Е2п+1 (0) и (Е, С£)Л)(Х).

Теорема 4.4. Пусть связное односвязное риманово многообразие 
Ж2л+1 допускает нормальное гиперраспределение Д ( а ) ± £  постоянной2
/.--секционной кривизны Х<0 и С-гомотетично с коэффициентом z~f=

V а
полному риманову многообразию. Тогда Ж2" Д(а)-изометрично мно
гообразию или (Е, CDn)(k) в зависимости от того Х=0или
< 0.

Доказательство. Из предложения 4.2 следует, что в результате 
указанной С-гомотетии получаем на Ж2" * 1 сасакиеву структуру 
Поскольку постоянное полное односвязное многообразие Сасаки имеет 
постоянную ^-секционную кривизну Н —1—3 < —3, то в силу теоремы 
4.3 оно изоморфно £'?лн [—3] при Х=0 и (Е, CDn) [Н\ в случае Х<0. 
Искомая Д(а)-изометрия получается как композиция рассмотренных 
С-гомотетии и изоморфизма. Теорема 4.4 доказана.

Заметим, что классификация полных односвязных многообразий 
Сасаки с псевдоримановой метрикой постоянной f -секционной кривиз
ны Ф —3 дана в [8 ].
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В. В. КАЙЗЕР

ГАУССОВА И СРЕДНЯЯ КРИВИЗНЫ 
ИНДУЦИРОВАННЫХ ЛЕВОИНВАРИАНТНЫХ МЕТРИК 

НА ДВУМЕРНЫХ ПОДГРУППАХ ТРЕХМЕРНЫХ 
НЕУНИМОДУЛЯРНЫХ ГРУПП ЛИ

В предлагаемой заметке дается ответ на вопрос: какими могут 
быть возможные значения гауссовой и средней кривизны двумерных 
аналитических подгрупп всех трехмерных связных неунимодулярных 
[1] групп Ли по отношению к произвольно заданным на них левоинва
риантным римановым метрикам. Исследуется также существование ом
билических подгрупп. Унимодулярный случай рассматривается в отдель
ной работе [6]. Определения всех используемых понятий могут быть 
найдены в [1, 2].

Хорошо известно [1], что связная группа Ли G тогда и только тог
да унимодулярна, когда ее алгебра Ли g унимодулярна, т. е. обладает 
свойством: trace ad(X ) = 0  для всех X e g .

Пусть g  — трехмерная неунимодулярная алгебра Ли. Ее унимоду- 
лярное ядро h0— {X<=g: trace a d (X )= 0 }  является двумерным комму
тативным идеалом в g. Следуя [1], выберем вектор £ e g  так, чтобы 
trace a d ( E ) =  2. В [1] доказано, что линейное преобразование 
L =  ad(E) /ho :h0-+ho унимодулярного ядра h0 со следом 2 не зависит от 
частного выбора элемента £ e g .  Поэтому отображение L и его опреде
литель D =  detL  являются инвариантами алгебры Ли g. В [1] доказано 
также, что, меняя инвариант D, можно получить все трехмерные не- 
унимодулярные алгебры Ли за исключением одного специального слу
чая, когда отображение L является тождественным. Такая специаль
ная алгебра Ли go является единственной трехмерной некоммутативной 
алгеброй Ли, обладающей тем свойством, что любое ее векторное под
пространство является подалгеброй Ли.

Легко показать, что если трехмерная неунимодулярная алгебра 
Ли g  имеет одномерные идеалы, то они принадлежат ее унимодуляр- 
ному ядру h0 и что этих идеалов не более двух, если g  не является 
специальной алгеброй Ли go. Легко убедиться также и в том, что в 
гиперболическом случае, когда этих идеалов в точности два, будет 
Z )< 1, в параболическом случае, когда имеется один такой идеал, будет 
D =  1 и в эллиптическом случае, когда алгебра g не имеет одномерных 
идеалов, будет Z )> 1. Каждое одномерное векторное подпространство 
унимодулярного ядра специальной алегбры Ли go является в ней 
идеалом.

Существует единственная трехмерная неунимодулярная алгебра 
Ли g с одномерным производным идеалом g '= (g , gj. Для нее D— О 
и потому она является гиперболической. Эта особая гиперболическая 
алгебра Ли является алгеброй Ли прямого произведения коммутатив
ной группы R вещественных чисел и группы аффинных преобразований 
прямой R.
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Заметим, что алгебры Ли с D = О, D— \, специальная алгебра Ли 
go, алгебры Ли с £ )<  1 (ИФО) и, наконец, с D >  1 являются соответ
ственно алгебрами Ли III, IV, V, VI и VII типов в известной класси
фикации Бианки трехмерных вещественных алгебр Ли (см., например, 
[3]) . Можно показать, что двумерное векторное 1Подпространетво трех
мерной неунимодулярной алгебры Ли g ,  не совпадающее с ее унимо- 
дулярным ядром ho, является ее подалгеброй Ли тогда и только тогда, 
когда оно содержит одномерный идеал алгебры g. Поэтому в гипербо
лическом случае (при Z )< 1) двумерные подалгебры Ли образуют два 
линейных пучка векторных подпространств, осями которых являются 
одномерные идеалы, а общим элементом обоих пучков является унимо
дулярное ядро ho алгебры g. Параболическая неунимодулярная алгебра 
Ли (£ )=  1) имеет линейный пучок двумерных подалгебр, осью которого 
является ее одномерный идеал. Каждое двумерное векторное подпрост
ранство специальной алгебры Ли go является ее подалгеброй, которая 
не коммутативна, если не совпадает с унимодулярньгм ядром. Наконец, 
эллиптическая алгебра Ли (D>  1) не имеет двумерных подалгебр, от
личных от уни модулярного ядра.

Всюду ниже G означает произвольную связную неунимодулярную 
трехмерную группу Ли с ассоциированной неунимодулярной алгеброй 
Ли g. Под унимодулярным ядром группы G будем понимать ее дву
мерную аналитическую подгруппу [4] Н0, алгеброй Ли которой является 
унимодулярное ядро ho алгебры Ли g. Неунимодулярную группу Ли G 
будем называть специальной, гиперболической, параболической или эл
липтической, если таковой является ее алгебра Ли.

Каждая левоинвариантная риманова метрика на группе Ли G ин
дуцирует левоинвариантную метрику на каждой двумерной аналитиче
ской [4] подгруппе Н группы G, превращая Н в риманово подмногооб
разие для G. Пусть k =  k(H)  и т =  т(Н)  — гауссова и средняя кривиз
ны подмногообразия Н (см., например, [2, 5]) и пусть k0= k ( H 0) и 
т о=т (Н 0) означают гауссову и среднюю кривизны унимодулярного 
ядра Но группы G. Напомним, что, как показал Дж. Милнор в [1], в 
зависимости от выбора левоинвариантной метрики на трехмерной не
унимодулярной группе Ли G возможны только три сигнатуры квадра
тичной формы Риччи: ( + ,  —, —), (—, —, —) и (0, —, —), как указа
но в таблице, приведенной в формулировке следующего утверждения.

Теорема 1. Унимодулярное ядро Н0 трехмерной неунимодулярной 
группы Ли G всегда имеет отличную от нуля среднюю кривизну. Оно 
может быть омбилическим только в специальном и эллиптическом слу
чаях для метрик с сигнатурой формы Риччи (—, —, — ). В зависимости 
от выбора левоинвариантной метрики на G возможны следующие зна
ки гауссовой кривизны k0 для Но, указанные в таблице.

Тип
алгебры Ли

Специаль
ная D <  0 £>=0 D > 0

Возможные
сигнатуры

формы
Риччи ( - .  - ) ( + .  - ) (0 .

(0, - )

Возможные 
знаки к0 +

j

0 +  . 0 +

Все возможные значения средней кривизны двумерных подгрупп 
в зависимости от выбора левоинвариантных метрик описываются в сле
дующем утверждении, которое справедливо и в многомерном случае.
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Теорема 2. Для любой фиксированной левоинвариантной метрики 
б на неунимодулярной группе Ли G унимодулярное ядро Я 0 обладает 
наибольшим абсолютным значением средней кривизны. Подгруппа 
HczG по отношению к метрике б имеет равную нулю среднюю кривиз
ну тогда и только тогда, когда ее алгебра Ли h образует прямой угол 
с унимодулярным ядром ho в метрике б.

Из теоремы 2 следует, что три £ )<  1 для каждой левоинвариантной 
метрики на G существует в точности две подгруппы нулевой средней 
кривизны, а при D— 1 — одна такая подгруппа. В специальном случае 
таких подгрупп бесконечно много для любой левоинвариантной метри
ки, а при D>  1 их не существует ни для какой метрики.

Омбилические и вполне геодезические подгруппы также не всегда 
существуют, как показывают следующие утверждения.

Теорема 3. При D ^ l  ни для какой левоинвариантной метрики не 
существует вполне геодезических подгрупп, а при D =  1 не существует 
и омбилических подгрупп.

Теорема 4. Каждая двумерная аналитическая подгруппа Я спе
циальной трехмерной неунимодулярной группы G0 омбилична по отно
шению к любой левоинвариантной метрике на G0.

Теорема 5. В гиперболическом случае ( D < 1 )  двумерная аналити
ческая подгруппа Я  омбилична по отношению к некоторой левоинвари
антной метрике б тогда и только тогда, когда она вполне сеодезична по 
отношению к 6. Такие подгруппы Я существуют только для таких мет
рик б, по отношению к которым одномерные идеалы ортогональны. Ал
гебры Ли таких подгрупп образуют прямой угол в метрике б с унимо- 
дулярньгм ядром h0 и потому таких подгрупп в точности две для любой 
метрики б с указанным свойством ортогональности идеалов.

Мы исследуем теперь вопрос о возможных значениях гауссовых 
кривизн k (Я) подгрупп H a G  в зависимости от выбора левоинвариант
ной метрики на G. В эллиптическом случае ( D>1)  ответ на этот воп
рос дается теоремой 1, так как в этом случае не существует никаких 
двумерных подгрупп Я, отличных от унимодулярного ядра Н0.

Теорема 6. Для любой фиксированной левоинвариантной метрики 
на специальной группе G0 неравенства 0^. к(Н)  < к й справедливы для 
каждой подгруппы Н ф Н 0. При этом к ( Н ) =  0 тогда и только тогда, 
когда Я  вполне геодезична в G0.

Теорема 7. При D < 0 для каждой левоинвариантной метрики б на 
группе Ли G для всех подгрупп Н ф Н 0 справедливы неравенства 
k <.k(H)^Z0. Для каждой метрики б на G существует в точности две 
подгруппы # i, # 2«=С максимальной гауссовой кривизны к(Н)) =
— k(H2) =  maxk(H)  ^ 0 .  Алгебры Ли hu h2 этих подгрупп Я ь Я 2 об- 

нсо
разуют прямой угол в метрике б с унимодулярным ядром h0 (и потому 
по теореме 2 подгруппы Я ь Н2 имеют равную нулю среднюю кривиз
ну). Подгруппы Я| и Н2 вполне геодезичны тогда и только тогда, когда 
по отношению к метрике б одномерные идеалы алгебры Ли g  группы G 
ортогональны.

Теорема 8. При D — 0 для любой левоинвариантной метрики гаус
сова кривизна к{Н)  постоянна для всех подгрупп, k(H)  = k 0^ 0 :  Суще
ствуют левоинвариантные метрики, по отношению к которым гауссовы 
кривизны всех подгрупп равны нулю. По отношению к любой такой 
метрике одномерные идеалы ортогональны, а квадратичная форма Рич
чи имеет сигнатуру (0, —, —).

Теорема 9. При 0 < Д < :1  для любой левоинвариантной метрики 6 
на группе G унимодулярное ядро Но имеет наибольшую гауссову кри
визну k0= m a x k (H ) .  Для каждой метрики б на G существует при 

Я с  О
0 < £ > < 1  в точности две подгруппы, а при D =  1 — одна подгруппа ми-
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нимальной гауссовой кривизны йтщ. Алгебры Ли этих подгруеп обра
зуют прямой угол в (метрике б с унимодулярным ядром h0 (и потому 
по теореме 2 эти подгруппы имеют равную нулю среднюю кривизну). 
При D =  1 всегда ^min< ;0 , а при 0 < D < 1  будет ftmin s^O, причем ука
занные выше две подгруппы минимальной гауссовой кривизны вполне 
геодезичны тогда и только тогда, когда одномерные идеалы алгебры 
Ли g  группы G ортогональны.
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Е. Е. КОРЯКИНА

ВЫВОД УРАВНЕНИИ ЭЙЛЕРА -  ЛАГРАНЖА 
В ПОДВИЖНОМ РЕПЕРЕ

Пусть уИз—риманово многообразие с метрическим. тензором g =  
= { g u }(i, / ' = 1 , 2 , . В каждой точке М3 можно задать подвижной 
репер, состоящий из касательных векторов Xt. Формы будут обра
зовывать дуальный базис.

Пусть Р  и Q достаточно близкие точки. Рассмотрим всевозмож
ные гладкие кривые у : шl=yf(t)dt, соединяющие эти точки. Длина 
этих кривых определится функционалом

>

где L d t = V g lf .M = V g i ji\lvldt.

Минимум этого функционала будет достигаться на некоторой 
кривой, вдоль которой выполняются уравнения Эйлера — Лагранжа, 
записанные в криволинейных координатах:

d _ ( d L \ _
dt\d хк) д х к

Запишем эти уравнения в подвижном репере. Пусть ш'=а/сЫ, тогда 
dxJ= a k ш*, где (а* (—матрица, обратная к матрице (а / ). Вдоль кривой
1 : r f = a / x х* =  а щ к имеем

dL_
дхк

. dL 
’ д х к

d(gijf\4) / 
д х к I 2 V g i j4 4  .

При условии, что кривая отнесена к натуральному параметру, для 
которого K g v n V  =const, получаем уравнения Эйлера—Лагранжа 
в виде

d  ( djdjju'vj) \ djgijrfrf) 
d 1 I д x к / дхк

Здесь

d_( d(gj W )  ч| 
dt\ д х к j

cKgijrM )
д х к —ZgijWak,

2Ш " ' а ^ + 2 ^ Ж а ‘ + 2

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Вывод уравнений Эйлера—Лагранжа в подвижном репере 25

дёч..,__, , о_ ..М
jv-s л*-*1! 1! "ЬАх* Ах* 

Теперь уравнения запишутся в виде

Так как

ж + 2 В г1аи ' ~ Ш ^ +

+  2е » ч ' * { Ш - - ^ ) = 0-

получаем
dm ' dk —®ш I

2 gmr - j ~ + di 4l̂ - dl j i a U W +  dt дх1 дхк

. J  *kdai  **Az/'\ nГ M П.т-  : П.~,   Г  I = (J.
+ 2 * ‘r t * ' ( а - ш ~ л 3  -

( i )

Дифференцирование тождества ( 1) по х 1 приводит к тождеству

ddm J  *k ddk 
дх1 а *— ат дх ‘ •

Векторы подвижного репера можно записать в виде

( 2 )

(3)

С учетом (2) и (3) уравнения Эйлера—Лагранжа запишутся в виде

2 g m j  d- £ + l X < ( g m } ) + X , ( g m i ) - X m ( g l i ) W -

- 2 g i j 4 ( 2 * да‘‘ л-
\ атм +

д а *
дх1

ma!k I * ' = 0 .

Нетрудно получить (см. [1]), что

•ьда\ д а т Л  
" д Г > + ~ д * а,‘ dt

(4)

Используя (4) и то, что g om-gmi = t f , получаем окончательную запись 
уравнений Эйлера—Лагранжа в подвижном репере

dt
+  ^ -gpmm g mj)+ X j(gml)~ X m(giJ)\£  ■

I  a t  a t

_  ppmgpm-gij Ttl
dt d i = 0 -

В ортонормированном репере уравнения Эйлера—Лагранжа примут 
более простой вид
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26 Е. Е. Корякина

d\^- 
dt

dt
" (U* " . I to1 „

' % xdt “  ’
* ■ /

где л 1;-—коэффициенты разложения скобок базисных полей

\х „ х а = ^ 1Хл.
Левая часть уравнений Эйлера—Лагранжа представляет собой про

извольную Лагранжа [2], записанную в подвижном репере.
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В. А. ПАНЧИЩИНА

О КОМПЛЕКСАХ Кь ПРЯМЫХ В ПРОЕКТИВНОМ 
26-ПРОСТРАНСТВЕ

Комплексом Кь прямых в проективном «-пространстве Рп называ
ется д-семейство прямых при а —п ~  1 +  6. Через каждую точку X  
прямой / комплекса Кь проходит 6-подсемейство (6-конус) прямых 
этого комплекса. Касательные (6 + 1 ) -плоскости l b+i (X) к этим кону
сам во всех точках прямой / пересекаются по плоскости, которая 
называется ассоциированной с прямой I комплекса /С6[1]. В общем 
случае при а= 2  6+ 2—« > 1  комплекс Кь имеет ассоциированные 
a-плоскости С  В данной статье, в терминах работ [1—2] рассматри
ваются комплексы Кь, обладающие в общем случае двумерными 
ассоциированными плоскостями, т. е. п= 2Ь .  причем 6 > 4 . Комплексы 
К2 . А"3 изучались в работах [3—5].

1. Отнесем комплекс Кь прямых к подвижному реперу \А/}(/, / =  
= 0 ,...,2 6 ) , построенному в [1], деривационные формулы которого 
имеют вид

dA/=o)'fAj ,

вершины А0, Ах помещены на прямую I, ффомы

« ?= :в '’- 1, . » Г 1= 0а‘ ,«о v=Qv^ b~\ p= 2 ,. . . ,2b ; v —2,...,b) ( 1)
выбрады за базисные, а основные соотношения [6] приведены к виду

4 + со ?+г’= 0 . (2)

В этом случае каждой точке Х = А 0 +  о Ах в основном соответст
вии [2 ] комплекса К ь отвечает 6+ 1-плоскость

tb+ i(X )= (f, A*+i , Av-\-р Av+b), (3)

а плоскость 12=(1, Аь+Х) является ассоциированной с прямой /.
Все 1-подсемейства комплекса К ь, имеющие фокус в точке Х =  

= А 0+рА х прямой /, задаются системой Пфаффа:
0г>+*_1—pei»-i==0; О2& +  р0 * = О;  (4)

0 *+ 24- 1= _ p e t'+ 4- 1 .

Продолжение [6] системы (2) имеет вид
у л ь

—  Си—Х,х
О . 1 . г’ v+b nx

—  1 » 0 + и )1 + (о» — u)v + b  — Cv+b-\.% “  ;

(О*—со в*-и и+Ь ^ и + Ь - 1 , 1  > (5)
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28 В. А. Панчищина

О v JV лхu>i— (Oj,+6 =  о ;
, у  V «х— <°u+4 — Си+2Ь— 1, х о ;

,У+Ь л” С*. v а * / с  \— шг>+1 =^*,х о , —“ *+1=  Счь,х “ , (5+
где

с]'х,х'1= 0 (х,х, = 1 , . . 3 6 — 1; и,т>=2 , . . . ,  6, ифчз).

Распределение Л2 на комплексе Кь, интегральные 1-подсемейства 
которого касаются ассоциированных плоскостей 12, задается системой

0V= 9  ( v = l , . . . , 6 - 1 , 6 + 1 , . . . , 2 6 - 1 ,  2 6 + 1 , . . . ,3 6 —1). (6)
Обозначим совокупность этих 1-подсемейств через /(ЧТг)-

В общем случае касательное подпространство 7'/2(Чг2) есть 4-плос
кость

Ц = (1,А ь+\, с\ь. ь AvA~ с\,ь Av+ь > С2 ь,2ь Av-\-c\jb +>+«>) (7)
(случаи, когда это подпространство трехмерно и двумерно, рассмат
риваются ниже).

Найдем распределение на комплексе, интегральные 1-подсемей
ства которого касаются плоскости 1\. Требование 77(Чг1)с : 1\приводит 
к системе уравнений Пфаффа, ранг которой равен 3 6—4, т. е. она 
задает на комплексе К ь оаспределение Аз. Независимые уравнения 
этой системы имеют вид

„Ь о»—1 О2*—1. -Ь (\V+b—1Сьль “ = ^ 2*.2*°  ,Cb,2bV —
v  о 2 6 —1 п .  c v + 2 & —1 I v г&Ь— 1 п  / о \—сь,2ьь = 0;с*,2»о + £ * , 6° = 0 , (8)

причем

£*,2*[(£i,2ft)2—C°b,ь С\ь,2ft] ^ 0 , (9)

хотя бы при одном v= 2,.. . ,b .
Вдоль распределения Аз подпространство ТГ2 (Ч̂ з) пятимерно и 

имеет вид

Аь+ь C2b,bAv-\-cvbibAv+b ,c2b,2bAv +

+ c vb ,2bAv+b , Av-\-nv+bAv+b)i (10)
где введены обозначения:

-О I Л -О „t
П  = C 2 b , 2 b < ' 2 b , t - l - r  Cb,2i+24,/+6-1— Cb,b C 2 b ,t + 2  6-1 ,

v-\-b t v t t v  t v
n  —  C2 b,2b C b , t - \ - v Cb , 2b  C b , t + b - 1 —  c b,b C b , t + 2 b - l -

Требование приводит к системе ранга 3 6—5 уравне
ний Пфаффа, которая задает на комплексе распределение Д4. Про' 
должая этот процесс, получим последовательность вложенных распре
делений A5c :. . .c A f t_ i , интегральные 1-подсемейства которых удовле
творяют условиям:

/:+1= п ; ( С 1) = п ( 1 ; ) ( т = 5 , . . . ,б - 1 ) .  а п

Касательное подпространство 772(*Pj_i) будет ( 6 + 1 ) -  мерно, обозна
чим его через l l+x .

2. Найдем инвариантные точки на прямой I комплекса К *.
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В общем случае линейная оболочка плоскостей l b+i{X) и Сь+\ совпа
дает со всем пространством Р 2Ь.

Определение 1. Точки прямой /, в которых линейная оболочка 
плоскостей 1Ь+\(Х) и Гь+х имеет размерность не более 2 6— 1, назовем 
основными точками прямой I комплекса Кь.

Теорема. На прямой I комплекса Кь имеется не более 6— 1 основ
ных точек.

Доказательство. Плоскость Гь+1 задается уравнениями в танген
циальных координатах:

л:г=л :й+1= 0; n?xv-{-n*+bxv+b= 0 , ( 12)

где п% , nvt+b— некоторые комбинации коэффициентов с?у из (5).
Плоскость l\ принадлежит пересечению Гь+х П 1ь+х(Х). Линейная 

оболочка плоскостей l*b+x J b+x{X) имеет размерность 2 6 —1, если rang 
Л = 2 6 —З .где Л—матрица, составленная из координат точек л? Av +  
+fi?+bAv+b, A0-\-pAv+b и имеющая тип (2 6—2 )Х (2 6 —2).
Поэтому для основных точек имеем

det || -  рnv, +  nvt+b || = 0 ( ^ - 2 , . . . , 6). (13)

Раскрывая (13), получаем уравнение степени 6—1 относительно р. 
Теорема 2. Если распределение Аз комплекса Кь инволютивко, 

то плоскость совпадаете плоскостью 1$.
Доказательство. Условия инволютиености распределения Аз имеют 

вид

C2b,2b(— cb,2bcb,t+2b-l ) +
+С6,2ft (Г26,2й— с'Ь,2Ь с 2ft,H 2 *— 1 )= 0 ; 

c*b,?b(T2b,2b — cft,2ft Cft,< + 2ft-l) +
+  Ct,2b ( — Т\ЬЛЬ +  Cft, 2b Cft,/+26-l)=0;

CVb, I (п2Ь-\-ГЬЬ'2Ь — Cft.ft Cblt+2b-l )-|-
~\~Cb,2b(—nv+b—Гft,2ft+Cft,ft Cft,< + 2ft-l)= 0;

C2*,2i(^2* +  r*,2ft— Cft,ft£ft,/+24-l) +
“bC4,2ft(—Зл®— r 2*,2* +  C*,2*C4^+26_l) =  0; (14)

Cb,b(T2b,2b—c‘b,2b Cb,t+2b—\)~\~
+ С*,2»(2лг'+®— ТуЬ'2ь-\-с1ь,ьСьЬ{ +2Ь-1 ) = 0;

Cft,4 (Г*,2* + Д 2г>—c‘btb Cbbit + 2b-l ) +

+  £ft,2ft(— ТЬ'Ь-\-СЬ'ЬС™Ь̂  + Ь-\-\-С*Ь'2Ь C Vb,t-1) =  0,

где Гг*,гг,, Tvb'b , Г*,г*, Гг*,г*—коэффициенты, получаемые при продол
жении уравнений ( 5 J .

Касательным подпространством 77^(4^) является плоскость (1\, 
В и В2, В 3,В ^ ,  где в силу (14)

B l= (cb,2b) 1 • (Гbi2b — Cb,2bCb,l + 2b— l ) '( C2ft,2ft, Av~\~
+Cft,2ft̂ „-| *);

&2~ (C4,2ft)_1 • (Г йй24 +  «2*—£ft,ft £ft,/+2ft—l) ‘ (̂ 26,2* Av~\-
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+Сб,2б Av+b)—( fivAv-\-nv+bAv+b)\

^3—(С6.2б)- Ч *̂.24—Cb,bCb,t+2b-l-\~
-\-n2b)- (c\t2bAv-\-cvbtbAv+b)\ (15)

В*— (с*,?г>)- 1 , (Г*,26—с\,гь cbblt+2b - i ) ‘(Cb,2b Av-\- 
+ c Vb,bAv+b) + (яМ в+ я "+ М в+*).

Из (15) видно, что точки В и В2, В г, В А лежат в плоскости l\.
3. Построим оснащение Картана комплекса Кь, т. е. поле (26—2)- 

мерных плоскостей, каждая из которых не пересекает прямую I ком
плекса Кь.

Точка А0 и А: поместим в две основные точки прямой, тогда

ex - i«S=ri>xex , (16)

обозначим /(ЧГ*) (/=0,1) торсы из совокупности /(Ф"̂ ) с фокусами Л+ 
Поместим вершину Ab+1 в точку пересечения прямых 7'Л0(ЧГ}) и ТAt 
(^ i) . лежащих в 1\. Вершины Av репера помещаем в плоскость 
7 \ 4 ,(< ), a Av+b-  ГЛ0(ЧГ'), где \lb—распределение, задаваемое систе
мой (4). Тогда

Го,26 = Г ° 4=Го,о+26- i  = 0 .  (17)
Фиксации (17) возможны без исключений и при этом получаем

шб+1—Aft+i,x 0 ; шг,= Л г),х 0 ; t«6+i,=Aj,+j,x 0 . (18^

Линейная оболочка плоскостей 1\ и l b+i(X) в общем случае есть 
гиперплоскость Г(А’). Гиперплоскости Г(Л0) и r f A j  зададим соответ
ственно уравнениями:

*6+2^0; х 6-1= 0 .

Найдем распределение А*1 , интегральные 1-подсемейства кото
рого касаются (26—2 ) -плоскости Г (Л [)П /б + 1(А ,). Оно задается урав
нениями:

0 6 - 2 = 0 г»+ 6 -1  — 0 » + 2 6 - 1  _ * ( ) .

Общая часть распределений А*1 и А° является распределением a£_i.
Линейная оболочка плоскостей 7’Л*+1(ЧГ̂ _1) и 7'Л1(1 ’*) есть гипер

плоскость
r 0 = H i. ^6+ь Л.0, Л*+_1,эЛ0—C°b;t Av+b) (19)

(N -1 .- ...A -3 , 6 - 1 , 6 ) ,
причем, как и выше, через /(4^) обозначаем совокупность интеграль
ных подсемейств распределения А6.

Аналогично, по (2 6—2)-плоскости Г(Л0)П 1ь+\{Ау) находится рас
пределение Aj°, затем рассматривается aJ_ j . Линейной оболочкой 
плоскостей 7\A4+i(4rJ_i) и 7"Л0(Ф"i ) является гиперплоскость

Г 1=(Л 01, Л*+1 Av+b, Лй+^^Л;—Сгб.ч’Л®) (20)
(4 = 2  6, 2 6 + 2 , . . . ,  3 6 - 1 ) .

Зададим гиперплоскость Г, уравнением + = 0 ,  тогда 

Лй+1,з= А й+_1,Т) —0 . ( 21)
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Фиксации (21) возможны, если

d et||«&,4 II det || II ¥=0 .
и тогда имеем

u>l=Bv,i 0х; ш°+ь= в 1+ь,х 0х .
Пересечение гиперплоскостей Г* есть (26—2)-плоскость, которая 

не содержит прямой I  комплекса Кь. Поле таких (26—2)-плоскостей 
является оснащением Картана комплекса Кь.

4. Найдем инвариантные точки на прямой I комплекса Кь с инво- 
лютивным распределением AJ. Известно [2], что такой комплекс рас
слаивается на грассмановы многообразия Gr( 1,2) всех прямых I 
плоскостей 1*2 и для него подпространство Т1*^\) совпадает с /j' 
Поэтому

JV V V пС ь,Ь— Сь,?Ь= ^ ,26=4*
Теорема 3. На прямой I комплекса Кь с инволютивным распре

делением А2 имеется не более 3 (6—1) таких точек и торсов с фоку
сами в них, что для каждого торса /(Ч^) плоскость 7'/^Чг1) принад
лежит l b+i(X).

Доказательство. Зададим семейство /(4Tt) уравнениями (4) и б1:
б* = Х 1:...:Х *. Для комплексов с инволютивным распределением AJ 

условие Tfy'O’̂ czlb+i^X) примет вид

{р3С26,< + 26-1 +Р2( — С2 b,t + b-\— ^,<+24-1)+ (23)
+  Р(С6,< + 6 -1—C24,<-l)+C4,<-l) Х/ -1 =  0.

Система (23) состоит из 6—1 однородных уравнений относитель
но 6—1 неизвестных X/-1 , поэтому она имеет ненулевое решение, 
есчи ее определитель равен нулю. Раскрывая этот определитель, по
лучаем уравнение степени 3(6— 1) относительно р, определяющее 
искомые точки на прямой I. Для них система (23) задает соответст- 
ствующие торсы.

5. Рассмотрим теперь частный класс комплексов Кь, для комп
лексов К'ь пространство 772( 4^ )трехмерно. Это 3 -пространство обозна
чим через /3. Тогда в силу (7) для комплекса К*ь имеем

Р2 С*,24-)-Р’1 £24,26 =  0; 2̂̂ 26.6 +^1^6.26 = 0 , (24)
причем Pi одновременно не равны нулю.

Теорема 4. На йрямой I комплекса К\ имеется одна точка, в ко- 
торой плоскость / *+ ,(*) содержит плоскость (з .

Доказательство. Пересечение плоскостей /з, l b+1(^0 задается сис
темой уравнений:

—рл*Ч--*"+4= 0 ; \ilc l,bx4+p\i2cl,bx 2= 0; (25)

(Pi+PP2)c6,6*2= 0 ;  рС о4,б (Р1+РР'2)-*2= 0
( 9 = 3 , . . . ,6).

Из (25 ) следует, что только в точке Х х= ц гА0—pH i плоскость 
/ft+i(A') содержит /з.

Поместим вершину Ау в точку А'1= р 2Л0—рИ ^ тогда

р2= 0; P i# 0 . (26)
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и из условий (24) получаем

с?*,26= сб,?б =0- (27)

Поместим еще вершину Аь+2 в плоскость 13 , тогда

С6,6=0 (? = 3 ,...,6 ) . (28)
Обычным путем проверяем, что фиксации (27)—(28) возможны, 

если с1'Ьф0 и при этом имеем

6х; 0х . (29)

Случай комплексов К\ с инволютивным распределением Дг здесь 
исключается. Для комплекса К\ коэффициенты с?у, , Г?,* удов- 

етворяют еще системе уравнений:

2̂6,26+1 =Г?,26 +  2С?6,26+1= 6̂,26+1— 1^,26+С?6,6+1=0. (30)
Теорема 5. Плоскости /г» ассоциированные с прямой / комплекса 

K l, образуют (3 6—2)-семейство.
Доказательство. Из равенств (27), (28), (30) следует, что

«•>*+1= —cL.v 0V; “6+ ?= —cl,bbb— c lJ\  
шб+?= — 0 ; (u*+1= —c\ 6 ii0|t

(v = l ,. . . ,  b - l ,  6 + 1 , . . . , 2 6 - 1 ,2 6 + 1 , . . . , 3 0 - 1 ) ;  (31)
p = l , . .„  b - l ,  6 + 1 , . . . .2 6 - 1 ,  2 6 + 2 , . . . ,3 6 - 1 ) .

Поэтому дифференциал плоскости l2 зависит только от базисных 
форм 0+ 6».

Распределение Дз на комплексе К\ , интегральные 1-подсемей
ства которого касаются плоскости 1*3, определяется системой:

0̂  = 0 . (32)
Теорема 6 . Распределение Дз инволютивно тогда и только тогда, 

когда плоскость Г3 неподвижна вдоль его интегральных 1-подсемейств.
Доказательство. Условия инволютивности Дз в силу соотноше

ний (30) имеют вид
^26,26+1=0; 1+ 6—с*,2б+1= 0;

^6.26+1=0; Гг,6 -  £е+1,6=0. (33)
Внося равенства (33) в замыкание системы ( 5 J  для этого класса 

получаем еще

^26+1,26+1 =^,26 + 1— Сб+1,26+1= С26,26+1 —Г 1,26+1 = 0 . (34)

Равенства (33)—(34) означают, что плоскость 13 неподвижна вдоль 
интегральных 1-семейств распределения Дз. Обратное утверждение 
очевидно.

Следствие 1. Плоскости 13 комплекса К ь с инволютивным распре
делением дз образуют (36—4)-семейство.

6 . Покажем, как построить комплекс К \, имеющий инволютивное 
распределение Дз. Присоединим к каждой плоскости /3 произвольного 
(36—4)-семейства подвижной репер так, чтобы /3= (Л 0, Аи Лб+i, Аь+2). ■ 
[усгь 0> —оази сные формы этого семейства, тогда
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ш* =  a,k,y. б11; шб+?=я*+2,|1 S'1 ; (35)
u,£+?= 4 +? 0|l; « . ^ = 4 + ^  0̂ = 0 ,1, 6+ 1).

Зададим в каждой плоскости /3 специальный комплекс прямых 
1=(А 0, Аг), причем пусть вершина А{ описывает 2-поверхность, а 
плоскость /2=(/, Л4+1)— касательная к ней в точке Ab 
Тогда

4 +2= 0  (mod 01*). (36)

Продолжение [6] уравнения (36) имеет вид

шЙ+2=аи)?+й«в?+1(т о б 0 О ; (37)
ш4+1=  6 u)i+ с  ^ ^ (m od  б1 ).

Рассмотрим в /2 связку прямых /=(Л 0, Ах) с центром А,, выбе- 
ремб24 за базисную форму связки. Рассмотрим комплекс, образован
ный всеми специальными комплексами семейства /З(36—4). В силу 
(35), (36) формы, которые фиксируют прямую / в пространстве 2̂6» 
связаны соотношениями:

==alv ^ - A +q=-abt i 4V1 -,
«>?+2= а?+ 20'\ (38)

Выберем формы
mf= бр-1; t«o+1=  б2*; ш§+г'= 01' 1-24-1 (39)

за базисные, тогда соотношения (38) можно привести к виду (2).
Их продолжение совпадает с (5), причем в силу равенств (35)—(37) 
коэффициенты продолжения удовлетворяют требованиям:

с\ь,* =  С2ь,2ь+1— сьа— с2»-и,а= 0  (ч—Ь, 26, 26+ 1); (40)
Г?,6— £26+1,4=0; Г?,г4+1 —c?6+i,26+1=0.

Так как формы — главные для семейства /З(3б—4), то из(5) 
следует, что формы «>2 тоже главные, т. е.

u 4 = il< e x . (41)
Из равенств (36) получаем, что

l l a - d , i , * = 0 .  (42)

Соотношения (40), (42) совпадают с соотношениями (33), (34)’
(30).

Результаты пунктов 5 и 6 объединяет

Теорема 7. Комплекс K l с инволютивным распределением А3 
представляет собой (36—4)-семейство специальных комплексов, каж
дый из которых принадлежит 3-плоскости.
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Г. П. БОЧИЛЛО

К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 
m-РАСПРЕДЕЛЕНИИ НА МНОГООБРАЗИИ ВСЕХ 

ГИПЕРПЛОСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ п-МЕРНОГО 
ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА

1. В работе изучаются «-распределения Дот на дифференцируемом 
многообразии М2п- 1 всех гиперплоских элементов «-мерного проектив
ного пространства P „ (« < « )  [1]. Гиперплоским элементом {А, а) наз
вана пара из точки А и инцидентной ей гиперплоскости а простран
ства Рп [2].

С помощью компонент внутреннего геометрического объекта вто
рого порядка [3] строится и геометрически характеризуется инвари
антное оснащение распределения Дт . При этом не исключается слу
чай инволютивности Дт (см. [4]). Найденное оснащение индуцирует 
на Л42п-1 аффинную связность с кручением. Распределение Д,„ поро
ждает на М2п~1 подраспределение Дт- i ,  а также несколько (/га— 1)- 
распределений, которые используются для геометрической характе
ристики построенных оснащений.

В работе индексы принимают следующие значения:

/,/,/С=0,Т7га; /,/, £ = Г « ;  Р, ? , г  =  1,га-1; 

и, v, w=\, /га— 1; й, v ,w ,w  х= т ,п — 1; *, Р, т = 1, « —1, я.

2. Присоединим к каждому гиперплоскому этементу [А, а) мно
гообразия /Иги- i  точечный /?0= (А /) и тангенциальный г°=  ( s ')  под
вижные реперы, полагая А =А 0, а= а", причем

dA ,= w Ji А/, d a 1 = —шуау , ( 1)

где 1-формы ш/ удовлетворяют структурным уравнениям:
rfw/=u)/Au)^ (2)

и соотношению

шо4-(о1+...-1-и,л—0.

Базовые формы многообразия toy, «v удовлетворяют в
силу (2 ) уравнениям:

afo)o=t«oA(шд— 8£<»o)+t»oAtOn ;

rf(»u=(»oA 109_Ь‘,)оА( о»”— wo); (3)
d i» p = («о a ( — ы р ) +  м'д A {8p («>"— wo)— («>p —  Opwo)).

Теперь мы имеем расслоение линейных реперов [5] L(M2n-\) с базой
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М-2л-\ и типовым слоем—подгруппой стационарности гиперплоского 
элемента {А, а}.

Стуктурными уравнениями L{M2n~\) являются (2), а также урав
нения:

d (w q —  S£ u>o) = ( « jS —  8 ? io o )A (U)r —  8?uJo)4-u)jAiUn +

- H ?  u)“A “)o ;

шо°)=— lV A  “ 0 +  i»SA  “ J + 2  wJ a  4)3 ; ( 4 )

^ (о ^ = ш ° л « > о + 0>лЛ (10? — 

d w p = ( w 9p— S p W o jA w e+ o jp A ^ n ; 

rf(Un=u)” A ( « o —  » " ) + “>« Л  •

Из вида уравнений (3) и (4) заключаем, что структурные формы
Т(М2 n_i):

р п п р <sp V п 0 р О О 0)0 ; ч>0 ; Шр ; б^шо; шл—и)0; ; шр ; шп

не удовлетворяют теореме Картаиа-Лаптева [5] и, следовательно, не 
определяют на L(M2n- i )  фундаментально-групповой связности.

Обозначим {/V, v} гиперплоский элемент из точки N, не инциден
тной гиперплоскости а и гиперплоскости v, не содержащей точку А. 

Имеет место следующая
Теорема I. Оснащение М2п- 1 полем гиперплоских элементов 

(yV, v} означает задание аффинной связности на расслоении L(M2n- 1).
Доказательство. Пусть к каждому {А, а) многообразия M2n- i  при

соединен гиперплоский элемент |yV, v) так, что

N —An-\-а рпАр-\-ап А0\

v= a ° -f  Ьп *” ; &л= —(ah 6p-)-a„), (5 )

причем совокупности величин \ар , а°„\, {Ь°р , bl\ удовлетворяют следу
ющим дифференциальным уравнениям:

^ я + №л = а л<ш'+ я £ ,и Чг;

чап+ тп=апц» -\-а7 и>ч ; (6)
,0  0 ,0  I ,0q пV Ьр— —Оруш—ор ;

„ . О  0 . 0  , . , 0 ?  л *
V Ол— «)„=0„<U)1 +  Ьп ,

где V—известный оператор дифференцирования [5]. Перейдем к но
вому точечному реперу {#7}, полагая

Bq—A0‘, Вр—Ар—Ь°рА0; jV .

Деривационные формулы этого репера будем писать в виде

|d B ^ i B j ,

причем 1-формы 2 / удовлетворяют условиям

Q o + ^ + .. .+ Q "= 0
и имеют следующий вид:

QP____Р „ Р , Л Г\П п «-чЛ п . О ЛО—Шо—а пи>0, bio =  tuO ; Ь2р = 0)р— £»р(0о;
О 9__,„9 „ чПп и0 9 . О "__  л , р я I „U лл1р — ujp flnlijp—Ppl«о , s2„— п̂~\~й,п <'1р_Г̂ 'Ли)0 I (7)
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Qo= wo "Ь b̂ }Qo-\-b°n t»o .

При этом формы й £ , й £ , й° выражаются лишь через базовые формы 
расслоения ЦМ ^-х). Дифференцируя внешним образом (7), получаем, 
что система форм:

Q§ ; ЙО; ; й £ -3 *й 8 ; Q J-Q ? (8)

удовлетворяет условиям теоремы Картана—Лаптева.
Следовательно, система форм (8) определяет на Ц М 2П-1 ) аффин

ную связность. Из уравнений структуры для форм (8) заключаем, что 
это связность с кручением.

3. Рассмотрим распределение Ат на Mjn-x (т < п ). Покажем, как 
в этом случае может быть внутренним образом определено поле осна
щающих гиперплоских элементов. Аналогичные распределения изуча
лись в центроаффинном пространстве (2], где оснащение существует в 
силу наличия центра пространства (когда гиперплоские элементы ему 
не инцидентны).

Система уравнений Пфаффа, определяющая распределение Ат, 
представляет собой (2rti— 1—т) линейных соотношений на базовые 
формы. Переходя к реперу первого порядка /?ь можем записать ее в 
виде

и  г\ —  п  п  А п  V0)0 ==UJ oijj Uj о)ц— .

Используя (9), получаем
U к U / , A U p  По)а= А 0д/о)'+ Аоа

A ^ - A i y + A V » * ;

A"v l«n+ «>u =  A2/i/w'4-A2S <«p(u>o=wO.

(9)

( 1 0 )

Задание распределения Am на M2n-1 эквивалентно заданию па 
поля т-пар \Lm, —и соответствия между прямыми в

Lm, инцидентными А0 (направлениями в Lm) и (я—2 )-плоскостями в 
инцидентными 1п- т - \ .

Распределение Ат порождает на A f^-i несколько новых распре
делений. Отметим те из них, которые используются при построении 
оснащений.

С распределением Ат ассоциируется поле (т— 1) пар \1*т~Р 
С - т \ ,  где

Т-m—i =  Lm f| 0П', 1П— ],

а^также следующие четыре соответствия'* между направлениями в 
Lm-x и (п—2)-плоскосгями в иццидентными С -т :

\A0, t “Au\~

\

_Ja". A"utva.u]

" K . A i W v i
. 11)
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Таким образом, Дт порождает на Мт-\ четыре (т — 1)-расчреде- 
ления: Дш_1= Д т-1 (подраспределение Дт ), а также Д ^  ,Д т -1, Дт- i  
(использованы обозначения из [6]), которые задаются системами:

ш“= 0.
п

0, b > a = A u v ^ v ,  ш"=0; ( 12)

ю“= 0 , #
|3 II о Юц=Лрио)1’, a)"=0 ; (13)

ш“ = 0 , П г\шй=0 , K - = A " UV) w v , (o”= 0; (H )

(1>"=0,
п

0)^=0 , n  a n  V  n f\/V| yjrjco j со —U, (15)

Имеет место следующая
Теорема 2. Оснащения распределения Дт полем гиперплоских эле

ментов (jV, v} могут быть построены с использованием лишь компонент 
внутреннего геометрического объекта второго порядка распределе
ния Дя .

Доказательство. Используя уравнения (10), их дифференциальные 
продолжения, получаем, что система величин:

где
Ti — (А«®5 Г о * ? , ) ,

Г(ь1'1==Лё,1р-|-Л(ь А у-,: Гца(з=Лй!,з+Лц!1 Л”-,
г "  Л” I \nv\ n-1 ияЭ=-‘1ияр~г ■‘*иЛ'‘»г>3 (16)

образует самостоятельный объект, который является подобъектом фун
даментального объекта первого порядка

Г1 =  {А«г»; Л8,/; Afif ; Ай»/, Ай, ; Ajja/, Л2*|

распределения Дя. Согласно [3] внутренний геометрический объект 
первого порядка распределения Дя. Аналогично строится внутренний 
геометрический объект второго порядка распределения

T2= (Tl> Г’оогРу I ГйаРк «Гилрт )•

Используя теперь лишь компоненты ц  и т2> выберем точку N  и гипер
плоскость v так, что

а п= —AnwAwu ; лп= 0 ,

Ял= ---------- (fl лн +  я л я“A"u -\-аТ Alu);
m— 1

6° = л ;и « ;  6°й= 0; (17)

— (&п ba~\~Cln)t

ГДе
Аа-.=Ап Гоо(аГ|и|рк»; AuwAWv— û I

А Г Л ^ = Л Г Л ;Ы= 8̂ ; (18)

det || Аар || ^ 0 ; Апп- А „ пАпиА“«ф0,
причем

^А,р=Аар(шо+«>л)=А(1р/о)г+А?р Шр. (19)
Коэффициенты в разложениях (19) находятся с использованием урав-
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нений (10), (16), (17), (18) и их дифференциальных продолжений, то 
есть з терминах объекта второго порядка.

4. Найдем геометрический смысл построенного оснащения.
Для этого сначала укажем геометрическую характеристику поро

ждаемого им поля 1-чар [Lx, /л_ 2}, где
A 4 A A J ;  in -2=[»«v].

Рассмотрим линейные преобразования т-пары подпространств Lm 
и 1п- т - \  в себя, известные из геометрии распределений на многообра
зии невырожденных нуль-пар [7].

Будем задавать 1-семейство гиперплоских элементов Mi многооб
разия М2П-1 уравнениями:

шW ' 0, (20)

Величины \t‘, tp\ образуют геометрический объект.
Рассмотрим точку

Л'=*=х°Л0+-Г' л ,

плоскости Lm. Используя (1 ) и (20), находим

dX=B°A0+Q* А* -|-(л:0шо+^,'со“)Лй
и точку

У = у “ Ай (у“= Л “о + ^ ,0“),

пересечения подпространств [LmT X (i‘, tp)] и 1п-т -ь  Находя затем

dY = 0 иЛ ц-)-у* (<% Лд-рю^Л.,) 

при условии (20), получаем точку

Х* =  у" ( (•)„ Лд+СОДЛ,)

пересечения подпространств [ln- m-xTY(tl, tp)\ и Lm. Здесь 0°, 0’ , 
0"—некоторые 1-формы, вид которых несуществен. Обозначая

Х = х °А 0-)г  л ’Лз,

получаем линейное преобразование Lm в себя, отвечающее заданному 
М х(Х-^Х*), которое описывается формулами:

л:0=л:°(оо‘м ;!+ .£“ u)“u)„ ;

х ?=х°и>о «>и . (21)
Аналогично получаем формулы

^ = / ( юУ о -}-4 с О  (22)
линейного преобразования 1„-т-\ в себя:

Г = у ъА-и ->У =  'у“Аъ,
отвечающее тому же 1-семейству (20). Заметим, что матрицы преобра
зований (21), (22) имеют одинаковый след. Формулы (21) и (22) опре
деляют преобразования W (в смысле [8]) подпространств Lm и 1п-т-\ 
в себя, если след матриц преобразований обращается в нуль.

Таким образом, совокупность всех 1-семейств многообразия M2„~i, 
вдоль которых линейные преобразования Lm и 1 в себя являются 
преобразованиями Wy определяется уравнением
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o>o<uj+u)"u)„==0. (23)

Используя уравнения (10) и (20), представим (23) в виде

(23')
где

Ц Я \ UV \ЪЯ/,—Оу Aun/-f-An Aoui Л-uvj >

с?=Ъ“А-ип + л Г ( а1 ;  AZ +Afu AZ ) -  blA bj ; 

b n - A ^ A Z ^ - b l A Z .

Рассмотрим те M x из совокупности, определяемой уравнением (23'), ко
торые являются интегральными 1-семействами распределения Дт [2]. 
Тогда в (20) надо положить в силу системы (9):

*“= 0 ; t~u =  0; tu= A nuvtv; (tv= A u„vtu). (24)

Из геометрической характеристики распределения Дот вытекает, что 
интегральному 1-семейству распределения Дт соответствует 1-пара 
подпространств

\A0, t “Au+ t nAn\=\A0d A ^  (25)
fa”, ^ a“+ ra ° ]= = [a W ’], (26)

связанных соответствием по формулам из (24).
Координаты лг°, х и, х и , х п точек тех прямых (25) и координаты 

х п, х и,Х и ,х п t j x  гиперплоскостей, инцидентных (п—2 )-плоскостям 
(26), которые отвечают интегральным 1-семействам распределения Дт 
из совокупности (23 '), удовлетворяют в Рп уравнениям соответственно 
поверхности второго порядка

* « = 0 , A,?.x :V = 0  (27)

и поверхности второго класса

* 2- = 0 , AllvA r A r x wx Wl-\-2AunA T x ux 0+ A nn(xQr ^ 0 . (28)

В уравнениях (27), (28), которые получены из (23 ') с учетом (16), (24), 
имеют вид (18). В силу (18), (27) имеет место следующее утвер

ждение.
Прямая Ал+ а "  Ац] полярно сопряжена Z.m-i относительно

ко iyca (27).
Аналогично проверяется утверждение двойственного характера: 
(п—2 )-плоскость 2= [а ", а°+й2*“], соответствующая Lx в извес

тном проективите Бомпьяни—Пантази [9], полярно сопряжена Г„-т от
носительно поверхности (28).

Имея в виду выражения величин а«, ор по формулам (17)— (18), 
получаем следующее утверждение.

Поле 1-пар (Z.x /„_?}, внутренним образом связанное с распреде
лением Дт , определяется с использованием компонент внутреннего 
геометрического объекта первого порядка этого распределения.

Укажем далее геометрическую характеристику точки N  на прямой 
/„! и гиперплоскости v, инцидентной (п- 2, оснащающего гиперплоского 
элемента \Af, v).

Построенная выше 1-пара подпространств порождает пару;
# С *
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где

L m- 2=[<Л а°+ b°u*u, а“ j; /„_»,+1 = [  Л0, Ал+а!{Аи, Л« J.
Находя обычным образом [5] фокусы

/г=л:0Ло+ х "(An-\-ah Аи) + х “A f

плоскости /л-т+ь отвечающие интегральным 1-семейстрам распределе
ния Дт , получаем уравнения фокусной поверхности в At—m+l*

x v—a nx n=0\ det || л°С  - f  xnA%w-\-xuAUn,Auvn || = 0 ,  (29)
где

A$w= a unw+ a unanKw -\-a7Kw . . (30)
Гармоническая поляра [10] точки А0 относительно поверхности (30) 

пересекает Lx в точке

N  =  Ап-\-а*Аи-\- ЛпА0, (31)

где ah , а°п выражаются по формулам (17), (18).
Таким образом, оснащающий гиперплоский элемент {jV, v) из точки 

N  и гиперплоскости v=[TV/„_2] полностью геометрически охарактери
зован.

Используя (17), (18), представим точку N  в виде

N=M n+ a unvAnuvA0, (32)
где

Ап= А п+ а апАи -----Ц а “„Л0 , ------ Ц - ( а Ж + а Г ) .  (33)
т— 1 т— 1

З а м е ч а н и е  1. Если в геометрических построениях точки N  ис-
* # п

пользовать вместо Дт-1 одно из {т— 1)-распределений Дт- 1, Дт- i , 
Дщ- i ,  то получаются три другие (в общем случае) точки на прямой 

Lx, которые обозначим N R, А!п , N B, (TV* = W ). Выражения для них 
получаются из (32) после замены

ЛП кП/\«11 \П
i X UV ->Ая{UV) • А" Ал

l uv l  ■

З а м е ч а н и е  2. Построения, двойственные проведенным при на
хождении точки N, дадут еще четыре гиперплоских элемента, отличных 
от предыдущих в общем случае.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.
Используя порождаемые Ат четыре (т— 1)-распределения, а так

же двойственность самому себе элемента распределения, можно постро
ить восемь полей гиперплоских элементов, оснащающих распределение
А*.
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Е. А. ГРИШАНОВ, Л . 3. КРУГЛЯКОВ

О КОМПЛЕКСЕ К2 ПРЯМЫХ В ПРОСТРАНСТВЕ Р5

1. Комплексом К2 прямых в проективном 5 -пространстве Р5 назы
вается [1] 6-паоаметрическоз семейство I (6) прямых /. Все многооб
разие прямых в пространстве Р 5 является восьмимерным, т. е. изу
чаемый комплекс К2 имеет коразмерность два. Однако он исключен 
из рассмотрения в общей теории комплексов К„-з коразмерности два 
в «-пространстве [2 ].

В данной работе рассматриваются комплексы К2, не обладающие 
ассоциированными плоскостями [1].

2. Отнесем комплекс К2 к подвижному реперу первого порядка, 
построенному в [1]. Тогда основные соотношения [3] принимают вид

u)o-)-a)i=0; u)o-|-u)i=0, ( 1)

где o>f(/=0,l; р = 2 ,  3, 4, 5)— главные формы из деривационных фор
мул:

а?А/=о)/ А к(/, /<’= 0 ,1 , ..,5 ), (2)

причем (о/ удовлетворяют уравнениям структуры и условию экви- 
проективности [3], а формы

оЛ М "-1 , 0)^=6% он=0° (3)

выбраны за базисные.
Через каждую точку Х = А 0-\-$ Ах прямой 1=-А0А1 проходит

2-конус К(Х) прямых комплекса К2.
Дифференциальные уравнения этого конуса имеют вид (1) и

d  р+о)о+р(оц— о)°)—р2о>?=0; (4 )
0i+p0*=O; 02+ Р0в=О;
О3—Р01=О; 04—Р02=О. (5)

Заметим, что подсистема (5) задает совокупность торсов /(Wf).
для которых точка X  является фокусом.

Касательное подпространство к конусу К{Х) для прямой I явля
ется 3-плоскостью 13(Х). Таким образом, на прямой / возникает 
отображение Х-+13(Х ), которое называется основным соответствием 
комплекса [ 1].

Заметим, что плоскость 13(Х ) является касательным подпрост
ранством 77(ЧГ*) и имеет вид [1J
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la (X )= (lt A2-\-pAit ^ 3+ р Л 5). 

Продолжение [3] системы (1) дает

( 6 )

(7)

3. Найдем инвариантные точки на прямой /, являющиеся неко
торым обобщением инфлекционных центров прямой комплекса 3-прос
транства Я3 [3J.

Пусть k (X )—некоторый подконус конуса К(Х), т. е. 1-подсемей
ство прямых комплекса К2, проходящих через точку X.

Определение. Точку X  прямой / комплекса К2 в Я5 назовем ин- 
флекционным центром относительно подконуса k{X ), если плоскость 
/3(Л ) имеет касание второго порядка вдоль образующей I подкочуса 
к(X). Сам подконус будем также называть инфлекционным.

Теорема. На прямой / комплекса К2 в общем случае имеется 
не более 16 инфлекционных центров относительно соответствующих 
подконусов.

Доказательство. Будем искать подконус k(X ) на конусе К(Х), 
определяя его уравнениями (1), (4), (5) и

где X искомая функция. Касательная плоскость для прямой / подко
нуса k(X ) имеет вид

03; 04=0'-: 0в= Х 5 : Хб=Х, ( 8)

1 г ( Х )—(/, Х[ А2+р

а соприкасающаяся плоскость второго порядка—вид

(/2(АГ)>̂ Я (Н-(ХС4+ Я 4)Л4+ (Х С 5+ Я 5)Л5),
где

П̂ =  -̂ 2+Р А6 #1 =  Лз+Р Ац', 
C4= [A 33p4-f-2Ai3p3-|- (Л п—2 Л3з)р2—2Aisp-{-

-f-A55] X-f-[A31p4+  (Л?4-}-Л2з)р3+ (Л ?2 — Л 45 — 

-Л ^ )р 2- (Л ? 6+ А 2°5)р+Л^];

(9)
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£-4==[Лз4Р4+  (A i4+ A m)p3+ (A ij—Л45—Лзб)р2—

—(Л?б+Лу5 ) Р+ Л5б]Х+ [Лф4р4+ 2  Лу4р3-{-

+(Ли—2 Л«)р2—2Л£бр+ Леб]; (10)
Cs= [A V + 2  Л}зр34-(Лп—2 Лзэ)р2—2Ai5 р+

+Ak]X+[Aj«p4 +  (Al4+A^)p3+ (A }2- A i 5 -  

—Лае)?2—(Л1б+Л25)р+Л5б];

£ 5= [Л з4Р4+  (Л14+Л2з)р3+ ( л }?—Л45—Лзб) р2 —

—(Л1б+Лй)р+Л5в]Х.+[А}4р44-2Л24р34- 

+ (A j2—2Aje)p2—2Л?бр+- Лбб].

Эта 3-плоскость в силу (6) и (9) совпадает с /3(Л"), если

ХС4+ ^ 4= 0;
XCs+ E 5= 0. (11)

В развернутом виде система (11) примет вид

[Аззр4+ 2 Л1зр3-)- (Ли—2 Лз5)р2—2Л?5р+ AssJX2-}- 

+ 2  [ Л34Р4 +  ( A^-j- Л2з )р3+ (Л %—Л 45— Азе )р2— ( А16+ Л25 )р+А 56 ] X+

+  [A 4V +2A V + (Ли—2 A )̂p2-2A^p+Ag6j= 0 ; (12)

|ЛззР4+ 2  Л}зр3+ (Л п —2Лзэ)р2—2A}sp+ Л55 JX2-+

~Н2[ Л34Р4—[- (A i4 +  A23)p3+ (A i 2—Л45—Лзб)р2—(Л}б +  Л25)р +  Л5б] Х+

+ 1 А44р4+2Л?4р3+  (Ли — 2Л4б)р2—2A^p+/\ie]=0.

Обращение результанта этой системы в нуль, т. е. условие совмес
тности относительно X, дает уравнение 16-й степени относительно р.

4. Построим оснащение и канонический репер для комплекса /С2. 
Поместим вершины А0 и Д  в инфлекционные центры прямой I и 
зададим соответствующие им инфлекционные подконусы системами:

k(A0) : 01= 0 2= 0 3=О4=  03==О;
& (Д ): 01= 0 2= 0 4= 05=  0°=О.

Тогда из (12) получаем

Л к=Л £е= 0 . (1 3 }

Все 1-подсемейства комплекса К 2, которые касаются плоскости 
^з(Л) в точке Д , являются интегральными для распределения Д' 
( i= 0 ,l ) :

Д4 ; 03= 0 4=О; 

д } ; 0° = 06=О.

Каждая из гиперплоскостей Г ^ Г Д ^ ) ,  где /, /'=0,1; i-h'\, a Г Д ^ )  
—линейная оболочка касательных к интегральным кривым распреде* 
ления Д(, описываемым точкой Д , не содержит прямой I. Поэтому 
пересечение /з—Г0f) Гх не содержит прямой /, а поде 3 -плоскостей /з
(6) является оснащением Картана. Поместим в плоскость /3 вершины
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Ар подвижного репера. Тогда ставшие после фиксации вершин At 
главными, формы шо и w{ удовлетворяют еще условиям:

u>o=0(mod 6\ б°); щ = 0  (mod 03, в4). (14)

С помощью алгоритма Картана [3] легко показать, что соотноше
ния (13) и (14) приводят к фиксации всех оставшихся вторичных 
параметров, кроме тех, от которых зависит нормирование, т. е. пост
роен с точностью до нормирования канонический репер комплекса К2.

Выясним геометрическую характеристику фиксаций (13) и (14). 
Касательная плоскость к подконусу /г(А0) в точках I суть (/, Л3), а к 
подконусу k(A x)~ (l, А )̂. Эти плоскости пересекают 3-плоскость 1’3 
в точках Л3 и А4.

Однопараметрическое семейство гиперплоскостей (13(Х ) , Л3) =  
=(/, А2-\-рА4, Л3, Л5) имеет характеристику в точке Х : х 2= х 4= 0. 
Пересечение этой характеристики с пересечением плоскостей /3(Л 4) и 
/3 есть точка А5. Аналогично, рассматривая пересечение характеристи
ки однопараметрического семейства гиперплоскостей (13(Х ), А4)—(1, А2, 
Л4, А3-\-р А5) с пересечением плоскостей /3(Л0) и й, получаем верши
ну А2.

5. Рассмотрим один класс комплексов Кг в Р5 в репере, постро
енном в п. 2.

Определение. Будем называть точку X  прямой / комплекса К2 в Р5 
инфлекционным центром, если она является инфлекционным центром 
относительно любого подконуса k (X )cK (X ).

Из уравнений (12) следует, что иифлекционных центров на прямой 
может быть не более четырех.

Рассмотрим комплекс, на прямой которого имеется один инфлек- 
ционный центр. Поместим вершину А0 в этот центр. Тогда из (12) 
следует

Лз5 =  Л5б —Лцс =  0. (15)
Рассматривая (15) сошестцо с уравнениями первого и второго продол
жений системы ( 1), находим

100— . (16)

Из формул (2) и (16) получаем

dA 0—wuA0J[-u>u((iiAl-\-A2)-\-mo(ci2Al-{-A3)-{-
ф(оо(а3Л1-1-Л4)4-ш2(й'4Л , +  Л5). (17)

Следовательно, инфлекционный центр Л0 описывает гиперповерхность. 
Поместим вершины Л2, Л3, Л4 и Л5 в касательную плоскость к этой 
•гиперповерхности. Тогда из (7) и (16) получаем

<оо=0;
« 4 = - А ov 0v; о)2= —A], 0V;

шз=—Ль 0Ч; (о3= —Ав, О4 (18)
(v= l,2 ,3 ,4).

Из (17), (18) и (3) следует, что при неподвижной точке' 3-плос
кость (A0AiA.2A3) остается неподвижной; так как в этом случае d (A 0
■̂ i)—(“o-f-«н)(Л0 Л ,) <«i( Л0Л2)-|— «>̂ (Л0Л3), то прямая описывает в этой 
3-плоскости полную связку.
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Таким образом, рассматриваемый комплекс распадается в четы
рехпараметрическое семейство связок прямых, центры которых описы
вают гиперповерхность, а прямые лежат в 3-плоскостях, не касающих
ся этой гиперповерхности.

Покажем, что выбор гиперповерхности и связанного с ней поля 
3-плоскостей произволен.

Для этого рассмотрим произвольную гиперповерхность и в каждой 
ее точке зададим произвольную 3-плоскость, не касающуюся этой ги
перповерхности. Присоединим к гиперповерхности подвижной репер так, 
чтобы вершина Л0 была ее текущей точкой, вершины Л2, Л3, А* и А5 
лежали в касательной гиперплоскости, а вершины А\, Л2, Аз — в за
данной 3-плоскости поля; за базисные формы гиперповерхности выбе
рем формы:

0v=u>o+1( 'v= l, 2, 3, 4).

шо= 0 (19)

4 A qv 4 А дм 4 А лv Ш1=заь и ; u)2= a 2v о ; u>3=#3v в ;
5 л5 av 5, 5 av 5 5w , <j>2=#?v 0 ; u)3=^3v(/ . (20)

Образуем комплекс, проведя через каждую точку А0 гиперповерхно
сти в 3-плоскости (Л о Л ^ Л з) полную связку прямых (ЛоЛ^. За пара
метры связки возьмем формы 05=wi и 0и=иц. Тогда уравнения пост
роенного комплекса /(6 ) будут следующими:

<о|=аь Gv; («1 = а ь  6\ (21)

Требуя, чтобы точке Ау соответствовала 3-плоскость (А^А{АаА5), а 
также чтобы

77(ЧГ1)=(/, Л4); 77(ЧГ?)=(Л Л5), 
где уравнения подсемейств

02=03=. .. =  Ое=0;

0 1 = 0 3 = ...= 0 6 = 0 ,
мы приведем соотношения (21) к виду

ш1+и>о=0;
o>i4- ( o o = 0 .  ( 2 2 )

Сравнивая продолжение системы (22) с (19) и (20), заключаем, 
что точки Л0 являются инфлекционными центрами и построенного 
комплекса.
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ДОПУСТИМЫЕ КОМПЛЕКСЫ Ко ПЛОСКОСТЕЙ В Р5

Комплексам Ко плоскостей (2-плоскостей) в проективном 5--nipост
ра нстве Ps называется [1,2] 6-семейство L (6) плоскостей L. Эти семей
ства были введены С. Е. Карапетяном [3], как конгруэнции класса один, 
и Г. И. Орленко [4], как гиперконгруэнции.

В данной работе изучается строение классов комплексов Ко, у ко
торых один из рангов объемной матрицы основных соотношений [5, 6] 
понижается. Эти комплексы обладают свойствами, аналогичными свой
ствам допустимых комплексов [1, 2], и поэтому также называются до
пустимыми. Применяется терминология из [5].

1. Присоединим к комплексу Ко подвижной репер {Л/} (/, / =  0, ...,
5); деривационные формулы которого dA/=toJfAj, где формы u>j удов
летворяют известным [6] условиям. С репером (Л/) ассоциируется 
тангенциальный репер

Л5)\
Поместив вершины Л4 в текущую плоскость L комплекса Ко, за

пишем для него три основных соотношения:

Л ? « ? = 0 ,(а = 1 ,2 ,3 ; /=0,1,2; />=3,4,5). ( 1)

Система

АрЩХР = 0  (2)

задает отображение фь L\-*-l3 для тех прямых щх1 = 0, х р= 0 , которые 
являются характеристиками торсов [5] и находятся из условия: ранг

R || A fo  || = 2. (3)

/з — касательное подпространство соответствующего торса. Эта же сис
тема задает еще отображение фг: для тех 3-плоокостей (L ,x pAp),
которые являются касательными подпространствами торсов и находят
ся из условия: ранг

R II К р Х р  || = 2 ,  (4)

Li — характеристики этих торсов.
С объемной матрицей ||Ap II ассоциируются три прямоугольные 

матрицы, ранги которых обозначим Ra, R / и R р, где нижний индекс 
означает номера столбцов соответствующей матрицы, а остальные ин
дексы пробегают номера строк. Соотношения (1) всегда независимы и
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поэтому ранг R J A  11=3. Далее рассмотрим классы комплексов К о ,  

для которых один из рангов Rp (R 4) понижается, и выясним строение 
соответствующих комплексов.

2. Пусть ранг

R, II Ар II = 2 . (5)
Тогда из системы (2) следует, что отображение ф| определено почти 
для всех прямых и постоянно. Исключения составляют те прямые, для 
которых ранг

R  II K la t II = 1. (6)
В силу формулы в [7, с. 33] таких прямых будет три. Общим случаем 
комплекса (5) назовем такой, когда все эти прямые различны. Тогда 
ранг R, || Л“г. || =з_

В работах [1, 2] допустимыми комплексами К ь (6 = 1 , 2) плоскос
тей L называется такие, для которых отображение cpi определено почти 
для всех прямых из L  и постоянно. Так как выделенный класс удовлет
воряет таким же условиям, то естественно комплексы этого класса на
зывать допустимыми.

Теорема 1. Допустимый комплекс К о  плоскостей в Р ь  представляет 
собой в общем случае грассманово расслоение произвольного 3-семей- 
ства 3-плоскостей.

Доказательство. Поместим вершину Аь в плоскость /з=ф1 (Li). 
Каждой прямой, определяемой из условия (6), соответствует в силу (2) 
некоторая гиперплоскость. Потребуем еще, чтобы этими прямыми были 
(/40, А\), (Л0, А2) и (А 1, А2), а соответствующими гиперплоскостями Г4, 
Г3!—Г4, Г3. Тогда уравнения (1) примут вид

ojo= 0; a>?=(ot; со2= 0 (7)

и за базисные формы можно выбрать такие:

0)0= 0 ' ; u)o=92 ; о)1= 03 ; o)i=04; о)2= 0 5; o^=06. (8)

Из продолжения [6] соотношений (7), в частности, получим

o)5= a fv 0V; о)5=  a t  0V( v = l ,3,5). (9)

Из (7) — (9) следует, что плоскость /3=  (L, Л5) описывает на комплек
се К о  только 3-семейство.

Рассмотрим теперь произвольное 3-семейство 3-плоскостей /3 (3). 
Поместив вершины Л г и Л5 в его текущую 3-плоокость, записывая ос
новные соотношения этого семейства и рассматривая его грассманово 
расслоение 2-плоскостями, убеждаемся, что для этого расслоения имеет 
место условие (5).

3. Пусть ранг

RP=  II Ар || = 1.
Тогда Rj || А*' || = 3  и система (2) каждой прямой L\dL  сопос

тавляет одну и ту же гиперплоскость. Такой комплекс К о  назовем вы
рожденным допустимым. Совместив с этой гиперплоскостью гиперплос
кость Г5, приведем соотношения (1) к виду

шо=0; (»1 = 0; о)2= 0 .

Продолжение последних дает

о)3= 0; 0)4= 0 .
4 Заказ 3613
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Таким образом, получается
Теорема 2. Вырожденный допустимый комплекс Ко плоскостей 

представляет собой грассманово многообразие плоскостей некоторой 
гиперплоскости.

Заметим, что через каждую прямую такого комплекса проходит 
L (Ч'г) торсов с касательным подпространством Г5.

4. Двойственным образом вводится дуально допустимый комплекс, 
для «его ранг

R, II Ар II = 2,
и вырожденный дуально допустимый комплекс, для него ранг

R, II К 1 II =1
(тогда ранг Rp || А®‘ || = 3 ). Их строение выясняют следующие теоремы.

Теорема 3. Дуально допустимый комплекс Ко плоскостей в Рь пред
ставляет собой в общем случае совокупность полных связок плоскос
тей, осями которых являются прямые произвольного 3-семейства.

Теорема 4. Вырожденный дуально допустимый комплекс Ко пред
ставляет собой совокупность всех плоскостей, проходящих через не
подвижную точку.
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В. А. ПЕТИН

КАСАТЕЛЬНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ КОМПЛЕКСЫ 
ЛИНЕЙЧАТОГО КОМПЛЕКСА

Изучение геометрических образов обычно начинается с отыскания 
более простых образов, касающихся данных. В теории комплексов та
кими являются линейные комплексы. Уже первыми исследователями 
[1] было обнаружено, что в каждом луче комплекса имеется пучок ка
сательных линейных комплексов, из которых были аналитически выде
лены и геометрически охарактеризованы сначала один линейный ком
плекс [1, 2, 3, 4] — комплекс Коровина — Гринцевичуса [5], а затем еще 
три — главные линейные комплексы [6]. Геометрические характеристи
ки других линейных комплексов не приводились, хотя они и исследо
вались в [7, 8].

В статье отмечены новые свойства указанных выше линейных ком
плексов и охарактеризованы некоторые другие линейные комплексы. 
Установлено проективное отображение луча комплекса на пучок каса
тельных линейных комплексов, в котором введена структура проектив
ной прямой. Большинство приведенных здесь результатов было сооб
щено в [9, 10]. Почти все обозначения и названия заимствованы из [6].

§ 1. Предварительные сведения из теории комплексов

Сопоставим с каждым лучом А\А3 не специального линейчатого 
комплекса, заданного в некоторой области проективного пространства, 
нормальный тетраэдр А\, Аг, А3, А4, компоненты инфинитезимального 
смещения которого связаны соотношением

0>1+«»2=0. (1-1)

Будем считать формы , ш? и (4 базисными. Дифференцируя (1.1) 
внешним образом и применяя к полученному выражению лемму Кар
тава, приходим к равенствам:

(1Ц— (l>3= р IO2 Л10! -}- Р<Й2 I

0>2— —Тш2 ; ( 1.2)
—  0»1 — Ы>2—I- U>3— 0)4=fJu)2— LOX — Г"Ш2 .

Инфлекционные центры C = A i-fM 2 луча комплекса определяются из 
уравнения

^ 4+ 2 ' ^ 3- ( 2 a - r K 2+ 2 p / + ^ = 0 . (1.3)
Главные поверхности комплекса находятся из системы дифферен

циальных уравнений:
4*
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(a—s)u)|-(- f«4= 0;

p<s>2-\-(v-—5)1,,1 "Ь Р(й2= 0; 

Рш2— ТШ1“Ь ( /■—2s )u>2=0,

где s определяется из характеристического уравнения

a - s  q - j  
р a - s  р 
Р — ? г—2 s

= 0.

(1 .4)

(1.5)

Присоединим теперь к каждому лучу комплекса все нормальные 
тетраэдры, то есть будем считать компоненты инфинитезимального сме
щения тетраэдра зависящими от дифференциалов как главных шара- 
метров, определяющих положение луча в 'комплексе, так и вторичных 
параметров, определяющих (положение тетраэдра при закрепленном 
луче. Присваивая символ б дифференцированию по вторичным пара
метрам и обозначая вторичные формы буквами Я / ( / , / = 1 , 2 ,  3,  4),  имеем

п?=Я2= я 1= я ^ = 0; ъ21— я|=я2— л1+ л ! + лз— Я4=0; ( 1.6)

0S — ------ $(Я1-|-Я2—JI3— Я4)—(Я4-|- IC3). ( 1.7 )
2

Как показано в [3], всякий линейный касательный комплекс Я, за
данный уравнением

p U _/,23_^34==0, ( 1.8)

является инвариантным относительно преобразования вторичных па
раметров тогда и только тогда, когда

oh— — —h( я{-(-Я2—я3— я!])—(Я4+ «з)- (1.9)

Отсюда следует, что все касательные линейные комплексы Я, заданные 
уравнением ( 1.8), где

,/. _ -s~1 +  ̂ 2-’’2 +  ( j IQ)
С1 +  С2"ЬС3

(здесь С\,  с 2, с 3— произвольные постоянные, не равные нулю одновре
менно, a Si, s2 и s3 — корни характеристического уравнения), будут ин
вариантными и только такие линейные комплексы будут здесь в даль
нейшем рассматриваться.

Для линейных комплексов Я; :

р Ч -р Я -Н ^ ^ О ,  г = 1,2,3,4, ( 1.11)

введем понятие сложного отношения.
Определение 1. Сложным отношением (fti/12; Я3Я4) четырех линей

ных комплексов Яг одного пучка называется сложное отношение 
(NiN2\ N3Nt) точек Nt, соответствующих в нуль-системе комплексов hi 
некоторой плоскости.

Это определение корректно, так как сложное отношение линейных 
комплексов не зависит от выбора плоскости. В самом деле, задав про
извольную плоскость относительно нормального тетраэдра уравнением

М Ч - М 2+ М 3+ М 4= 0 , ( 1.12)
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где л:1 :л:2:л:3:л:4 — однородные координаты текущей точки плоскости, мы 
найдем, что в нуль-системе линейных комплексов ht этой плоскости 
соответствуют точки

ЛГ,=Рг+А А , (М 3)
где

Р 1—Ь̂ А\—Ь$А2-\-Ь2А$—Ь\А̂ , Р 2—Ь2АХ—Ь\А2 

и, следовательно

(1.14)

/ с с . к с V !h—h\ . Я4—hx (п х h2, Я3й4) ■ ---  .
h2 Я3 h2—Л4

(1.15)

не зависит от выбора плоскости (1.12). Определение 1 позволяет при
менять к линейным комплексам одного пучка все понятия, которые вво
дятся для точек прямой с помощью сложного отношения.

Определение 2. Пусть на прямой даны точки А, В, М\, М2, .... Мп. 
Точка А называется ассоциированной точке В относительно точек М\, 
М2, ..., Мп, если

(АВ-, Af1Afe)+ (i4B ; М2М „)+ ■ ■ • + (Л 5 ; М п- г М „ ) = - 1. (1.16)

Легко проверить, что для каждой точки В найдется единственная 
точка А, причем нумерация точек М\, М2, .... Мп не существенна. Вве
денные в [4] довольно сложным путем квазиинфлекционные центры ока
зываются точками, ассоциированными инфлекционным центрам отно
сительно трех других инфлекционных центров.

Найдем все линейчатые поверхности комплекса, которые имеют 
соприкосновение второго порядка с линейным комплексом Я. Для этого 
достаточно потребовать, чтобы плюккеровы координаты 'близкой к лу
чу А1А2 образующей линейчатой поверхности удовлетворяли с точно
стью до бесконечно малых третьего порядка уравнению (1.8). Про
делав необходимые вычисления, найдем, что все такие поверхности яв
ляются нуль-поверхностями квадратичной дифференциальной формы

Фл=?1— 2А<р2, (1.17)
где *' $

<Pl==U)2((Oi— U)3)-f-U)i((Dy— 1,,4) _Ь<й2( — ЧЦ-f- 4*2 4" ш3 чО ; (1.13)

'■?2= U)?u,l4"(u,2)2.

§ 2. Главные линейные комплексы и комплекс 
Коровина—Гринцевичуса

Среди линейных комплексов Я вида (1.8), где Я определяется ра
венством ( 1.10), выделим так называемые главные линейные комплек
сы st:

p i< -p 2 * -Slp**=0, i = 1,2,3. (2.1)

Известно, что каждый главный линейный комплекс s ; имеет со
прикосновение второго порядка с главной поверхностью комплекса, 
соответствующей корню sf характеристического уравнения [6]. В [11] 
доказано, что каждая неголономная конгруэнция W линейчатого комп
лекса имеет соприкасающийся линейный комплекс, являющийся глав
ным. Мы докажем более сильное утверждение, а именно, что справед
лива i
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Теорема 1. Каждый главный и только главный линейный ■комплекс 
имеет соприкосновение второго порядка с двумя неголономными кон
груэнциями W, не «меющими общих фокусов.

Доказательство. Запишем дифференциальные уравнения линейча
тых поверхностей, имеющих соприкосновение второго порядка с ли
нейным комплексом й в виде

Фа—/»( ш2 )2JrQ{ «ч )2*Н г—2 А)(«2) 2+ 2  (а—h) ш2 «ч-Ь
—)— 2Зи)2̂’>2—2 f  W]U>2= 0.4 4

( 2 .2 )

Квадратичная форма Ч'г распадается на две линейные дифференци
альные формы, определяющие неголономные конгруэнции, только в том 
случае, когда ее ранг не больше двух. Приравнивая определитель мат
рицы этой формы к нулю, мы приходим к характеристическому уравне
нию (1.4), откуда следует, что ft =  s,, то есть форма 4%, определяет две 
неголономные конгруэнции, имеющие соприкасающийся линейный ком
плекс st . Покажем, что каждая из этих двух неголономных конгруэн
ций есть конгруэнция W. Для этого представим форму в виде

^ ( Х ^  +  У ^ + г ^ Х  Л:2ш2"Ь),2и,1 +  22и)2)*
где

*1*2=/»; У1У2=<7; x lz2 r̂ x 2 zl =2^-

*1У2+У1*2—Z1Z2=2 *—■Г- 
Фокусы F= /4i+ M 2 неголономной конгруэнции

■̂ /и̂ +УтЧЦ +  ̂ я, 0)2= 0, т—1,2

определяются корнями уравнения

Уя.*2- г«<—* * = ° .  « = Ь 2 .

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Оказывается, каждое уравнение (2.6) определяет одну пару ин- 
флекционных центров, так как если эти два уравнения перемножить и 
учесть равенства (2.4), то получится уравнение (1.3), определяющее 
инфлекционные центры. Но, как известно из [11], оба фокуса неголоном
ной конгруэнции являются инфлекционными центрами тогда и только 
тогда, когда эта конгруэнция есть конгруэнция W, что и доказывает 
нашу теорему.

Известно, что каждую прямую трехмерного проективного простран
ства можно истолковать как точку гиперквадрики Плкжкера в Р5, а 
линейный комплекс — как точку в /V Так как для каждого луча / ком
плекса найдется линейный комплекс й, касающийся комплекса в луче /, 
то с лучом / можно связать пару точек в Р5: точки [/] и [й], являющиеся 
образами луча / и линейного комплекса й при отображении Плкжкера.

Теорема 2. Пусть линейчатой поверхности L комплекса сопоставле
на в Рь пара кривых: кривая (/), описанная образом [/] луча / комплек
са, и кривая (ft), описанная образом [й] линейного комплекса й при 
отображении Плкжкера. Тогда касательная к кривой (й) в точке [й] 
проходит через соответствующую ей точку [/] кривой (/) тогда и только 
тогда, когда линейчатая поверхность L и линейный комплекс ft — глав
ные.

Доказательство. При отображении Плкжкера образом луча А\А2 
будет точка [А\А̂ \ в Р5, а образом линейного комплекса й — точка

\h\^[A2A2\ -\ A ,A ,}-h\A xA2\. (2.7)
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Если дана поверхность L 'комплекса, то, дифференцируя равенство
(2.7) по параметру поверхности, получаем

d\h 1 =  {—d h —Л(и>1-{-(»2)—“I— <4)ИИг1 +  \Р “ г-Н *—Л)«1+
+  Р0)2) [ — «I— fa^} [ЛхЛз]-}-

+  у  |Р«4- т» 1 - ( г -2 Л )^ )([4 4 И з]+ [^ И 4 ]) . (2-8)

Касательная к кривой (ft) в точке [Я] пройдет через точку (ЛИ2] в том 
и только в том случае, если компоненты при [ЛИг], [ЛИз], [ЛгЛ3]+  
-+-[ЛИ4] будут равны нулю. Приравняв их нулю, получим систему урав
нений вида (1.4), а составляя для нее характеристическое уравнение, 
получим h = s t , то есть L — главная поверхность, а Я — главный линей
ный комплекс.

Рассмотрим теперь линейный комплекс g :
pU—pM—gpM ẑO, (2.9)

где

g  = 3
( 2. 10)

отмеченный сначала В. Главатым [1], затем В. И. Коровиным [2], впер
вые геометрически охарактеризованный К. И. Гринцевичусом (3] и на
званный в [5] комплексом Коровина—Гринцевичуса. Р. Н. Щербаков 
в {4] дал ему очень простую геометрическую характеристику: линейный 
комплекс g имеет соприкосновение второго порядка со всеми четырьмя 
инфлеиционными поверхностями. По этой причине в [9, 10] он назы
вается инфлекционным.

Здесь мы укажем еще одно свойство комплекса Коровина—(Грин
цевичуса, которое полностью характеризует его, если известны главные 
линейные комплексы.

Обозначим 7 единственный специальный линейный комплекс из пуч
ка касательных с осью 7, являющейся лучом Л1Л2 комплекса.

Теорема 3. Комплекс Коровина—Гринцевичуса ассоциирован спе
циальному линейному комплексу относительно трех главных, то есть

( £ 7 ;  « t s k) + ( g l ;  s / s * )= —1, (2.11)

где 7, /, k t— любые различные числа из 1, 2, 3.
В самом деле, пользуясь определениями 1 и 2 § 1 и формулой 

(1.15), имеем

Sl—g  1 S,—g S‘+Sl S j+ S , - 2s,
s , - e  sk- g  1 (S|+S/+S() 2 i . - i . - i ,

О

что и требовалось доказать.

1,

§ 3. Геометрические характеристики и свойства некоторых 
линейных комплексов из пучка касательных

Положим в (1.10) cik где /, у, k  — любые различные
числа из 1,2,3, и обозначим

Si= S ;+ s*—s:. (3.1)
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Следовательно, среди инвариантных линейных комплексов Я выделя
ются три линейных комплекса a t :

Jpl4_ /,23_ O;/,34==0 . (3 .2 )

Один из таких линейных комплексов был отмечен С. Е. Карапетя
ном в [8], но геометрическая характеристика его не приводилась. Ниже 
мы дадим две геометрических характеристики этих комплексов.

Обозначим П* и П/ линейчатые поверхности комплекса, линии 
прикосновения которых описываются теми двумя парами инфлекцион- 
ных центров, которые служат фокусами двух неголономных конгруэн
ций W, имеющих соприкосновение второго порядка с главным линей
ным комплексом s t.

Теорема 4. Каждый линейный комплекс а 1 имеет соприкосновение 
второго порядка с линейчатыми поверхностями П( и Ш ■

Для доказательства теоремы поместим вершины Ах и Аг тетраэдра 
в инфлекционные центры, ребра АХА̂  и Л2Л3 направим так, чтобы они 
были сопряжены в нуль-системе комплекса Коровина—Гринцевичуса 
g. Тогда

/?=<?=г+4а=0. (3.3)

В выбранном тетраэдре характеристическое уравнение (1.5) прини
мает вид

( s - cr)(x2-(_as_|-pT—2 a 2)= 0  (3.4)
и, следовательно, можно считать

Si= a; s2- fs 3= _or; о1= —2 a. (3.5)

Используя равенство (2.2) при условиях (3.3), мы найдем, что 
главный линейный комплекс Si является соприкасающимся для двух 
неголономных конгруэнций W, уравнения которых:

«)2=0; (3«>2—рк)? — Зашг^О, (3-6)
а фокусами этих конгруэнций будут служить пары инфлекционных 

центров: Ах , Л2 и Сх^ Ax-\-txA2 \ C2= A x-\-t2A 2, где txt2= — ; tx-\-t 2 =
з&=  — . Отсюда находим, что уравнения поверхностей IIj и П/ будут 
Т

иметь вид

о)2 : («1: и>2=0: 0 :1 ;  и>2 : «ц : т\=2 р : —2 р: 3 а. (3.7)

Так как линейный комплекс о х имеет соприкосновение второго порядка 
с нуль-поверхностями квадратичной формы

= 6  au>|a>t+2 (Зшгоц—2 p«Ji <«2, (3.8)

то из (3.7) и (3.8) следует справедливость утверждения теоремы.
Линейный комплекс a t можно охарактеризовать с помощью слож

ных отношений, считая известными главные линейные комплексы.
Теорема 5. Для линейных комплексов о,- и главных линейных 

комплексов s справедливо равенство

(ог 7; s ,  s ft= l  : ( s , 7 ;  S jS ft), (3.9)
где i, k — различные числа из 1, 2, 3, а 7 — специальный линейный 
комплекс из пучка касательных.

Доказательство просто: по формуле (1.15) вычисляем указанные в
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равенстве (3.9) сложные отношения и убеждаемся в его справедливо
сти.

Таким же образом можно показать, что справедлива 
Теорема 6. Линейный комплекс Коровина—Гринцевичуса ассоции

рован специальному линейному комплексу I относительно линейных 
комплексов а,, то есть

t e ?  ;° i 3* ) + ( £  1 ; «у<**)=— Ь  (З.Ю)
где I, /, k — различные числа из 1, 2, 3.

Из других касательных линейных комплексов отметим линейные 
комплексы тг, уравнения которых:

pl4_ j , 23_ Si± £ *p 34= 0 . (3 .11)
2

Они характеризуются равенством

(Ъ SjSk) = —1. (3.12)

Линейные комплексы g, , s t , x, связаны соотношени м

(&8<; 1. (3.13)
Легко доказать, что линейный комплекс Коровина—Гринцевичуса ассо
циирован специальному и относительно линейных комплексов "г .

§ 4. Проективное отображение луча комплекса на пучок касательных
линейных комплексов

Учитывая определение 1, мы можем считать, что в пучке касатель
ных линейных комплексов ( 1.8), где допускается значение h =  оо, вве
дена структура проективной прямой. Поэтому можно говорить о проек
тивном отображении луча комплекса на пучок касательных линейных 
комплексов. Оно будет задано, если трем различным точкам луча со
поставить три различных линейных комплекса из пучка.

Ниже мы рассмотрим одно из проективных отображений, опреде
ляемое соответствием трех инспекционных центров и трех главных ли
нейных комплексов. Предварительно докажем две леммы.

Лемма 1. Для комплекса, у которого хотя бы один инфлекционный 
центр некратный, существует такой нормальный тетраэдр, в котором 
корни характеристического уравнения являются и корнями уравнения 
(1.3), определяющего инфлекционные центры.

Действительно, поместим вершину Лг нормального тетраэдра в
некратный инфлекционный центр С4, а вершину А\ — в квазиинфлек- 
ционный центр [4], соответствующий инфлекционному центру С4, то 
есть потребуем, чтобы

(А1А2', С ,С з)+ И аЛ2; С2С3) = — 1. (4.1)

Ребра Л1Л4 и Л2Л3 направим так, чтобы они были сопряжены в нуль- 
системе комплекса Коровина—Главатого. Тогда

q = r = r = 0 . уфО. (4.2)

Нормировкой вершин добьемся, чтобы
Т = —1- (4.3)

В таком тетраэдре уравнения (1.3) и (1.5) перепишутся соответствен
но в виде
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- 2 / 3- 2  р*+/>—0; (4.4)
- 2 s 3+ 2p s+ / ?= 0 , (4.5)

/
откуда и вытекает утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть в каждом луче комплекса с некратными инспек
ционными центрами выделен инфлекционный центр С4. Тогда сущест
вует нормальный тетраэдр, в котором равенство

/=1,2,3 (4.6)

определяет соответствие, ставящее каждому инфлекционному центру 
Ct—A^+tiAv отличному от С4, главный линейный комплекс s t, сопри- 
ка гающийся с той главной поверхностью, точки прикосновения кото
рой гармонически делят С, и С4.

Доказательство. Выберем для данного комплекса такой же сопро
вождающий его тетраэдр, как в лемме 1, и сопоставим инфлекцион
ному центру Ct—Ax-\-tiA2 главную поверхность, определяемую корнем 
характеристического уравнения $/=/,-. Точки прикосновения М „=Д -|- 
- f \ А 2 ( v = \ ,2 )  этой  поверхности находятся из уравнения

а&»-2а>$Л-ш}=0, (4.7)

где ш2 : •»? : «г удовлетворяют системе (1.4) при s = s t.
Из (4.7) и первого уравнения системы (1.4), в котором учтены 

условия (4.2) и (4.3), получаем

W 2 - ^ = 2 s,. (4.8)
0)2

'С другой стороны, равенство (MiM2; Ct С4) = — 1 влечет

î+^2=2 (4-9)

Из последних двух равенств заключаем, что при =  точки при
косновения главной поверхности, отвечающей корню s , , делят гармони
чески инфлекционные центры С* и С4, а поскольку с этой главной по
верхностью соприкасается единственный главный линейный комплекс 
s t , то лемма доказана.

Замечание. Для квазиспециальных комплексов класса С , где вы
делен инфлекционный центр, описывающий поверхность, соответствие 
инфлекционных центров и главных поверхностей было установлено 
Н. И. Кованцовым в [6].

Соответствие инфлекционных центров и главных линейных комп
лексов, описанное в лемме 2, определяет проективное отображение f 
луча комплекса на пучок касательных линейных комплексов. Оно зави
сит, конечно, от выбора инфлекционного центра С4.

Легко видеть, что в тетраэдре, построенном в лемме 1, образом 
точки lAh — A\-\-hA2  при отображении f  является линейный комплекс Я 
вида ( 1.8), или, что то же самое, справедливо равенство

(CiC2\ С2М h)= (  s 1 s 2 ; $зЯ). (4.10)

Из соотношений (4.6) и (4У10) можно получить ряд следствий 
которые мы оформим в виде теорем.

Теорема 7. Сложное отношение главных и специального линейного 
комплексов равно сложному отношению инфлекционных центров, взя
тых в  соответствующем порядке.

В самом деле, 'заметив, что образом инфлекционного центра 
Ci—Ai, отвечающего значению Я =  оо, при проективном отображении f
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является специальный линейный комплекс I из пучка касательных, по
лучаем

(CiC2; СзС4) = (  s 1s 2l'S 3 /) . (4.11)

Следствие. В комплексе с гармонической четверкой инфлекционных 
центров и только в нем главные линейные комплексы и специальный 
образуют гармоническую четверку.

Теорема 8 . Инфлекционные центры комплекса образуют гармони
ческую четверку тогда «  только тогда, когда комплекс Коровина—Грин- 
цевичуса совпадает с одним из главных.

Действительно, равенство (С1С2; С 3 С 4 ) = — 1 равносильно условию 
tz—t\ =  tz—U, которое с учетом (4.6) можно переписать в виде
$з=-д-(51+ 52+ 5з), что означает совпадение линейных комплексов S3 и g.

Теорема 9. В комплексе с гармонической четверкой инфлекционных 
центров каждый инфлекционный центр совпадает с квазиинфлекцион- 
ным центром, соответствующим другому инфлекционному центру.

Действительно, отображение f  ставит в соответствие точке А, ли
нейный комплекс Коровина—'Гринцевичуса, который в силу теоремы 8 
совпадает с одним из главных линейных комплексов s . Поэтому и его 
прообраз С совпадает с Ль являющейся квазиинфлекционным цент
ром, соответствующим инфлекционному центру С4. Поскольку в качест
ве С4 можно выбирать любой инфлекционный центр, то всякий инфлек
ционный центр совпадает с квазиинфлекционным. Другим путем этот 
результат был доказан в [12].
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И. А. ПЕЧНИКОВ

О КОМПЛЕКСЕ К2 ДВУМЕРНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ, 
АССОЦИИРОВАННОМ С РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ Д„_1 
НА МНОГООБРАЗИИ Gr( 1, п) ВСЕХ ПРЯМЫХ В Ап

В настоящей работе, являющейся продолжением статьи [4], иссле
дуется комплекс К2, порождаемый инвариантной двумерной плоско
стью Ч 2 (славной 2-плоскостыо), ассоциируемой с 'произвольной пря
мой L]^Gr(\, п) при задании указанного распределения. Комплексы 
К2> образуемые 2-плоскостями, касающимися торсов конгруэнции 

соответствующей распределению A„-] на Gr( 1, п), рас
сматривались в [3]. Терминология и обозначения соответствуют приня
тым в [3—4].

§ 1. Комплекс К2 главных плоскостей распределения
Д„_1 на Gr( 1, п)

Пусть на многообразии Gr( 1, п ) всех прямых в А п задано произ
вольное нецилиндрическое распределение Дп- ь  составляющее вместе 
с сопряженным ему распределением Д„_1 на G r(l, п) невырожденную 
сопряженную пару {А„-ь A,,-i|. Отнесем распределение Дп-1 к ка
ноническому реперу, построенному в [4]. (Этот репер мы будем назы
вать В-репером, в отличие от Ф-penepa, используемого в (3].) Дерива
ционные формулы В-репера имеют вид

d A ^ - '  - 'm, +  j v c,s- 1  "in,

dmK tfm„=&7 ш,-{-М па §Amn, .  ( 1. 1)
где i=  1, 2 ,..., n\ /, К —l, 2,..., n—\\ r, s = 1, 2 ,..., n ~ 2; Л = 1 , 2 ,..., TV;
JV=2(n—1); &7 =  w7, ! 1 : o>7; t j — КООРДИНЭТЭ /-ГО фокуса ЛуЧЯ
Z .,eG r( 1, n)\ M‘KA, MnnA — инварианты распределения Дя- ь  удовлет
воряющие уравнениям структуры пространства Ап. В терминах В-ре- 
пера распределение Дл_1 задается уравнениями:

qNs + 1 ( $n- s+i+ us a* _ vs a n -ij^ o ,

( 1.2)

0 я -  i -  ($n- t r (И —v"~l 1>я -1) = 0; 

распределение Дя_1 — уравнениями:

0 * =  i -  n _ us lv-J-zrs»'!- 1) = 0)
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е » -1 s= J  {bn+ t r iK+'ц" - 1 »я—»)= 0; (1.3)

В-регулюс L\ ( aOi) [4] — системой:
0/v-z+i^o, 1= S>2= ... = 0 " —2==0; (1.4)

В*-регулюс L\ (в Ф^), внешне сопряженный В-регулюсу, — системой:
0/=О, ,1= :»« -2= 0 ; (1.5)

двумерная плоскость BL2, асимптотическая для В-регулюса (ее мы бу
дем называть 'главной 2-илоскостью),— локальными уравнениями 
х' — х2 =  .,.—х п~2 = 0 ,  где инварианты первого порядка us и Vs выра
жаются через t , по формулам:

— {ts+ t s+i)\
п- 2 91yi ____
j = i t s-\-2t r

-tr. ( 1.6)

В то время, как прямая L\ описывает Gr{ 1, л), главная 2-плоскость 
BL2 порождает в общем случае (2п—2 )-(параметрическое семейство дву
мерных плоскостей, являющееся при п> 4 с точки зрения [2] комплек
сом AV Будем обозначать этот комплекс символом ВК2-

Так как условия неподвижности 2-плоскости BL2 имеют относитель
но В-репера вид №^=«^=№^^=0 (г, s = l ,  2 ,..., л — 2), комплекс вКг 
может быть задан системой я — 4 уравнений Пфаффа, получаемой 
исключением форм Я"-1 и Я1" из равенств:

К - Х ^ п - Х .  ,  К + Щ - Х ,  N - r ,  X 1. , - 1  + М °п-Х, п * П ( 1 -7)
при условии R(|A1^_1 „_1, Msn_ hn\ 1=2 (случай М*п_ 1п\\ < 2
будет рассмотрен в § 3).

Характеристика Ch \BL2 (Ф,)) главной 2-плоскости BL2 относитель
но 1-семейства В/.2(Фх), соответствующего регулюсу Ь1(ФХ)3 задавае
мому уравнениями »4= а -40  (Л =  1, 2 ,..., N = 2  (n— 1); У еГ д ,), опреде
ляется системой:

1 ^ = 0  П81
\ Msn_ x АаА xn~'-\-as xnjr a N~ s+l= 0 '

при условии R||Af̂ _i л a.-4, a s, a ,v_i+I||<.2.. Из (1.8) находим, что сово
купность регулюсов Z i(® i), соответствующая множеству всех 1-се
мейств В1 2(ФХ) ^ ВК2, для которых данная точка X ^ BL2:

' .«*=0; х п=хЪ  (1.9)

является характеристической, задается системой:

* Г ‘ М*п-Х, п-Х » Л- 1+ - ^ Г 1 Щ - Х .  п +  Щ - X ,  г +

+ -*0B8; ) » r+ ( ^ " I^ - 1.Ar-r,.l+ ^ i ; : 1I^ ;v" ,+1= 0. ( 1Л°)
определяющей в общем случае некоторое л-мерное распределение 
Д„ (X) на Gr( 1 , л). Понижение ранга матрицы М  =  Ц-х:"-1 п_ ь

X0~lM f,-X.nt Х0~'М *«-Х.г+Х№ ’ -*o~I^ - 1, /V- r .  i +  SK } l l  ТОЛЬКО Выбо
ром точки A 'e BZ2 в общем случае недостижимо, откуда ясно [ 1], что 
2-плоскость bL2, как правило, не имеет относительно комплекса ВК 2 
особых точек (ср. [3, с. 14]).

Если X e L i ,  то система (1.10) принимает вид
л:2 ^ + & ^ и ==0 ( 1.11)

( s =  1, 2, .... л—2). Распределение Дл, определяемо.1 системой (1.11),
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обозначим ВД*. В частности, центру луча L x соответствует инвариант
ное распределение

ВД° . %N-S+1= 0 , (1.12)

а несобственной точке луча L\ — распределение
ВД »:1Н =0. (1.13)

Пересечение ВД2= ВД“ПВД  ̂ есть инвариантное двумерное распре
деление на Qr ( 1, я), характеризующееся тем, что совокупности 
L\ (ВЧГ2) всех интегральных регулюсов ( O J  этого распределения 
соответствует множество BL2 (BW2) всех тех торсов комплекса вКг, 
относительно каждого из которых прямая L x является характеристи
кой 2-птоскости ВЬ2.

Основное соответствие [2] комплекса ВК2 сопоставляет прямой L x 
инвариантную 4-мерную плоскость

ВС4= Г ( ВС2(ВЧГ2)},
то есть 4-ллоскость

BZ4=(/ren, тп- и М*п_ х n_ xmsl M*n_ Xnms). (1.14)

Будем называть эту 4-плоскость главной 4-плоскостью.

§ 2. (я—1)-мерное распределение на комплексе В/Сг, 
порождаемое распределением Д„_1 на Gr( 1, я)

Распределение Дл-1 на Gr (1, я) индуцирует на комплексе ВК2 
инвариантное (я— 1)-мерное распределение. Множество BZ2 (W„_1), 
которое описывает 2-плоскость в12 вдоль всевозможных регулюсов 

(^ n -i), имеет локальное строение, аналогичное строению 
комплекса К\ двумерных плоскостей в Ап. Поэтому будем называть 
совокупность BL2{ x$ n-\) комплексом BL2 ( xPn~\).

Комплекс BZ2(4rn_i) можно задать системой, получаемой исклю
чением форм Я"-1 и 1)" из системы

^ - s  + l==_ us\isJrVs^n-\t (2.1)
bn= t r !)«-»,

где

П 1г ~ М п - 1. ЛГ-Г + 1 

n V n - l + M n - l ,  N — r + 1 ^ Г’

r, s = l ,  2, .... n—2.

( 2 .2 )

Характеристика С/г [BZ2 (Ф Л  2-плоскости BL2 относительно 1-се
мейства BL2(<bx), описываемого ею вдоль произвольного регулюса 

(Ч/я- i ) ,  задаваемого уравнениями 0 ^ - /+1=О, Ъ1= а 1 9  (/ = 1 , 
2 ,..., Я --1), определяется из системы

| Х *= 0, /п
( J\zsf a { x n-\-vsa n~l—usa s= 0 ,

если R || N st а 1, a s, vs a n~l — usa s ||<:2. Условие R H W j a ' . a *,® '® *-1 — 
— «•sai ||=l выделяет торсы двумерных плоскостей, принадлежащие 
^ ( « ’„-О . Легко показать, что последнее требование нельзя в общем 
случае выполнить только выбором as, вследствие чего совокупность
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BL9 ('Vn- i)  не содержит, как правило, торсов и никакая прямая l xciBL2 
не является характеристикой СА{В̂ 2(Ф1)) ни для какого BL2(<bx) ^  
e BZ.j(4r,_i) (ср. [3, с. 18]).

Почти для каждой точки X ^ BL2 найдется единственный регулюс 
^ (Ф ^ е ^ Ч Г я -О , определяемый системой

QN-K+1= 0; ps%i= о, (2.4)

где Р}=№ гх * - 1+1*г(х%—ив); jcg-1+ ^ ,  г, 5 =  1, 2 ,..., п — 2;
/, /С=1, 2 ,..., п— 1, такой, что Ch\BL2(^>\)\=X. В частности, произ
вольной точке X ^ L x, не совпадающей ни с одной из М-точек, соот
ветствует регулюс

QJV-/r+i__0; {И = _  (2.5)

Для М-точек выполняется

Теорема 1. Каждая из М-точек луча L x является характеристикой 
2-плоскости bL2 в д о л ь  внутренне сопряженного 5-регулюсу регулюс 
^ (Ф ^ е ^ Ч Г д -х ) , касающегося этой 2 -плоскости в данной Л4-точке.

Доказательство вытекает из определения регулюсов, внутренне со
пряженных В-регулюсу, их уравнений относительно В-репера [4] и фор
мул (2.4).

Особые точки 2-плоскости BL2 относительно BL2 ( 4 n- X) задаются 
условием R||PJ||</i —2 , откуда видно, что при v l v2... vn~2̂ 0  никакая 
точка прямой Lx не является особой для в1.2. При этом имеет место

Теорема 2. Если точка M ^ L X является особой для 2-плоскости BL2, 
то она совпадает с одной из М-точек луча L\.

Доказательство. Для произвольной точки М (0, 0.......  хп) луча Ц
матрица ||Я£|| принимает вид

х%—и1 0 
0 х"—и2

О
О

(2.6)

О х £—ип~2 vn~2
л—2

Для того чтобы R||P/||<«—2, необходимо v'v2..., vn~2= 0 ,  П (х"—иг) = О,
г=1

откуда (и из определения Л1-точек [4]) следует утверждение теоремы.
Касательное подпространство Т {BL2 (Ф ,)) для в12(Фх) ^ в12( хРп- Х) 

есть в общем случае (при /г>5) пятимерная плоскость
7’ (BZ,2(® 1)j=(/ra„, r r in - u  a s ms, (usa s—vsa n~l)m s, IVja1 tns ) . (2.7)

Вдоль регулюсов L\ (Ф1), для которых
R|(^, usa s—vsa n-\  N ja f || = 2 , (2.8)

^(в^2( ф1)] является 4-плоскостью
7’ 1в^2( Ф1) != ( '« ,л. Щ -и  a s ms, N *a l ms), (2.9)

где а 1 удовлетворяют (2.8).
Основное соответствие в BL2{Wn-.x), определяемое аналогично ос

новному соответствию комплекса К°х двумерных плоскостей, сопостав
ляет произвольной неособой точке X ^ BL2 4-плоскость (2.9), где а 1 
определяется из системы

Р/ а 1—0 . (2. 10)

Нетрудно показать, что 4-плоскости, соответствующие различным не-
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особым точкам 2-плоскости BL2 при я ^ 5 , всегда 'различны (ср. [3, 
с. 21]), откуда следует, что комплекс BL2(yPn- i)  не может быть неголо- 
номным аналогом допустимого комплекса К\ [2].

Представляет интерес нахождение такой неособой точки Х ^ ВЬ2, 
которой в основном соответствии комплекса BL2(x¥n- 1) сопоставля
лась бы 'главная 4-плоскость BL4. Если п — Ъ, то такая точка опреде
ляется в общем случае единственным образом в силу взаимной одно
значности основного соответствия [1]. Если же я > 5 ,  то нетрудно ви
деть, что главная 4-плоскость не является образом никакой неособой 
точки X ^ bL2.

Произвольной точке A eL i, не являющейся ни одной из Л4-точек, 
основное соответствие комплекса aZ2 (® n-i) сопоставляет 4-п/юскость

т п, rtin-u xn — usо
т. х п—иго

т, (2. 11)

В частности, М-точке Mq(0, 0,..., ид) ( 1<<7< я —2) соответствует 4-плос
кость

L\=(mn, /Ия—1, mq, Nq ms). (2.12)
Из (2.12) и геометрического значения векторов fi-репера следует 

Теорема 3. Основное соответствие комплекса BZ.2( 4 1̂-1), сопоставля
ет каждой Л4-точке луча L x 4-плоскость, содержащую асимптотичес
кую 2-плоскость регулюса ^ ( Ф ^ е Z.1(4r,;_1) касающегося главной 
2-плоскости bL2 в  этой /И-точке.

§ 3. Распределения A„_j на Gr( 1, и), 
для которых комплекс ВК2 вырождается

В этом параграфе исследуются распределения Дя-1 на G r ( l ,  п) 
частного вида, для которых R||Af̂ _1>rt_ 1, Msn_ Un\\<2, вследствие чего 
многообразие, описываемое главной 2-плоскостью В1 Ъ в то время как 
прямая L\ пробегает Gr (1, л ), перестает быть комплексом К2. Отдель
но рассматриваются случай R 11- ^ - !  „_lt уИ^_1 я || =  1 (распределение 
A^_j) и случай R ;1_ 1( J = 0  (оасиределение Д”^ ) .

Если R I I М*п_1п\\, то найдется такая функция k, что 
Af£_j%n= k M sn_ l n_ v  и система (1.7) принимает вид

Ъ-х=Щ-Хг<+Щ-х.ы-'+х»' + Щ-х.п-ЛЪя- 1+МпУ (3-1)

Исключая из (3.1) форму Оп- 1+АЯ", мы приходим к системе 
М "~2 ,«>; ,M "~2 ,w '+л— 1,л—1 л—1 л— 1. л —1 л—1 1 Л— 1 J Л—1 л—1 ,г\ п 1

4-М' Мп~2 и/=0* t r l п-1,  ЛГ-/Ч 1| — - ■> (3.2)

где г = 1 ,  2, ..., /г—2; т =  1, 2, ..., я—3. Система (3.2) вполне интегрируе
ма и определяет (2я—3 )-параметрическое семейство BL2(2n—3), являю
щееся с точки зрения [2] комплексом Кх двумерных плоскостей. 
(Его мы обозначим ВК\.) При этом легко видеть, что вдоль регулюса 

определяемого уравнениями
{ й>=1>2 = ...= »л-2 = цл + 1=:ул + 2= _..==ал/==0: v
I (3.3)

плоскость ВЦ  неподвижна. Обозначим этот регулюс /.1( 5ДФ,).
Совокупность регулюсов /^(Ф,), вдоль каждого из которых задан

ная точка А ’ с е  bL2, является характеристикой 2-плоскости ВЬ2 относи-
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тельно BL2(Q>\) а вКи  как и в общем случае, определяется системой 
(1.10), задающей на G r( 1, л) некоторое л-мерное распределение 
Д„ (X ). Однако сама совокупность (j BL2 (Ф^ представляет собой

в данном случае множество всех интегральных регулюсов (л—1)-мер
но го распределения на BL2 (2л—3), определяемого системой

JC«-1 cu« -2+ jc" u)™- 2-j-u)'I_2=  0;

- M l Mn-2I * r* -  __ 1 (•/1—1) cox
Я—1 | Л—1 Л—l , N — 0+11 *■ "0

(3.4)

где а, т = 1,2 ......л—3.
При этом, как легко видеть из (3.4), 2-плоскость BL2 не имеет, как 

правило, особых точек относительно в£.2(2п—3).
Инвариантное распределение вДг, определяемое для данного клас

са распределений Дл_1 на G r(l, л), аналогично Общему случаю, обла
дает тем свойством, что в то время как .прямая L x описывает Z.i(B4f2), 
2-плоскость bL2 порождает 1-семейство двумерных плоскостей, опреде
ляемое системой

“1—0:
a>s= 0 ; / 5 = 1 , 2,. .., л - 2

M n - l . n - l  ,..л_2 \ т = 1 ,  2,

со1

“V-1 л л Л—2 ~Л — 1
М П-\ ' л _  1

(3.5)

Из (3.4) ясно, что это 1-семейство (его мы обозначим BL2 (Ф [)) 
есть торс, причем вдоль него прямая Li является характеристикой 
2-плоскости BL2. Отсюда видно, что основное соответствие комплекса 
BL2(2n—3) сопоставляет прямой L x трехмерную плоскость

Т | в£ 2( фТ ) Ы « . .  mn-u М'-Х'П^т.;). (3.6)

Легко видеть, что совокупность Z.^®^) содержит регулюс Z.i(se®i).
Данное распределение на О л (1 ,л ) порождает на комплексе 

ВК\ (л—1)-мерное распределение, локальное строение которого анало
гично локальному строению распределения индуцируемого распреде
лением Дл—1 общего вида на комплексе ВК2. Поэтому вся теория, 
изложенная в § 2 для общего случая, переносится на случай распре
делений Д*_Р

Присоединение условий Msn_ ln_ l =  k M sn_ ln  к системе основных 
дифференциальных уравнений распределения Дл-1 [4] не нарушает 
стандартности последней. Отсюда находим, что распределение Д*^ 
существует с произволом (л —I)2—(л—3) функций N  аргументов.

Рассмотрим теперь распределение Д°_р характеризующееся усло
вием R||ZŴ _j я_ р Msn_ x п(|==0 , т. е. натуральными уравнениями:

о ( S = l ,  2 ,..., л - 2 ) .  (3.7)
Для этого класса распределений Дл_х на Gr ( 1, л), в то время как 
прямая L x пробегает С7г(1, л), то 2-плоскость BL2 описывает (2л—4)- 
семейство, задаваемое вполне интегрируемой системой

л — ! Л—1, Г »га+м*п * п- 1, /V—г-М
5 Заказ 3613

(3.8)
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Это семейство является [2] комплексом Ко двумерных плоскостей, кото
рый будем обозначать вКо- Инвариантное распределение ВА2 в данном 
случае становится ннволютивным и ему соответствует семейство L\ (2), 
характеризующееся тем, что вдоль него плоскость BL2 неподвижна.

Распределение A°_t на Gr (1, п) индуцирует на комплексе ВК0 
(и— 1)-мерное распределение, которое, как и в предыдущем случае, 
аналогично по своему локальному строению распределению, порож
даемому на комплексе ВК2 произвольным распределением Д„_1 на 
Gr (1, /г).

Присоединение равенств Я_ 1= Ж ^_1 „ = 0  к системе основных
дифференциальных уравнений распределения Дп-1 на G r ( l ,  п) не при
водит к новым конечным соотношениям на инварианты указанного 
распределения и сохраняет стандартность этой системы. Распределение 

существует с произволом (ft—I)2—(ft—2) функций N  аргументов.
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М. С. БУХТЯК

ИЗОМЕТРИЧЕСКОЕ ПОГРУЖЕНИЕ ОБЛАСТИ 
ПРОСТРАНСТВА В6

Шестимерное пространство Be, введенное в [1] как пространство 
пар вида (А, а), где А и а — точка и вектор эквиаффинного простран
ства А3, является аффинным пространством в смысле [2], и в то же 
время в его касательном расслоении определена послойная метрика [3], 
относительно которой B e-— полуриманово пространство дефекта 2 и от
рицательного индекса 2.

Пусть (Af, ё\, ё2, ёз} — репер в А3. Аналогично [1] сопоставляем ему 
репер {А, ££} (р ,=0, 3; г'=1, 2, 3) в Я 6, где А =(Л 1, ё3), ё° =  (ё ,, о).
ё Н б .  *<)•

Деривационные формулы этих двух реперов суть 

«Ш=и>'ё4; </а —

( i , /= 1, 2, 3; р.=0,3),
где coj, ©{ — формы Пфаффа, подчиненные уравнениям структуры аф
финного пространства

£)u)o==[U)ou,jJ ; Ш*1 (*. /'. k " 1. 2 , 3) (2)
и условию эквиаффинности

«.{=0. (3)

При этом в 5 6 имеется метрическая форма
^52=и)1(1)§_0)2ш1. (4)

Локальный изотропный конус в точке А имеет двумерную плоскую
вершину. Семейство этих плоскостей, присоединенных к точкам А, об
разует интегрируемое распределение Д2, дифференциальные уравнения 
которого

U)l= l»2=  U)J= 11)2=0. (5)О 0 3 3 ' '
Пространство 5 6 расслаивается на оо4 2-чтлоскостей L* (строение соот
ветствующих образов {(Af, ё3)}  в А3 очевидно).

Будем теперь считать репер {А, 5,.,.,,.}, где в В 6 неподвиж
ным. Слоевая метрика [3] пространства В в задается формой

ds2=gij dx‘ dx} (/, / = 1 ......6), (6)

где матрица G =  (gt/) такова:
5*
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G =
' 0 j Ф 

-ф |  О
I

/ О 1+JC6 —jt»\
Ф=| —(1+JC®) О х* \. 

\ л 5 -JC 4 О /
(7 )

П р е д л о ж е н и е  1. Не существует аффинной связности без кру
чения, в которой метрический тензор пространства В6 переносится па
раллельно.

Доказательство. Известно (например, [4]), что необходимое и до
статочное условие согласованности аффинной связности без кручения 
Г*у- с метрикой gij имеет вид

где
Sks^ij=P‘jst

_  I (dgis I dgjs dgq
isj 2 U jc'  dx l d x s

(8)

(9 )

Упомянутое условие справедливо и для вырожденных метрик. Сис
тему (8) относительно Г̂ . будем рассматривать как систему шести 
матричных уравнений (параметр — /) относительно шести матриц 
Г (7 )= (Г *). Согласно [5] при каждом значении i уравнение (8) разре
шимо тогда и только тогда, когда

G G + P [i)-P {i)= О (г '= 1,..., 6), (10)

где
P (i)= (P is ,)  ( U ,  * =  1 .........  6 ) ,  ( 1 1 )

a G+— матрица, псевдообратная [5] к G. Пользуясь [5], можем найти, 
что

G+—KG, ( 12)
где

Д-= [ ( Л 4)2+ ( д :5)2 + ( 1 + Л 6 )2 ( -2 г (1 3 )

Подставляя (12) в (10) и учитывая (7), приведем условие существо
вания аффинной связности без кручения, согласованной с метрикой gy, 
в виде

К
- Ф 2! О

О | _ Ф2

Но поскольку из (9) и (7)

Р ( 1 ) =
О

О

О ^

P ( i ) = P ( i ) . (14)

/0  0
° \

С = ( 0  0 А
\0  - 1 0/

то (14) при 1=1  дает нам
_АГФ2С = С ,

что не имеет места в силу (7) . Предложение доказано.
Таким образом, пространство В 6 как полуриманово пространство 

не может быть плоским пространством и его класс [6] больше нуля.
Известно [6], что верхняя оценка класса л-мерного риманова прост

ранства равна -п(п— 1) — в нашем случае 15, Мы получим более низ

кую оценку. Из следующего предложения будет следовать, что класс 
некоторой области пространства В6 не более шести.
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П р е д л о ж е н и е  2. В псевдоевклидовом пространстве 6R12 суще
ствует 6-поверхность, изометричная некоторой области пространства Be.

Доказательство. Пусть скалярный квадрат вектора z=(z\, z2, .... 
212) в 6R12 задан формулой

г2= 2 ( - 1),г/ О5)/=1
Рассмотрим в 6/?|2 поверхность Se, заданную параметрическими урав
нениями:

2 , = ( l + * e)ch

* 34 1 + ^ ) c h [ I ( T^ - * , ) ] ;

г’-*Ч М ё+*3)]: *'»-** sh[i(S+J
г ц = х 5 ch

(16)

где x1, x6 отождествляются с координатами точки А пространства В 6 
(в репере {А, 5,, о6} ) ,  принадлежащей области

•X4 Jt5 ( l+ ;c o)=^0, (17)

Убедимся, что 5 6 изометрична указанной области пространства Be 
(проверка прямым вычислением громоздка). Зададим сначала в 6R12 
поверхность S 9 параметрическими уравнениями:

Z\*»U\Q.\\ Vu z2=U\Cbv\, z3= u  ichxi2; 
z 4= u xsh v 2\ z5= u 2ch v 3; z 6= u 2 sh v 3, 
z2= u 2c h v 4; za= « 2 sh u,; z9= tt3ch n 5; 

z10=M3shns; z u = u 3chx)6; z 12= « 3shu6. (18)

Первая квадратичная форма этой поверхности имеет вид
d s2= u 2( dv\—rfn2)-f-M2 rfn2)-|-«|( dv\— dv\). (19)

Сделав на S9 замену криволинейных координат
Vi—v2= x J; v !+ v 2= y :; v3—v4= x 2;
V3+ v 4= ? 2; v5—v 6= x 3] v5-hv6= y 3; (20)

ux=\-\-x3\ u2= x 4; u3= x \
приведем (19) к виду

d s2= (  1+ .xe )2 d x 1 d y l+ ( x 4)2 d x 2 cfy2+ (jc&)2 d x 3 dy3. (21)
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Наконец, на S 9 высекаем S6, налагая на параметры у', у2, у3, х1, .... х6 
соотношения:

У =
х

Г + х 6’
( 22)

Тогда (18) с учетом (20) и (22) примет вид (16), а (21) становится 
идентичной формуле (6). Предложение доказано.

П р е д л о ж е н и е  3. Некоторая область поверхности S 6 представ
ляет собой область на конусе с двумерными плоскими образующими.

Доказательство. Из (18) получаем явные уравнения поверхности 
Sg‘.

z\—z\—z2+ z 2= 0;

25 - 26 - 4 + 2H ° ;

29 - 21 0 - 2 п + 2 ? 2 = ° ,  (2 3 )

а для получения остальных уравнений поверхности S 6 имеем следствия 
системы (16)

( l + x 6)2= 22- z 2; (x 4)2= z2- z2; ( х 5)2= г 2- г 2и; (2 4 )

th ХЪ == Zi Z4+ 22Z3 .
1 + х °  z , z 3+ z 2z 4 ’

t 1 + X t; =  Z 5 Z s + Z s Z 7 .

X4 Z 5 Z 7 - \ - Z 6 Z g  

t =  г 9г 12+ г 1ог ц

X'1 Z g Z  i i  ~\~Z\q Z \ 2

Исключая x4, x5, x6 из (24), получаем вместе с (23) систему явных урав
нений области поверхности S6:

d ia 2=d^d^ d^dg^d-jOg’, dgCL\a—a\\d\2, (25)

Jn2 g 2fl4 . ,j flgOio .
d \ d g d \ d 2

ln2  ̂g lfl2.
d $ a 7 d g d g

jn2 g 10fl12 ^ d.5 a 6

U q a n O-gdtO

где аь ..., Oi2 — новые координаты и
Z 21- 1— 22(— d y - l ]

z2i - i+ z 2i= a 2i (/= 1,..., 6). (26)

Пусть си, .... ai2 — некоторые константы. Проходящая через 0 (0, ..., 0) 
2-плоскость L2, заданная уравнениями

d\— 1̂^5» d2—
fl4 =  St4 Я5; йз=*зйц|
fl8==a8a 5; а«=а6а и; (27)

^i2= a i2a5; Я7=®7Лц;
dg=Zgd$\ #8—
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принадлежит своей областью as>0, a u > 0  поверхности (25), если и 
только если константы си, ..., сиг подчинены условиям:

а \ а2:—a3a4; a6= a 7a8; a9a

In2®2®4 | a9a t0. ln2“6“8:
a3 a 1 «7

| n2 0r10a )2 =4 “ 6 .
a9 a9a,n

а, а1 “2. (28)

Из 10 констант мы получаем 4 независимых. Чтобы убедиться, что по
лученные 4 параметра, от которых зависит 2-плоскость L2, существен
ны, заметим, что (28) можно разрешить в виде

(29)

a ,= x ; a8= p ; Я о II

cr9= xS ; ot4=otx; a,2=T x8;

ST 8T .
— . „ - “2- 

a ln 2a In2 a’

x a T 8 _
; a7:

x or 8 y

где а, р, у, б, х — положительны, (а— 1) (р— 1) (у— 1) ф 0 и

In a-In (3-In 7= 1.

Внеся (29) в (27), видим, что семейство плоскостей Ь2 (локально) 
находится во взаимно однозначном соответствии с набором парамет
ров а, р, б, х. Предложение доказано.

Выше мы обнаружили, что В6 расслаивается весьма естественным 
образом на оо4 2-плоскостей L*. Столь же естественно было бы ожи
дать, что при построенном нами изометричном погружении ф области 
пространства В 6 в 6/?)2 прообразами плоских образующих конуса S s 
будут как раз 2-плоскости L*. Однако это не так.

Будем называть прямую в Ва выделенной, если первые проекции 
[1] всех ее точек одинаковы. (Такой прямой в А3 соответствует однопа
раметрическое семейство пар вида (М, Ха), а ф 0, X^R, M =  const, 
a =  const.) Интегрируя систему (5) и переходя к неподвижному реперу 
{Л, о'], ..., а6}, получаем параметрические уравнения плоскости L* в 
виде

jc W + f t 'a ;  jc (/ = 1 ,2 ,3 ) ,  (30)
где с1, b‘ = con st; и, v — параметры. Ясно, что всякая выделенная пря
мая принадлежит некоторой плоскости L*.

П р е д л о ж е н и е  4. Из всех прямых, принадлежащих плоскости 
А*, только выделенные прямые переходят в прямолинейные образую
щие конуса S B при отображении ф.

Доказательство. В уже введенных ранее координатах а,, ..., а \2 
[см. (26)] получаем формулы, обращающие уравнения (16):

(1 | jc°)2= a 1« 2; (л:4)2= а 5а и; ( ^ ) 2= а а0 1О;

f ■
а, у  а, а2 ’ (31)

06
JC2= l n -  —

а 5
0 | 02. 
а 5о6’

л 3= 1п —  
а,,

05 0с 
0а 0 io

К которым надо добавить уравнения (25). Видно, что разрешение сис-
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темы (31), (25) в виде линейных соотношений на а\, ..., a i2, совмести
мое с последними тремя уравнениями в (30), осуществимо лишь в виде

а 2= а 2а ]; я6= Р 2я5; а ,0= 72я9;

аг=А2а ъ\ а8= ? 2а 7; а 12= о 2а„ . (32)
Здесь коэффициенты — неотрицательные константы, (32) и (25) 

имеют следствием
я2= г ,* а я 3; а 6= е 2<рра7; а ,0= е з оТа 1ь

t О
а,=е1— Я3; 05= е2- "̂®7! °9=ез вц» (33)

а р Т
я4= 1?2я3; а 8=<р2а7; я 12= о 2я„;

1п^+1пх== —

In Р + 1п ср= —
<р

In 7+ In о =  —

а„

а3
Яз
а?

а 7
Яп

где

(34)

р2_£2—р2—11— 2— 3—А*
Но из (31) при условии (33), (34) имеем

х ’= 1п — ; х 2=1п — ; jc3= ln  —
а ср о

(35)

и первая проекция точки (дс1, х2, .... х6) неподвижна. Чтобы соотноше
ния (34) удовлетворялись при линейных соотношениях на а\, ..., а 12, 
надо наложить две независимых однородных линейных связи на я3, 
я7, Яц. Сделав это в виде

я3=Х2 s2; fl7= p 2s2; fl,,= v2s2
(s — параметр, X, р, v — константы), мы в силу (31) добавим к (35) 

l+JCe=^Xs; x r,=avs,

и предложение доказано.
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КОНГРУЭНЦИИ ПЛОСКОСТЕЙ ЧЕТЫРЕХМЕРНОГО 
ЦЕНТРОАФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА

Конгруэнция плоскостей четырехмерного пространства — это дву
параметрическое семейство двумерных плоскостей Р2. Мы изучаем ло
кальные свойства таких конгруэнций в окрестности регулярного эле
мента (плоскости Р2).

В работе дана центроаффинная классификация конгруэнций плос
костей четырехмерного пространства, геометрическая характеристика 
каждого класса.

§ 1. Конгруэнции плоскостей, не содержащие 
цилиндроидальных 1-семейств первого рода

В общем случае в каждой плоскости Р2, принадлежащей некоторо
му 1-семейству плоскостей,'имеется центральная прямая — линия пе
ресечения плоскости Р2 с характеристикой плоскости Рз, содержащей Р2 
и центр 0 пространства. (Мы всюду предполагаем, ч п  Р2 не проходит 
через центр пространства.) Совокупность всех центральных прямых 
называется центральной линейчатой поверхностью 1-семейства. Если 
1-семейство не имеет центральной линейчатой поверхности (это будет 
тогда, когда для каждой плоскости Р2 характеристика плоскости Р3 
параллельна Р2), то оно называется цилиндроидальным первого рода.

Конгруэнции плоскостей четырехмерного центроаффинного прост
ранства можно разбить на два больших класса: 1) конгруэнции Ки не 
содержащие цилиндроидальных 1-семейств первого род?; 2) конгруэн
ции /С2, содержащие цилиндроидальные 1-семейства перыого рода.

В данном параграфе мы изучим конгруэнции К\. Для этого выбе
рем подвижной репер {0; е а} (а, р, у = 0, 1, 2, 3) так, чтобы векторы 
в\, е2 были параллельны плоскости Р2, а е0 имел бы начало в точке О и 
конец в некоторой точке плоскости Р2. Деривационные формулы репера 
имеют вид

( 1)
где формы Пфаффа м» удовлетворяют равенствам

D«^=(dIA u>t3 . (2)
Уравнения плоскости Р2 в выбранном реп :ре имеют вид

лс°=1; х 3= 0 . (3)
Эта плоскость становится неподвижной при обращении в нуль форм 

о, <*>?, “2э шо> “ 1) ш1- Следовательно, эти формы — главные.
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Характеристика плоскости Рз, содержащей Р2 и центр простран
ства при смещении по любому 1-семейству, определяется системой 
уравнений;

л:3= 0;

ш?л:Ч -^ л:2+(й?л;0= 0 . • (4)

Плоскости (3) и (4) параллельны хотя бы для одного 1-семейства 
лишь тогда, когда формы ац, ю2 линейно зависимы. Итак, конгруэнции 
К\ характеризуются линейной независимостью форм со|> ю|; а конгру
энции /<2, напротив, их линейной зависимостью.

Так как в данном параграфе мы изучаем конгруэнции К ь то мы 
выберем в качестве базиса формы ои, col, тогда получим следующие 
соотношения:

о о з , , о з 
«)0=aowI+ o o w2 ;

о о з , ,0 3
‘•>i=aj wiH- pi “2 ;

i»2=  2̂ w2 ; (5)
з з з , , з з О)о — ЯоО)1-(- 00  0>2 .

Теорема 1. В каждой плоскости Р2е /(\ центральные прямые всех 
1-семейств конгруэнции Ки проходящих через Р2, образуют пучок.

Доказательство. Центральная прямая плоскости Рг некоторого 
1-семейства — это линия пересечения плоскости Р2 и характеристики 
плоскости Р3, она определяется системой уравнений (3), (4). Для 1-се
мейства A'wi-f X2о)1=0 система (3), (4) приводится к виду

jc° =  1; х 3 ■ С;

X2(jcH-ao)—XJ(Jc2- t -^ )= 0. (6)

Меняя Я1, К2, получаем пучок прямых в плоскости Р2. Теорема доказана. 
Из уравнений (6) видим, что центр пучка центральных прямых на-

3 зходится в точке А (—ао, —b о). Точка А характеризуется также тем, 
что это единственная точка плоскости Р2, в которой касательная плос
кость к поверхности (Л) принадлежит плоскости Рз.

Положим е0=ОА, тогда 0 и система (5) примет вид
о о з , ,о з <•>0 —do <*> 1 -р 0о (,)2 ;
о о з I . о зu)j= ci\ toi-T“ 01 о>2 ;

«)2^ a 2«)i+ 02w2 ; (7)
i»o=0.

Теорема 2. Центр пучка центральных прямых плоскости P2e/Ci 
лежит на характеристической конике.

Для доказательства теоремы находим уравнения характеристиче
ской коники:

b°i(x1)2 +  {ь1-аЪх1х *- ай,{х 2)*-\-ь1х1-а1х2=0\ (8)

jc° = 1; х 3= 0 .

Этим уравнениям удовлетворяют координаты точки А (1, 0, 0, 0) — 
центра пучка центральных прямых. Теорема доказана.

На каждой центральной прямой 1-семейства конгруэнции К\ име-
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ется в общем случае центральная точка (точка пересечения характе
ристики плоскости, содержащей центральную прямую и центр прост
ранства, с данной центральной прямой).

Теорема 3. В общем случае через Р2 проходит не более двух 1-се
мейств плоскостей конгруэнции Ki таких, что центральная точка плос
кости Р2 для них совпадает с центром пучка центральных прямых.

3 3Доказательство. Пусть Х1ю1+ Х 2о)2= 0 —некоторое 1-семейство. Урав
нения плоскости, проходящей через центральную прямую (6 ) и центр 
пространства, имеют вид

jc3= 0 ;
XSjc1—Х1дг2= 0

(так как в выбранном репере а о = 6 о = 0 ) .  Тогда координаты централь
ной точки плоскости Р2 для данного 1-семейства являются решением 
системы уравнений:

jt ° = l ;  л:3= 0;
Х2* 1—X‘jc2=-0;

d  \2x x—d  Х:л:2+Х2( —о>оХ°—«> I* 1 — (9)

— 0>2-Х2—«З-К^+Х1
4- «4л:2-}-и)зл:3) = 0

при условии

Х,юх+Х*®2= 0 . ( 10)

Ищем 1-семейства, для которых центральная точка плоскости Р2 сов
падает с точкой Л (1, 0, 0, 0). Полагая в системе (9) д:0= 1 ,  х1 =  х2=  
— х3= 0, получаем

Xiu)J-X2<og=0 . ( 11)

Дифференцируем внешним образом форму o)q =  0 из системы (7):
1 3 п з г\

u>o A 0)оЛ0)2= 0 .
Отсюда по лемме Картана находим ?

wo==flo<*>i4- Ьош2 ; ( 12)

(|>0= 6оы)1-(- &0(°2 •
В силу (10) и (12) уравнение (11) принимает вид

ао(«ц)2-|-2йоШ1 t4 + b l  ((-4)2= 0 . (13)

Последнее уравнение в общем случае ((ао)2 +  (bl)2-\-{bl)2 Ф 0) опреде
ляет два 1-семейства (действительных, мнимых или совпадающих), 
проходящих через плоскость Р2. Теорема доказана.

Центральные линии в плоскости Р2, соответствующие 1-семейст
вам (13), будем называть основными прямыми плоскости Р2, они опре
деляются уравнениями:

л:0= 1; л:3= 0;

b\ xl )2 +  2 blxlx  2+ао( л:2)2= 0 . (14)
Замкнем систему (12), получим

(fifao4~#o(U)3— 2 со/)—2 bU\—
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До Ьо '“г) А ш 1 ~\~{dbo—До Ш1 “Ь Ьо( «>з—о)?)—

— &о«>1—6o(oJ)A«)|=0; (15)

(dbo— —bo<i>2—Дош1— bo<S>y) A  "1 +

-(-(rffto—2fto W1 — 2Йо(и2“Ь̂ Ои)3_ЬДО бо0*!—bo bo<°l) A (b2==0- 

Отсюда для дифференциалов по вторичным параметрам имеем 

8до=2до тс} -}- 2 до я?—До Я3 ;

86о=ДоЯх+йо(п14-тс2—тез)— 6о Лг 5 

8 6о=2&оя\-\-2ЬоЯ2—Ь\п\ ;

4 a o b o -(b o )2)= 2 (aobo -(bo )2) ( * \ + n l-4 ) .

Следовательно, определитель

bl
Ы

bl
До

является относительным инвариантом.
В зависимости от значения инварианта А дадим следующую клас

сификацию конгруэнций К\.
1. Конгруэнции К,\, для которых Д > 0, назовем конгруэнциями К.\ 

эллиптического типа. Геометрически такие конгруэнции характеризу
ются тем, что плоскость Ру для них не имеет основных прямых 
[СМ . (13)].

2. Конгруэнции /Сь для которых А < 0 , назовем конгруэнциями ги
перболического % типа. Они характеризуются тем, что для них в плос
кости Ру существуют две основные прямые.

3. Конгруэнции К\, для которых Д =  0, назовем конгруэнциями К\ 
параболического типа. Конгруэнции К\ параболического типа, в свою 
очередь, подразделяются на два класса: а )А = 0 , но (До)2+(йо)2+(^о)2,»<‘0, 
в этом случае в плоскости Рг имеется одна основная прямая; б) До =* 
Ьо=Ьо = 0, тогда всякая центральная прямая будет основной прямой.

Теорема 4. Основные прямые плоскости Ру конгруэнции К\ гипер
болического типа гармонически делят касательную к характеристической 
конике в точке А и прямую пересечения касательной плоскости к по
верхности (Л) в точке А и плоскости Ру.

Доказательство. Уравнения:

A(jc° _  1 ) = a o ( ^ 1- * l c » ) +  bo(alx2-  box');
Jc3= 0  (16)

определяют касательную плоскости к поверхности (Л) в точке Л. Плос
кость (16) пересекает плоскость Ру по прямой

(До Ьо—bobo)xl-\~(bo До—До Ьо) -*с2=  0 ; (17)
л:0= 1; Jt3= 0.

Касательная к характеристической конике (8) в точке Л определяется 
уравнениями:

ЬоХ1-с & я ? = 0  ; 
л ° = 1; * 3= 0.

(18)
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Для упрощения дальнейших вычислений направим векторы e t, ег по 
основным прямым, тогда ао =  0о =  О и уравнения (17) примут вид

b U l+a°oX2=Q ;
* 0= 1; * 3= 0 . (19)

Уравнения же основных прямых в выбранном репере следующие:

* 1= 0; * 3= 0; * ° = 1  (20)
и

*2 = 0 ; * з = 6 ;  * °= 1 .  (21)

Сложное отношение прямых (20), (21) и (18), (19) равно — 1. Теорема 
доказана.

Для конгруэнции Ki параболического типа имеют место следую
щие предложения.

1. Касательная плоскость к поверхности (Л) в точке А проходит 
через центр пространства лишь тогда, когда конгруэнция Ki является 
конгруэнцией параболического типа (это видно из уравнения (16)).

2. Если поверхность (Л) вырождается, то конгруэнция Ki будет 
конгруэнцией параболического типа. Действительно, условие вырож
дения поверхности (Л) имеет вид

о 1 ,1а о  а  о   0о
!?о 00 '

Отсюда видно, что А = 0 , т. е. конгруэнция К\ является конгруэнцией 
параболического типа.

3. Конгруэнция К\ параболического типа, для которой ( a j ) 2+  
+  (0о)2+  (0о)2¥=О, существует и определяется с произволом трех функ
ций двух аргументов. Для доказательства нужно замкнуть систему
(7), присоединить к ней систему (15) при условии Д = 0 . Получим пять 
независимых квадратичных уравнений на восемь неизвестных функций. 
Решение такой системы существует с произволом трех функций двух 
аргументов.

4. Если конгруэнция К\ является конгруэнцией параболического 
типа, для которой а о = 0 о = 0 о  =  О, то поверхность (Л) для нее вырож
дается либо в прямую, либо в точку. Действительно, радиус-вектор 
точки Л — это вектор е0- Для рассматриваемого класса конгруэнций Ki 
fiteo=(aou>i +  0o<»2) е0. Возникают две возможности: а) (ао)2+(^о)2^ 0;
б) а о = 0о=О. В случае а) имеем d e 0 || е0, d 2e0 1| е0,..., т. е. центр пучка 
описывает прямую, проходящую через центр пространства. В случае 
б) имеем de0= 0 и точка Л, следовательно, неподвижна. Характерис
тическая коника в этом случае распадается на пару прямых (см. (8 ) 
при 0о=ао=О).

§ 2. Конгруэнции плоскостей, содержащие 
цилиндроидальные 1-семейства первого рода

Конгруэнции плоскостей, содержащие цилиндроидальные 1-семей
ства, мы обозначили Кг- Конгруэнции Кг характеризуются линейной 
зависимостью форм О)? , о>2.

Для неуницентральных конгруэнций Кг выберем за базис формы 
и o,u)?. Этим мы исключаем из рассмотрения уницентральные конгру-
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энции, которые рассматривались в работе [1]. Выражай главные фор
мы через базисные, получим

о о з , Оо зО>0=  ОСо̂ ОТ" РО Ш1 |
О О 3 , Q0 3

( 0 ! =  O TjU )o-J-Pi О)! ;

О__  О 3 I qO 3 /опч'U)2=  ar2(B0-h РгШ! ; (22)
з 0з з(02— Р2 •

Замыкая эту систему, получим четыре независимых квадратичных урав
нения на семь неизвестных функций. Произвол решения — три функции 
двух аргументов. Итак, конгруэнции /С2 существуют и определяются с 
произволом трех функций двух аргументов.

Неуницентральные конгруэнции /(2 обладают следующими геомет
рическими свойствами.

1. Центральные прямые плоскости Р2 для всех 1-семейств обра
зуют пучок параллельных прямых. Действительно, пусть X°u)o+X’(oi=0 
— произвольное 1-семейство конгруэнции /С2. Центральная прямая для 
данного 1-семейства определится уравнениями:

* ° = 1 ; jc3= 0 ; (23)

Х°( jc1 +  PIjc2)—X1= 0.
Меняя Х°, А,1, мы получим пучок параллельных прямых.

2. Из уравнений (23) также, видно, что через плоскость Р2 прохо
дит только одно 1-семейство, для которого нет центральной прямой, 
т. е. только одно цилиндроидальное 1-семейство, его уравнения gh= 0.

3. Характеристическая коника для данного класса конгруэнций яв
ляется гиперболой, а направление центральных прямых совпадает с ее 
асимптотическим направлением. Действительно, направим вектор е2 
параллельно центральным прямым, тогда 02 =  0 и уравнение характе
ристической коники в плоскости Р2 будет иметь вид

* i(-*1)2+ » 2*1-*2 +  aox1— $ )= 0.
Эта кривая — гипербола, одной из асимптот которой является прямая 
®2̂ Ч “?2= 0, параллельная вектору е2.
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ДВУМЕРНЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ В /?!

Данная работа является продолжением работ [1—3], посвященных 
геометрии двумерных поверхностей в пятимерных полуевклидовых про
странствах [4]. Параболическая поверхность в R l обозначается V2 и 
характеризуется (локально) тем, что касательная плоскость пересекает 
двумерную вершину Т\ мнимого конуса абсолюта в одной несобствен
ной точке. В [3] был построен один из возможных канонических репе
ров такой поверхности. Здесь поверхность V2 изучается в полуканони- 
ческом репере [5], что дает возможность выделить ряд важных под
классов класса параболических поверхностей.

1. Репераж. Поместим векторы в\ и ^  в касательную плоскость 
так, чтобы вектор е { был вектором первого порядка (т. е. не принад
лежал множеству векторов, определяемых плоскостью Т\),а е2 был век
тором второго порядка. Остальные три вектора репера определяют нор
мальную плоскость N3(х). Среди этих векторов один вектор является 
вектором первого порядка, два — второго порядка. Пусть для опреде
ленности вектор е5 — первого порядка. Деривационные формулы тако
го репера поверхности в обозначениях, принятых в ( 1], имеют вид

d x  =  ш1 е ! + w2е2; 

d e {=Q\e2-\-Q\e3-̂ -Q\e4-}-Q.ie5 ;

de> = '4e3+ a\  е4\ ( 1.1)
d e  3= — 

de  4= —

de  5= — 1— Н f" ̂ 5 £4.

Дифференцирование внешним образом основных соотношений [5]

U)3=U)4= 0

после применения леммы Картана дает

«>4=Лс)}+В 0)2; ш2;
о>2= Д  co’-j-C о)2; (1)2= Д  w1-)-/7 (о2. ( 1.2)

Дифференцирование соотношения со5= 0  дает

иц=С? о)1; (1.3)
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то есть n f = 0 .  Заметим еще, что так как Д ш ^О , то есть 
то отсюда следует, что G = G (u ).

Из (1.2) обычным способом [5] получаем следующую зависимость 
коэффициентов от вторичных параметров:

8 A = 2 B n \ + H n t-G n l;

s s = c n 5 + e 4 ; ь с = г 4 - ,  (i.4)
b H = 2 E n \ + A 4 - G n $ ;

8 E = F  iz\-B n t ; 8 F = -  C n\ ,

где 6 — знак дифференцирования по вторичным параметрам, а л  — 
соответствующие дифференциальные формы. Из (1.3) следует

8G = 0.

Прежде всего проведем фиксацию

Я з=0; F = 0; С ф 0. (1.5)
Затем, исключив л2 из (1.4), получим

8(Л С -Я 2)= -С О я д ; (1.6)

ЦСН—2 ВЕ)=— C G n l
При этом, естественно, следует считать, что пока

АВНЕф О. (1.7)

Проводим следующую фиксацию:

я|=0; Л С - 5 2= 0 ; 0 =̂ 0; ( 1.8)

я|=0; С Н -2 В Е = 0 .  (1.9)

Теперь формы Q3, , й* становятся главным, т. е.

и>з=К ш1-}- Z.cu2; (в14*W си2;

(4=Я«>Ч-<2«>2, ( 1.10)
а величины С, G, Е — инвариантами поверхности.

Дифференцируя равенства (1.2) внешним образом с учетом (1.5) 
и применяя лемму Картана, получаем

dA —2ДЙ?—//шз+Ош5= д 1 ш2;

dB —CQ1—Е u)3=61toI-(-ffiiu2; 

dH —2EQ\-\-Au>3~\-G u>5=fl2u,1-(- 62tû !
dE+Bv>\=b2m'+CK«>2\ (1.11)

d C =  С{ш1 -|-С2ш2.

Заметим еще, что из (1.8) и (1.9) следует, что
В Н = 2  АЕ. (1.12)

Среди пяти соотношений (1.11) только три независимых в силу
(1.8) и (1.9).

Обычным образом из ( 1.10) и (1.11) получаем
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сх л? “h GG n l ;

8c != c 2ni ; 8с2= 0 ;  b K = L ^ i‘, 8Z,=0.

Исключая и?, получаем

Цсфх—с?+ 1?2£,Л’—IcxE L )= c2CGn\, (1.13)

что позволяет провести фиксацию

Я5==0; c2bx—c\-\-E(c2K —cxL)=Q, с2ф 0 .  (1.14)

Теперь можно положить
u>5=.Siu>1+ -V )2- (1.15)

Оставшийся вторичный параметр, которому соответствует полу- 
вторичная форма л?, будем считать произвольной функцией главных, 
т. е. отнесем поверхность к произвольному, не фиксированному семей
ству (1)2= 0. Тогда можно положить

o)i=au)1+p«)2. (1-16)

Дифференцируя соотношения (1.8) и (1.9) и подставляя значения 
дифференциалов из ( 1.11) и форм из ( 1.10), получаем два уравнения 
Пфаффа:

X «,1+Кш2=0; Z u '+ U  ц>2= 0 ,  (1.17)

которые должны выполняться тождественно, т. е. дадут четыре конеч
ных соотношения:

X —A C y + C iH K -G M + a J-  2 В (Е К -Ь Х) = 0; 
Y = A C K + C (H L -G N + b x ) - 2  B (E L -c x ) = 0; (1.18)

Z ^ H cl+ C (a 2- A K - G P ) - 2 E ( E K + b l )+ 2  В (В К -Ь 2) - 0 ;  
U=HCK-\-C(b2-  AL—GQ)—2E(EL + с ,) + 2  B (B L -C K )= 0 .

Основная система внешних дифференциальных уравнений поверх
ности для полуканонического репера получается замыканием уравне
ний (1.3), трех уравнений из (1.11) и уравнений (1.10), (1.15) и (1.16). 
Она имеет вид

[dax4^\-\-[dbx co2J =  U '̂1[u)1a>2];

[r fa 2u>1 ] -j- [cfd2(u2] =  U^Ico'u)2] ;

[rfc1co‘]-(-[rfc2w2] =  Û 3[u)1u)2];
[rfO, to1]—0; (1-19)
[dK, u)2] =  Û 4[co1u)2];
[dM, 0)2J =  i r 5[U)Icu2J;

[rfP) u)4 +  [rfQ,u)2] =  U76[u>4o2J;
[rfSj to1 ] —f- [flfs20)2] =  Û 7[u)10D2] ;
[^a,m4 -f[rfp,u,2] =  ̂ 8[a.lu,2],

где W\, .... Ws — несущественные коэффициенты.
Теперь

£)ш1= 0; £)w2=?[(oi(o2J. ( 1.20)

Дифференцируя равенства (1.14) и (1.18), мы получим линейные 
выражения пяти из дифференциалов db\, db2, d cx, dc2, d ax, da2, dK,
6 Заказ 3613
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dL, \tM, dN, dP , dQ через дифференциалы остальных неизвестных функ
ций и сможем привести систему (1.19) к стандартному виду. Напри
мер, можно db\, db2y dc\, dP, dM выразить через остальные дифферен
циалы. Тогда определится произвол решения получившейся стандарт
ной системы — три функции двух аргументов, из которых одна опре
деляет произвол задания линии ш2= 0, а две — произвол задания по
верхности.

Выясним геометрическое строение векторов репера. Вектор е2 яв
ляется касательным вектором к единственной изотропной линии со1 =  О, 
проходящей через точку х поверхности. Вектор в\,— касательный к про
извольной фиксированной линии на поверхности.

Индикатриса нормальной кривизны [3] является для поверхности 
]/\ в общем случае параболой. Ее векторно-параметрическое уравне
ние имеет вид

kn= b u -\-2 tbi2-\-t2b22i ( 1.21)

где
Ьп = А е 3-{-Не^-\-Ое5\

bi2= B e 3-\-EeA\ Ь22= С е3+ Р е А.

Из (1.5), (1.8), (1.9) и (1.21) следует, что в N3(x) вектор е3 имеет на
правление диаметров параболы, а плоскость индикатрисы задается 
уравнением y5= G ,  т. е. параллельна плоскости {е3, е4}.

Так с̂ак векторы е2, е3 и е4 лежат в трехмерном евклидовом про
странстве, то вектор е4 можно определить как векторное произведение 
векторов е2 и е3.

Вершина М параболы имеет в N3(x) коордицаты (О, О, G). Сле
довательно, вектор е5 является направляющим вектором прямой {х, М}. 
Однако сама 3-плоскость N3(x) еще полностью не определена, так как 
не выяснено значение фиксации (1.14).

Для завершения геометрической характеристики репера найдем 
фокусную поверхность для конгруэнции, образованной' плоскостями 
г=х-\-ухе\+у2е2-\-уье3. Для этого потребуем, чтобы

rf(* + y 1<?1+ y ae2+ y 5<?5)|| |еи е2, е в)

и получим уравнение фокусной поверхности

Аух-\-Ву2-\-Му:> Byl-\-Cy2-\-Nyb 
Н ух-\-Еу2-\-Руъ Eyx-\-Qyb

Она пересекает касательную плоскость по линии, уравнение ко
торой с учетом ( 1.12) имеет вид

у3= у 4= у 5= 0; К Х у Ч -/ С у 2= 0 . ( 1.22)

Возьмем вектор-функцию

Р = С ех- В е 2, (1.23)

радиус-вектор которой (относительно начала репера) параллелен ли
нии (1.22) и нормирован так, что его длина равна С (плоскость — фла
говая), т. е. длине вектора Ь22 нормальной кривизны [6] изотропной ко
ординатной линии. Вдоль линии и 1: ш2 на поверхности проекция каса
тельной dR годографа (1.23) имеет направление

(Cjto’+CiM)2) !̂ — {(EK+bi V  +  fCZ-f-Cja)2}^ .
Это направление не будет зависеть от и 1 :.со2 (т. е. будет одинаково для
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всех линий на поверхности) только в том случае, если выполнено ус
ловие (1.14). Этим полностью характеризуется последняя фиксация, 
т. е. выбор нормальной плоскости.

Положив в деривационных формулах полуканонического репера 
поверхности ю2= 0 ,  получим с учетом (1.8) и (1.9) следующие дерива
ционные формулы репера линии на поверхности:

, 5(2
e i= ^ e 2+ — e4+ G e5;

е3+ Е е А\

——“X ^4»

4̂— Еб2 \ 63\
e5= —Gex-\-x е2+ е4, (1.24)

где

е'=^-\ kg—а|̂ =о; х=,б|ш̂ о; (1-25)
a s

$=А’|ш-=о; o= s1|10̂ g; р=Л4|ш==о;

а С, Е и G — инварианты поверхности.
Заметим, что так как [dG, m1] = 0 ,  то значение инварианта G будет 

одним и тем же для всех изотропных кривых ш' =  0, пересекающих 
фиксированную линию ю2= 0.

Выясним геометрическое значение инвариантов линии. Очевидно, 
что kg является геодезической кривизной линии [3], т. е. проекцией век
тора е х на касательную плоскость. Вектор нормальной кривизны ли
нии имеет вид

k„—— e3+  2— е 4-\- Ges. (1.26)

Остальные коэффициенты можно охарактеризовать, используя го
дографы вектор-функций e2(s), ..., e5(s).

Обычным способом [5, с. 140] получим вычислительные формулы 
для инвариантов линии на поверхности в терминах полуканонического 
репера:

, au)14-Bo)2 io2d  u)1—ai’rf о)?
bg= — -т1— 1---------—  -------- ;ds d s3

filo'-t-Cu)2 /С" Ш1—I—Z, 4>2V = --------!--------  • P =  -------- ---------  *
ds ds

Pio'-f-Q u>2 _ Afio'+^Vo»2
 ̂ 3 » 3 »ds ds

X — Slt,)1 +  (G + ^ 2 )(t)2
ds

(1.27)

Отсюда следует, что инвариант kg зависит от вторых дифферен
циалов первичных параметров, остальные — от первых.

Как известно [6, 3], линии кривизны характеризуются перпенди-
в*
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кулярностью векторов bi2= x e 3-\-Eei и Ь22= С е 3. Поэтому х = 0  являет
ся натуральным уравнением линии кривизны. В силу (1.26) линии кри
визны обладают еще таким свойством: вектор нормальной кривизны 
параллелен вектору е5. При С= 0 они не определены.

Обращая в нуль остальные инварианты линии, получаем следую
щие классы линий на поверхности: 1) k g= 0 •— геодезические, т. е. ли
нии, для которых пересечение соприкасающейся плоскости с нормаль
ной есть прямая; 2) £ = 0  — касательные к годографам вектор-функций 
ез(«) и е4 (s) параллельны вектору е2\ 3) ст= 0  — касательная к годо
графу вектор-функции е3(s) параллельна координатной плоскости {е\, 
е3, е4} ;  4) р = 0  — касательная к годографу вектор-функции es(s) па
раллельна координатной плоскости {в\, е2, е4} ; 5) v = 0 — касательная 
к линии, описываемой вершиной индикатрисы нормальной кривизны, 
параллельна плоскости {еь е2, е3}.

Потребовав, чтобы линии <ц2 =  0 стали линиями р = 0 , или v =  0, 
или | = 0 , мы превратим полуканонический репер в канонический. При 
этом в системе (1.19) после подстановки соответственно Л1=0, Р =  0 
или К = 0  сохранится возможность превращения ее в стандартную при 
помощи равенств (1.14) и (1.18) с понижением произвола решения на 
одну функцию двух аргументов, что соответствует произволу сущест
вования поверхности V2 в P i, установленному в [3].

Накладывая на линии ы2= 0  два или более условий, мы будем 
получать частные классы поверхностей V2 . Приведем несколько при
меров.

Рассмотрим инвариантно связанную с линией ш2 =  0 3-плоскость 
(R—х, е и е3, е5) = 0, содержащую касательную к линии, радиус-вектор 
вершины и ось индикатрисы кривизн (1.21). Характеристикой этой 
плоскости при смещении по линии ы2= 0  является в общем случае 
прямая

2 Е  хл^-j-C v jc5= 0 ;
kgXy—% JC3+ 8  х 5= 0. (1.28)

Определим поверхность, несущую семейство линий ш2 =  0, вдоль ко
торого характеристика становится 2-плоскостью. Такие линии имеют 
натуральные уравнения 2£'х2+С|Лг= ||а+ух =  0. Для поверхности в 
силу (1.25) получим

с,ЕВ2 а==2---- ;
с к

(1.29)

Присоединение этих соотношений к системе (1.19) не нарушает ее 
стандартности, но снижает произвол решения на две функции одного 
аргумента. Итак, указанные линии существуют только на поверхностях 
(1.29), определяемых с произволом одной функции одного аргумента. 
Сами линии определяются уравнением | a + v x = 0 , которое в силу 
(1.27) I— первого порядка.

Другой класс поверхностей получится, если мы потребуем парал
лельность прямой (1.28) вектору е5. Это дает v = a = 0 ,  затем S i+ P = 0  
и вместе с (1.19) определяет широту класса: одна функция двух ар
гументов.

Наконец, потребуем, чтобы характеристика (1.28) стала 2-плоско
стью, проходящей через прямую, параллельную вектору es. Тогда надо 
добавить еще одно уравнение: 2Ex2-\-CZ,kg= 0 ,  которое приведет к пер
вому из уравнений (1.29). Вместе с si =  P = 0  и системой (1.19) оно 
определит класс поверхностей, широта которого — 9 функций одного 
аргумента.
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Аналогичные рассмотрения можно провести и для семейства плос
костей (R—х, е\, е4, е5) = 0  и получить еще три класса поверхностей 

Оставляя на будущее детальное исследование отмеченных классов 
поверхностей Vl и других вопросов теории этих поверхностей при по
мощи построенного аппарата, рассмотрим теперь исключенные при 
репераже случаи.

2. Исключенные при репераже классы поверхностей. В процессе 
репеража условиями (1.5), (1.7) и (1.8) мы исключили из рассмотре
ния некоторые классы поверхностей. Однако не все эти условия имеют 
инвариантный характер. Рассматривая формулы (1.4), мы находим 
следующие инварианты:

Л = 0 ; f 2= B F - C E ; f 3=C*+F>. (2.1)
Обращение в нули этих инвариантов связано с существованием со
пряженной сети на поверхности, которая, как известно [7], определя
ется аннуляцией асимптотических форм:

А(шх)2-\-2В со'ш Н -СЮ ^О;
Я(ш1)2+ 2£'со1(о2 +  /7(а)2)2==0; (2.2)

G(co1)2 = 0 .

Если /3 =  0 трактовать как C = F = 0, то на всех определяемых анну
ляцией инвариантов (2.1) поверхностях существует сопряженная сеть. 
Кроме того, от инвариантов (2.1) зависит строение и расположение 
(относительно поверхности) индикатрисы ( 1.21).

Теорема 1. Поверхность / 1 =  0, /г/з¥=0 принадлежит четырехмер
ному галилееву пространству Г4 и является там поверхностью общего 
вида (т. е. несет сопряженную сеть и имеет невырожденную индикат
рису кривизн).

Доказательство непосредственно следует из формул (1.3), (1.1),
( 1.2) и (2.2).

Теорема 2. Поверхность /2== 0, /1/3 =5̂= 0 есть многообразие Картана, 
имеющее соприкасающееся пространство /?4 и сопряженную сеть, сос
тоящую из плоских изотропных и цилиндрических линий. Широта клас
са — одна функция двух аргументов.

Доказательство. Если снова провести фиксацию репера £ = 0 ,  
С =т̂= 0, л3 =  0 (что возможно в силу /з~ф~0), то получится £  =  0. Остав
шиеся (1.4) вторичные фирмы фиксируются так:

4 = л ? = л ? = 0 ; / / = Я = А = 0. (2.3)

Положив он =ao>1-f  (Bio2, закончим фиксацию репера так: я|=0, а= 0 . 
Далее обычным путем получаем деривационные формулы:

d x =u)Ie 1-|-(i)2£>2; dex—^ e ^ G
d e2= C  (i>2£3; d e3= —С ш2е2+ К  шхе4; ■

d e4= —K v xe3-,d e5——Gw>xex-\- (2-4)
-|-(S1U)1-|-S2t,>2)^2-t_2W Co'^ +  Pd)1̂

и стандартную систему внешних дифференциальных уравнений вида 

[d%  0)2]=U7i[о1, («2], [dG, U)4=0;
[dC, 0)2] =  i r 2[t01, U)2], [dK, ( о Ч ^ з К ,  €02];

4 = ^ 4[d)I; 0)2], [dP, ш*];
]rfs10)4 +  [rfs20)2] =  U76[0)1, О)3].

(2.5)
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которая определяет широту класса. Из (2.4) видно, что d2x принад
лежит 4-плоскости (г—х, еи е2, е3, e s )= 0 , откуда следует, что сопри
касающееся пространство есть R 2, а из (2.2) получим уравнения со
пряженной сети м1(о2= 0 .  Линии ©' =  0 — плоские, так как d2x l^ о е  (е,, 
е 2, е3\, а линии а>2= 0  — цилиндрические, так как d e2j^=о=0. Теорема 
доказана.

Сеть ©1©2= 0  на поверхности класса /2= 0 является аналогом клас
сической сети Кенигса [8, с. 85].

Для дальнейшего важно, что обращение в нуль инварианта /2= 0  
всегда влечет обращение индикатрисы кривизн ( 1.21) в прямую.

Так как обращение инварианта /3 в нуль влечет C = F = 0, т. е. 
/2= 0, то следующая теорема описывает случай, исключенный в пре
дыдущей. При этом из (1.4) следует, что при /2= / 3= 0  появляется но
вый инвариант

/4= Я 2+ £ 25 (2.6)

в дальнейшем возникает еще один
/5= t f 2+ /V2. (2.7)

Теорема 3. Поверхность C = F = 0, т. е. /2= / 3= 0 ,  ЛД/б^ О  есть 
многообразие Картана с полуевклидовым соприкасающимся простран
ством R\ и изотропными прямолинейными образующими. Широта клас
са — пять функций одного аргумента.

Доказательство. В этом случае формулы (1.4) дают возможность 
провести фиксацию

я3= Я б= 0 ; В = А = 0; Е=^ 0.

Тогда
оц==(^=0;и>?=//<о1+£'а>2; (2.8)

u)\=Е to1; ш3= К tu’-l-Z. t«2; а>|—М т2.
Поэтому de2=E(j>le4, т. е. линии становятся изотропными обра
зующими. Из (2.2) следует, что сеть ©'©2 =  0 — сопряженная, а из 
«4 = 0  вытекает й е  \еи е2, еА1 е5], т. е. соприкасающееся пространст
во есть /?4. Для определения широты класса продолжим фиксацию ре
пера. От (1.4) осталось одно соотношение

b H = 2 E n \ -G n l .  (2.9)

Дифференцируя внешним образом (2.8), мы после обычной процеду
ры получим новый инвариант N, так как 6iV = 0, равенства

L=KE+G N *=0  (2.10)

и соотношение

Ь М = Ы п \ -К 4 .  (2. 11)
Мы имеем возможность завершить фиксацию репера

я?= я | = 0; Я = М = 0  (2.12)

при условии 2EK—N G =0. В силу (2.10) это условие сводится к пред
положению

(2.13)

Из (2.12) следует, что
U)} =  at«)1-|-j3u)2; 0)5= Р  О)1 -(-Q 0)2 , (2.14)
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Последняя фиксация дает я§=0, а = 0  и

Вместо (1.19) получаются три уравнения Пфаффа
d E = (G Q -2  Е $)<*>'; dN = (K Q -JV $№ ; (2.16)

d$—(Gs2-{-E—Р2)^1 
и пять квадратичных уравнений

[Л?, ш»]-=0; [rfQ, 0.4 = 0; [ds2, («4 = 0;
[rfs1,(o4 +  [rfs2«,2] = —Sj PIco1, o)2J; (2.17)

[d P , 0>4 +  [rfQ, 0,2\= ( G E - N K - s2E -Q  Р Ж , 0)2].

Система (2.17) — стандартная и дает искомую широту класса. 
Теорема доказана.

Теорема 4. Поверхности /2= / 3 =  /5= 0 ,  /i/4=̂ =0 (т. е. K = N = C  = 
=  F = 0) выделяются из изотропных линейчатых поверхностей, описан
ных в теореме 3, тем, что прямые г = О е 5+Яе4 (выродившиеся инди
катрисы) перпендикулярны постоянному вектору е3. Широта класса — 
шесть функций одного аргумента.

Доказательство. Постоянство вектора е3 следует из о)з=<аз=0, что 
вытекает из (1.2), (1.10) и условий теорем 3 и 4, а уравнение индикат
рисы из (1.21). Широта класса определяется тем, что уравнения струк
туры принимают вид

[dG, со4 =  [<Ш,«)4 =  [Др, ®2] =  [AQ, со4=0;
[r fP ,0)4  +  [rfQa>2] =  U?'1[u,1u)2]; [flfs2 <fl2] =  tt/2[«),«)2J,

где значения коэффициентов W\, W2 опять несущественны. Теорема 
доказана.

Для полного исследования исключенных классов осталось рас
смотреть еще один случай.

Теорема 5. Поверхность B =  F = C = E = 0, т. е. /2 =  /3 =  /4 = 0, Л ^О  
есть цилиндр с изотропными образующими.

Доказательство. Из (1.4) теперь имеем ЪА=Нп\, 8//=—Ля3_Оя5- 
Так как I x=G=f= 0, то возможна фиксация я|!=л4=0, А = Н = 0. Тогда 
вместо (1.3) получаем ш®=ш̂ =<ьЗ=(й4 = о.

Отсюда следует d e2 = 0, т. е. линии являются изотропными па
раллельными прямыми. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Для цилиндра, естественно, полная канонизация 
репера невозможна, но легко найти деривационные формулы направ
ляющей:

х ' = е х; e i= G e5; е'5= —Gex-\-\iez\ е'3= \ е4-, <?4= —$е3.

Отсюда видно, что это — общая кривая в R\. Следовательно, широта 
класса •— три функции одного аргумента.
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О. А. СДВИЖКОВ

АНАЛОГИ ФОРМУЛЫ ГАУССА-БОННЕ 
В ПРОСТРАНСТВАХ С ВЫРОЖДЕННЫМИ МЕТРИКАМИ

Пусть в одном из пространств Гз, F3, /3 (см. [2]) задана регуляр
ная ориентированная поверхность Ф, имеющая непараболические [2] 
касательные плоскости, и на ней треугольная область 5, ограниченная 
кусочно-регулярным контуром, состоящим из дуг уь Y2, Y3> имеющих 
касательные 1-го порядка [2]. Обозначим у*—г П Т* =  А , где уо=Уз. 
k = \ ,  2, 3, и присоединим к Ф подвижной правый адаптированный ре
пер, состоящий из единичных векторов, ориентация вектора ё3 которого 
индуцирована ориентацией поверхности.

Геодезическая кривизна kg линии на поверхности Ф, имеющей ка
сательные 1-го порядка, может быть вычислена по формуле

и da-\- о)?

0,2 я .где а = ^ — ориентированный угол от вектора е х до касательного век

тора к данной линии в рассматриваемой точке. Поэтому
ф kgds=jj> d&-\-  ̂u)j. ( 1)

OS d S  d S

Так как в случае пространств F3 и /3 :а?(о^=0, где d —символ внешнего 
дифференцирования, а в случае пространства Г3: d  w!*——f<da, где К  
полная кривизна поверхности, то из равенства ( 1) в пространствах F 3 
и / 3 имеем

j k gd s = § d  а, (2)
d S  d S

а в пространстве Г3
\ \ k d a + jk gd s = § d a .  (3)

(S ) d S  d S

В пространстве /3 угол между векторами 1-го порядка является 
евклидовым и поэтому из (2) можно обычным образом [1] получить, 
что

2  1̂ = 2 я- 2  0, ,
и t= 1

(4)
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где 0/ — ориентированные углы в вершинах А между направляющими 
векторами дуг y i_ i и у, . Равенство (4) является аналогом формулы 
Гаусса—Бонне для треугольной области Scr/3.

В пространствах F3 и Г3 угол между векторами 1-го порядка фла
говый, а поэтому а  — однозначная функция. Это позволяет, в отличие 
от предыдущего случая, вычислить правые части равенств (2) и (3) 
непосредственным интегрированием. Достаточно учесть, что для одно
значной функции С da  не зависит от пути интегрирования, а только 

и
от начальной и конечной точек. В результате получаем следующие ана
логи формулы Гаусса—Бонне:

2  J V * + 2 e/ = 0 > Ф с = Д 3;
/=1Ц 1=1

. Г Г кл J V *  +  2  в / = ° >  - Ф с Г з
<5> 1=1 и /= 1

Если обозначить через а, р, у неориентированные углы при вер
шинах Аь Лг, А3, то в предположении, что через вершину А3, в случае 
пространств F3 и Г3, проходит линия второго порядка, имеющая с ds 
еще хотя бы одну общую точку, равенства (4), (5), (6) можно пере
писать в виде

(5)

( 6 )

2  f ^ S = * + P + T —Я;
/ = 1 7‘

i=in

f f / C r f o + 2  .(А у зГ 5 = о г+ р — 'Т-
(S) 1=1 ц

Отсюда без труда можно получить ряд следствий, аналогичных 
5с:Ф с:/?3. В случае я-угольной жордановой области 5  можно провести 
триангуляцию и применить полученные формулы.
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В. Б. ЦЫРЕНОВА

КОМПЛЕКСЫ В ТРЕХМЕРНОМ КВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

Комплексы в трехмерном евклидовом, проективном и некоторых 
неевклидовых пространствах достаточно изучены (см. [1, 2, 5]). В дан
ной работе рассмотрены комплексы прямых в трехмерном квазиэллип- 
тическом пространстве. Построен и геометрически охарактеризован 
канонический репер для комплекса, найдены геометрические значения 
всех инвариантов, образующих полную систему, и двух основных квад  ̂
ратичных форм комплекса. Рассмотрены некоторые частные классы 
комплексов. Используется терминология работы [3].

§ 1. Канонический репер комплекса

Включим элемент в репер, то есть точки А0 и А\ репера совместим 
с какими-либо двумя точками луча комплекса, тогда получим

2 3 2 3 п‘‘*0—Яо— =  =
то есть

Йо=ш£, Qo=(«o, Й?=о>? . . ( 1.1)

Так как формы со) линейно зависят от трех дифференциалов du', du2, 
du3, то исключение последних из ( 1.1) приведет к следующему основ
ному соотношению [1]:

аЯ1+  p2 o+Tfir f  52^=0. ( 1.2)
Потребуем, чтобы [QgQ^J^O. Так как формы Й§и2*  пока равноправ
ны, запишем ( 1.2 ) в виде

2 ? =  $2о+рПо+ . (1.3)
Внешнее дифференцирование последнего (с учетом уравнений струк
туры) дает

[tf H -(S2+ 1)G o- ( tH -^ )2 !, 2 о] +
+  \d r i + ( ^ - ? ) 2 j+ ( S - ^ ) Q ^  й? ]+

+  [r fC + (^ + ^ l)2 i- ( l+ C 2)^2, 2 ? ]= 0 . (1.4)
Следовательно, вариация коэффициентов |, г), £ определяется равен
ствами:
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ы----(1+6*)Яо+(5£Ч-7))я|;

8т1 = ( С - ? Л ) ^ + ( ^ - О я 2 ;  (1-5)

8̂ = ( _ ^ _ т,)4 + ( 1+ ^ ) ^ .
1 3Накладывая на вторичные формы яо и я 2 два условия:

Яо— ^ = 0 ;  г)Яо— Яг=0, (1.6)

приведем к нулю коэффициенты | и £. Исключим из рассмотрения осо
бый случай Д =  1—г]2= 0 .  В этом случае точно так же, как в [5], можно 
показать, что получается «Клиффордов комплекс», который можно 
представить как однопараметрическое семейство линейных конгруэн
ций с мнимыми директрисами. Для такого комплекса имеют место все 
свойства клиффордова комплекса эллиптического пространства (см. 
[2, с. 264—267; 5, с. 93—96]). В общем же случае, т. е. при Д^О, из
(1.6) следует яо = яг = 0  и репер полностью канонизирован. Точки, с 
которыми совпадают в этом случае вершины А0 и А { репера, назовем 
по аналогии с [2] центрами луча комплекса. Равенство (1.3) принимает 
вид

Qi==7j Qq.

Инвариант т] назовем кривизной комплекса. Деривационные формулы 
канонического репера комплекса имеют вид

tfi4Q =  l*)0 ^ii“b (00^ 2“Ь шо Л3; (1.7)

d т]с*>о 2 о)1Л3; (1.8)

dA<£==z®2Aq\ dA 3= — Ш2 Д21

где

<00==51<1>о+Л1шо4'^1(°1 ; 0>2= 2̂Ш0Н-Л2<о0-(- 2̂*°! • (1.9)
Построенный канонический репер геометрически характеризуется тем, что
в нормальной корреляции [1, 2] точкам А0 и А\ (центрам комплекса) 
соответствуют плоскости А0А\А2 и А3А\А3, полярно сопряженные отно
сительно абсолюта, а точки А2 и А3 суть точки пересечения абсолютной 
прямой А2А3 с плоскостями А0А\А2 и  А3А\А3.

Условия вполнеинтегрируемости системы (1.8) дают основную сис
тему дифференциальных уравнений:

[</тцоо]=(т;1—Лт12)[0)о“>о]г]-(̂ 1 + $2—Л̂ 1— л£2)[ “ о "м]-}-

+ ( ^ 2 — TlTli)[«>0<»i];

\d £1<Do]+[tf771<oo] +  [rf£,1 wi l = ( — Мг—Tliri2+Si£i +  

+ г1̂ 2§1)[шои,1] + ( —Л1?1—Л^г) [0,o<«iH-(5i^2—Л?1 Si—Л?—
-й -л Е х С г)!"*» ?]; (МО)

[rf?2®o] +  \d tj2o>o] + [ ^  £2 <0? I = ( —Л ^ г —S2— Л2+  

+S.§2+S2̂ ) [  4«>o]+( —£,Лг — С2Л2)[1,,0(Й1]+(Л^2?1-Ь 

+  S2C2— ЛIЛ 2— ?2— л й )  [ ш0 1 ].

Из первого уравнения получаем конечное соотношение

Е,— 62+л*1+л*2. (1.П)
а само уравнение принимает вид
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[d  Л—( Л. -  Л*12 К + (  Лг~ ЛЛ. К , („oj = 0 .  (1.12)

В силу (1.11) второе уравнение будет содержать только два независи
мых дифференциала, система ( 1.10) имеет стандартный вид [1] и про
извол ее решения — одна функция трех аргументов.

Полная система инвариантов комплекса состоит из семи коэффи
циентов деривационных формул канонического репера т|, £ь тц, £ь |г, 
г|2. связанных одним конечным соотношением (1.11). Из (1.12) и 
( 1.1*0) следует, что

d  >1=(Л1—Л Л г К + Л з ^ Ж ^ - ^ К , (1.13)

где г|3 — новая функция первичных параметров, также являющаяся ин
вариантом комплекса.

Геометрически кривизна определяется через расстояние б между 
псевдоцентрами, т. е. точками луча, сопряженными гармонически с 
центрами, причем соответствующие им в главной корреляции плос
кости гармонически сопряжены с плоскостями Л<ИИ2 и А0А1А3 репера 
(ср. [2, с. 262]). Имеем

cos S -=1 -Л 2
1+ Л 2

(1.14)

§ 2. Регулюсы, принадлежащие комплексу. 
Геометрическое значение инвариантов комплекса

Для регулюса

шо: шо: u )i= P i: р2 : [i3 (2.1)

абсцисса t горловой точки и параметр распределения 9 находятся в 
виде [4]:

tg2 1-- 2 ( —I— )
> 2o)2+ ( ( 4 ) 2- ( ( .)? )2- ( “n )2’

th 2 9= 2(U)0U)1 (во (В2)

(< B o )4 - (u > S )2 + (o ) f)2 +  ( 0,̂ )2

В каноническом репере эти формулы принимают вид

2 (ор( у] cap—(- Q)f)______ _tg 2 * =

th2 0=

'(О»о)2+(«о?)2- (а .? )2- ( ш ?)2 ’

2((1)2U)j--Г]((Оо)2)

((Bo)2+(«io)2- f K ) 2+ K )2

(2.2)

(2.3)

( 2.2' )

(2.3')

Рассмотрим торс, определяемый уравнениями соо =  соо = 0 .  Фокус этого 
торса совпадает с центром А0 луча; поэтому будем называть его, как 
обычно [1], центральным торсом. При деривационные формулы
центрального торса о)о=гоо = 0  можно записать в виде

dA>
ds

л dA\_ a _i 1 л dA 2_ ь2 л
. — л 0“1 Z , — «. л 3)dsds 2,'

j >2
2,

d_A
ds

3= _ i 2 a ,
2,

2)

где d s =  .

(2.4)
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Отсюда видно, что инварианты и t,2 суть радиус кривизны — и
«1

произведение крученая k2 и радиуса кривизны т—ребра возврата торса
« 1

(центральной кривой комплекса). Если же £i =  0, то центральный торс 
является конусом с вершиной в точке Aq.

Регулюс, определяемый уравнениями co o = (o i= 0 , будем называть 
центральным, так как горловые точки его совпадают с центрами луча. 
Деривационные формулы этого регулюса будут иметь вид

0— Л И 1+ А 3 ;— - * = — i\iA0A - f iA 2; -3 —̂ = т)2Л з, - 3 —3= —
a sds

dA 2
ds

dA3
ds

(2.5)

где d s= m о, т. e. они имеют такой же вид, что и деривационные фор
мулы канонического репера эллиптического регулюса [3]. Следователь
но, канонические реперы комплекса и центрального регулюса совпа
дают полностью, причем инварианты t j i , т] и т)2 являются соответствен
но инвариантами р, р и q центрального эллиптического регулюса.

Торс u)o=«i = 0  будем называть также центральным, так цак его 
фокус совпадает с центром А\ луча комплекса. Деривационные форму
лы его имеют вид (если шо—d s ) :

_t л _i_ а . dA\__ ► » . dA2—. . dA.
~7~— ~7~ — — Ч л 0> ?2Л3> ~7^ds ds ds ds

= - M2̂ 25

или, если с?5=$,(»о; Л о=—Л,; Л1=Л0; Лг=Л3, Лз=Л2, вид

dAo
ds

dA[
ds

dA 2̂ .• dA3 2̂
= — Л о-Ь— Л з ; - ^ j = — — А з ; ~ r r =  — A ? -5, 5. . ’ ds -  6,

( 2.6)

Отсюда видно, что инварианты gi и суть радиус кривизны -г- и про-«1
изведение кручения к2 и радиуса кривизны ребра возврата торса

3 3 п 1u )o=u > i =  U .
Таким образом, рассмотрение трех простейших регулюсов (цент

рального регулюса и двух центральных торсов), как и в евклидовом 
пространстве Ш, дает возможность получить геометрические харак
теристики для всех инвариантов коплекса, входящих в деривационные 
формулы канонического репера.

§ 3. Касательный и соприкасающийся линейный комплексы.
Две основные квадратичные формы комплекса

Найдем уравнение касательного линейного комплекса. Условие 
того, что линейный комплекс Ърц <?,; = 0  (р ц — плюккеровы коорди
наты прямой) содержит луч Л0Л 1 запишем в терминах «плюккерова 
произведения»

Q * ( A l^ l ) —О» QI0O15 0025 0035 0125 0235 03115 ( 3.1)

откуда следует, что q23 — 0. Чтобы получить остальные условия на ко
эффициенты q n , продифференцируем (3.1):

Q *  {%2( ^ 2 ^ . ) + ^ ( ^ 3 Л 1 ) + ^ 0 ( Л Л ) + « > ? ( ^ з)) = 0 .
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Отсюда получим <7o3 =  <7i2=<7o2+TW3i =  0 . Один коэффициент <701 оста
ется произвольным. Следовательно, получился пучок линейных комп
лексов. Уравнение его в каноническом репере имеет вид

001^23—Ч Чз\Ръ\Л~Чз\Ро2~®’> 
или, если обозначить д31: 0̂1=А, : р :

*А з—1»1/»31+ИА»2=-0 - (3.2)

Теперь будем искать линейный комплекс, касательный с комплек
сом в данном луче и соприкасающийся с некоторым регулюсом 
шо : соо: и>?, т. е. соприкасающийся линейный комплекс для регулюса 
комплекса. Для этого к условиям (3.1) и (3.2) присоединим условие

Q *  {(<*2Л >  Л 1)+ 2 ( < /Д ))</Л1)+ ( 2 4 0,< < М 1) ) - 0 .
В терминах канонического репера получаем

Фх; „= £  Ч ® Х —Л(®о)2) -f р ( -Л ‘“§и>1+П<вош? +
+ d  tiu)3+a>2o)i—ш3(»з)==0. (3.3)

Отсюда следует, что для каждого регулюса • <*>f можно найти
единственное значение из (3.3), т. е. в пучке (3.2) единственный 
соприкасающийся с ним линейный комплекс.

При р =  0 получаем торсы

Ф.= ^ (03—7^ 3)2= 0, (3.4)

а при к —0 получаем регулюсы

Ф 2= — Л Ч <О2 + Т1Ш0 ‘0? + Ш0.и)0— О,1и,2 + а)0 ^  Т1 = ° 5

или в каноническом репере

Ф2= ( £ 1 - Л$2)(и»2о)2+>1з(^)2+(Ле1-£ 2 Х ‘“?)24- 

+2(т1,— ттИг )в,о<*>о4-( —?2)a,o,,,i + ( 1lTli—'т12)<1>ос«1=0. (3.5)

Таким образом, мы ввели в рассмотрение две основные квадратичные 
формы Ф] и Ф2 теории комплексов. Геометрическое значение формы 
Фг выясним в следующем параграфе.

§ 4. Сопряженные регулюсы. Точки прикосновения.
Точки симметрии. Главные регулюсы

2 3 3 -'-о ~3 *~3Условие сопряженности регулюсов шо:шо: иц и шо: u>o: o>i имеет 
вид

о)?со?-(-a)oa)i— 2 Г|и)оо)о=0. (4.1)

Два сопряженных регулюса в комплексе, проходящих через данный 
луч, характеризуются гармонической сопряженностью их точек прикос
новения, определяемых уравнением

*2tio)?+ 2 *  т|«8+ш2=.0. (4.2)

Точки прикосновения описывают на регулюсе две линии прикос
новения.

Для выяснения геометрического значения сопряженности регулю-
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сов относительно второй квадратичной формы получим аналоги точек 
симметрии [1] для пространства S 3, заменяя требование перпендику
лярности прямой 12 к эллиптической прямой 1\ требованием евклидо- 
вости луча /2 (т. е. пересечения с А2А3). Эти точки назовем квазиэллип- 
тическими точками симметрии. На луче регулюса wg:u>§:o>® возьмем 
точку M=Ao-{-tA\ и потребуем, чтобы касательная к этой линии пере
секалась с абсолютной прямой А2А3. Тогда уравнение линии (М) имеет 
вид

dt =  - ш о ( Ж 2). (4.3)

Плоскость П, соответствующая в нормальной корреляции точке М, оги
бает вдоль нашего регулюса торс, образующая I которого (соответст
вующая рассматриваемому лучу) есть прямая П П П +бП  с уравне
ниями:

(шоЧ*  ̂ 7)<1>0)Х6 ((1)1 t T]U)i)x1-)-̂ T|U)2-̂ —̂ {fif( Т̂|)—(—«>2)-:*С̂ =  0.
x 2-\-t Л л:3= 0 .  (4.4)

Здесь дифференциал вычисляется вдоль линии (4.3). Потребуем, что
бы прямая (4.4) пересекалась с абсолютной прямой. Тогда получаем

d(t Т1)-И 2Т]2(«2+ Ш2= 0 -
Учитывая (4.3), получаем уравнение для определения квазиэллипти- 
ческих точек симметрии

(т|шо— Tj2a>|)̂ 2—td. Ti-f7](oo— («2=0. (4.5)

Вычислим сложное отношение определяемых этим уравнением двух 
точек симметрии Ml—A0-\-tlAi и двух точек прикосновения другого 
регулюса и>о: щ  : со?— 11А1 и потребуем, чтобы это отношение 
было равно—1. Получается

Ф2 =(О0d T]-j-U)i(yjU)o—0>2)—|—а>о(ы>0—t](U2) =  0, 

или, учитывая (1.9) и (1.13):

Ф2= ( S i—Л’г )шошо4- Лз0) о«>о+ (  1— )<“i “> i+

+  (Л1 — T|Tl2)(<1>OluU-|-0)0(l)o)+(rl5l — S2)(u,0<1>l4-u)0a,l)_b (4-6)

+ (  Tlyll — >)2 X <00 (01 (1)? ) = 0 .
Сравнивая (4.6) и (3.5), получаем, что сопряженность регулюсов отно
сительно второй квадратичной формы комплекса характеризуется гар
монической сопряженностью точек прикосновения одного из них с точ
ками квазиэллиптической симметрии другого.

Главные регулюсы характеризуются тем, что у них точки симмет
рии совпадают с точками прикосновения (ср. [1]). Рассмотрим систему

® i= 0 ; Ф2= 0 ,

где Ф| и Ф2 — билинейные формы, соответствующие квадратичным фор
мам Ф1 и Ф2. Если считать точку х°:х  , :  х 2=и>2: 5з ;(Вз заданной, то надо, 
чтобы система имела не меньше двух фундаментальных решений, т. е. 
чтобы ее ранг был равен единице. Тогда

(a lJ - s b lJ)xt= 0, (4.7)
где аУ— коэффициенты формы Ф2, ^ —коэффициенты формы Ф̂ . Для
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существования нетривиальных решений этой системы необходимо и 
достаточно, чтобы det || a li—sbli || = 0 , т. е.

1̂ — ̂ 2 *)i — —5а—s
V— У Ъ  Л з + 2  л  ^

^ 1  — 52—5 ЛЛ1—Л2 *l£i—Ъг
(4.8)

Уравнение (4.8) — третьей степени относительно s. В общем случае оно 
дает три решения, подстановка которых в (4.7) и дает три главных 
регул юса.

Соприкасающийся линейный комплекс главного регулюса называ
ется главным линейным комплексом (ср. [1]). Для нахождения его за
пишем уравнение (4.3) в виде

(4.9)

подставим в него x0 :x i :х 2=  шо:«>о: (о?, найденные из (4 .7), и затем 
найдем X: р. При этом оказывается X: р = —s : 2.

Главные регулюсы имеют (как и в евклидовом пространстве [1]) 
чисто проективное характеристическое свойство: только на них обе ли
нии прикосновения являются асимптотическими. Если линия прикосно
вения — асимптотическая, то характеристика семейства плоскостей П 
при перемещении вдоль этой линии будет содержать точку dM. Следо
вательно

1Ь й Ш = 0; £/П-<Ш=0. (4.10)

Первое равенство выполняется в силу (4.2). Второе равенство имеет 
вид

t 2( 7)0)0—T)2(i»f)—tdx\—Tj («о— 11)2=0. (4.1 1)

Потребуем совпадения последнего уравнения с уравнением линий при
косновения (4.2). Это дает дифференциальные уравнения главных ре
гул юсов:

U)J— Г]Ш2 ( ^ 2 — '̂ ll )о*0 — ■Пзц,0 + ( т1 2 — Tlyll)(ul _
3 О 3оц I  rju)o

_  ( 'nS 1—Ег)ц*о~КYi'i41—Ла)ы*оЧ~('HSi—Сг)Ш1 (4.12)
(00

Полагая величину общего отношения равной s, получим три линейных 
уравнения:

($1 — Т;;2)(В0+(111 — ц щ )  и,0 'Ь ( Si — УЫ2— 5 )о,1= 0>

(Л1—Ф)2)«>о+ ( т1з+ 2 Л s)«>o+(V)i—*)2) («1=0;

(Л?1— 2̂—s) t°0-|-(7l1')l — tl2)w0 +  ( T/Sl — £2) — 0.

Исключая отсюда формы u>o, wo, «>1 , одновременно не равные нулю, 
получим характеристическое уравнение, совпадающее с уравнением 
(4.8). Наше утверждение этим доказано.

Как и в евклидовом пространстве [1], главные регулюсы обладают 
еще одним свойством: они являются решениями задачи об экстремуме 
отношения основных форм Фг и Ф].
7 Заказ 3613
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§ 5. Некоторые частные классы комплексов

1. С п е ц и а л ь н ы й  к о м п л е к с ,  т. е. комплекс нулевой кривиз
ны т) =  0. Для этого комплекса, как и в евклидовом пространстве [1], 
главная корреляция вырождается и теряют смысл все связанные с ней 
понятия. Аналитическими следствиями уравнения т) =  0 являются соот
ношения £ i + £ 2= 0 ,  Л1 =  т1 2 = 0 ,  получающиеся из (1.10) и (1.11). Гео- 
метрически это означает, что центральный регулюс g)o =  coi= 0 вырож
дается в пучок прямых, лежащих в плоскости А0А1А3, с центром в точ
ке А\, что следует из формул (2.4). Широта класса равна одной функ
ции двух аргументов.

2. К л ассй ?т)= 0 , т. е. к о м п л е к с  п о с т о я н н о й  к р и в и з н ы .  
Этот класс характеризуется тем, что точки симметрии гармонически 
делят центры Aq и А\ луча, что следует из уравнения (4.5). Найдем 
широту класса. Первое уравнение системы (1.10) принимает вид

(^l—7lTl2)[U)oo>o]+(il2—TlTll)[u»OWl]=0.

Отсюда получаем тц—ЛЛ2= Л 2—ЛЛ1 — 0- Так как 1—л2=̂ 0 , то Длi =  
=  dr]2=0. Два оставшихся уравнения системы (1.10) запишутся в виде

[</?1<*>о]-Ь[л d  £(+л^ ?2—d \2>u)i]=  (—£?Л Мг—Л^г-!-

+  Si5t +  7l^ ) [ t,;Ou,o] +  (— Л|̂ 1— Л1 2̂)11о01'л]+($1&2 +

+Л^1^1— Л1~й—Л̂ 1 £2) [u)ouji J;

\d Е2<»о] +  [^ S210т] = ( —Л^г— 2̂—Л £ г Л ) [  0,и«>о] +
+  ( — 1̂̂ 2—Л2?2)11"0и)1]+(Л ^1 +  ̂ 2 —Л1Л2—Sl?2—Л&2)[(Й0«)1].

Подсчитав характеры и число Картана ([1, с. 30—33]), получим «[ =  2, 
s2= l ,  Q = 4. При определении произвола N общего решения, положив

d  £1 || SnUJo+S^wo-Hia"»? I

d  $2= ? 2 I <u0 + ^ 2 2 u, 0 + ^ 2 3 u>1 ;

d  ^  =  £ 2 1  " 0 +  ^ 22  и>и +  ^23ш? , 

получим шесть соотношений:

Si?2— 2̂̂ гЛ»

2̂3—^г^^Лг+Лг^г! 2̂2—лМ^-Ма^г—Л1Л2—£i?»2— л£г!

| 1̂2==ЬЛ-Ь̂ 152_1_Л1Л2—£l£l— Л̂ 2?1!
Л̂ п +  лСг»— 2̂i—5i3 - —Л1̂ 1—Л1̂ г;

Л̂ 12“ЬЛ̂ 22— 2̂2— 1̂̂ 24"Л̂ 1 — Л?—£1—Л̂ Сг>

из которых только пять независимых. Следовательно, N = 9 —5 = 4 = Q, 
критерий Картана выполнен, система в инволюции. Комплексы л =  cosnt 
существуют с произволом одной функции двух аргументов.

Нижеследующие классы выделяются при помощи известного поня
тия инфлекционных центров. Инфлекционный центр Ao+£<4i луча комп
лекса характеризуется тем, что для ребра возврата некоторого прохо
дящего через луч торса, выродившегося в плоскость, он является осо
бой точкой [1]. Аналогично тому, как это делается в (2], найдем урав
нение, определяющее ннфлекционные центры в виде
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t М  ?Г— 5г?1 ) + 2  1 3Т)( >17)2—7], )+ t  2( SjT)2— S2T)—С27)2+
+& 1Л-Н з)+2 (̂Г|2—7)7), H -tiij—£г^=0- (5.1)

Это — уравнение четвертой степени, которое ,в общем случае опреде
ляет на каждом луче четыре инфлекционных центра. Из уравнения (5.1) 
получим также условия, характеризующие линейный комплекс:

л2(?1—^л )=л (л л 2—Л1)=Л2—лл1==0;
&1Л2— ̂ гЛ— СгЛ2+С|Л+Лз CiЛ—&2= 0 . (5.2)

3. К о м п л е к с  £iT]—С г=0 (или i i —|2л =  0) х а р а к т е р и з у е т с я  
т е м ,  ч т о  один и н ф л е к ц и о н н ы й  ц е н т р  на к а ж д о м  
л у ч е  е г о  с о в п а д а е т  с ц е н т р о м  А0 (или А\) луча .  Найдем 
произвол существования этого класса. Подставив (с учетом (1.11)]

C2= C ic h + Л^С„ </$2=7]rf$, +  (т)2— l)d £ i + (S , + 2 tiE ,)rfij в систему
(1.10), получим

[d Ли>о]=(7)1— 7)7)2)[a)OU)o]+(7)2 +  nTh) I«J0U»l] ;
[а?7], too] +  [cfSi°>i] - ( —S?7)'— &i£2—’Ji’b+SiC i+^CJlw otooH -

+  ( —Л1&1—Л1С2Л “ ( U i l + ^ ^ + ^ i C i —Л?—Ci—“Ci C2) [u>o«>i];
[T)rf5. + ( T ) 2 _ l ) r f  £ i + ( $ i + 2  7]£,)rf T], too] -f- [cfT)2, <Oo] +  [£,fl? Y! +  ’l flfCl,U>l] =

= (—ЛМг—&2—Лг+^Сг+^СгЛ)! “ «“ в Ж - *ir« —Л2С2) [<oo<of] +
+ ( ^ 1+ ^ 2—Л1Л2—CiC2“  ЛС2)[°>?о>?].

Подсчитав характеры и число Картана, получим si =  3, s2= 2, Q — 7. 
При определении произвола N общего решения, положив

d  7)=(П1—7)Л2)1,;0+7)зи)0+(7)Т)1—Т)2) О)? ;

d\ 1 =  $ц ;
^ 7 ) ,  =  7), ,1 0 0 + 7 )1 2  Шо- f  7 ) ,з  (01 ;

cf S, =  Ci 1 **>о-]-£12шо-1- С13 ;
d  7)2 = 1 1 2 1  “ о +  т г̂ <«0+7)23 «>1 ,

получим шесть независимых соотношений:
—^ 2 + Л и = —5,2л—S,S2—“ii^ + ^ iC i+ ^ C i;

— ̂ 13+ С ц — — li^ i — т),£2;
— ч ,з + С ,2= е .С 2 + 115,С ,-?-д— Cl— « ;

( 1 — + ) С :з = 2  ^ 1^1 + 3  7J»rn£1—Т)2е, — 2  г,7)2£ ,— S ,t)2— Т)2С,;
— Tl23+nCl2+Cl7J3=:r/̂ 2Cl +  52’2—Л1Л2‘>

—  ( ? 1 + 2 7 ) £ , ) 7 ) 3—  C l2(T )2--- 1 ) —  7)£12+ 7 ) 21= —  7)5 ,$2—

— S2— Л г+ 51С2+ £2С2 Л •

Следовательно, jV =  13—6 = 7  =  Q, система в инволюции. Широта клас
с а — две функции двух аргументов.

4. К о м п л е к с ы  £,т)—£2= + i—|2Л =  0 х а р а к т е р и з у ю т с я  с о в 
п а д е н и е м  д в у х  и н ф л е к ц и о н н ы х  ц е н т р о в  на каждом лу
че его с центрами Л0 и А\ луча. Широта класса — четыре функции од
ного аргумента.

5. К о м п л е к с ы  £iT]—?2 =  £i — |гЛ =  Л1 =  Л2 =  0 х а р а к т е р и з у -
Т
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ют с я  тем,  что  на к а ж д о м  л у ч е  они и м е ю т  д в а  
д в о й н ы х  и ф л е к ц и о н н ы х  ц е нт р а ,  совпадающих с центрами 
A q и  v4 1 луча, и существуют с параметрическим произволом.

6. К о м п л е к с ы  l̂Tl—C2= 7]2—7J7Il =  5,1l2—?2-l,)—^ 2+ S l7l+ 1,i3 = 0 ,7!1l2— 
—̂ 1=7̂ 0 (или е,-»]—C2= ^ 2—^1=51Т12— — 2̂Л2+ ^ 1̂ Ч-Лз= 0? ‘Wi—^ O J xa- 
pa к т е  р и з  у ю те я  н а л и ч и е м  т р о й н о г о  и н ф л е к ц и о н н о г о  
центра, совпадающего с центром А0 (или Л,) луча и существуют с про
изволом трех функций одного аргумента.

7. К о м п л е к с ы  £|>}—C2= S t?)2— ^|=^2= 0; VK;,—
—  & 2 * г Ь ^ 0  ( И Л И  $2>l =  5 iV )2 —  5 б П —  £ 2 '4 2 + £ l 7J + ' 1,) 3 = = yi l = 7i 2 = = 0 ,  ^ , 7 j — ^ 2 ^ = 0 )

и м е ю т н а '  к а ж д о м  л у ч е  ч е т ы р е х к р а т н ы й  и н ф л е к ц и -  
о н н ы й  ц е н т р ,  совпадающий с центром А0 (или А,) луча и сущест
вуют с произволом одной функции одного аргумента.
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3. П. БАДЯЕВЛ

К ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ ТРЕХМЕРНОГО НЕМЕТРИЧЕСКОГО 
ФЛАГОВОГО ПРОСТРАНСТВА

Абсолютом трехмерного неметрического флагового пространства 
Фз является «флаг», т. е. плоскость а, лежащая в ней прямая а и точ
ка А, принадлежащая прямой а. Плоскости, проходящие через пря
мую а, называются [5] изотропными. Плс скости, проходящие через точ
ку А, но не содержащие прямую а, называются (3] полуизотрапными. 
Прямые, проходящие через точку А, и параллельные им векторы назы
ваются [5] сильно изотропными. Прямые, лежащие в изотропных плос
костях (но не содержащих точку Л), и параллельные им векторы на
зываются [5] слабо изотропными. Остальные прямые и плоскости назы
ваются неизотропными.

В предлагаемой работе производится репераж неизотропной по
верхности в Ф3 (касательная плоскость не изотропна) и исследуются 
простейшие флагово-инвариантные классы поверхностей. Часть резуль
татов анонсирована в (1].

Любой репер флагового пространства состоит из неизотропного 
вектора ё\, слабо изотропного вектора ё2 и сильно изотропного векто
ра с%. Следовательно, плоскость {ё\, ё3} полуизотропна, а плоскость 
{ё2ё3} — изотропна.

Если М — радиус-вектор точки М неизотропной поверхности, то 
деривационные формулы репера, включающего касательную плоскость, 
имеют вид (ср. [4]):

где в обозначенных [7] ф =  (о+я, а «  и я —формы, принадлежащие век
торным пространствам дифференциалов главных и вторичных парамет
ров. Уравнения структуры имеют обычный вид

§ 1. Репераж

rfA)=Q,£,4-Q 2ё 2; ( 1. 1)

DQ'=[Q 'Q ']; D 2 'i= [9 fc 'l - ( 1.2)

Продолжение основного [7] соотношения й 3= 0  дает 

Qi=0)f =flo)4-ftu)2; Q2=0)2==̂ l*,1-b  ̂w2. 
Применяя алгоритм варгана [7], получаем

(1.3)
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8 а = (  2 я}—я|)а+2 Ья[ ;

8 Ь = (* \ + 4 -4 )Ь + С  п\ ; (1.4)
8с= (2я 2—я^)с.

При с = 0  получается dM|ш1==о = ё 2 и rf ё2/«,'=о=ё2, т. е. поверхность 
становится линейчатой со слабо изотропными образующими.

Так как асимптотические линии имеют уравнение

а ^ ^ + г & ю ^ + ^ и ) 2)2̂ ,  (1.5)

то при ас—Ъ2= 0 получаются торсы.
Исключив эти два простейших класса поверхностей, проведем та

кую фиксацию репера:

а —г; Ь = 0 ; с= \ ; е = ± 1 ;  я|=2я}+2тс2; я?= 0 . (1.6)
Тогда поверхность будет отнесена к инвариантной сопряженной 

сети, состоящей из плоских, принадлежащих изотропным плоскостям, 
линий (о' =  0 и цилиндрических линий со2= 0 ,  по которым поверхности 
касаются цилиндры со слабо изотропными образующими, параллель
ными ё2.

Что касается нормировок а = е ,  с = 1 ,  то они приводят асимптоти
ческую формулу к простейшему виду е(ы1)2+(со2)2, а следовательно, 
приводят к такому же виду каноническое представление поверхности, 
а также уравнения некоторых соприкасающихся квадрик.

Отметим еще, что при е = 1  мы будем иметь (локально, конечно) 
эллиптическую, а при г =  — 1 — гиперболическую поверхность.

Теперь (1.3) принимает вид
3 1 3_ 2 /1 *т\=©(о1; (1)2=ш . (1*7)

Применяя алгоритм Картана, получаем

2(о{—о>з= е / w’-j-e J  ю2;

0>f=s./<D1-{-/.,l02;
2 о>2—о)з=£ со1 -fM  о)2, (1.8)

причем коэффициенты /, /, L, М являются относительными инвариан
тами, так как от последней нормировки они зависят следующим об
разом:

S/ =  /*f; 8 / = / я 3; 8£ =  £ я з ; ЪМ=Мк1. (1.9)

Эти инварианты фигурируют в каноническом представлении по
верхности

x 3= — x -̂\- —  x l— —(/.*1+3 J  х\х2-\-

-f- 3Lx , х ~Ь [ 4 J

и называются инвариантами первого порядка.
Последнюю нормировку производить не будем. Считая оставший

ся вторичный параметр произвольной функцией главных, выпишем 
деривационные формулы получившегося таким образом репера (в даль
нейшем он называется «Q-репером»):
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dM  =(и1ё ,+ ш 2е 2;
d  ё i==(^4 (o'+fi о»2) ё ,4 -(J(ol-\-L ш2)ё 2+е(в1 ё3; ( 1. 10)

| у (2  Л—е / - K V  + у ( 2  S - s /  -bAf)J ё2+ш2ё3;

(1 ёг= {{2А —s/)to1-f-(2 5 —г/)и>2} ё 3. 

Внешние дифференциалы базисных форм имеют вид

( 1. 11)

а основная система дифференциальных уравнений:

является стандартной [7] и имеет решение, зависящее от двух произ
вольных функций двух аргументов. Одна из них соответствует произ
волу задания поверхности, а вторая — произволу оставшегося вторич
ного параметра.

Функции Л и В в (1.10) станут инвариантами (второго порядка), 
как только будет так или иначе произведена фиксация последнего вто
ричного параметра по формулам (1.9).

Полная система инвариантов (удовлетворяющих основной систе
ме дифференциальных уравнений) получится после приведения к кон
станте одного из относительных инвариантов первого порядка. Для 
выяснения их геометрического значения рассмотрим простейшие гео
метрические образы, ассоциирующиеся с поверхностью и Q-репером.

Прежде всего отметим, что лучевая точка М\ линии, о)’ =  0 (т. е. 
точка пересечения трех «бесконечно близких» касательных плоскостей 
поверхности, взятых вдоль линии [8, с. 70]), имеет радиус-вектор

Иначе эту точку называют первым преобразованием Лапласа, так как 
она является фокусом конгруэнции прямых (М, ё i}. Ось сопряженной 
сети (т. е. прямая пересечения соприкасающихся плоскостей линий се
ти) направлена по вектору

Далее рассмотрим соприкасающиеся квадрики. Соприкосновение 
второго порядка с поверхностью в точке М имеют все квадрики трех
параметрического семейства

§ 2. Геометрическое значение инвариантов

М \ —М -\-L 1 е f. ( 2. 1)

( 2.2 )
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рх з+£ЛГ?+Лг+2 qxxx b-\-2rx2x 3—2 х 3= 0 ,  (2.3)

где р, q, г — параметры. Среди них имеется единственный параболиче
ский параболоид второго рода [2] (т. е. квадрика, касающаяся флаго
вой плоскости в точке А флага)

гх\-\-х\—2 х 3= 0 ,

уравнение которого приняло канонический вид вследствие нормировки
( 1.6).

Выделим пучок квадрик, имеющих соприкосновение третьего по
рядка с линиями сй' =  0 и о)2= 0 :

2 2
рх  з-|-е-Хд+л:!— —£ /*,.x3- f  — М х2х 3—2;с3= 0 . (2.4)

В этом пучке есть единственный гиперболический гиперболоид третьего 
рода [2]. Для него р = 0, а его центр имеет координаты:

q ^ W f;  q2=W M ; <?3=ЗЛ4, (2.5)
где 3U?=-(e/2-fvW 2).

Уже этих образов достаточно для геометрического истолкования 
последней нормировки и геометрической характеристики оставшихся 
(уже абсолютных) инвариантов первого порядка. Например, нормируя 
L — — 1, мы помещаем точку М-\-ё\ репера в лучевую точку М>., а из
(2.2) и (2.5) получаем геометрическое значение инвариантов /, /, М.

Пучок квадрик Дарбу [8, с. 48] имеет относительно Q-penepa урав
нение . J

р х  з+ s  х \ -\ -х \ + Е I-\-L)x^x3-f  

+  i _ ( e y + A f)_  2 * 3= 0 . (2.6)
О

Определив центры этих квадрик, найдем уравнение аффинной нор
мали

л :,: х 2 : л;3= ( / + е L ) : ( е JA -M ) : 4. (2.7)

которое дает аффинные геометрические характеристики флаговым ин
вариантам поверхности.

Для выяснения геометрического значения коэффициентов _А и В 
найдем касательные Г, и Т2 к линиям, описываемым точкой Af-f- ё, 
при смещениях <о2= 0  и ш^О:

Т | || ( 1 + Л ) < ? ) + . / ё 3; (2.8)
Г2 1 !5 ё ,+ ( 1 + ^ ) ё 2.

Аффинные угловые коэффициенты проекций этих векторов на 
касательную плоскость и первого вектора на плоскость { ё , ё 3} дают 
искомое геометрическое значение (разумеется, после проведения пос
ледней фиксации).

§ 3. Важнейшие классы поверхностей

Как обычно, аннулирование инвариантов, входящих в деривацион
ные форму ты, и их простейших комбинаций немедленно выделяет 
важнейшие классы поверхностей. Отметим некоторые из них.
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1. Поверхности L—О можно назвать флаговыми поверхностями
переноса, так как в силу (2.1) на них имеется сопряженная сеть 
цилиндрических линий и они входят в хорошо известный класс
поверхностей переноса (см. [8, с. 75]). Широта класса—три функции 
одного аргумента.

2. Поверхности М = О, ЬфО можно назвать флаговыми цилиндро
коническими, так как они входят в аффинный класс цилиндроконичес
ких поверхностей (см. [6, с. 271]). В самом деле, фиксируя репер 
условием L - — 1, мы совместим точку Мфё^  с лучевой точкой М,. и в 
силу (1.12) получим 5 = 0  и dM k = 0 ,  т. е. линии и)1==0 станут кони- 
ческим.и. Широта класса—три функции одного аргумента.

3. Поверхности M —L—0, /=/=0—тот случай, когда на поверхности 
переноса произвольная пространственная кривая переносится го циклам 
(см. [4, с. 80]). В самом деле, проведя нормировку _У =1, получим 
2 5 = 6  и для линии ш ^О—деривационные формулы к м = ш 2 ё 2, d e 2 =̂ 
=ш2ё 3, о?ё3= 0 , интегрирование которых дает цикл в плоскости 1ё2ё 3!. 
В деривационных формулах для линии ш2= 0  останется д е э  инварианта 
и путем сравнения с формулами (31) работы [4] можно убедиться, что 
линия ш2= 0 — произвольная пространственная кривая. Широта класса— 
—две функции одного аргумента.

4. Поверхности / = 0 , /Ф1 можно назвать флаговыми резными повер
хностями, ибо у них, как и у аффинных резных (см. [6, с. 225]) линии 
о)2=0 являются плоскими цилиндрическими с кривизной А. Действи
тельно, из (1.12) следует 5 = 0  и \d А, (о’ ]= 0 , D ш‘= 0 , т. е. линии о>2= 0  
являются плоскими с кривизной, зависящей лишь от параматра и , 

du=(s>1. Широта класса—три функции одного аргумента.
6. Поверхности M = L = J —0, /появляю тся флаговыми резными 

поверхностям переноса, так как обладают свойствами двух предыду
щих классов. Широта—одна функция одного аргумента.

7. Поверхности Л = 0  можно характеризовать разными свойствами. 
Если, например, J Ф  0, то, фиксируя J —1, т. е. придавая оси (2.2) аф- 
финно-биссекторное направление, мы получим, что вектор Т , из (2.8) 
будет иметь аффинно-биссекторное направление относительно всех век
торов репера. При любой нормировке Л = 0 приводит к тому, что каса
тельная к линии ш2= 0  годографа г ё { становится слабо изотропной. 
Широта класса—4 функции одного аргумента.

8. Поверхности 5  = 0  при любой нормировке характеризуются тем, 
что касательная к линии ю1 = 0  годографа г = ё  , параллельна вектору 
ё 2, а пои Z Ф  — 1 тому же вектору параллелен вектоп Т? из (2.8). 
Широта класса—4 функции одного аргумента (см. также класс 2).

9. Поверхности /-i-s/=0(y+syVf=0) характеризуются прохождением 
одной из координатных плоскостей репера через аффинную нормаль
(2.7). Широта класса—три функции одного аргумента.

Разумеется, эта классификация может быть продолжена как в нап
равлении отыскания новых характеристик отмеченных классов, так и в 
направлении выделения новых классов. Что касается доказательств 
оценок произвола существования отмеченных классов, то мы их опус
тили, так как они получаются известными приемами [7].

ЛИТЕРАТУРА

1. Б а д я е в а  3. П. Поверхность в трехмерном флаговом пространстве.— Ма
териалы научно-методич. конф. по математике.— Красноярск, 1971, с. 105— 107.

2. В ы ж г и  на Л.  Б., С е м е н о в а  И. Н., Т ю р и н а  Н. И. Квадрики во фла
говом пространстве.— Уч. зап./Моск. обл. пед. ин-та, 1963, т. 123, № 3, с. 491—507!

3. Л ы ж и н а  Т. (В. Регулюсы в трехмерном флаговом пространстве.— Геометр, 
рб., 1J. Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1973, с. 75—91.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



106 3. П. Бадяева

4. Л ы ж н и  а Т. В. ,  М а н д р и к о в а  Н. А., Щ е р б а к о в  Р. Н. Неметрическая 
флаговая теория кривых и ее приложения к теории комплексов.— Геометр, сб., 18. 
Томск: Изд-во Томск, ун-та, 1977, с. 79—92.

5. П е н н е р  И. А. Дифференциальная геометрия поверхностей пространства 
Ф3.— Уч. зап./МГОИ им. В . И. Ленина, 1967, т. 271, с. 113— 123.

6. Ш и р о к о в П. А., Ш и р о к о в  А. П. Аффинная дифференциальная геомет
рия.— М., 1959.— 349 с.

7. Щ е р б а к о в  Р. Н. Основы метода внешних форм и линейчатой дифференци
альной геометрии.— Томск, 1973.— 236 с.

8. Щ е р б а к о в  Р. Н. Курс аффинной и проективной дифференциальной геомет
рии.— Томск, 1960.— 196 с.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Н. И. ХАРИТОНОВА

ОБРАЗЫ СИММЕТРИИ, КОСИММЕТРИИ И ПРОСТОТЫ 
ПРОСТРАНСТВ НАД ПОЛЯМИ ГАЛУА И «КВАДРАТОМ ГАЛУА»

§ 1. Образы симметрии и косимметрии над полями Галуа

Рассмотрим проективное пространство Р„ (д) над полем Галуа 
GF(q), где q = p h, р — простое и h — натуральное число [1, 2]. В даль
нейшем будем предполагать, что p=f= 2.

Образами симметрии простоангства Pn(q) будем называть множест
ва точек или прямых, остающихся неподвижными при инволюционных 
коллинеациях. Образами косимметрии пространства Pn(q) будем назы
вать множества 0-пар, переходящих в себя при инволюционных кор
реляциях [3].

Теорема. Матрицы инволюционных коллинеаций пространства 
P„(q) могут быть приведены к одному из следующих двух видов:

m + 1 | 1 1
1

;

п—т | - 1 - 1
' - 1

0 7
1 О

0 а
1 О

0 а
1 О

( 2 )

где а — неквадрат поля GF(q) (имеется в виду, что на всех осталь
ных местах матриц (1) и (2) стоят нули).

Доказательство. Как известно [4], всякую квадратную матрицу с 
элементами из поля G F(q) можно привести в этом поле или в его 
расширении к жордановой нормальной форме. Нетрудно видеть, что 
матрица А, приведенная к жордановой нормальной форме, может быть 
матрицей инволюционной коллинеации, т. е. удовлетворять условию

А2=тЕ,
где aeG F(<7) \ { 0},

лишь в том случае, когда она имеет диагональный вид
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Тогда получим

то есть а2= х  (/= о, 1 ,2 ,..., п).
Если а — квадрат поля GF(q) т. е. а=Д2, то с»,=±А,. Тогда мат

рица А приводится к виду (1). Если же а — неквадрат этого поля, то 
п случае нечетного п А приводится к виду (2). Теорема доказана.

Таким образом, если n = 2 k — 1, то инволюционные коллинеации 
будут двух типов, т. е. приводимы соответственно к видам:

1. 'ха= х а, 'хи= —х и ( а = 0 , 1 ,2 ,..., от; и = о т+ 1„ .., п).
2. 'д е ^ л 2'*», 'x2 i 1=arjc2i.
Если же « = 2k, то в пространстве P„(q) инволюционными будут 

только коллинеации первого типа.
Образом симметрии при коллинеации первого типа является от-па- 

ра, а второго типа — эллиптическая линейная конгруэнция.
Инволюционной корреляцией пространства P2k (q) будет полярное 

преобразование относительно квадрики
ft-i

2 2  X1 х2к~1~
/=0

1 + ( ^ ) 2= 0 , (3)

приводимое к виду
и0= х 2к~1, « ,= ;с2*-2,... , Н2Л- 1=-*°. и2к—х2к. (4)

Образом косимметрии при корреляции (4) будет квадрика (3).
В пространстве Р2к- , (q) существуют инволюционные корреляции 

трех типов.
1. Полярное преобразование относительно квадрики

2 *2  jc4 дс2* - ' - 1 =  0
/-= 0

(5)

следующего вида:
«0 ==х2к~и, и^Х2к~2-,..„ и211- 1 =Х°. (6)

2. Полярное преобразование относительно квадрики
«—1

2 2 ^
1 _ о

х 2к- ‘- 3+ ( х 2к- 2)2—я(х2к- 1)2= 0 (7)

вида
и0—Х2к~3; Н,=л:2*—4;. « 2*-з= Х °; и$к- 2=Х2к~2\ «2^ -,= —аде2' '- 1. (8)

3. Нуль-система
u2i= x 21̂ ; Ц2/+1=алг'. (9)

Образами косимметрии при этих корреляциях будут соответст
венно квадрика (5), квадрика (7) и линейный комплекс.

В случае пространства Pn{q l), т. е. проективного пространства над 
полем GF(q2), добавляется инволюционная коллинеация
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'х‘—(х ‘)р. (10)

й инволюционная корреляция
«/=(*')"• (И )

Образом симметрии при коллинеации (10) является я-цепь, а об
разом косимметрии при корреляции (11) будет эрмитова квадрика

2  ^  0 * 0 = 0 ,
i=О

где
х 1= ( х 1)р .

§ 2. Образы симметрии, косимметрии в пространствах над 
«квадратом Галуа»

Рассмотрим проективное пространство Pn\GF(q)2] над „квадратом 
Галуаи [5]. Как известно, оно допускает интерпретацию в виде декар
това квадрата пространства Pn(q), т. е.

Pn(GF(q)2\^[Pn(q)]2.
Исходя из этой интерпретации, найдем образы симметрии и косим
метрии пространства Pn\GF(q)2\.

В пространстве Ргк [G F(q)2\ инволюционные коллинеации можно 
привести к виду

'(■*+. -"с1 ) = ( лч . •*!); '(■*“ . •*“ ) = - ( - * “ . х -)>
или к более общему виду для точки Л =  (Л+, Л- ), где А + = (х 1+), 
А ~ = (х1_):

f _Ya . 1 yit___-иц •*̂ 4-—л j-t
'х^=х^; 'xu_ i= —x u2 ( а ,= 0 ,  1, 2 ,..., /; 1 2k).

В первом случае образом симметрии будет т-пара, а во втором 
(т , /)-пара.

В пространстве Ргк[ОР(я)2\ имеется инволюционная корреляция 

(u j,  u j ) = ( x 2k~l-\  х ( и + ,  u ~ )= (x f ,  х» ) . ( 12)

Образом косимметрии при корреляции (12) будет квадрика Q =  ( Qh, 
Q -), где Q+ и Q- приводится к виду (3).

В пространстве P2k-\[GF(q)2\, так же как и в P2k\GF (q)2], обра
зами симметрии будут т-пары и (т, /)-пары. Кроме того, в этом про
странстве имеется инволюционная коллинеация, приводимая к виду

I ' К ' ,  х 1 !)= (х + "> •*- ')■
( '(х2‘+\ х ^  1)—(ах 2̂ , ахМ).

(13)

Образом симметрии при корреляции (13) будет эллиптическая линей
ная конгруэнция.

В пространстве P^k- x[GF(q)2\ будет несколько типов инволюцион
ных корреляций, приводимых соответственно к видам:

1. (и,1, 4j)==(x2+~l~s, х I*-1 -4)-
2. К +, U 7)=(x +~s~3>

(U2b-V -*■ *!*-!) .
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3. ( * 0  uj )  преобразуется так, что «+ и u j  изменяются соответ
ственно по законам (6) и (8), или наоборот.

4. Нуль-система (и+, х * + х),  ( и 2>|+1, «^ _г) = ( ях*, ях22).
5. (и+, m j) преобразуется так, что и+ и и~ изменяются соответ

ственно по законам (6) и (9).
6. (us> а7 ) преобразуется так, что и u j  изменяются соответ- 

венно по законам (8) и (9).
Тогда образами косимметрии пространства P 2k- X[GF (q)2\ будут 

соответственно квадрика Q=(Q+, Q -), у которой Q + и Q~ приводятся 
к виду (5); квадрика Q=(Q+, Q -), у которой Q+ и Q~ приводится к 
виду (7); квадрика Q=(Q+, Q -), у которой Q+ и Q~ приводится соот
ветственно к виду (5) или (7), или, наоборот, линейный комплекс. 
Образы косимметрии в случае корреляций двух последних типов бу
дем называть квадрикомплексами соответственно первого и второго 
рода.

§ 3. Образы простоты в пространствах над G F(q) и G F(q)2

Так как фундаментальные группы пространств P„(q), S 2n(q ), 
Sp2n-i(q), S 2„ -X(q), 'S2n~x(q) и 5 n(q2) можно рассматривать как группы 
Ли над полем Галуа [6J, определяемые как группы автоморфизмов 
соответствующих алгебр Ли, в этих группах можно определить пара
болические подгруппы. Для этого достаточно определить представле
ние соответствующих алгебр Ли по отношению к их простым корням 
или системам простых корней в виде прямой суммы

G-*C£G-*+i(D- • •®G_10 G o0 G 10 .  • -0O*_10G*,

где прямое слагаемое GA представляет собой линейное подпространство 
алгебры Ли, которое натянуто на такие векторы, у которых выделен
ный простой корень имеет кратность X [7]. Тогда параболическая под
группа продолжит подалгебру Ли

О 0 G x • • • • G*.
Будем называть образом простоты геометрический образ рассмат

риваемого нами пространства, в котором действует простая группа Ли, 
стационарной подгруппой которой является параболическая подгруппа, 
определяемая одним простым корнем. Образом полупростоты будем 
называть геометрический образ рассматриваемого пространства, в ко
тором действует простая группа Ли, стационарной подгруппой которой 
является параболическая подгруппа,, определенная несколькими прос
тыми корнями.

Параболические подгруппы конечных простых групп определяют 
образы простоты или образы полупростоты, соответствующие простым 
корням или системам простых корней этих подгрупп [8]. Схемы простых 
корней [6, 8] в случае групп A„(q), 2An(q), B n(q), Cn(q), Dn(q) и Dn{q) 
представлены на рис. 1.

Так же, как в случае пространства Рп, можно показать, что об
разами простоты пространства Pn(q) являются точки, прямые и m-плос
кости, изображаемые точками первой схемы. Образами простоты 
пространства S n(q2) являются точки абсолюта, прямолинейные образу
ющие абсолюта,..., m-плоские образующие абсолюта, если я = 2 т + 1 ,  
а также точки абсолюта, прямолинейные образующие абсолюта,..., 
(т— 1)-плоские образующие абсолюта, если п =  2т. В этом случае 
образы простоты изображаются парами точек второй или третьей схем, 
равноотстоящих от концов и соединенных стрелками. Образами
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в --------Р---------О • " —“О---------° , ---------О---------о-------- о--------- в

Ряс. 1 Рис. 2

простоты пространства S 2n(q) являются точки абсолюта, прямолинейные 
образующие абсолюта,.... (п— 1)-плоские образующие абсолюта. Обра
зами простоты пространства Sp2n- l(q) являются точки, нулевые прямые, 
нулевые w-плоскости,..., нулевые (п—1 )-плоскости. Образы простоты 
пространства ^ „-^ ^ -то ч к и  абсолюта, прямолинейные образующие 
абсолюта,..., (и—3)-плоские образующие абсолюта (п— 1)-плоские об
разующие абсолюта первого и второго семейств. Образы простоты 
пространства ^ „-^ ^ -то ч к и  абсолюта, прямолинейные образующие 
абсолюта, .. . ,  (п—2)-плоские образующие абсолюта.

В случае же конечных простых групп A \GF(q2)\, 2An \GF{q)2\, 
Bn [G F(q)2\, Cn[G F(q)2), Dn \GF(q)2\ и 2Dn \GF(q)2\\ схемы простых 
корней представлены на рис. 2.

Точки, прямые,..., m-плоскости будут не образами простоты, а об
разами полупростоты, которые изображаются на схемах парами точек, 
расположенными одна под другой. Образами полупростоты будут так
же и так называемые (т , /)-плоскости, которые изображаются шарами 
точек, одна из которых принадлежит верхней, а вторая — нижней час
тям схемы. Образами же простоты будут так называемые квазиточки, 
квазиплоскости, изображаемые на схемах одной точкой.
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С. В. РУДНЕВ, В. А. ЕРМОЛАЕВ

О ПРИМЕНЕНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ РИМАНА 
К ИССЛЕДОВАНИЮ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СТРУКТУР

В данной работе кратко изложен один из основных вопросов, рас
смотренных в работе [1] С. В. Руднева, а также вопросы применения 
нового геометрического подхода к кристаллическим структурам, рас
сматриваемые авторами совместно.

Основной 'вопрос состоит в характере реализации федоровских 
групп (кратко Ф-групп) преобразований евклидова пространства на 
поверхности Клиффорда К (а, г), где а  — ось, а г — соответствующий 
радиус. Кроме того, будем считать, что кривизна эллиптического про
странства равна единице.

Определение. Собственными вращениями поверхности Клиффорда 
(кратко /(-вращениями) назовем преобразование ее в себя без непод
вижных точек, сохраняющее параллельность прямолинейных образую
щих поверхности Клиффорда.

Ясно, что /(-вращения есть вращения вокруг осей поверхности. 
Клиффорда, /(-вращения образуют двупараметрическую группу, изо
морфную фактор-группе группы параллельных переносов евклидовой 
плоскости по целочисленной решетке. Тождественному преобразованию 
поверхности Клиффорда соответствует целое число полных оборотов 
поверхности вокруг ее оси. На развертке поверхности Клиффорда, то 
есть на прямоугольнике со сторонами я sin г и я cos г (г — радиус по
верхности Клиффорда), /(-вращение выглядит как обычный евклидов 
перенос и может быть изображено векторами 7’j = { / i , t t tg a } , где a — 
угол между направлением вектора и стороной прямоугольника. Если 
tg a  — рациональное число, то однопараметрическая подгруппа К\ 
/(-вращений, порожденная направлением вектора Т ; , компактна, а ее 
траектория есть замкнутая кривая на поверхности Клиффорда. Если 
же tg a  — иррациональное число, то подгруппа Кг /(-вращений, порож
денная направлением вектора Тit некомпактна, а ее траектория есть 
всюду плотная кривая на поверхности Клиффорда. Подгруппа Кг изо
морфна группе переносов евклидовой прямой.

В дальнейшем нас будут интересовать только /(-вращения, принад
лежащие некомпактным однопараметрическим подгруппам. Особо от
метим, что, пренебрегая всеми прочими /(-вращениями, мы пренебре
гаем множеством /(-вращений меры нуль.

Рассмотрим задачу о построении правильной точечной системы 
на поверхности Клиффорда. Изобразим для этого развертку поверх
ности в виде квадрата со стороной а. Наложим этот квадрат на плос
кую целочисленную решетку таким образом, чтобы базисные переносы 
этой решетки оказались параллельными некоторому /(-вращению из вы
бранной нами подгруппы. Рассмотрим только те образы узлов целочис-
8 Заказ 3613

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



114 С. В. Руднев, В. А. Ермолаев

ленной решетки, которые при факторизации попадают внутрь квадрата. 
Этим способом мы получим аналог правильной точечной решетки, по
строенной только переносами на поверхности Клиффорда. Для прак
тического изучения кристаллической структуры вполне достаточно 
ограничиться образами хотя и большого, но все-таки конечного числа 
узлов исходной целочисленной решетки, находящихся внутри достаточ
но большого квадрата (вместо этого соответственно можно уменьшить 
масштаб решетки).

Рассмотрим теперь преобразования поверхности Клиффорда, ана
логичные поворотам федоровских групп. Посмотрим вначале, как пре-

я
образуется поверхность Клиффорда К (а, г) для г= -^ -  при централь

ной симметрии относительно одной из ее точек. Развертка этой поверх
ности представляет собой квадрат, а два семейства прямолинейных об
разующих— отрезки прямых, параллельных, диагоналям этого квадра
та. Пусть центром симметрии будет точка, которая на развертке по
верхности является центром квадрата. Тогда легко видеть, что при 
центральной симметрии эта поверхность Клиффорда переходит в себя. 
Действительно, при центральной симметрии поверхность Клиффорда К 
снова переходит в поверхность Клиффорда К\, но у поверхностей К и 
К\ совпадают две пересекающиеся прямолинейные образующие (имен
но те, которые проходят через центр симметрии). Поэтому поверхности 
К и К\ совпадают.

зх
Таким образом, на поверхности Клиффорда К(а, г), г =  моде

лируются оси симметрии второго (L2) и четвертого (La) порядков.

Далее рассмотрим поверхность Клиффорда К (а, г), г = - ^ -  (другой

JZее радиус г =  -g-). В точке О этой поверхности пересекаются две пря

молинейные образующие 1\ и /2, полярные к ним прямые /} и 1\ лежат 
на поверхности Клиффорда К ' , полярной к данной, и пересекаются в 
точке О'. Прямолинейные образующие L и /2 поверхности К, оси a i и 
а2 поверхности К (они же будут и осями полярной поверхности К') и 
прямолинейные образующие /} и 1\ поверхности К' определяют четыре 
тройки равноотстоящих прямых. Каждая тройка образована парой по
лярных прямолинейных образующих и одной из осей. Известно (2], что 
каждая такая тройка определяет единственную поверхность Клиффор
да, для которой они будут прямолинейными образующими. Таким об
разом, мы имеем комплекс из шести поверхностей Клиффорда (К и К' 
рместе с К\, Кг, Кз, Ki), полученных для указанных троек прямых, по
парно пересекающихся между собой по трем прямолинейным образу
ющим, общим для выбранной пары.

Если теперь на поверхности К задать правильную точечную ре
шетку, то она переносится на полярную поверхность К', а также и на 
поверхности К\, Кг, Кз, Ка, имеющие с данной общие прямолинейные 
образующие. Заметим, что при центральной симметрии относительно 
точки О пересечения диагоналей прямоугольника развертки поверхно
сти К построенный выше комплекс из шести поверхностей Клиффорда 
переходит в себя. Таким образом; в эллиптическом пространстве могут 
быть промоделированы оси симметрии третьего (L 3 ) и (Le) шестого по
рядков.

Отметим, что моделирование в эллиптическом пространстве федо
ровских групп, привело к разбиению всех этих групп относительно по
воротных осей на -два больших класса: класс групп, моделируемых
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на поверхности Клиффорда К (а, г), г =  где моделируются оси 

симметрии второго и четвертого порядков, и класс групп, моделируемых 

на поверхности Клиффорда К (а, г), r = -g -  > гДе моделируются оси сим

метрии третьего и шестого порядков. На наш взгляд, это находится в 
хорошем соответствии с законом кристаллографических пределов 
Е. С. Федорова, также разделяющего все множество кристаллических 
форм на два класса относительно осей симметрии четвертого и шесто
го порядков.

Рассмотрим построение решетчатых систем в эллиптическом про
странстве с помощью /(-вращений и центральных симметрий. Серия 
поверхностей Клиффорда, создающая в эллиптическом пространстве 
точечную решетку, аналогичную точечной решетке в евклидовом про
странстве, получаемую переносами, порождена /(-вращениями вокруг 
собственной прямолинейной образующей с фиксацией через определен
ные углы смещения [1] какой-либо выбранной поверхности, несущей 
точечную «плоскую» решетку. Такую точечную систему назовем К'-сис
темой. Все поверхности Клиффорда /('-системы имеют одну общую пря
молинейную образующую АА', являющуюся их осью вращения. Прямо
линейные образующие поверхностей Клиффорда составляющих /('-сис

тему, отстоящие от линии АА' на расстоянии или , образуют по

верхность Клиффорда, имеющую АА' своей осью и переходящую в себя 
при /(-вращениях эллиптического пространства, то есть неподвижную 
поверхность, так как ось АА' неподвижна. Оси поверхностей Клиффор
да, образующих /('-систему, лежат на этой неподвижной поверхности.

Как показано выше, для поверхности Клиффорда радиуса -g- мы име

ем комплекс из шести поверхностей Клиффорда, расположенных опре
деленным образом. Следовательно, /('-система, полученная /(-враще
ниями поверхности Клиффорда этого радиуса, содержит такой комп
лекс, связанный и с неподвижной поверхностью Клиффорда. Этот ком
плекс при /(-вращениях переходит в себя. Аналогично и для /('-систем,

те
порождаемых /(-вращениями поверхностей Клиффорда радиуса

Поскольку комплекс из шести поверхностей обладает вполне опреде
ленной конфигурацией, а каждая из поверхностей Клиффорда, входя
щая в данную /('-систему, также порождает аналогичный комплекс, 
определенным образом расположенный относительно неподвижного ком
плекса, /('-система сохраняет вполне определенную конфигурацию.

Для построения полной точечной решетки в эллиптическом прост
ранстве к /('-системе необходимо применить центральные симметрии в 
каждой ее точке (аналогично поворотам в евклидовом пространстве), 
учитывая и сохранение ее конфигурации.

Рассмотрим это. Центральные симметрии, примененные к точкам
Л

/('-системы для поверхности Клиффорда радиуса -F- , воздействуют на
о

эти точки следующим образом. Точки того комплекса, которому при
надлежит точка А, полагаемая центром симметрии, переходят вновь в 
точки этого же комплекса. То есть он остается неподвижен. Покажем, 
что и любой другой комплекс из шести поверхностей Клиффорда, свя
занный с любой другой поверхностью Клиффорда данной /('-системы, 
переходит в себя при центральной симметрии в точке А, то есть в точке 
этой же /('-системы, но данному комплексу не принадлежащей. Дейст-
8*
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вительно, любая поверхность Клиффорда данной ./('-системы имеет с 
неподвижной при /(-вращениях поверхностью Клиффорда четыре общих 
прямых. Две общих прямолинейных образующих и две оси, причем ось 
одной есть прямолинейная образующая другой, и наоборот. Следова
тельно, любые две поверхности Клиффорда данной /('-системы связаны 
друг с другом через неподвижную при /(-вращениях поверхность Ко- 
То же самое относится и к комплексам из шести поверхностей Клиф
форда. Таким образом, при центральной симметрии в точке А комплек
са К\ неподвижен не только он, но и комплекс Ко, имеющий с К\ че
тыре общих (значит неподвижных) прямых. А тогда и любой другой 
комплекс K i, не содержащий точку А, также неподвижен при централь
ной симметрии в ней, поскольку имеет с Ко четыре общих (значит не
подвижных) прямых.

То есть при центральных симметриях /('-система переходит в себя, 
сохраняя конфигурацию, приобретенную ею при /(-вращениях. Это же 
верно и для /('-систем, полученных /(-вращениями поверхностей Клиф

форда радиуса . После применения центральных симметрий, таким 

образом, мы имеем систему поверхностей Клиффорда, которая может 

совмещаться с собой дважды ,и четырежды (для радиуса -^-) и дваж

ды, трижды, четырежды и шестикратно (для радиуса -^-). Такую сис

тему поверхностей Клиффорда, несущих решетку, назовем / '̂-системой.
Посмотрим, какую конфигурацию имеет /("-система и /^'-система 

на евклидовой поверхности грани. Системы поверхностей Клиффорда и 
точек решетки на них для плоской грани будем называть /(-системой 
и К-системой соответственно.

Предположив, что геометрия внутри кристалла эллиптическая, а 
точечные решетки располагаются на поверхностях Клиффорда, мы мо
жем представить себе поверхности Клиффорда «уходящими» внутрь 
кристалла таким образом, что их оси ортогональны плоскостям граней. 
Основанием для такого взгляда может служить то, что собственная ось 
поверхности Клиффорда может нести нагрузку оси симметрии какого- 
либо порядка для точечной решетки на поверхности. Так, например, 
правильный шестиугольник на поверхности Клиффорда может быть 
получен /(-вращениями. Поскольку поверхность Клиффорда топологи
чески эквивалентна тору и изометрична ему, можно представить систе
му токов, «уходящих» и «выходящих» изнутри кристалла. Сечение же 
торов евклидовой плоскостью, грани перпендикулярно его оси будет 
окружностью, на которой дискретно расположены точки решетки.

Схема расположения точек решетки на таком сечении, в предпо
ложении, что оно отражает распределение центров частиц (атомов), сос
тавляющих решетку реального кристалла, при сравнении с эксперимен
тальными данными о расположении частиц на грани кристалла (элек- 
тронограммы поверхностей (111),  (100), (0001)) будет являться пер
вой проверкой возможности применения эллиптической геометрии к 
изучению структур реальных кристаллов.

Итак, при сделанных выше допущениях /(-система на грани крис
талла проявится вполне очевидным образом. Все поверхности Клиффор
да данной /('-системы имеют одну общую прямолинейную образующую, 
вокруг которой они вращаются, /(-система на грани поэтому выглядит 
как серия окружностей, порожденных вращением одной из них вокруг 
точки А, лежащей на ней. Углы поворота могут быть различными, но 
для дальнейшего возьмем их одинаковыми,, а число фиксированных по
ложений окружности положим равным N, где N — число точек решет-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



О применении эллиптической геометрии Римана 117

ки, попавших на окружность. Неподвижная поверхность Клиффорда 
изобразится на грани окружностью того же радиуса с центром в точ
ке А, совпадающей с центром симметрии /С-системы. Центры других 
окружностей лежат на ней. Равенство длины радиуса окружностей ли

бо , либо -^-делает невозможным изображение на евклидовой плос- 
о 4

кости грани /С-системы, образованной поверхностями Клиффорда с ра- 

диусом —  . Поэтому рассматривать мы будем /С-систему только для

зтповерхностей Клиффорда радиуса -g-. В рассмотрение попадают, таким

образом, только точечные системы для граней, перпендикулярных осям 
третьего и шестого порядков, то есть (111) и (0001).

Каждая из поверхностей Клиффорда, составляющих /С-систему и 
на грани проявленная в виде окружности, входит в комплекс из шести

• О * о о» • • •* • • •
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поверхностей Клиффорда того же радиуса, имеющих попарно четыре 
общих прямых. При принятой трактовке поверхности Клиффорда тако
му комплексу на грани (на плоскости грани) соответствует шесть ок
ружностей, имеющих попарно четыре общие точки, две на окружностях 
и центры, радиусы окружностей одинаковы и центр одной лежит на 
окружности другой. То есть мы имеем замкнутое кольцо окружностей.

Поскольку /?-система переходит в себя и при /(-вращениях, и при 
центральных симметриях, все такие кольца /(-систем на ней ориенти
рованы одинаково. То есть /?-система может быть получена простым 
параллельным смещением /(-системы из точки в точку кольца. Число 
подобных смещений равно, очевидно, 6 т  или З т , где т  — число окруж
ностей кольца. Для интерпретации оси симметрии шестого порядка 
смещение осуществляется по шестиугольному контуру, для интерпре
тации оси симметрии третьего порядка'— по треугольному.

/?-система для плоской грани перпендикулярной оси симметрии 
третьего порядка изображена на рис. 1.

/ -̂система построена с помощью /(-системы, содержащей 12 окруж
ностей с 12 точками на каждой из окружностей через равные интерва
лы. Полагая точки полученной системы центрами частиц решетчатой 
системы реального кристалла, оценим полученную картину.

Первое, что является вполне очевидным, это характер распределе
ния узлов реФетки на /?-системе моделирующей грани тетраэдра, на
пример, в центральных частях /?-системы узлы решетки располагаются 
строго упорядоченно и в полном соответствии с федоровскими группа
ми, создавая решетку на евклидовой плоскости грани. В приреберных 
участках /?-системы видимая упорядоченность их расположения нару
шается.

Определение. Зоной S назовем внутреннюю часть /^-системы, огра
ниченную рядами плотнейшего расположения узлов, чередующихся 
строго через е-период (см. рис. 1). Зоной В назовем внешнюю часть 
/?-системы.

Принципиальное различие между ними состоит в визуально на
блюдаемой различной степени упорядоченности, хотя каждый узел ре
шетки построен в соответствии с Ф-группой. Плотность расположения 
узлов в этих зонах также различна.

Отмеченные особенности распределения узлов решетки на R-сис
теме находятся в хорошем соответствии с реально наблюдаемой раз
личной степенью упорядоченности атомов внутри кристалла и в припо
верхностных частях, различной ретикулярной плотностью частиц на 
разных участках одной и той же грани, нарушением периодичности рас
положения атомов в приповерхностных частях и, наконец, с решеткой, 
которая совпадает с электронограммами грани (111).

Далее, полагая внутреннюю геометрию кристалла эллиптической, 
мы приходим к интересному свойству кристаллического пространства — 
его геометрической анизотропии. Заключается оно в том, что на по
верхности Клиффорда господствует евклидова геометрия [2]. Значит, 
узлы решетки, лежащие на одной и той же поверхности Клиффорда, 
связаны взаимоотношениями евклидовой геометрии, узлы, не лежащие 
на одной поверхности Клиффорда, не связаны таким образом. Это слу
жит основанием для следующего определения.

Определение, /(-прямой назовем любую эллиптическую винтовую

линию у = х  ctga, O ^ a ^ -g - ,  лежащую на поверхности Клиффорда, 

содержащей решетчатую систему.
Очевидно, что на развертке /(-прямая есть отрезок прямой внутри 

прямоугольника развертки, а на /(-системе или /?-системе она выгля-
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дит, как дуга окружности с радиусом, равным радиусу поверхности 
Клиффорда. Рассмотрим кратко модель роста кристалла, учитывая то, 
что /С-прямая есть кратчайшая между узлами решетки.

Определение. Реакционно-способной частицей с( относительно час
тицы с на /?-системе назовем частицу, расположенную на кратчайшем 
расстоянии от частицы с, считая по /С-прямым (Р-частицы).

Расположение /С-прямых для каждого узла нашей решетки одно
значно и легко находимо (по построению). Расположение /?-частиц 
также однозначно. Так, для узла D, интерпретированного как центр 
частицы, реакционно-способные частицы расположатся в узлах решет
ки с индексом 1; для этих узлов, в свою очередь, реакционно-способ
ные частицы попадут в узлы с индексом 2 и так далее, считая по 
К-прямым. Кроме того, в число реакционно-способных частиц (см. 
рис. 1) попадут и частицы, расположенные относительно указанных, ана
логично частицам К и /Сь отстоящим от данных на величину ^-периода. 
Е-период есть период решетки, считая по /С-прямым, е-период — это 
визуально наблюдаемый период плотнейшего расположения частиц.

Используя понятие /?-частиц, мы будем рассматривать процесс 
роста кристалла, определив его следующим образом.

/ „ -

Рис. 2

- » - •

9 .Jr

Рис. 3

Определение. Ростом кристалла назовем процесс организации ре
шетчатой структуры, протекающий в форме последовательной реализа -̂ 
ции /?-частиц в «прореагировавшие» (присоединившиеся) с частицей 
(выбранной как центр кристаллизации) в соответствии с принципом

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



120 С. В. Руднев, В. А. Ермолаев

плотнейшей упаковки и федоровскими группами в эллиптическом про
странстве.

Моделирование роста кристалла в направлении, нормальном к 
плоскости (111),  достаточно просто и представительно с использова
нием ^-системы. Пусть какая-либо ее точка (узел) будет центром крис- 
сталлизации. Найдя расположение /(-прямых, для нее будем отмечать 
расположение /?-частиц, попавших в соответственные узлы решетки. 
Для этих узлов расположение /(-прямых также легко находимо и 
/?-частицы «второго» поколения отмечаются в соответственных узлах. 
Проделав эту операцию достаточное число раз, чтобы картина была 
представительной и пригодной для оценки, сравним ее с данным,и экс
перимента, полагая, что все отмеченные узлы представляют собой цент
ры частиц. Такая модель должна, в принципе, соответствовать процессу 
роста кристалла самородного элемента кубической сингонии (напри
мер, кристаллам алмаза, меди, золота и т. д.).

Г'
4''J
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4 i!I1l\

* • • •>
uV I r- ^
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IV

—s
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Рис. 4

Рис. 5

Фигуры роста на грани (111),  штриховка кристалла и, наконец, 
сама форма кристалла, возникающая при таком моделировании про
цесса роста, хорошо соответствует экспериментальному материалу и 
наблюдениям за природными минералами.

Совершенно аналогичным способом можно определить и процесс 
растворения (или травления) кристалла.

Определение. Процессом растворения (травления) кристалла на-
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зовем процесс деорганизации решетчатой структуры, протекающий в 
форме последовательной реализации /?-частиц относительно начальной 
точки растворения (травления) в прореагировавшие с веществом раст
ворителя (травителя).

Реализация /?-частиц происходит в полном соответствии с федо
ровскими группами в эллиптическом пространстве и также легко мо
делируема для грани (111) с использованием /^-системы. Форма и мор
фология фигур травления, их ориентация и взаиморасположение и про
цессы их возникновения и изменения находятся в хорошем соответствии 
с экспериментом.

Поскольку напряжения в кристаллических структурах также сле
дует считать распространяющимися в первую очередь по /(-прямым, 
то и исследование форм фигур напряжений на грани (111),  возникаю
щих при приложении механического усилия (накол алмазной иглой), 
также можно проводить, используя /^-систему. Так, например, теоре
тическая форма фигуры напряжений, возникающих в кристаллической 
структуре, изображена на рис. 2. Экспериментально полученная фигу
ра напряжений [3] изображена на рис. 3. Соответствие с эксперимен
том, как видим, хорошее. Аналогичным образом можно промоделиро
вать и форму фигур напряжений на грани (100), хотя это связано с 
некоторыми дополнительными построениями. Теоретически полученная 
форма фигуры напряжений изображена на рис. 4. Экспериментальной 
иллюстрацией к этому служит рис. 5. Соответствие, как это вполне оче
видно, хорошее [4].

Подробное рассмотрение приведенных здесь примеров будет при
ложено в следующих публикациях.
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Гиперраспределения постоянного кручения. С о л о в ь е в А. Ф,— Геометрический 
сб„ 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 3— 19.

Введено понятие гиперраспределения постоянного кручения на римановом мно
гообразии. Структура, определяемая таким распределением, аналогична контактной 
метрической структуре.

Изучается строение гиперраспределений постоянного кручения, обладающих по
стоянной /.--секционной кривизной (они аналогичны контактным гиперраспределени
ям на контактных метрических многообразиях постоянной (р-голоморфной секционной 
кривизны). Доказан аналог теоремы Шура из кэлеровой геометрии. На основе клас
сификации Танно (РЖМат, 1970, 6А540) полных односвязных многообразий Саса- 
ки постоянной (р-голоморфной секционной кривизны получена частичная классифика
ция полных связных односвязных римановых многообразий, допускающих нормаль
ные гиперраспределения постоянного кручения и постоянной /.--секционной кривизны.

Би$л. 9.

Гауссова и средняя кривизны индуцированных левоинвариантных метрик на дву
мерных подгруппах трехмерных неунимодулярных групп Ли. К а й з е р  В. В. — Гео
метрический сб„ 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 20—23.

Дается ответ на вопрос: какими могут быть возможные значения гауссовой и 
средней кривизны двумерных аналитических подгрупп всех трехмерных связных не
унимодулярных (РЖМат, 1977, 6А441) групп Ли по отношению к произвольно за
данным на них левоинвариантным римановым метрикам. Исследуются также сущест
вование омбилических и вполне геодезических подгрупп и экстремальные значения 
гауссовой и средней кривизны. Унимодулярный случай рассмотрен в работе автора 
(РЖМат, 19812, 71А793ДБП).

■Библ. 6.

Вывод уравнений Эйлера-Лагранжа в подвижном репере. К о р я к и н а  Е. Е.— 
Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 24—26.

Дается ответ на вопрос, как записать уравнения геодезических линий римано- 
вой метрики в подвижном репере.

Библ. 2.

О комплексах Кь прямых в проективном 26-пространстве. П а н ч и щ и н а В .  А.— 
Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 27—34.

В работе рассматриваются комплексы прямых К ь  в проективном 26-простран- 
стве при 6 ^ 4 .  Они обладают в общем случае двумерными ассоциированными плос
костями. Определяется инвариантная цепь распределений на комплексе, находятся 
инвариантные точки на прямой, строится инвариантное оснащение Картана комп
лекса К ь-  Построен пример частного класса комплексов, у которого второе звено 
цепи распределений инволютивно, а вторая ассоциированная плоскость трехмерна.

■Библ. 6 .

К дифференциальной геометрии /«-распределений на многообразии всех 
гиперплоских элементов «-мерного проективного пространства. Б о ч и л л о  Г. П. — 
Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 35—42.

С использованием компонент внутреннего геометрического объекта второго по
рядка распределения Д т на многообразии М2п~ 1 всех гиперплоских элементов «-мер
ного проективного пространства Р а (т <п) построено и геометрически охарактери
зовано оснащение распределения Дт  которое позволяет задать аффинную связность
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на этом распределении. При построении использованы двойственность гиперплоского 
элемента самому себе, а также (т— 1)-распределения на Mm—1, порождаемые Дт

Библ. 10.

О комплексе Кг прямых в пространстве Ръ- Г  р и ш а н о в Е. А., К р у г л я 
к о в  Л. 3. — Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 43—47.

Комплексом Кг в Ръ называется 6-семейство прямых I (6) . Через каждую точ
ку X прямой / проходит 2-конус К(Х) прямых комплекса Кг- 1Касательное подпрост
ранство к конусу К(Х) для прямой I является 3-плоскостью 13(Х), соответствующей 
в основном соответствии точке X. Пусть k (X) — некоторый подконус конуса К(Х). 
Точку X прямой /, в которой плоскость h(X) имеет касание второго порядка вдоль 
образующей I подконуса к(Х), назовем инфлекционным центром относительно под
конуса k(X). На прямой / имеется не более 16 инфлекционных центров относительно 
соответствующих подконусов. Построено оснащение и канонический репер для комп
лекса Кг-

Библ. 3.

Допустимые комплексы Ко плоскостей в Ръ- К р у г л я к о в  Л.  3. ,  Л а к т и о 
н о в  С. А. — Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 48—50.

Комплексом Ко плоскостей в Ръ называется 6-семейство плоскостей (РЖМат.; 
1981, 4А618). Комплекс называется допустимым, если для него определено основное 
соответствие и оно является постоянным. Он представляет собой в общем случае 
совокупность всех плоскостей, принадлежащих произвольному 3-семейству 3-плос
костей. Если через каждую прямую плоскости/ L комплекса проходит совокупность 
Ж» торсов с одной и той же касательной гиперплоскостью, то комплекс называется 
вырожденным допустимым и представляет собой грассманово многообразие Gr (2 ,4 ). 
Сформулированы действенные результаты.

Библ. 7.

Касательные линейные комплексы линейчатого комплекса. П е т и н  В. А.— Гео
метрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 51—59.

В  статье геометрически охарактеризованы некоторые линейные комплексы из 
пучка касательных линейных комплексов. Установлено проективное отображение лу
ча линейчатого комплекса на пучок касательных в этом луче линейных комплексов 
(в пучке введена структура проективной прямой), что позволяет получить новые 
факты в теории комплексов.

Библ. 12.

О комплексе Кг двумерных плоскостей, ассоциированном с распределением Дл— 
на многообразии Gr ( i ,  п) всех прямых в Ап. П е ч н и к о в  И. А .— Геометрический 
:б., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 60—66.

Исследуется комплекс, порождаемый 2-плоскостью, инвариантно ассоциируемой с 
произвольной прямой L | e G r (l, п) при задании распределения Дл—1 на Gr (1, п). 
Выделяются инвариантные распределения на этом комплексе. Рассматриваются гео
метрические конструкции, связанные с распределением Дл— на комплексе Кг 2-плос- 
костей, индуцируемым распределением Дл— 1 на Gr (1, л). Изучается основное соот
ветствие в совокупности Z.2(4Gi—1) интегральных 1-семейств 2-плоскостей распреде
ления Дл—1 на Кг- Характеризуются частные классы распределений Дл—1 на Gr ( l , n ) ,  
цля которых комплекс Кг вырождается.

•Библ. 4.

Изометрическое погружение области пространства Ве- Б у х т я к М. С — Геомет- 
зичсский сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 67—72.

В касательном расслоении аффинного пространства А3 определена эквиаффинно- 
твариаштная метрика [РЖМат, 1983, 5А579]. Полученное полуриманово простран
ство Въ не допускает аффинной связности без кручения, в которой метрический тен
ор переносится параллельно. Указан конус Se пространства 6/?,2, изометричный облас- 
•ft пространства б в. Найдены некоторые линии пространства В 6, отображаемые при 
’казанной изометрии на прямые конуса Se- 

•Библ. 6.

Конгруэнции плоскостей четырехмерного центроаффинного пространства. О н и-
ц у к  Н. М., Ш т а т с к а я  И. В.— Геометрический сб., 25. Томск:Изд-во ТГУ, 1984, 

Дана центроаффинная классификация конгруэнций 2-мерных плоскостей 4-мер- 
юго пространства. Исследованы геометрические свойства конгруэнций плоскостей 
саждого класса.

Библ. I.
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Двумерные параболические поверхности в R\. Ш и р о б а к и н а  Н. В ., Щ е р 
б а к о в  В. Н. — Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 79—88.

Для двумерной параболической поверхности V\ в полуевклидовом пространстве

R g построен полуканонический репер и доказано существование ряда подклассов клас
са V'J. Среди них — поверхности, несущие аналог сети Кенигса, линейчатые поверх
ности с изотропными образующими и др.

Библ. 8,
Аналоги формулы Гаусса—Бонне в пространствах с вырожденными метриками.

С д в и ж к о в  О. А.—Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 89—90.
Доказывается, что в полуевклидовых пространствах /3, F3, Гз аналоги формулы 

Гаусса—Бонне имеют соответственно вид:
п
V
i=i

\kgds~  У] 0 ; = 2  л;
1i й

п
V
—ыл

§kgr!s+ 2  е;=0; 
"ч

Я *м »+  2  f v f e + i l 0*=°-
(5> i=i п i=\

Библ. 2.
Комплексы в трехмерном квазиэллиптическом пространстве. Ц ы р е н о в а  В. Б.— 

Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 91— 100.
Производится репераж комплекса прямых в трехмерном квазиэллиптическом 

пространстве. Выделяются классы, характеризующиеся совпадением инфлекционных 
центров луча с его квазиэллиптическими центрами.

Библ. 5.

К теории поверхностей трехмерного неметрического флагового пространства.
Б а д я е в а  3. П.— Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во ТГУ, 1984, с. 101— 106.

Произведен репераж и выделены важнейшие классы поверхностей в трехмерном 
неметрическом флаговом пространстве, в том числе флаговые поверхности переноса, 
флаговые цилиндроконические поверхности и др.

Библ. 8 .

Образы симмтерии, косимметрии и простоты пространств над полями Галуа
и «квадратом Галуа». Х а р и т о н о в а  Н. И.— Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во 
ТГУ, 1984, с. 107— 112.

Определяются образы симметрии, косимметрии и простоты проективных, неев
клидовых и симплектических пространств над конечными полями Галуа и над ко
нечным кольцом, являющимся прямой суммой двух изоморфных полей Галуа, назы
ваемым «квадратом Галуа». Показывается, что в случае, когда порядок поля Галуа 
является квадратом, к образам симметрии добавляются n-цепи, а к образам косим
метрии — эрмитовы квадрики. Для всех найденных образов находятся их стацио
нарные подгруппы.

Библ. 8 , ил. 2.

О применении эллиптической геометрии Римана к исследованию кристаллических 
структур. Р у д н е в  С. В., Е р м о л а е в  В. А. — Геометрический сб., 25. Томск: Изд-во 
ТГУ, 1984, с. 113— 121.

Предположение, что геометрия внутри кристалла — эллиптическая, а плоские 
точечные решетки расположены на поверхностях Клиффорда трехмерного эллиптиче
ского пространства, позволяет дать удовлетворительное объяснение процессам роста 
и травления, а также фигурам напряжений на гранях кристалла.

)эибл. 4, ил. 5.
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ПОПРАВКА

В статье Н. В. Широбакиной «К геометрии двумерных непараболических по
верхностей в пятимерном полуевклидовом пространстве (опубликованной в
«Геометрии, сб.», вып. 21, 1980, с. 37—44) на с. 37 вместо слов «Плоскость называ
ется непараболической, если она пересекается с плоскостью Тв, в случае же невы
полнения этого условия плоскость называется параболической [1, с. 335]» следует 
читать: «Двумерная плоскость, пересекающая плоскость абсолюта Ти называется па
раболической; плоскость, не пересекающая Ть называется непараболической».
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