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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая *'

О ДВУМЕРНОЙ ПОВЕРХНОСТИ В ШЕСТИМЕРНОМ 
ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Г. Е. ВАРЛАМОВ

Настоящая статья посвящена построению полуканоннческого репе
ра поверхности в смысле [7] в шестимерном проективном простран
стве Рд. (

§ 1. Построение полуканоннческого репера поверхности Si в Pg

Рассмотрим в Pg двумерную поверхность S^. Деривационные фор
мулы некоторого репера, состоящего из аналитических точек А^, 
Л |, Ло, запишем в виде:

т/Л; =  ецЛ^, с у , АГ =  0, 1, 6, (1)
где дифференциальные формы Пфаффа, удовлетворяющие урав
нениям структуры:

Dw? =  [ I.)/ш) ] (2)
и соотношению

10/ = 0  (по i суммировать). (3)
Помести.м точку Лц в текущую точку поверхности 5з, а точки Aq, 

Лг, А-, расположи.м в касательной плоскости Z.2 к этой поверхности в 
точке Aq. Тогда систе.ма дифференциальных уравнений поверхности 
запишется в виде:

шо =  О (X, 11, V =  3, 4, 5, 6). (4)
Дифференцируя (4) в:-1ешним образом и при.меняя лем.му Картана [1], 
получаем

=  Лп (Лп =  7 — 2). (5)
Здесь и в дальнейшем независимые формы обозначаются со”.

Уравнение гиперплоскости Lq, проходящей через плоскость 
запишем в виде:

х х х  = 0, (6 )
где Хл — тангенциальные координаты гиперплоскости Lg, — коорди
наты текущей точки этой гиперплоскости. Пусть гиперплоскость 
является соприкасающейся плоскостью [3] поверхности 5., в точке Л* 
Тогда из

г7Ло =  С0[5 Ло +  UJ Ла,,
^̂ Л̂о =  (...)® Ло +  ( . . .)  Ла-)- со” (1)̂  Лх,
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г. Е. ВАРЛАМОВ’

получаем
л:хЛ«з =  0- (8)

Пусть координатная гиперплоскость Лц Л , Л, .4з Л4 Л5 является со
прикасающейся плоскостью поверхности 5з в точке А„, т. е. Lr, =  
.== (ЛоЛ, Л2Л3 Л4 Л5). Тогда из (8) следует, что

д®з =  0, А =  det II л̂ э II =^0 (р. о, т =  3, 4, 5). (9)

При этом из рассмотрения исключается случай Д =  0, когда размер
ность гиперплоскости L-̂  меньше пяти. Из (9) и (5) следует, что

ш1 = 0. ( 10)
Дифференцируя (10) внешним образом и применяя лемму Картана, 
получаем

С»р
Обозначи.м

6̂ 1
( И )

(12)а'’" =  All Л22 -f  Ли Л22 — 2Д |2 Л12 (? ^  )̂>

0.'° =  All Л̂ .’ — Л 12 A i2-
Тогда 113 (5) обычным путем [1]'находим следующие соотношения для
>00 >09и оа' : , ,

Sa*’’’ =  — 2а ’’*’ (тсо — "1 — ~2 +  "?) — ’'t,

=  _  а '’ (2z« -  2г! -  2 4  + 4  +  -:) -- (13)

-  4  -  2а "  irS -  а^' -  2а''’ 4

(г. Фа, р ф ' ,  по р, 3, не суммировать).
Пользуясь соотношениями (13), обычны.м путем [8] проводим следую
щую фиксацию^^^ ^  ^  ^  ^  ^  ^

2 4 + ^ 1  = 2 4 =
.0“о + - |  =  0, Г.1 + ■ 2 4  =  0.

Так как формы и стали главными, то можно положить
4 . 4 а

“>.ч =  Лза .
3 3 аС04 =  Д4а to .

(15)

(16)

Дифференцируя внешним образом соотношения (16) и (11), обычным 
путем находим

5а *з  ̂-  AU { 4  -  ^ Н - 4 )  -  Ai9 4  +  а 1‘ 4  =  о,

ЙА411 -- л?” (^4 — “3 +  Л4? +  Л4Я^6 (17)

ЗДр̂  +  Лр- (^0 — 1ч“ — •'̂р +  "б) — Л̂ а 1̂ р — о

( а ^ р ,  р # з ,  по а, р, р — не суммировать!)
Пользуясь соотношениями (17), проводи.м следующую фиксацию:

A ll-\з2 — ЛЬ Лз1 =  0- Лз1 Ль2 — A |2AIi ^  0- ^ 3 = 0 -  (18)

Л 4 1 Л 1 2  — М г Л и  = 0 . Л41 Л®2 — Л 4 2 Л 5 1  0 . ^ ' ( = 0 . ( 1 9 )
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Д'42 л! 1 ~  Лы A i2 =  0, Д12 Д 11 ~  All i\i2 =4= 0, 77б =  0, (20)

Аз1 A i2 — А,ч2 А п =  0, Дз2 Ai i — Ап .\Ь  0, TTg = 0 . (21)

Так как формы шр, cog, о4 (р =7=5) стали главными, то можно

“Jp =  Ар=1

положить
(22)

=  .ASa ш", (р Ф 5) (23)
0 0 ас 6 =  Аба . (24)

Пз соотношений (24) обычным путем находим
. 3 , 3 , 0  а , 3 6. . 3 _7 л ® ОДва Аба (‘-О — т:̂  -г “3 ~  ''67 /\ia “6 Д5а “0 Я 3 А Дб.З “ ■ ^ (25)

(26)

(27)

(а =i= р, по а — не суммироЕЗть).
Пользуясь соотношениями (25). проводим следующую фиксацию:

Лв| Л?2-Ло2Л?1 =  0- Л51Л?2-Л?2Лп ^ 0 .  -^6=0
Так как форма cog стала главной, то можно положить

5 5 а
=  Лб<» ^ ■

Из соотношений (27), (22), (23) обычны;ц путем находим:

S.a L  +  (4  -  4  -  +  ^ 1)  -  У\1з -  Л?а - I  =  о,

ьД р» “Ь Лр» — ~1 — "р +  ~1) Л р З ~  Л "7

'jAtia I' Лб1 (”0 — .-5 — i-c) '‘6 Дбз
(а =̂t р 5, но а, р, Э — не суммировать!)

С помощью этих соотношений проводим следующую фиксацию: 
y\L =  0' "X =  о (X 5), 

д Е1Д}2- д ?2Д?. =  о, д ! , д ?о- д ^р д Ь = о. д ? . д Ь л 1. л ? 2 ^ о,

775=0.
Так как формы сох стали главными, то можно положить

а о Р
WX =  Л>? ^  •

Отсюда обычным путем находим

+  Л>‘« ( " о  —  Г  ДХа ДХЗ *̂ Х — U,

> . Р  I л З / П .  а Х ч ,  . а ^ З  __ П
' 'ДХа +  Дла  ( “ О +  773 —  --а —  •-/.) ‘Г  ДХа ‘‘а ДХЗ 77̂  — U

(по а, р, X не суммировать, а Ф 3).
Пользуясь соотношениями (31) и (32), проводим следующую фиксацию

(28)

О,

(29)

(30)

(31)

(32)

-Х/,2 4” -Х/,1 — о. 77"х -  О,

-^Х1 =  -Хх2 =Д о, ■77̂  — 77х =  о  . ( “ ¥= Р).
Так как формы со” стали главными, то можно положить

О * о а Шх =  АхвО) .

(33)

(34)
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Отсюда обычным путем находим
й \V I \V /Q- Ч  __ \ ’ - 0  n (35)

(a ^  S, no Я, fl не суммировать).
Пользуясь этими соотношениями, проводим следующую фиксацию:

—  О ' “ =  0, (36)
чем и завершается аналитическое построение полуканонического ре
пера поверхности в Рг, в смысле [7]. При этом формы и тг,' 
остались нефиксированными и являются полувторичными в смысле (6 |.

Компоненты (uj деривационных формул (1) построенного полука
нонического репера определяются по формулам:

ш/ =  Л̂ с̂о’,
где

Wo =  о, о, о, о? =  0 ( / .^ 5 );

(37)

(37')
Л 5 А 5 _А12Л12 =Л11Л22 — A'i2-̂ 1̂2 =  о, A11A22 — A|2aVi2 = 0 , АцЛ22-

A 11A 22 +  A 11A 22  —  2А 12Л 12  =  о, А ^ Л и  - ( -  A f i Л22 — 2А ^2А [2 =  о,

А 11Л 2 2  А 22А 11 —  2А 12А 12  =  1, А32Л31 — х\з1.\.з2 =  о, ( 38)

А42Л41 Л41Л42 =  о, -^41-^Ы — A42A11 =  о, A31 A j2 — А з2А^1 =  о,

А'цАб2 — A i2A g i =  о, А 51Л 12 — А щ А п  =г: 0 , А 5]А ?2 — А ^ А п  - 0, 

А ^ - | -  Ах1 =  о , Лх1 =  А х2 о , А^у =  A j j ,  A j*  =  0.

Дифференцируя соотношения (37') внешним образом, получим сле
дующие соотношения:

A a iA -2  — А дзА ?! — о , A x iA 2a  — АхгА®! - [ -  A xiAo2 — АхзАщ  =  0,

A 5 i A ° 2 —  - V ^ A a l  -j- А 5 1А Х2 A^Axi =  0.
(38')

Из (38) и (38') следует, что независимых функций Л ;,, входящих 
в (37), будет 33. Дифференцируя соотношения (37) внешним образо.м, 
получаем 27 независимых внешних квадратичных уравнений. Следова
тельно, в силу теоремы С. В. Бахвалова [4] поверхность S 2 в Ре, отне
сенная к произвольной сети линий, определяется с произволом 6 функ
ций двух аргументов.

§ 2. Геометрическая характеристика элементов полуканонического
репера в Рв

Построенный аналитически в предыдущем параграфе полуканониче- 
ский репер поверхности S- в Ре, как будет показано в этом параграфе, 
является простым и естественным с геометрической точки зрения.

1. Конусы Т1 и t'i. Уравнения любой 4-плоскости, проходящей 
через плоскость JL̂ принадлежащей гиперплоскости /.г,, запишем в 
виде:

Х р Х ? — о, о (о =  3, 4, 5). (39)
Будем искать те линии на So, вдоль которых эта 4-плоскость содер
жит Lo и бесконечно близкую к ней. Из

^(^й '^ 1̂ 2) =  (■ • •)(Ао̂ 1‘̂ 2) +  “ 1 (^оАрАз) «2 {AqA^A^) (40)
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следует, что это возможно тогда и только тогда, когда
л'оЛ̂ зш̂  =  0. (41)

Система (41) имеет нетривиальное решение относительно о’ тогда и 
только тогда, когда

det  II х Л и  II = 0
или

а^'^х.х, =  о. x" =  о, (42)
где о” определяются по формулам (12). Таким образом, совокупность 
все.\ 4-плоскостей гиперплоскости Ls, содержащи.х L2 и бесконечно близ
кую к ней вдоль соответствующих линий на Sj, является четырехмер
ным конусом Т'\ класса 2 с вершиной /1оЛ|Л2. Этот конус определяется 
уравнением (42). Каждой 4-плоскости конуса Т\  соответствует линия 
на $2, вдоль которой эта 4-плоскость из L5 содержит и бесконечно 
близкую к ней. Эта линия определяется одним из дифференциальных 
уравнений (41). Уравнение (42) конуса Т\  в силу (14) принимает вид;

х 5̂ -Т 2X3X4 =  0. (43)
Геометрически это означает, что 4-плоскости (ГгЛзЛз) и {LiA^Ab) при
надлежат конусу Т'х. Находя полюс 4-плоскости ЛоЛ1Л2ЛзЛ5 
(ЛоЛ|ЛгЛ4Л5) относительно конуса Т\ q смысле [5], получаем, что коор
динатная 3-плоскость Л0Л1Л2Л3 (Л0Л1Л2Л4) является полюсом 4-плоско- 
стн Л0Л1Л2Л3Л5 (Л0Л1Л2Л4Л5) относительно конуса Т\.  4-плоскость 
(Г2Л3Л4) содержит 3-плоскостн (Г2Лз) и (L2A^). 3-плоскость (ГгЛ-,) 
является полюсом 4-плоскости {L2AzA^) относительно конуса Т1.

Покажем, что совокупность полюсов всех 4-плоскостей U (хзХ4л:5) 
относительно конуса Т{ образует четырехмерный конус t'i второго по
рядка с вершиной Z.2 и трехмерными плоскими образующими, опреде
ляемый уравнением:

(Х'5)2 +  2хЗх^==0. (44)
Пусть и  (Х3Х4Х5) — некоторая 4-плоскость конуса Т\.  Тогда Хз, Х4 и .V5 
удовлетворяют уравнению (43). Полюс V этой 4-плоскости относитель
но конуса Т\ в тангенциальны.х координата.х (г/з, г/4, у^) определится из 
условия;

Хз«/4 +  x'4i/3 -t- Хзг/5 =  о, х-6 =  0. (45)
Так как 4-плоскость U принадлежит Т\,  то полюс V принадлежит 
4-плоскости и. Следовательно, тангенциальные координаты полюса 

(Уз, Уа, Уъ) удовлетворяют уравнению
УЧ + 2угу^ =  о , (46)

а точечные координаты х̂ , х"*, х̂  полюса V и тангенциальные координа
ты 4-плоскостн и  удовлетворяют уравнениям;

Хзхз -f -f- Xjxs =  о, x-6 =  0. (47)
Так как уравнения (45) и (47) эквивалентны, то

£/4 =  x̂3, ij3 =  tx \  y5 =  tx ,̂ (48)
где t Ф  0. Из (46) и (48) следует что совокупность полюсов всех 
4-плоскостеи L (Х3Х4Х3) относительно конуса T ’i образует четырехмер
ный конус t \ ,  определяемый уравнением (44). Так как каждая 3-плос
кость конуса 1 4 является полюсом соответствующей 4-плоскости кону
са T’I, то конус T’I класса 2 огибает конус порядка 2.

2. Ф о к у с ы  к о н у с а
Определение 1. 3-плоскость, принадлежащая первой дифферен

циальной окрестности конуса 11 при некотором (фокальном) смещении.
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называется фокусом конуса / 4. При этом смещении первая дифферен
циальная окрестность данной 3-плоскости принадлежит некотором 
4-плоскости, которая является полярой этой З-'Плоскости относительно 
конуса t\,

Теорема 1. Конус t \  имеет шесть фокусов и шесть фокальных сме
шений.

Доказательство. Пусть 3-плоскость
L^ix) =  (L2, х^Аз -f ХМ4 + x^As),

проходящая через 1г и принадлежащая Ls, является фокусом конуса ^4- 
Тогда эта 3-плоскость и бесконечно близкая к ней при некотором сме
щении h принадлежат некоторой 4-плоскости

^4 (у) =  (^2> Уз (^ 4'^з) +  У4 (^ 5‘̂ з) “Г Уз (■̂ 3'^4) ),
которая является полярой 3-плоскости Ьз(у) относительно ^|. Следо
вательно, Liiy)  принадлежит конусу T'i. Поэтому Lt(y) при смещении 
h содержит 1 , ч бесконечно близкую к ней. Пусть М = Ад + х'^А̂  — 
любая точка из Lo. Тогда из а!/И =  {. . . )' ’ +  ( • ■ “г с л е 
дует, что

=  0 .

Отсюда в силу (48) находим
X^X'^Ш'^ -j- Л®Л“и)5 =  0. (49)

Так же, как и в |9], находим, что алгебраическое многообразие, при
надлежащее конусу t'l п бесконечно близкому к нему, при некотором 
смещении в силу (49) определится системой:

{x->f +  ‘2.х^х‘̂ =  0 , л "  =  о.
Х-оУ,6 _ 0 . (50)
(ш̂  -j- — 2ш?) х^х* -р 1«4 (л:*)- +  о)| (jc'’)2 -f- ш\х*х'^ -j- =  0.

Отсюда в силу (20), (21) и (29) следует, что координатные 3-плоскости 
(L2A3) и (Т2Л4) являются фокусами конуса t'\. Соответствующие этим 
фокусам фокальные смещения определяются дифференциальными урав
нениями w ? =  0 и wf = 0 . Таким образом, фиксации (20), (21) и (29) 
геометрически характеризуются тем, что 3-плоскости (L2A 3) и {ЬзА^) 
являются фокусами конуса t j. При этом из рассмотрения исключаются
случаи (а''  ̂— 0, а̂ * = 0) вырождения конуса Г |. Найдем остальные

X-фокусы конуса t'i. Пусть х^ 

из (50), получим, что х  удовлетворяют уравнению четвертой степени

I, х^ = X, X* = . Исключая : ш‘ =  ).

Ьох' -г biX^ -f boX̂  +  bgX bi = о, (51)
где

/,  —  ДН \ 3  __  \ 6  \ 3  __  ДЗ  \ 6  1 Д З  \ 6
^ 0  —  - ^ 4 1 - ^ 5 2  - ^ 4 2 - ‘-Ы - ^41*^52  “Г  - ' ^ 4 2 - ' 5 Ь

A —  __ \ в  \ 3  __ \ 3  \ 0  4 _ \ 6  ДЗ  __  \ 4 \ 6 I \ 4  \ В  I
------4.3 4 * 1 4 0  - 4 з 2 - ‘ 41 - ^3  1 - ' 4 2  г  - ^4  ы ' 32 4 1 4  2 T  4 2-^ 4 I "Г

' О Д 5  \ 6  __ 9 \ .S \ 6  _ | _ 9 Д З  \ 0  __  9 Д 6 ДЗ

Ьо  =  2 А з , Л в ,  _ 4 Л ^ , Л « 2  -f- 4 Л ? , Л » ,  -  2 Л | , . \ в з  -  2 А ^ Л ^ 4  -  2 А | , Л | „  

Ьз =  2А^.Ав2 -  2A3,A«4 +  2Л|,Лбз _  2Л1оА«, +  4АЬА«, -  
-  4 А | 4 А « о -  А ^ А «4 - f  А | оА « 2 - А 4 4 А « 2  +  4 A J , A « „  

^ = 4 А « 4 А ^ , - 4 А « 2 Л ^ ,  - Л | , А « о 4 - Л Ь А в , .
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В общем случае (51) имеет четыре решения. Итак, конус t\  имеет 
шесть фокусов и шесть фокальных смещении. Теорема доказана.

Определение 2. Линия на поверхности S2, соответствующая фокаль
ному смещению конуса называется фокальной линией.

Из теоремы 1 следует, что через каждую точку поверхности 02 
проходят принадлежащие ей 6 фокальных линий.

2. Х а р а к т е р и с т и к и  с о п р и к а с а ю щ е й с я  г и п е р п  л о с к  о-

Пусть точка N  =- x'^A,. +  х'-А-. описывает характеристику ги
перплоскости Lj вдоль фокальной линии wl = 0  =  0). Тогда

или в силу (37')
{dNLr,) |„,з= of ш[=о) — о

= о (и,; = 0) =  0- (52)

Отсюда в силу (18) — (21) заключаем, что при фиксации (20) из рас
смотрения исключается случай А5',Л 2̂ — =  О, когда характери-
стикой гиперплоскости Z.5 вдоль фокальной линии wj =  0 является 
4-плоскость (1,Л.,Л.(). При фиксации (21) из рассмотрения исключается 
случай А6,Л}2 —AI jA^, = 0, когда характеристикой гиперплоскости L.-, 
вдоль фокальной линии u>f =  0 является 4-плоскость (Т.2ЛзЛ4).^При фик
сации (19) из рассмотрения исключается случай А?,А|2 А'.;2А4, = 0,
когда характеристикой гиперплоскости Z.5 вдоль фокальной линии 
ш} = 0  является 4-плоскость (L-,AiAt,). При фиксации (18) из рассмо- 
тре)1ия исключается случай А?,А^., ~~ "^52-̂ 31 =  >'Огда характеристи
кой гиперплоскости L:, вдоль фокальной линии ш-,’ =  0 является 4-пло
скость (/.оЛзЛй).

3. 3 - н л о с к о с т ь  {LoAa). Уравнение гиперплоскости, проходящей 
через 3-плоскость (LoA- )̂, запишем в виде:

Хзх'-̂  +  =  0- (53)

Эта гиперплоскость содержит первую дифференциальную окрестность 
3-плоскости (Т-оЛз) в силу

d (Т-оЛг,) =  . . .  -f в)5 (Т-оЛз) +  (')! {L,A^) -г <'>з ЩА^) 

тогда и только тогда, когда
+  x*Ata +  x«Ai =  о

вдоль некоторого смещения. Отсюда в силу (20) следует, что фикса
ция (29) геометрически характеризуется тем, что гиперплоскостью, 
проходящей через 3-плоскость ЩА,)  и бесконечно близкую к ней 
вдоль фокального смещения w} =  0 является гиперплоскость

(54) 

(54')Г иперплоскость
х’ =  0. 

х '  = 0

характеризуется как гиперплоскость, проходящая через З-плоскшть 
(UA-) и бесконечно близкую к ней при фокальном смещении ш, — 0. 
Следовательно, 4-плоскость {L-A.A^,) геометрически характеризуется 
тем что она принадлежит одновременно гиперплоскостям (54) и (54 ).

’пусть точка М = А„ + + + х ' А ^  описывает характери
стику 4-плоскости {L,A^Aa) при фокальном смещении =  0 относи
тельно гиперплоскости х®=  0 [3]. Тогда из

{dM, ЛоЛ,Л2Л4ЛзЛо) |о43 = 0 =  0
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10 г. Е. ВАРЛАМОВ

В силу (14), (26) находим, что
л:" =  0.

(55)

(56)

Следовательно, фиксация (27) геометрически характеризуется тем что 
характеристикой 4-плоскости {ЦА-^А̂ .) при фокальном смещении ш? = 0  
относительно гиперплоскости =  0 является 3-плоскость (L A A  При 
этом из рассмотрения исключается случай Af, — , = 0, когда
4-плоскость (7-2.4г,Лг,) является характеристикой гиперплоскости х ’ =  0 
при фокальном смещении coj =  0.

4. Инвариантный выбор ребер
Пусть точка Л4 =  Л»- j - -j-а 'Л-, описывает характери

стику 4-плоскости {UAAb)  при фокальном смещении ш) =  0 относи
тельно гиперплоскости л'’ =  0 [3]. Тогда

(йМАА^Л.,ААъ)и<=.0 = 0.
Отсюда в силу (38) получаем, что искомой характеристикой является 
3-плоскость

А-« =  0, =  о, aTVJ, -f x 'U f, =  0.
Аналогично получаем, что 3-плоскость

j:® =  0, л  ̂=  0, a*A}, 4 - =  0
является характеристикой 4-плоскости (Z.2/44/I5) при фокальном смеще
нии Ш-, = 0  относительно гиперплоскости л'®=0. Фиксация (29) геоме
трически характеризуется тем, что ребро AqA^ принадлежит одновре
менно характеристикам (55) и (56). При этом из рассмотрения исклю
чается случай jVfjAJ, А| ,̂А-’ , =  0, когда фокальные смещения tuj = 0  
и (о) =  о соответствуют.

Найдем ^-характеристику [3] 3-плоскости ЩАх) (к ф 5) относи
тельно гиперплоскости х-' =  0. Пусть точка М  =  А^ jcM» +  х'-Ах (У.ФБ 
по X не суммировать!) описывает искомую S -характеристику. Тогда 

Ар„ 4 --х'Аха =  о (/. =  5, по /. не суммировать!). Отсюда следует, что 
фиксация (28) геометрически характеризуется тем, что прямые ААх  
(/-¥=5) являются В-характеристиками 3-плоскости (В,Лх) (X ^  5) отно
сительно гиперплоскости х'' =  0.

^ Ф о к а л ь н а я  к в а д р и к а  4 - п л о с к о с т и  L* = {АаААА-Л,,). 
Пусть /? =  Ло4 -а:Мл фокус 4-плоскости в смысле [3]. Т(згда

{dRU) =  о
при некотором фокальном смещении. Отсюда находим

(1 4“ а:'А)д) (о“ 4 -л'̂ 'Ах̂ о)̂  =  о (а ^  по а, р йе суммировать). (57)
Система (57) имеет нетривиальное решение относительно ш’ и vA тогда 
и только тогда, когда

(•̂ )̂- (ЛЙЛ?2 -  Лмл’2) +  -« -̂ '̂ЧЛмЛ^2 +  Л «Л а  -  ЛмЛ.'2 -  a J.2A,o) -г

+  (Лм -г  Л?2) -f  1 =  0. (58)
Это есть уравнение фокальной квадрики 4-плоскостн L .̂ Каждой точке 
этой квадрики соответствует смещение, определенное из (57). Точка 
пересечения фокальной квадрики с прямыми А^Ах называется В-фо- 
кусами (3| этих прямых, а соответствующие им фокальные смещения — 
В-фокальными смещениями. Фиксации (33) и (34) геометрически ха
рактеризуются тем, что вершины Лх выбираются на ребрах Л^Лх так, 
что они вместе с Л„ гармонически делят В-фокусы прямых Л„Лх. При 
этом в силу (57) из рассмотрения исключается случай =  д!,, =  о,
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когда, по крайней мерс, одна нз координатных линий соответствует 
В-фокальному смещению.

Фиксация (36) геометрически характеризуется тем, что гиперпло
скость

Q  =  ( Д ' . Л ,  + Л ю Л . ,  ^ 3 ,  ^ 4 .  ^ 6 -  Л ^ ) ,

проходящая через касательную 2-плоскость к поверхности Л5, описывае
мой точкой Лз, и через точки Лз, Л<, Ав пересекает 2-плоскость L2 по 
прямой Ai Л2. Этим завершается геометрическая характеристика по
строенного аналитически полуканонического репера поверхности 
S 2 в Рб.

§ 3. Некоторые классы

Построенный полуканоннческий репер поверхности S2 может быть 
применен к изучению различных классов систем подмногообразий. Рас
смотрим некоторые из них.

1. Рассмотрим систему 5 подмногообразий, отнесение к которой 
характеризуется соотношением

=  О (>. —фиксированное). (59)

При этом из (31) следует, что т:? + т : ^ = 0  и построенный репер ста
новится полу каноническим репером многообразия в с.мысле [6]. Систе
ма S подмногообразий геометрически характеризуется тем, что линии 

— 0)̂  =  О и ой -j ш- =  О -- В-фокальные линии. Следовательно, для 
системы S касательные к координатным и к В-фокальным линиям 
в точке образуют гармоническую четверку.

2. Расс.мотрим систему /?, подмногообразий, отнесение к которой 
характеризуется следующим соотношением:

Ai = 0. (60)
При этом ' 2 = 0  и построенный репер становится полуканоническим 
репером в смысле (6). Система подмногообразий геометрически 
характеризуется тем, что координатная линия ой =  0 -  фокальная.

3. Система R -подмногообразий, отнесение к которой характеризу
ется соотношениями

Л?, = Л ‘ , = 0 ,
геометрически характеризуется тем, что координатные линии — фокаль
ные. При этом = Л 2 =  0 и построенный репер становится канониче
ским, который назовем В-репером.

4. Рассмотрим систему /"-подмногообразий, отнесение к которой 
характеризуется соотношениями (59) и (60). При этом я? = я 5  = 0  
и построенный репер становится каноническим, который назовем /"-ре
пером. Система /"-подмногообразии геометрически характеризуется 
тем, что координатная линия м̂  =  0 — фокальная, а линия со = 0  
является сопряженной к ней относительно В-фокальны.\ линии 
со* — со̂  =  о и со* +  со̂  =  0.

Рассмотрим поверхность S2 в R или /"-репере и произведем следую
щую классификацию поверхностей S 2 в Ре по наличию определенного 
числа фокусов конуса

1. Класс Ьо =  0 (^4 =  0) геометрически характеризуется тем, что 
конус 14 имеет пять с|)окусов, один из которых двойной. Произвол суще
ствования этого класса равен трем функциям двух аргументов.

2. Класс bo =  bi =  0 (Ьз =  Ь̂  =  0) геометрически характеризуется 
тем, что конус / 4* имеет четыре фокуса, один из которых тройной. Про
извол существования данного класса равен двум функциям двух аргу
ментов.
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12 Г. Е. ВАРЛАМОВ

3. Класс Ьо=^1 =  2̂ =  0 (^2 =  3̂ =  4̂ — 0) геометрически харак
теризуется тем, что конус t 'i имеет три фокуса, один из которых четы
рехкратный. Произвол существования данного класса равен одной 
функции двух аргументов.

4. Класс &о =  1̂ =  2̂ =  3̂ =  о (̂ 1 =  2̂ =  3̂ =  4̂ =  0) геометриче
ски характеризуется тем, что конус 1 4 имеет два фокуса, один из кото
рых пятикратный. Произвол существования данного класса равен двад
цати семи функциям одного аргумента.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

О КОНГРУЭНЦИИ КОНУСОВ в я-МЕРНОМ 
ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

г. П. БОЧИЛЛО

1. В работе [1] изучаются в я-мерном проективном пространстве 
/i-параметрическне многообразия, элементы [2] которых двойствен

ны самим себе. Среди алгебраических поверхностей такими являются 
т-пары [3], состоящие из т-плоскости и (п — гп— 1)-плоскости раз
личного взаимного положения, а также квадратичные d-мерные поверх
ности типа р при условии, что d + p =  n — 1. Среди последних пред
ставляют интерес (п — 2)-мерные конусы типа 1, поскольку они инду
цируют нуль-пары, при изучении многообразий которых обнаружилась 
тесная связь [4] с теорией поверхностей. С /z-семейством (я 2)-мер
ных конусов, таким образом, индуцируется /г-семейство нуль-пар, а так
же, как показано в [1], пара из конгруэнции и псевдоконгруэнции мно
гомерных плоскостей. В настоящей работе методом внещких форм 
и подвижного репера [5] изучается двупараметрическое многообразие 
l/ j (я—2)-мерных конусов Кп-2, которое названо конгруэнцией 
(,1 — 2)-мерных конусов, так как через каждую точку пространства 
проходит конечное число конусов. 11зучаются ассоциированные с Гг 
2-семейства /г-характеристик гиперплоскостей, содержащих конус, псев- 
доко}1груэнцня полярно сопряженных относительно конусов прямых, 
а также присоединенное к конгруэнции конусов многообразие W2 нуль- 
пар.

Настоящая заметка обобщает некоторые результаты из i/J.
2. Рассмотрим проективное пространство Р„ размерности я > 4  

отнесенное к подвижному реперу {А\, Лг,..., Лс + i }, инфинитезималь
ные перемещения которого определяются уравнениями:

dA). =  t»x Л,м (>-, [А, V =  1, П.

причем формы Пфаффа <  удовлетворяют структурным уравнениям 
проективного пространства

DCÔ : .14

Если вершины Аа, (а =  1, 2 ,..., я — 1), А„ поместить в гиперплос
кость И, содержащую конус Кп-2, точку Л„ — в его нуль-мерную вер
шину, то уравнения элемента многообразия 1/о невырожденного ко
нуса Кп-2 запишутся в виде:

=  х'" ' =  0, (let Ц я*? || ¥= 0. ( 1)
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14 Г. П. БОЧИЛЛО

Пронормируем коэффициенты так, чтобы
detll а,.з|| =  1. (2)

Система уравнений смежного к (1) конуса относительно репепа 
имеет вид: i i а/

(а ,з - f  +  20 ао.;з ) х ’‘ х  ̂ — 2а,з л;’ х'> +  [2 ] о,

4-Я-Г 1 ■л:=‘ ш" + ‘ дгПчГ Ч  [2) =  0,
(3)

где 0 некоторая форма Пфаффа, у — символ ковариантного диф
ференцирования [8]. Требуя, чтобы системы уравнений (1) и (3) опре- 
деляли один и тот же конус К„ - 2  и учитывая (2), получим систему 
дифференциальных уравнений инвариантности конуса

где
: =0,  < ^ ‘ = 0 ,  Ла.р =  0,

2
(4)

п — 1
Из (2) вытекает тождество

=  о. (5)
Система (4) в си-где о’З — алгебраические дополнения элементов Даз 

лу (5) содержит  ̂ независимых уравнений и опреде-
(« — 1) (/г -f 4)

ляет -------- --------- независимых главных форм. Так же, как в [1]

выбираем главные формы гиперплоскости И ш^’ * =  со за
независимые на многообразии Vo. Пусть индексы а, Ь принимают зна
чения 1, 2......  л —2; индексы г, /, к, / - з начения  « — 1, п.

Конгруэнция Vo конусов Л'л-2 определяется системой
Лт1 П + 1, iЧ> а = Ua ш.-. ш.'я — Ь’'‘ Ш|., А(1„з =  (1)̂ ,̂

•"Ae bi^= bjio, причем a^^bi? =  0.
Дифференцируя внешним образом (6), получаем

[̂ â a со,.] =  о, [АЬ̂ ‘ со,.] =  о , (А/;'з1о,.| =  0 ,

Ла‘а =  уаа-1- ' ' ‘ =  а ‘а,

1 Ь̂ ‘ -  у6-' - f  bv а- со» _  _  ,̂̂ я, j^

а выражения А&‘з нам не понадобятся (они приведены в |1 |). Кроме

где

(6)

(6 ' )

(7)

( П
(7")

того
й“5[АбЧ/1 = 0 .

Из теоремы 2 работы [1] получаем, что конгруэнция I/, сущест
вует и определяется с произволом--------  ̂— 2 функций дву.х

аргументов, а из теоремы 3 той же работы следует, что объект вто
рого порядка Гз является основным [9| для конгруэнции Vo.

3. Из продолжения уравнений (7) при фиксированных первичных 
параметрах получаем

ОИа Й* "а й-а 4~ d a  db —  ~а =  0 .
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о  конгруэнции конусов в п-.мерном проективном пространстве 15

Следовательно, система величин [ua] образует геометрический объект. 
Он определяет (л—3)-мерную характеристическую [ 11 плоскость, че
рез которую проходит гиперплоскость П и соседние П -j-rfII при все
возможных смещениях:

х«+' =0,  х"аа + х ‘ ={).
Помещая в нее верщины репера, получаем Лд =  О, =  0),
-д - 0. Положим

Замыкая последнюю систему, получаем
о, {^b'J = xb‘J -b a '< X \), A6'i=-fe:и л+и lO'k , (8){^bJ Шу

Таким образом, с конгруэнцией ]/■> конусов ассоциируется 2-семей
ство характеристик (и—3)-плоскостей, огибаемое 2-семейством гипер
плоскостей конусов. Обозначим (л—3)-плоскость [Л, Лг... Л„_2) =  [Лд], 
а через {[Л„|}2 — 2 - семейство этих плоскостей, которое является 
конгруэнцией, согласно общепринятой терминологии [6|.

Точку F, = х“ Ад будем называть фокусом плоскости [Л^], если 
она принадлежит, кроме [Лд], еще некоторой смежной плоскости 
[Лд] +  й?[Лд1. Условие фокальности точки запищется в виде:

f =  X" Лд =  'х“ Л д, где Лд =  Лд -Ь dAg, ' х “ =  -f
Отсюда получаем систему уравнений

х"+‘ =  0, x^= 0 ,  х° Шд ~  х°Ьа = о. ( 8' )

из которой следует, что геометрическим местом фокусов F, является 
( л — 4)-мерная алгебраическая поверхность второго порядка:

х" ' =  о, х‘ = 0, det|| х"бУ|1 =  0.

Будем называть ее фокусной [10] поверхностью Ф-. Образ, порож
даемый Ф-, когда плоскость [Лд] описывает двупараметрическое се
мейство, можно считать либо (л—2)-мерной алгебраической поверх
ностью [11], которую естественно называть фокальной поверхностью 
конгруэнции ([Лд]|,, либо 2-семейством плоских алгебраических 
( л — 4)-мерных элементов Ф -  [ 8 ] .

Система (8') определяет пересечение [Лд] с соседней \А„] -  d\A„\  
при некотором смещении. При л '= 4  [Лд] — прямая. Она пересекает
ся с соседней в точке только при двух смещениях, определяемых 
из уравнения det|a)a|| =  0; при л > 4  [Л„] пересекается с соседней 
при любом смещении по (л—5)-плоскости. Будем искать подпростран
ство, которое является общей частью плоскости [Лд] и соседних 
\Ag\- \ -d\Ag\  при всевозможных смещениях. Очевидно, что оно долж
но определяться из системы

д.л+1 _  о, х‘ =  о, х"Ь!/=0, (9)

с [^д1 +  d [Лд̂
6)-мерную ха-

т. е. существует при л >  6, когда пересечение ]Лд], 
по крайней мере линейно. Система (9) определяет (л 
рактеристику плоскости ]Л„].

О п р е д е л е н и е  1. Обн;ую часть гиперплоскости П и сосед
них II +  i/M при всевозможных смещениях будем называть 1-характе
ристикой гиперплоскости И семейства (И}2 (или характеристикой 
первого порядка). Обозначим 1-характеристику гиперплоскости II че
рез П, =  [Лд].
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16 г. П. БОЧИЛЛО

О п р е д е л е н и е  2. Общую часть (если она существует) (л—3)-пло- 
скссти И| н соседних И, -(-д(11, при всевозможных смещениях, т. е. 
1-характеристику (л — 3)-плоскостн П,, будем называть 2-характерис
тикой И., (или характеристикой 2-го порядка) гиперплоскости И се
мейства {ПЬ-

Пусть индексы Ь, принимают значения 1, 2 ,..., л —6, л —5; 
индексы «2 *̂2 ~  значения л--4, л ~ 3 , л —2.

Помещение точек \Аа, \ в плоскость IT, в силу уравнений

ЬЬ‘>-ЬЧ т.1 +  b”J  4  +  ЬЧЛ -  b4r:''nt\ = О

приводит к фиксации b'J,=0, b4 ,~Z^0 ,  откуда при условии

det \p4j ¥= О

имеем "0̂ =  0. Главные формы 
отнощениями

мы ov’ в силу уравнений (8) связаны co-
f Un tUk CIO)
имеем

{ba[ba^” = Ь 'аЧ ). (11)
Системы Пфаффа (10) и (11) эквивалентны, 6а симметричны по верх
ним индексам.

Из уравнений, определяющих теперь TIj
= 0 , x̂  = О, x^‘̂  b'l =-- О, (12)

следует, что при ь'1 = 0, del ||б1̂ || О (тогда /?|6а{, 6â j| =  3) размер
ность llj не больще л —6, а из (8') получаем, что при этом размер
ность пересечения И, с П, -|- а(П, не выще л—5. Таким образом, име
ет место:

Т е о р е м а  1. В каждом элементе И, конгруэнции 1-характерис
тик геометрическим местом фокусов является алгебраическая (л—4)- 
мерная поверхность второго порядка. Эта поверхность при л= 5  не
линейчатая. При л > 5  она—линейчатая и одновременно вырожденная, 
т. е. является (л—4)-мерным конусом второго порядка с (л (З)-мер- 
ной плоской верщиной П, (в общем случае) и с (л—5)-мерными плос
кими образующими и невырожденной направляющей кривой второго 
порядка

jc"+' =  О, jc' =  О, = 'О, det I I ь[{ || =  0.
Далее рассматриваем П, и ищем точки такие, что при

некотором смещении F2 б П,. Получаем из этого условия
дг" ’ ' =  О, х ‘ =  О, х“‘ =  О, х “̂ U)"; =  О (13)

или, в силу равносильности (10) и (11), эквивалентную (13) систему 
уравнений:

=  О, =  О, х'« =  О, х “'‘ 6о, со. =  0. (14)
Заметим, что эта система имеет рещение при произвольном 
если л > 9 . Тогда llj пересекается с соседней по (л—9)-плоскости] 
определяемой системой (14) при соответствующем смещении. Если же 
л > 1 0 , то существуют точки в П,, принадлежащие соседним Ilj-frfUs 
при всевозможных смещениях. Они удовлетворяют системе:

д:"+‘ =  0 , х ' =  0 , x"» =  0 , х '^ ь Ч ! ‘ =  0 ,
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о  конгруэнции конусов в п-мерном проективном пространстве

которая II определяет (/г—10)-мерную характеристику плоскости П̂ . 
Продолжая систему (10), получим

[ - . 1  =  0, ЬЧ̂  oi“: -  2ьЧ^ ш": 1),
=  -  6 ^ ' * ' ( 1 5 )  

Пусть индексы О;,, принимают значения 1, 2 ,..., л —10, л —9; ин
дексы Из, г»з — значения л—8, л —7, л —6, л—5. При фиксированных 
первичных параметрах получаем из (15)

+  »а, ‘Ч -Г Оа, “I +  Оа., ‘-1 ~  Оь̂  +  Ои, ~  -̂ Оа, "л + 1 =  0.
Помещая точки Аа^ в П.,, будем иметь

ьЧ̂  = о, Ь'Х* 'аз =  0, при del \\ьЧ̂ \ фО -"“ =  0.
Из (10) получим, что теперь =  0, а из соответствующей подсис
темы (15), которая приняла теперь вид

симметричны по всем верхним индексам), выражаем через ба
зисные главные формы wqJ в  виде:

Q
г» л'-'* ‘ —

О п р е д е л е н и е  3. 1-характеристикой, или характеристикой пер- 
> вого порядка плоскости Я, назовем геометрическое место точек ее, 

V принадлежащих соседним плоскостям P + dP при всевозможных сме- 
щениях.

S О п р е д е л е н и е  4. ^-характеристикой (или характеристи- 
кой k - 1 'О  порядка) гиперплоскости II семейства {И}2 назовем 1-ха
рактеристику (/г — 1)-характеристики П*_, этой гиперплоскости се- 

N мейства (II) о- ,
Предполагая, что л таково, что обеспечивает существование Пь_1 

А:(* +  1)размерности л ---------------- , помещаем в нее верщ нны репера Лд _ft-i
где индексы принимают следующие значения:

(^ +  1)(7 +  2) (/^-1)(^ +  2)а„ =  1, 2......  л л  —

м„ и, =  л
( П - 1 Х 1  + 2)

Тогда
 ̂=  2, 3 ,..., k

m"*-2 —

+  2, ... , Л

1, k .

2
г‘(/‘ +  1)

1;

1:

«л-1 о.

"А-1 * - 1 (16)

лг>'' -“k-l =  v 4 - i*

Здесь 1-,,..., /4-1, /*, /4+1 принимают значения л — 1, л. Продол
жая систему (16), получим [Д/>а4-| —0- где

ь'. - 4  _  _  1) ^,'.-;4 „з;;:! +  4 - 4

“4+1- (17)
Пусть =  х"*-1 Ищем такие точки /4_|, которые удовлет
воряют условию Як_16ll* - i-Ь dn*_i. Они определяются из системы

ХП + 1 _  = о, Х“̂ = о, ... , X“k-i = о, ЛГ"*-! 0)“*-1 =  о,
У

••• ••• Ik^

2. Заказ 2328.

<̂ k-\

l l /v
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18 Г. П. БОЧИЛЛО

которая в силу (16) эквивалентна системе
jc"+iz=0 , х ' = 0 ; ;с“  ̂ =  0 , a:"*-i = 0 , л " * - ! =  0 .

Отсюда 1-характеристика плоскости II*-i должна определяться сис
темой:

д;я+1 _  0  ̂ =  О, л “' = 0, ... x^^k-l =  о, Х"к-\ ‘к — О,

^  ( k +  \){k + 2)т. е. существует, если -------- и имеет размерность

п — (k + l)ffe +  2)

* -  
к

Из соответствующей совокупности уравнений (17) при фиксирован
ных первичных параметрах получаем

W^- 'k +  bj ‘̂ ■̂k Z'. +  • • • +  b'> - ^k-\i ->п -  b i '- '“к  ̂ “* •' "к
-  - 1 )  Z;'.- • ■'* тг;;:; +  > = о.“ft

Отсюда, поместив точки репера в плоскость П ,̂ получим

fca‘,"'̂  =  0, й ;  '* 7:“* =  Ок « *
при условии del | О, т. е. тг“* =  0. Тогда из (16) будем иметь ̂ ft

=  О, а из (17)
b v -‘*e'A =  6L‘:'

Пд. теперь определяется системой:
.x " " = 0 , х ' = 0 ,  х“' =  0,---,  д:“* -1 = 0 , л:"* =  О,

откуда следует, что в рассматриваемом случае, когда

ik +  \)(k-h2) „размерность не выше, чем п ----- ---------------- . 2-семеиство гипер

плоскостей П обладает характер! стикой максимального порядка k, 
если

( k + \ ) { k  + 2) ^  ^ {к-л-2)(Ь +  3)
---------------------- ^  ------------- ■

Таким образом, с каждой гиперплоскостью П-семейства (11)2 общего 
вида:(когда R\\b‘; ' ‘‘,b'^'' '‘<\\ = t - \ - \ , t  = 2, связана конеч
ная последовательность вложенных друг в друга многомерных плос
костей- И 3 -П ,'3  IH И) ••• ^b-i 3 II*, причем размерность плоско-

{t, +  1)(^1 + 2 )
сти =  1, 2,---,  к) равна п ------------- ---------- .

3 (л—3)-плоскости \A J  относительно конуса К„ - 2  полярно со
пряжена прямая д-я+1 =  0̂  =  0.
Поместив на нее точку Лл—ь из уравнений оЯл-!, а — <2*а

- а я -1 =0при условии del 110̂ *1 ^0  получим
п  —  1
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о конгруэнции конусов в 11-мерном проективном пространстве 19

' по б̂ ази̂ у в форд
О ai^п-1 -= Cn̂ lOi..

Прямая [Ап-\ А„] описывает псевдоконгруэнцию [61.
В рассматриваемом общем случае многообразия V. касательная 

плоскость к поверхности {А„) вершин конусов пересекается с П по 
прямой Поэтому точку А„ , 1  помещаем в касательную плоскость кМ  ) 
Тогда ĥ'> = 0 и из уравнений =  &«'о,, при фиксированных первич
ных параметрах получаем 0. Положим

Ь'’ " ' OJn_i -J- cu„̂ , :«+•! U),.

Сравнения псевдоконгруэнцни {[A„^i А „]]2 имеют вид:
<

Замыкая их, получаем

(18')

Шл_|  —  Сп—\ Ш-, (ч“ =  f f ' "  '

[А6«'ш,1=0, [Лс1,и,.]=0,
лс„_1 =  -L г'_1 ю",, _  clLi -)- mill).

Рассмотрим точку Я - - х " - ' , -f лМ „ на луче (/!„_, Л I псев- 
доконгруэнцпи и некоторую линейчатую поверхность Вдоль

Я +  d P  =  ( . . .  )М , - f  л"<-> (с«“_, +  СО„_, А„ : ,) +  X" +

-Ь о,„ .4„+,) = ( . . . ) »  Л, 4- ( c L r ' Л„ - f  Л„+, )  - f  jc" Л„ ] со„_, 4-

+  (д:" 'c ^ i  Лд 4 -X" Л„+,)(о„. (19)■ ' п у I С/ J
Введенные в |13|, [14| касательные подпространства можно оноеде- лить следующим образом: ипреде-
О и р е д е л  с и н е  5. Подпространство Г, минимальной размерности

' Г 7 ?  “ х ^ ^ ^ ь н у ю  2-плоскость веточкеР - х  Л „_,4- х  л „  к поверхности (Я), описываемой этой точкой 
Л "одпространством в точке Я псевдоконгруэн-

О и р е д е л е н и е  6. Подпространство П минимальной размерности 
содержащее прямую [Л„_1Л„] и соседнюю с ней 1Л„_1Л }Ч-с/1А ,Л 1 
при смещении вдоль однопараметрического семейства 11Л Гл 11
называется касательным подпространством к этой линейчатой"повепх ’ ности для луча [Л„_1Л„]. поверх-

Пользуясь (19), пол"учим уравнения в тангенциальных координа
тах {Л„, А,, А„,,}. определенных выше касательных подпространств 
Яр-касательного в точке =  х ''• х^-П и г  ■■'^дпристранств
ToV. поверхности  ̂ Ях-касательного к линейча-

Яр:
или

Ял

о, л:"-'(c„_"i ' А'а 4 -2Cn+i) 4 - А' о =  о,

-^а А-X" Х„+1 = о 2̂0)

Л; =  0, -v"-'f(c„ii ‘ "̂ «-1 +c"^iu)„)X„4-co„_iA„+,] 4-

-h л" (6« . ш „ _ ,  А„ 4- %  X„+i) =  о, л "-' 4-  х'> Х„+, =  0.

-Y, =  о, (сГГ* X, +  .Y„+,) -f сГ  1 X, «>„ =  о,

6"'” ‘ со„_1 4 -^Y„+i =  о ^21)

( 20')
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20 Г. П. БОЧИЛЛО

ИЛИ
Х ,=  0, л:"-'[(с«-1 ‘ + (2Г)

-t- х'‘ (6“’ Ха “>«-1 +  Хп + \ %) == о, Ь"’ ш„_1 +  Х„ + 1 0)„ =  0.
Таким образом, в системах (20') и (2Г) по три одинаковых урав

нения, что означает геометрически очевидный факт; каждая пара о-мер- 
ных подпространств Гр и Гх имеет общую двумерную плоскость- 
касательную к образующей прямой \Ап-\А„] псевдоконгруэнцин в дан
ной точке и вдоль данной линейчатой поверхности.

Пусть Гр и Гх совпадают. Тогда система, состоящая из уравне
ний (20') и (21'), определяет подпространство размерности п—4, но 
из этого следует, что три уравнения относительно координат л„, X„+i 
линейно зависимы, т. е. ранг матрицы

М =

u)“-i +  л:" Ь“- а:"-' “«-1 +

ha. л - 1 я̂-1
меньще трех. Если касательная 2-плоскость к лучу псевдоконгруэн
ции {[Л„-1 Л„1}.> в точке Л„ вдоль «)„ =  0 не является касательной 
в точке Лл-1 вдоль lUn-i =  0, т. е. например,

II п - З ,  л „ л - 2 ,  л II

d e t r " - '  " "  Jko- (22)П ) Л - 3 ,  л— 1 ^ я — 2, я — 1 |

то условия Rang |М || =  2 могут быть записаны в виде:
^ „ - 2 ,  л - 1  ( ^ л - . з .  л л - 1  _  ^ а л   ̂ ^ л - 3 .  л _ 1 )  _  ^ л - 3 ,  л _ .  ( ^ а л   ̂ , , л - 2 .  л - 1  _

— +  "б '-2’"-^) = 0 , (23)
2, л— 1 _л— 3. я

(1 -  р/.) {c"zl ” Ь"- -̂ -  СГЛ'" "-■) -ь ^л-Г -

-  c"„T'i с"1Г") -г- р (c"Ti’ -  c : z f «-‘) =  0. (24)

Здесь а  =  1, 2,. • •, л - 4 ;  р -  х« : х"-'; X =  ы„ ; ш„_,.
При л =  4 условие (22) и соотношения (23) отсутствуют, остает

ся соотношение (24), которое устанавливает соответствие между р и )., j 
найденное С. Е. Карапетяном в [12|, а в приведенном здесь виде!
полученное в [7]. __

С помощью элементарных преобразовании из матрицы М выде
.ляется матрица из (л—2) столбцов

М =

а, л—I л̂ —1
а, п -̂л—1

Ьа-

(25)

ранг которой (при л > 5 )  тоже должен быть меньше трех, если Гр 
и Гх совпадают.

Исключая х"“ ‘, X" из уравнений 20 (или w„-i, из системы (,^1),
получим геометрическое место (л—4)-плоскостей Гр (или Гх). Это
;(л—3)-поверхность второго класса:

л. л - 1  у I Y , h a ,  я - 1  X "Сп-1 Лд -f- Лп + 1 оfe,;X,. =  0, det =  0 .

^л—1 Хп +1
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Все подпространств! Гр (при различных значениях уП- 1 ),а также все подпространства Гх (при различных значениях 
и, следовательно, поверхность 2̂ содержат (при л >  5) (н—б)-плос- 
кость, определяемую системой:
X, =  0. А', +  =  О, А', =  О, сГ 1 =  О, А'„+. =  0. (26>
Она— особая для к,, которая, следовательно, является (л—3)-мерной 
поверхностью второго порядка типа л —о. Подпространство минималь
ной размерности, которое содержит все прямые дифференциальной 
окрестности первого порядка прямой \ Ап—\Ац\ 2-семейства этих пря
мых, называют касательным подпространством Г псевдоконгцуэн- 
ции

В силу принципа двойственности системе (26) соответствует пя
тимерное касательное подпространство псевдоконгруэнцин:

Г =  [Л,Л«+1, с Г Г ’ Л,, (27)
Система (26) в общем случае линейно независима, т. е. подпростран
ство Г пятнмерно и ранг матрицы М, а также и матрицы М равен трем.. 

Таким образом получена
Т е о р е м а  2. Совпадение касательных подпространств Гр и Г)., уста

навливающее соответствие (24) между р и л, имеет место при выполне- 
]1ип {п — 4) условий вида (23), при которых k2 является (л — 3)-мер
ным конусом типа больще, чем л — 5.

При помощи результатов работы [7] получается, что если ^2 рас
падается на пару (л—3)-плоскостей, то на каждом луче псевдоконгру- 
энцни имеется по крайней мере один фокус.

Заметим, что Л. 3. Кругляков [15], изучая псевдоконгруэнцию 
прямых, обнаружил класс 2-семейств прямых с четырехмерным каса
тельным подпространством н назвал такое семейство псевдофокальным.

4. Рассмотрим построение канонического репера V2 в Р„. 2-плос
кость, проходящая через прямую |An_i Л„| и касательную к ин
вариантной линии % =  0 |Л „_1 = |Л „_1 Л„, пере
секает образующую плоскость конгруэнции [[Ло]}, в точке В Л„.
Дальнейшие построения связаны с инвариантным смещением »)„ =  б. 
Будем поэтому называть его основным на поверхности (Л„). Исклю
чая тот случай, когда [Лп-]Л„| касается вдоль рассматриваемого сме
щения поверхности (Л„), поместим в точку В вершину Л„_2 репера.. 
Из уравнений

'Ш; (28)
при фиксированных первичных параметрах получим тогда

1)0 (п-2). п-1 — ()П-2. п-\ ф Q =  0

Здесь и ниже через а { п - 2 ) ,  а ( л - З ) , - - - ,  Ь(п~~2)---  обозначается 
совокупность значений, принимаемых индексами а, Ь,---, без номера, 
стоящего в скобке. Из (28) можно получить выражение главных 
форм В виде:

о ( л - 2) , a ( n - 2 ) i
*'Ы- 2  =  Ол - 2  W,-.

О п р е д е л е н и е  7. Касательным подпространством к /ге-плоско- 
стн Р,„ Л-семейства вдоль некоторого одномерного подмногооб
разия w [2] в точке ЛбЯ„, называем (/п-[-1)-плоскость \P^dA\u,\.

Рассмотрим касательное подпространство к плоскости |Лд] в точ
ке Ля—2 вдоль основного подмногообразия. Пусть

\A ,dAn-2l,=o\ = [A,, г-"!’’" - '* А п — 1 Ь п '-2  * Л„ =  [ А а А п -
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Из уравнений при фиксированных первичных пара-
----------------  - - . / ! — 1.П ^  ,_л 1 .П - 1  , ^  _Л  Л

=/=0 , -„_ i =  0 И положимметрах получим тогда Ь"-2’" = 0, '
ч̂ л-1 =  Тогда в силу (18') положим также

ч)л+1 =  е„+1 W-.
Мы исключили случай, когда An-i — фокус плоскости [Л„| и смеще
ние =  О — фокальное. Смещение oj„_i =  О стало инвариантным и ха
рактеризуется равенством

[Л„с(Лл_21<о„_,=о| =  [ЛоЛ„].

Точку Лл-з помещаем в касательную 2-плоскость к [Лл-i Л„] ]
в точке Л„_1 вдоль io„-i =  0.

Тогда из
Д ап aniл —1 — Cfi — \

при фиксированных первичных параметрах получаем
(29)

т. с.
( л- З ) .  « _  ^ „ - 3 .  „ ^

а  ( л - 3)  а  (л-3) ,  л—I ^̂ л-1 — Сп—1

л - '^  о =
а,  ( а,  -  3) а ,  (а,  — 3) л 

а,  '
а,  (а,  3)Из (30) получим выражение главных форм 

ные, положив
(^3 3) __ « (Wa — 3) i
-  3 =  D u . - 3

а из (29) найдем разложение положив
, а  ( я—3) , а (л—3) i
‘ Ч л - З  =  О л - 3  ^»i^

Вершину Л„_4 помещаем в полюс (л—4)-плоскости [Лд, Лл-2 Л„_з| 
относительно пересечения конуса Кп- 2  с (л—3)-плоскостью И,. Тогда
получим Лл—4. г> (я—4) =  о, йл—4, я—4 ^ 0 ,  Йд (л—4) а (л—4) ^я—4  ̂=  0. ПрИ УС
ЛОВИИ невырожденности конуса Кп-2, (1е1||й* („_4)а (я-4)|| ¥= О имеем 

=  О и полагаем о)*!'!,"'*’ =  ‘
Точки, дополняющие плоскость [Лд,| до [Лд,], обозначим через 

Лдз, из = п — 5, л—6, л —7, л—8. Фиксируем их, используя касатель
ные подпространства (см. определение 7) к образующим 2-семенства 
плоскостей [Л; Лд, ]. Здесь и-,, V3 = n —4, л —3, л—2. Именно точ
ки Лд̂ _з выбираем так, что

[Л,. Лг,̂ о(Л„,|<о„ = о] =  «ь4,Л-д,Л„,_з].

Из предыдущего имеем WuJ =  6а"/«>/• Замыкая систему, получаем
[ Д6/'' 04;] =  о, где ^bul ‘ ^  уба! ‘ — Ьи[ ‘-'V" — Ьа" ‘ 04"t 1.

Продолжая последнюю систему, будем иметь
Дб“/  =  6"/^4^.. (30)

Отсюда при фиксированных первичных параметрах получим
. а ,  (аз-З),  л - 1  , Дз-3,  я - 3  „ а ,  (0 , - 3) __
Оа, =  и ,  Олз “ а з - 3  —• О

(по («2 — 3) не суммировать), при 
6"Г

Т огда

через базис-

Здесь через й2(и2 —3) обозначена совокупность значений, принимае
мых Й2 без значения и-, — 3.
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Рассматриваем многообразие плоскостей [Л,- Аи..\ общего вида, 
когда ранг матрицы | равен 3.

Уравнения
х''+' =  0 , л-' =  о, x̂ ‘̂ =  0 , аа,ь,х°‘ х ‘>‘ =  0 ( 31)

определяют пересечение конуса Кп -2  с плоскостью [Аа'\- Предпола
гая его невырожденность, помещаем вершину Л„_з в полюс ( п - 7)- 
плоскости [Лй, Л„_5 Л„_6 Л„_7] относительно (31) в [Лд,].
Получаем тогда

Cla.j(n-8), n—S —О, Од, (п_8) й, (л-8)
det|a'a^(„_8)*,(n-8)| =/= О, =  О и полагаем

_Ь, (л-8) 
“ Л— а = 0 ,

а,{п~Ь) ,а., (л-8) /Ч)я-8 =  Ол-8 оу.
Совершенно аналогично выбираются точки Лд„--- Лд^_,. Еслив ги

перплоскости И 2-семейства {П)  ̂ существует/г-характеристика П .раз- 
i k + \ ) { k  + 2)мерности п -------------^--------- , но нет характеристики следующего

порядка, то в И* содержится N  точек 1<УУ < fe - f2 , для фиксации 
которых (она проводится, как выше) используем N  точек Л„  ̂ ес
ли 7V < * + 2 ,  и еще пересечение конуса /Сл- i  с II*. если N = k + 2.

Вершину Лд+1 помещаем в точку пересечения проективной нор
мали многообразия [1]-прямой [Л^Лл+i] с (л-2)-мерным пересе
чением гиперплоскости [Л„ А„ Ап+\\ с соседней при «>л =  0.

Продолжая (28'), имеем [Ae„+ioy]=0, \el+x = e^Xi »̂j. Используя 
последние уравнения при фиксированных первичных параметрах, по
лучаем

е"и\'" ' =  0, ФО, 7г,"+1 =  0
И полагаем

'̂ л-М n̂ie„+i i'),.
Итак, в данном разделе проведено построение простого канониче

ского репера (без нормирования вершин) конгруэнции Vq. Заметим, что 
указанное в определении 7 понятие касательного подпространства ши
роко используется как при изучении Л-семейств У* конусов в Р„, так 
и при изучении ассоциированных многообразий нуль-пар.

5. Рассмотрим ассоциированное с конгруэнцией 2-семейство 
эле.ментом которого является нуль-пара: вершина конуса- f гиперплос
кость конуса. Известно |16), что с точкой поверхности связывается 
последовательность соприкасающихся плоскостей порядков 2, З,--- 
В силу того, что элемент U7, — нуль-пара двойствен са.мому себе, 
соприкасающаяся плоскость порядка t к поверхности вершин пе
ресекается с (г—1)-характеристикой II<_i по (  ̂+  1)-плоскости, допол
няющей II, до П,_], причем S, не имеет общих точек с П, (/= 2 , 3,..., к).

Пусть к Wn присоединен подвижной репер так, что Л„—верши
на нуль-пары, а II =  [Л, Лз • • • Л„1 — ее гиперплоскость. Уравнения 
многообразия W2, на котором линейно независн.мые фор.мы ojn_i, 
снова выбраны за базисные, имеют вид:

сч“ =  6"'ш,, о)д+’ =  Ад OJ,., [Aaiw(] =  0, [Д6’'(о,| =  0, = b’'‘j o)j. (32)
Совмещая касательные к координатным линиям на поверхности (Л„), 
соответственно с прямым и[Л„Лд_1], [Л^Лд+iI, получаем

=  " - 1  =  о , й " - ' ’ о,  - ; : ц = 0 ,  4 - 1  =  0 ,

4 -1  +  4т1 =  о.
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Из уравнений (32) теперь будем иметь

(Ь“‘̂  симметричны по индексам г, J). 
Продолжая эту систему, получаем

I u)J =  О, “ л-! -г (Зл-1 '
4- 0^1 ) ш„%, -  й“'7 (2ш”:1 +  ш;;),

\b“‘j = {b'‘‘j'’ симметричны по индексам г, /, й).

(33)

Пусть присоединенные к Wo 2-семейства характеристик (И,)2, 
{П2},,---, jП̂ ,j2 описываются теми же уравнениями, что и в репере 
конгруэнции Vo. Соприкасающаяся плоскость So 2-го порядка к по
верхности (Л„) в точке Л„ пятимерна. Она пересекается с 1-характе
ристикой И, по 2-плоскости, в которую .могут быть помещены точ
ки Аи.,, дополняющие плоскость до ( « — 3)-плоскости
и, =  \Аа\. Тогда из уравнений (33) при фиксированных первичных 
пара.метрах получи.м =  о, =  О, откуда при условии,
det II й“' I  4= О (тогда So пятимерна) с л е д у е т 0. Главные формы 
теперь связаны соотношениями

Ь“‘ =  Ь“‘ (34)

Таким образом, =  О, co"ii= 0  и =  [Л,-Л„. i /!„,]

S3 — [S2 .4„ J, • • •, Sf̂  — fS*_j Л

Ж -f ЛИ =  (• • - )M; -f (• • -)An,x +  (x"-' Л+1 UjШ/1+1) Л„^.

Xi = o, x„+, =  o, (x"+‘ (o“v, j“l,)X „,=:0 , =  (35)
Четырехмерное подпространство

Т2=1Л;Л„ + 1, 0)уЛ„„

Пусть, как и выше, гиперплоскость И семейства {И}̂  и.меет ха
рактеристику макси.малыюго порядка к. Тогда и поверхность (Л„) об
ладает соприкасающейся плоскостью того же макси мального порядка 
Продолжая систему (34) (/г—2)-раза и выбирая

получаем; й'’зо^ =  0 , - • й"* =  О при условии, что произведение
Ле1||й““'̂ *|| • ■ • бе1||й"*‘' "'*|| ¥= О, что означает, что размерность сопри
касающейся плоскости St порядка t поверхности (Л„) равна  ̂ .

Используя касательные подпространства (см. определение 7) к се
мействам соприкасающихся плоскостей порядков 2, 3,..., к, можно по 
аналогии с тем, как это делается в предыдущем разделе, зафиксировать 
все точки репера. Для построения репера в случае многообразия W 
(Лд>2), кроме того, привлекаются квазиаснмптотическне линии [1] и не

которые другие геометрические образы.
6. Рассмотрим плоскость т: =  [Л„_1 Л„Л„г1], касательную к по

верхности (Л„) в точке Л„, и пусть М = х"~' Л„_1 — х" А„ +  х"+' Л„+1 — 
произвольная точка этой плоскости.

Четырехмерное подпространство 71 =  [Л, Л„+], Л„̂ , ш^1| Л„^ яв
ляется касательны.м вдоль некоторого смещения для плоскости ". 
Его уравнения в тангенциальных координатах .могут быть записаны 
в виде:
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касательное в точке Ж плоскости -  семейства имеет следующие
уравнения в тангенциальных координатах.

Xj =  0, Х„+1 = 0 , (X•Л-fl lU/1+l -\- ^ ■ п—I (u"ll) Хи, = о,
(36)

■ = 0 .

Что такое Т„ Г, (и ниже Т,.2, Т,.,} ясно из определений 5 и 6, если

'“ и з  ™  “Т , а о
подпространства Г, (или Т.) огибают (д--4)-мерную поверхность вто
рого класса типа (га—5):

X; =  0, Хп+1 =  о, det Хи„  =  0 .

в общем случае система из уравнений (35) и (36) имеет только 
нулевое рещение, тогда по принципу двойственности подпространст- 
BaV, и Г, находятся в пятимерной соприкасающейся плоскости 
поверхности (Л„).

Если же /оуч
II v«; i  л " - ' I I  -

det + 1
„̂ + 1 П-1 L д;Л-1 (}1 Л-К Л-*

=  0 ,

тп Т и То принадлежат одной гиперплоскости в S .̂ Вычисления по- 
к а зы м ! условие (37) - билинейное выражение отиосительно
—+1 ■ ия-1 и Оно устанавливает соответствие между луча

\ д )(■" + ' Л„ ■ I -f-х " ~ * в  касательной плоскости и подмною- 
образи'ями соответствующие которым Т, и 7,

 ̂ Аналогичные соответствия имеют место и в 
прикасающихся плоскостях. Рассмотрим 2-семеиство плоскостей 

|А,. и пусть =  +  ^  . 4 -произволь
ная точка в 772-

Ма f  dMo =  (• • ) ‘ -'г- {• ■ •)  ^Л + 1 +  (■

(<-»и, =  Ьи, «>,•)•

• )“■' 'duj -р х “з со„“ А и, ,

8-мерное подпространство Л.г =  М; ^„+i Л„„ iu„, | явля ^пявнения 
тельным вдоль некоторого смещения для плоскости тг. Ею уравнени 
в тангенциальных координатах можно записать в виде;
X. =  о Х„+, -= о, Хп, = о, х“з «)"“ Х„з =  о, ш"1 о Х„з =  о, .̂̂ >nU Х„з =  0.

(38)

7-мерное подпространство Тгг [Л; Л„, i Аи, , х “» "Г ^ ^ е н о
ное в точке плоскости семейства 1- 2)2 может быть определен 
следующими уравнениями в тангенциальных координатах.

X; =  о, х„_, 1 =  о, х„з =  о, x̂ ‘̂ с»;;:х„з= 0, ь“:" х„^ =  о. (зэ)
в общем случае система из уравнений (38), (39) имеет только нуле
вое решение: тогда Гцг и Т2.2 принадлежат 9-мерной соприкасающеи- 
ся плоскости б'з- Если же

det

«3 
«а

П—2
“зУ>/1-3

О)

0)
о, (40)
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ТО 7'i,2 и Т2,2 Принадлежат одной гиперплоскости подпространства 5,. 
 ̂ словне (40) устанавливает соответствие между подмногообразиями 

ш„_, и плоскостями [Л,- А п г \  Л„, ], для которых Т ц  и 7 2 0  при
надлежат 8-мерному подпространству в S^.

ЛИТЕРАТУРА

Б о ч и л л о  О многообразиях конусов в п-мерном проективном прост
ранстве. Геометрический сборник 7, «Труды Томского ун-та», 1967, 196 55_59

2. Р. Н. Щ е р б а к о в .  О репераже подмногообразий. Геометрический сборник 
3, «Труды Томского ун-та», 168, 5— 11, и ■ и ик
пяп Р \  о  Проеривно-дифференциальная геометрия семечс-в
пар Рт +  Р п - т ~ \  в Рп-  Матем. с б .,'24 (66), 1949, 405—428.

°  ''ногообразни Е ( 0 , й - 1 , т ) в  п-мерном проективном прост
ранстве И п AAV научно-педагогическая конф, матем. кафедр педвузов Уральской зоны 
Тезисы докладов. Свердловск, 1967, 43—45. о'^.ьльскои зоны.

п м ^^e™д внешних форм Картана. М.-Л., ГИТТЛ, 1948.
Г е н д е л ь м а н ,  Ю. Г. Л у м и с т е .  Геометрия семейств т-мерных плос-

Четвертого Всесоюзного мате1чатического

Б о ч и л л о .  О двупараметрическом многообразии Vj полунеевклидовых 
9 3 - з Г  “ сборник, 6, «Труды Томского ун-та», т. 191, 1967,

в X о в с кий.  Многообразия алгебраических элементов в и-мерном 
Ш63 2 8 -4 2  Геометрический сборник, 3, «Труды Томского ун-та». 168,

® ® Д"ФФеренциальная геометрия погруженных многообразий
«1руды Московского математического общества», 2, 1953, 275__383. ^
ДАН СССр !^19^2!'!4^3 тангенциально вырожденных поверхностей.

Мат^м. с ^ б .,1 б ';7 8 ) ,1 к ’, ^ 9 - 2 3 ^ " ' ° ' ’™ псевдоконгрузнций и конгруэнций плоскостей.

upr̂ -.'.v К а р а п е т я н ,  Проективно-дифференциальная геометрия двупараметри-
Гпм ГГР  ̂ прямых и плоскостей четырехмерного пространства (1). И^естпя ЩТ 
Арм. ССР, серия физ.-матем. наук, 15, № 2, 1963, 25—48. исыпн л п

13. С. Е. К а р а п е тя  н. Проективно-дифференциальная геометрия семейств мно- 
Щ б з 'Т и " ™ '" " "  Ap-M^^tcP, серия физ.-мат^ наук, 16? № ?3,

^   ̂ Проективно-дифференциальная геометрия семейств много-
ГэбЗ 2 - 2 ^ “ """  ̂ ""Р”" Ф"3--матем. наук, 16,

^  ’■•""'1°®- Псевдофокальные 2-семейства прямых в Ps. Геометриче
ский сборник, 7. «Труды Томского ун-та», 1967, 196, 70_78. ^
1 ,т Р' ‘Р- а п т е в. Дифференциальная геометрия многомерных поверхностей 
Итоги науки. Геометрия. 1963, пзд. ВИНИТИ, 1965, 5—64. чрлниыеи

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ МНОГООБРАЗИЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ В п-МЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ

ПРОСТРАНСТВЕ

Н. Т. МОЧЕРНЮК

Введение

В работе [1] дано инвариантное построение дифференциальной 
геометрии многообразия, образующим элементом которого является 
алгебраическая гиперповерхность четного порядка гиперплоскости 
Р„_ь в «-мерном проективном пространстве Р„ . Это построение опи
рается на существование у этих гиперповерхностей относительного ин
варианта— гипердетерминанта матрицы, ассоциированной с гиперпо
верхностью. Для гиперповерхностей нечетного порядка понятие гипер
детерминанта отсутствует, поэтому в работе [1] они исключены из рас
смотрения.

В данной работе с помощью метода Г. Ф. Лаптева [2] изучаются 
многообразия, образующим элементом которых является произвольная 
алгебраическая гиперповерхность гиперплоскости Р я-i любого порядка.

§ 1. Пространство алгебраических элементов

Рассмотрение ведется в проективном пространстве размерности 
«>3, отнесенном к подвижному реперу {Да- }, состоящему из аналити
ческих точек А\, Лг,..., А„. Инфинитезимальное перемещение репера 
определяется формулами:

бЛа' =  «V Лэ', (1-1)
удовлетворяют структурным уравнениямпричем формы Пфаффа 

Картана
( 1- 2 )

(индексы со щтрихами изменяются от 1 до л -|-1) и условию экви
проективности

(1-3)I Л Ч I л• Ч" — В-

Определение 1. Алгебраическим элементом Лл-2 порядка назы
вается алгебраическая гиперповерхность ^-го порядка гиперплоско
сти Рп—\ пространства Р„. Гиперплоскость Р„-\ называется гиперпло
скостью алгебраического элемента Л*_2.

Поместим вершины Л,, Лг, ..., Л„ репера в гиперплоскость алгеб
раического элемента, а вершину Ап+\ — вне этой гиперплоскости.
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Тогда уравнения алгебраического элемента запишутся в виде (в даль
нейшем а, р, а,, =  1, 2, п):

а:’' - • =  О, л:'' + ' =  0. (1-4)

Уравнения смежного к (1-4) алгебраического элемента имеют вид:
(а ,̂...,,  ̂+  с1а̂ .̂..а̂ ) (х“‘ -f dx^')- • •(д:”'* -f dx^k) == о,

л:"+‘ +  = 0 , (1-5)
где дифференциалы координат текущей точки находятся из ус
ловий стационарности точки (см. [2] стр. 255):

dx" — ex:” — cu“.jĉ  . (1-6)
Подставляя значения dx'^ из (1-6) в (1-5) и отбрасывая члены поряд
ка малости больше 1, получаем

(̂ 2а,- • - о̂  -Ц dOâ ‘ ■ - 7̂  - а̂  ’ * *

<2о,- • k S c i r i ^ . . X  • ■ • X   ̂= О ,  (1-7)

(1 +  в -ш " :1 )  x''+’ -o ) ;+ V  =  0.
Требуя, чтобы (1-7) и (1-4) определяли один и тот же алгебраиче
ский элемент, получаем

ЦХОд. ■-а. —  • • •

- • •’A-lX — (Ро -ф р1 ) . .0 , О, ( 1- 8)

где Ро и р, — величины соответственно нулевого и первого порядка 
малости. Из (1-8) находим ро =  1. Тогда
dCLâ -â  ЙХо,.. ■ ■  .(iĵ _[X4Xoiĵ   ̂  ̂—О, 0Jп + \ 0. (1-9)

Поместим вершину А„ репера вне алгебраической гиперповерх
ности (1-4) на гиперплоскости алгебраического элемента. Тогда в 
уравнении гиперповерхности коэффициент при (д")* отличен от ну
ля, и уравнения алгебраического элемента можно записать так:

Л ,,...-д“‘- • • д’* =  О, д" ' '  =  0. ( 1- 10)

где 1, а уравнения (1-9) для алгебраического элемента (1-10)
принимают вид:

dAa,...a Лхо, • - а. Л , . . . X «><'к — 6,
=  0 .

ы »из последней системы уравнений находим
Р, =  -  ^x„ ...„«v  (1-12)

Система дифференциальных уравнений инвариантности алгебраиче
ского элемента (1-10) принимает вид:

ДЛ„,...,  ̂=  0, ш"+’ = 0 , (1-13)
где

Д/4л...л =  0, (1-14)

А Л а,.. — dArt .̂. Л Ха̂ .. .0̂  ̂ ---  ' * '

Ла,.. .â ,_jX -ф ^Ла,.. .0. Ахц--п ^п- (1-15)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



о  конгруэнции конусов в п-мерном проективном пространстве 29

Так как
л +  1 t 3 ' '3 n + I  , "  +  11D(0" =  [Wj — йаШл+Ь 1'

П  +  1 1

yvW.

то система дифференциальных уравнений с)Г '= 0  вполне интегрируе
ма и определяет стационарную подгруппу перемещении гиперплоско
сти алгебраического элемента.

Обозначим через 5*** число независимых форм а через
число независимых уравнений системы (Ы З). Так как формы 

-линейно независимы, то

Число 1 — равно количеству различных элементов /г-мерной сим
метрической матрицы (см. [4]) || Ла. - л̂ !! '̂-го порядка, т. е. числу 
различных коэффициентов уравнений алгебраического элемента. Поэ
тому

Рде Сл— число сочетаний с повторениями из п элементов по к. Фор
мула (1-16) принимает вид

N'■ (/г) Л 4- Сл -  1. (1-17)

Так же, как и в работе [1] для четного к, определяется для лю
бого к многообразие (Л, т ,  л)*, расслаивающееся на оо  ̂ голоиомных 
многообразий (О, р, л)* определенных вполне интегрируемой систе
мой уравнений о)"̂  ' =  О, где р = т — h.

§2. Основной внутренний объект многообразия (А, Л, и'/

Рассмотрим А-параметрическое многообразие алгебраических эле
ментов А п- 2, плоскости которых образуют А-парамстрическое семей
ство в Р„. Обозначим это многообразие (Л, h, п) . i

В дальнейшем индексы /, у, р, q принимают значения от 1 до , 
а индексы а. А, с, от Л +  1 до л. Среди первичных форм 
соГ', многообразия (А, Л, л)^ только Л форм в*. являются
линейно нез^исимыми. Изменением нумерации вершин репера мошш 
добиться, чтобы эти А форм имели номера 1,2, ...,А. Остальные фор
мы многообразия (А, А, л)* линейно выражаются через независимые.

=  AaUij, Ââ ...oL̂  — (^ 1)

где =  и величины симметричны по нижним индексам.
Всюду в дальнейшем будем обозначать

------------

где R^‘"'U суть некоторые величины, вид которых будет указан
В каждом конкретном случае. ^

Дифференцируя уравнения (2-1) внешним ооразом, полу шем

где

[A4 i ( U j] = 0, 1АВ',,..а^СО;] =  О,

ДЛа =  vTla +  A iA ‘cO)j — uia,

( 2-2)

(2-3)
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-  {Лха,...,^(ч +  8“ Ла) н----- -f Л„,...„^_^х (8'  ̂+  8"^Л«) -

— k (о„ 4- 8“Ла ) Л,,...^^Л).„...„} 0)̂  : 1. (2-4)

Из (2-1) и (2-4) получаем, учитывая (1-14), тождества

В п . . . п  =  0 .  (2-5)

Учитывая тождества (1-14) и (2-5), из системы диффереицналь- 
(2-2) содерж'и” ч™ система квадратичных уравнений

=  п ~  h  +  C l ~ \

незрисимых уравнений и независимых характеристических форм 
АЛо, После высечения цепи по формам базиса (см. 131, стр. 230)
из уравнений (2-2) получим

Следовательно,
П =  h S \ t S. =  S, =  . . .  =  sn-i =  Sffi.

Так как Q = N  =  Ch + i-So,), где Сл+i — число сочетаний и з /г-f 1 по 2 
то система уравнений (2-1), (2-2) -  в инволюции и определяет мно
гообразие (Л, А, п у  с произволом функций h аргументов. 

Разрешив уравнения (2-2) по лемме Картапа, получаем
^ A ‘a = - B ‘a \ ,  А < „ . (2- 6>

где величины В'а̂  и симметричны по индексам, стоящим на
одном уровне.

Системы величин
{А‘а, Л„,..,^, B i,..^J  

и
B ‘f ,  Л . , , . .^ .

являются соответственно внутренним фундаментальным и продолжен
ным внутренним фундаментальным объектами многообразия (/! h tiY 
алгебраических элементов. ’ ’

Теорема. Внутренний фундаментальный объект
(Ло, Л,,...а ,̂

является основным объектом многообразия (//, Л, «)*.
Доказательство. Система дифференциальных уравнений внутрен

него локального геометрического объекта имеет вид:

АЛ,....„^ =  О, ДЛа =  О, = 0 , (2-7)

где символ ДЛ.„ означает форму ЛЛ.,., при фиксированных первичных
параметрах. В соответствии с определением основного объекта нужно 
показать, что̂  системд^ (2-7) алгебраически разрешима относительно

’̂ л+1. Так как система дифференциальных уравне
нии (2-7) вполне интегрируема, то начальные значения внутреннего
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фундаментального объекта можно задавать произвольно с учетом тож
деств (1-14) и (2-5). Разобьем доказательство на шесть частей:

1) Л =  1, =  2

3) Л =  /г, к =  2 

5) 2 <  Л <  д, к ^ З

2) 2 <  Л <  д, к = 2,
4)Л  =  1, к > 3 ;  (2-8)
6) Л =  д, к >  3.

Символами -f, оА‘а, будем обозначать начальные
значения форм о̂ тс̂ +1 и соответствуюгци.х дифференциалов при 
фиксированных первичных параметрах. (Условимся до конца параг
рафа по повторяюш,имся индексам суммирование не проводить.)

Для всех случаев (2-8) начальные значения компонент Аа,Аа,...а^ 
зададим так: Лд =  0; Ла...„ =  1; Л,,...„^ =  0, если не все индексы 
равны между собой.

Значения компонент будем задавать равными нулю, кроме
таких (для соответствующего случая):

1) В|] =  1, Вдд =  а, { а ф п ) \

2) В а а ^а , {аф п)\
3) В , \ = 1 ,  ( а = р д ) ;

4) В1...| =  1; В \...а= а , {а ф п)\
5)  В ;...г=1:

6) В ^ .з =  1, (3=-д).
Для всех шести случаев, охватываюших все возможности выбо

ра к и к, формы "а, "я+1 из системы (2-7) легко находятся, и теоре
ма доказана.

Из этой теоремы получаем (см. |2 |, стр. 347).
Следствие. Надлежашее задание компонент объекта

{Л‘, b L’, л ,,.. Bi В

определяет многообразие (Л,Л, д)* с точностью до констант.

§ 3. Многообразия (Л, Л, п f  размерности h<,n

Рассмотрим подробнее подобъект (Лд) основного объекта. Так 
как 1 < Л < д ,  то система величин Лд не пуста. Найдем в гиперплос
кости jc'‘+‘ = 0  алгебраического элемента (1-10) те точки Р  =  л:°Ла, 
которые остаются в ней нри_переходе к соседнему алгебраическому 
элементу, из условия (rfP Л, Л ,-• • Л„)=0, равносильного системе урав
нений X' -г ЛдХ" =  0. Система Л 1 уравнений

Х ‘ - \ - А а Х “ =  0 ,  х' '  + > = 0 (3-1)
определяет в гиперплоскости алгебраического элемента (д —Л — 1)- 
мерное линейное подпространство, которое называется .^арактер^асти- 
ческим (см. [1], § 7). Из (3-1) следует, что точки =  Л ^-f Лд Л, яв
ляются базисными для характеристического подпространства. Следо
вательно, объект |Лд| определяет характеристическое подпространство.

Исключим из рассмотрения случай, когда алгебраическая гипер
поверхность содержит характеристическое подпространство, и поместим
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32 Н. Т, МОЧЕРНЮК

ti — h точек Л,, Лл,..., Л„ репера в характеристическое подпространст
во. Тогда Аа = 0 и первая часть уравнений (2-6) принимает вид:

(3-2) 

(3-3)

я 1 ^  1 n i pМг = О, Wa =  Da U)̂ ,.
Д ифф еренцируя эти уравнения внешним образом, получаем

1-̂ Д‘р, =  0,
где

Следовательно, объект является тензором. Если все компоненты
этого тензора равны нулю, то характеристическое подпространство 
является неподвижным.

Многообразия (Л, Л, д)* с неподвижным характеристическим под
пространством существуют с произволом Сл—1 функций Л аргументов.

В этом частично канонизированном репере, т. е. при
Л1 =  0, 4 = 0 , (3-4)

системы величин {Л ,̂...,^} и \Аа,...а^ являются подобъектами основно
го объекта. Объект |Ла,...й^) определяет инвариантную (л —/г—2)- 
мерную алгебраическую поверхность

Л а ,...д , •-х "*  =  о , х ‘ =  о, X " '• Ь •I I о (3-5)

/г-го порядка — результат пересечения алгебраического элемента (1-10) 
с характеристическим подпространством. Действительно, соседняя к 
(3-5) поверхность определяется уравнениями

(1 -|- /г9 ^Л(,„...„т:*) Ло,...а^л:“'- • -x:"* - 0, х ‘ =  0,

( H - 0 - 4 : I ) - t ' ’" ‘ =  O.
Система величин (Л„,...а _̂1 *}, являющаяся подобъектом объекта 
. определяет в гиперплоскости алгебраического элемента 

(Л - 1)-мерную поверхность порядка k — 1

= 0 , х'’+ '= 0 .  (3-6)Л а , . . . .

Легко проверить, что эта поверхность является инвариантной. 
Она является первой полярой характеристического подпространства 
относительно алгебраического элемента (1-10). В пересечении поверх
ностей (МО) и (3-6) получается (Л — 2)-мерная поверхность

А  г°'. . . х”* - '  =  D

Ла,..-яь_|( X

о , л "  

=  0

=  0,

порядка k { k — 1)"“*.
Если характеристическое подпространство каждого локального 

алгебраического элемента этого многообразия не пересекается со своей 
полярной поверхностью, то h вершин репера можно поместить на по
верхность (3-6). Тогда

Ai...ia =  0.
Используя это соотношение из (2-1), находим при фиксированных пер
вичных параметрах

Лд;.../4 = 0.
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к  дифференциальной геометрии многообразий сЗ

Многообразия {п — \, п — \, л)* выделяются из рассмотренных 
выше тем, что для них характеристическое подпространство состоит 
из одной точки. Исключив из рассмотрения тот случай, когда харак
теристическая точка принадлежит алгебраическому элементу ( 1- 10), 
поместим вершину А„ репера в эту точку. Тогда ^ „ = 0  и Л‘„ = 0 . 
Точка Л„ описывает характеристическую гиперповерхность в Ги
перплоскость =  о алгебраического элемента касается характери
стической гиперповерхности в своей характеристической точке.

Из условия (dM„ Л| Лг-• -Л„) =  о определяются асимптотические 
линии характеристической поверхности

В‘п u)̂ Wj =  о
и, следовательно, объект {В'п\ — основной дважды ковзрнантный тен
зор характеристической гиперповерхности.

Многообразия (2, 2, 3)* в рассмотрены В. В. Рыжковым в ра
боте [5].

Легко проверить, что для многообразий (л — 1, л — 1, л)* геомет
рические объекты {Лс,...„^}, (Л1,...а^_,а I являются тензорами.

В частности, для многообразий кубичных элементов Л _̂2 ( л — 1, 
л — 1, л)  ̂ тензор |Л„,,,„) определяет первую поляру точки Л„ репера 
относительно кубической поверхности.

Ла,,,<.з =  о, =  0. (3-9)
Введем обозначение

I Л I =  Л,,,.,„|.
Так как

о1 Л 1 =  I Л l(irl- - f  Т; —  т"),

ТО |Л | =  0 означает, что первая поляра точки относительно поверх
ности (3-9) является вырожденной.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Тем 205 Серия механико-математическая

РЕПЕРАЖ СИСТЕМЫ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 
ПРЯМЫХ В р.

2-СЕМЕЙСТВА

Л. 3. КРУГЛЯКОВ

в работе [3] построен канонический репер {Ai} (а =  1, 2,..., 6) наи
более общего (нефокального) 2-семейства прямых (АИг) пятимерного 
проективного пространства Рь- Два фокальных направления [4] линей
чатой 3-поверхностн 5'з, описываемой лучом 2-семейства, в двух раз
личных точках луча названы соответственными, если они касаются 
одного и того же подмногообразия 2-семейства. Пара точек луча называ
ется й-кратной, если в них имеется k пар соответственных фокальных на
правлений. Вершины репера А̂  (i = 1, 2) помещаются в единственную 
2-кратную пару точек луча. При это.м исключаются случаи: а) любая 
пара точек луча 2-кратна, б) на луче имеется о о ’ 3-кратных пар точек.

В предлагаемой работе строится полуканонический [1] репер для 
произвольной системы [2] подмногообразий нефокального 2-'семейства, 
что дало воз.можность рассмотреть некоторые классы систем подмного
образий 2-се.мейства и построить три более симметричных, чем в [3], 
канонических репера, с помощью которых полнее исследованы некото
рые классы 2-семейств.

§ 1. Репераж системы подмногообразий 2-семейства

Рассмотрим в r*5 2-семейство, описываемое прямой АИг, отнесен
ное к некоторому реперу {А^} (и, р, у =  I, 2,..., 6), деривационные фор
мулы которого имеют вид:

t/Ai =  UJa A3,
где формы Пфаффа удовлетворяют уравнениям

( 1)

(2)

Так как формы cuf (г = 1 ,2 ;  уц =  3, 4, 5, 6) являются главными, то, 
выбирая за базисные формы ш’ и получаем

u)f =  a f m'l bi u>2. (3)
Прямая 2-семейства описывает линейчатую 3-поверхность S^. Обоз
начим касательную 3-плоскость к ней в точке А ,-fpAj через 7р. По
местим точки Лз и Aj (А4 и Аь) в касательную 3-плоскость Гр = о 
(Тр =  оо) в точке Aj (А2).
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Репераж системы подмногообразий 2-семейства прямых в 35

Тогда
а\ = Ь \= а \  = Ь\ = а\ =  Ь\ = а \  = Ь\ = 0.

Исключив псевдофокальные 2-семейства (6J, проведем нормирование 
Щ = b'l = ] и обозначим а ” — й, Ь\ = Ь. Уравнения (3) принимают вид;

10 < =  Ojj =  U)J =  (U® = 0, 

ы.® =  ю® -)- luj =  fijjf -f 0) .̂ (4)

Продолжая систему (4), получаем
10® — (U?, =а,со® + « 2(0 ,̂ ш* +Ьш1 = Pj U)® 4-^2

u)J — аш  ̂ =  Яо wj “ЗШ2. ‘“б jJ =  РзШ® -f з̂Ш<, (5)
ш® — fcro' == a,coJ + 0(8U)<, U)g — am] = ^ 5(05-4- PgU)*,

(oj 4 - CO" — (0]“ — Ш® — a^l — fejj® =  3  ̂(0 ® 4 - Og coi,

+  ‘»o — — u>4 — Я«>ь — =  Ps®®? +

где

•“f — “̂2 +  =  =<8 w? +  a
CO" - C O j  - f c b c u "  =  4 -  P g io 4 ,

Aa —<0* 4-w" = ag (0® 4-ao(u<,
Aft -+- Wg’ coj =  pj CD® 4 " p8 ‘“1 ’

\a  — da — a (coj — cu| -j-c3cu*),
Д6  -  fl’/b -  fc (co|

Найдем фокальные направления поверхности 5з в точке Л ,4- рЛ, [41 
Уравнение пучка гиперплоскостей, содержащих касательную 3-плос
кость

Tfz= {Â  Ло, Лз 4- рЛд -f  6 Лв, рЛ< 4- Р̂ ^Лз -4  Лб), ( 6)

(7)
dTf при не-

имеет вид:
(ру® 4- ау* — у®) X 4- pfcy® 4- у< — руО =  о,

Эта гиперплоскость содержит близкую 3-плоскость Т. 
котором смеще;зии c / p : c o * ; o j ® ,  если

со* =  Xo)J,
p ( f c  4 - Х )  [(О® 4 -  рсо® 4 -  6 (0 ®] 4 -  ( 1  4 _ Х а )  (со* 4 -  рсо* 4 -  6 o j< )  —

-  7 (*«з +  - ь  4- r fp )  —  р (со® 4 -  рсо® 4 -  б ы ®  4- db) =  О,

Р ( 6  - f  X )  fpco® 4 -  расо® 4 -  со®] +  (1  4 - Х а )  (рсо* 4 -  расо* 4 -  со*)  —

/- (рсо-- 4- расо® 4- ы® 4- pda) — р (рсо® 4- расо® +  со») -]- £̂р =  о.

Система (8) имеет решение d?:(o* :со®, если X удовлетворяет урав-
HGH И Ю1

X® л/ -)- X® я  4- XQ -f- /? =  о,
Г Д. 6

Л 4  =  -  р2 Яз - f  ряо -  а р з  4- Ре, R  =  р2 (а ^  _  ^ X j )  - f  р р ,  _  р , ,

Я  =  Р® (Яэ -  2«2 -  бяз) +  p;(2ag 4-  % )  4 - 23g -  2 а %  -  Рз,

Q =  Р® ( 2 я з  -  2 6 ^ 2  -  а,) 4 -  р ( 2 р з  4- а , )  +  р, _  2р, -  ар,.

( 8)

34
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36 л. 3. КРУГЛЯКОВ

Потребуем, чтобы ребра Â  и At А^ {А2 А^ и АзАг,) совпадали 
с двумя из трех фокальных направлений поверхности S3 в точке И, 
{А2), которая не фиксируется. Тогда

=  % = 2̂ = Ь%, Р, (1 — а&) =  fc(p2 —?4), (10)

Теперь
a7 =  ftot,, О . Ц  =  b o i 2 ,  0,2  =  a o L ^ ,  «3 (1 — а6) =  а  (ао — Тд). 

Шд =  (1 — аЬ) u)J +  О4 — аЬ%) 10?, 

ш® =  (1 — аЬ) ш\ +  («9 — аЬа^)

(1 — аЬ) 6u)| = 0 , (1 — cib) со? 4- ^10? =  О,

( 11)

со? i(D? (оз, =  аи>6-
Так как фокальные направления поверхности S3 совпадают с попарно
сопряженными |5 |, то при смещении луча Л, Л, по 2-семейству ребра 
Л, Лз, Л, Ло, Л., Л4, Лз ^5 описывают псевдофокальные 2-семейства [6] 
(касательное подпространство луча четырехмерно). Поместим вершины 
з4р (р =  3, 4, 5, 6) в несдвсенные фокусы плоскостей Л,ЛзЛр, которые 
касаются подмногообразий

fej)? -f- 0)̂  =  О, : О, со? -|- au)< =  О, (0< = 0 ( 12)

в точках Л, и Ао. Тем самым (см. теорема 2 [6]) мы по.мести.м вер
шины Ар в псевдофокусы подмногообразий (12), описываемых выше
указанными ребрами, соответственно. Для этого в силу (11) достаточ
но положить

[(О® ш®] =  [(О® ю®] =  [со? ю«| =  [со® со?.] = 0 . (13)
Таким образом, построен репер 2-семейства, причем вершины Ai 

(г =  1, 2) и связанные с ними подмногообразия ш? со? =  О пока произволь
ны. Помещая теперь вершины Л; в инвариантные точки луча, мы бу
дем получать канонические реперы 2-семейства прямых в Я,, отнесен
ные к вполне определенной системе подмногообразий о)? со? =  0. Если 
же точки Л, и Л., будут связаны между собой, то получаем полукано- 
нический репер в смысле [1], отнесенный к некоторой сети подмного
образий.

§ 2. Асимптотические направления поверхности S 3

Асимптотические направления в точке Л,-(-рЛ2 поверхности S3 
■определяются из условия (rf* [ Л1 +  ^р) =  О- которое сводится к
системе двух квадратных уравнений относительно с/р; со? : со? : 

р̂  [о)? (2сО? 20-2 Ш? -|- СО?) -|- «3 (ш?)"| р [со? (sCg Ш? Д
4- agUJ?) -f (О? (040)? 4- аз О)? — 2со| 4- 2со?)] — oj? [2со? 4-

+  2dp 4- (р4 -  api) 1 +  «>2 («®̂б -  w|) =  0. (14)

р 2  ( и ) ?  [ ( Й 0 1 з  —  а . | )  СО? —  2 u ) ? |  4 - со? ( fer n? —  с о ® ) )  ^

-р[ш ? (^8«Г? + Р э ‘»? + 2со} -2(»?)4-0^МР7^»? +'^««'?)1 -

4- (О? (2со? 4- 2rfp 4- 2?2®0i +  Рз“ ?) +  Pi (®̂ |)* =  О- 
в  каждой точке луча S? имеется четыре таких направления, из кото
рых одно совпадает с лучом Л1Л2. Для трех остальных направлений
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Репераж системы подмногообразии 2-семенства прямых в Ps 37

исключением dp из (14) получаем уравнение (9), т. е. каждое из них. 
лежит в касательной плоскости к подмногообразию 2-семейства, кото
рого касается фокальное направление в этой же точке поверхности S3 .

Точки, в которых одно асимптотическое направление S j совпадает 
с фокальным, определяются из уравнения

М Р Q R

Р 2Q 3R О 

ЗМ 2Р Q О
=  0. (15)

о ЗМ 2Р Q
Таких точек восемь. С другой стороны, два фокальных (асимптотиче
ских) направления в точке А\ +  рЛг совпадают тогда и только тогда, 
когда р удовлетворяет уравнению (15). Таким образом, направление 
dp : (О‘'2: (0̂ 1 в точке Ai + рЛг луча поверхности S * является одновре
менно асимптотическим и фокальным тогда и только тогда, когда оно 
является сдвоенным фокальным (асимптотическим).

Запишем уравнение (9) в виде
[з'з +  (2^2 — а,, баз) -f  X] — р [â X̂  -f (2aj +  %) Х̂  + (16>

“Ь (2?« +  <>i) +  Рт] +  +  (2̂ 2 -- +  ?1 — 0.
Отсюда следует, что на луче Л1Л2 для каждого подмногообразия 2-се
мейства, проходящего через этот луч, существуют две точки (для шести 
подмногообразий они совпадают), касательные плоскости к подмного
образиям в которых содержат фокальные направления ( 1-кратная пара 
точек).

§ 3. Некоторые классы систем подмногообразий

Рассмотренные в предыдущих параграфах геометрические образы, 
инвариантно связанные с 2-семейство.м прямых, дают возможность вы
делить и геометрически охарактеризовать некоторые классы подмного
образий.

1. об—  1 = 0  (а̂  + Ь^фО).
В этих случаях вершины А\ и образуют 1-кратную пару, а одним из 
уравнений ( 12) задается подмногообразие (оно произвольно), которое 
касается одного фокального направления в точке Л| и одного — в точ
ке Л2.

2. о б + 1= 0.
В этом случае касательные плоскости к подмногообразиям (12) в каж
дой точке луча образуют гармоническую четверку.

В этих двух случаях мы получаем полуканонические реперы 2-се
мейств в с.мысле [I].

3. а =  б =  0.
В этом случае вершины Л) и Л̂  являются 2-кратной парой то>^к, а под
многообразия ш̂ 2Ы®1 =  0 характеризуются тем, что касаются двух из 
трех соответственных фокальных направлений в точках Л| и Лг. При 
этом исключаются случаи, указанные во введении. Полученный репер 
назовем Л-репером. (Он является каноническим с точностью до норми
рования.)

4. ai =  Рз — 0.
В этом случае из (15) получаем, что вершины А\ и Лг помещаются 
в две из восьми точек, в которых два фокальных направления совпа-
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дают, а подмногообразия a)®i =  0 и и '*2 =  0 — суть те, которых касают
ся эти сдвоенные фокальные направления в точках Л[ и Лг соответ
ственно. Полученный репер назовем В-репером.

5. Об =  Ру =  0.
В этом случае из (16) следует, что подмногообразия cô i =  0 (со’2 =  0) 
касается только одно фокальное направление поверхности 5'з в точке 
■̂1 (Л2). Таких подмногообразий шесть. Полученный репер назовем 
С-репером.

§ 4. А-репер 2-семейства прямых

Полагая а =  Ь =  0, из уравнений (5) и (9), в силу (10), по
лучаем

=  О)? =  (og =  о.

л , W  j Шд  —  со? =1 — Н4 I ,
< —  (О? =  РдСО̂

3

и
'4 “̂2 — “9^2' '"В

M =  aof, В =  ?7р,

Я  =  а„ р2 - f  ( 2 я5 +  рд) р —

(18)

(19)

3̂»

( 20 )

(21)

(22)

Q — ~  ®1 Р̂  -Ь  (2 ^ 8  +  “4) Р +  ? 4 -

При этом исключаются случаи (см. [3])
( « в  +  Р ? )  ( a a P i  —  *1  Р з )  = 0 ,

указанные во введении.

Проведем еще нормирование
а о  =  Р 7 .  “ 1 =  Р з = 1 .

Тогда для всех форм Пфаффа со̂  имеем
0 „ 0  3 I ,0  4«V =  а'о, 1«1 -f Оа t«2,

где Са и Ь1 связаны соотношениями, вытекающими из (4). (5), (10), 
(13), (18) и (21). Исследуя совместность системы (22), получаем, что 
нефокальное 2-семейство прямых существует и определяется с произ
волом в шесть функций двух аргументов (ср. [3]).

Рассмотрим некоторые важнейшие частные классы 2-семейств 
прямых.

1. 2-семейство ад =  Р4 =  0 характеризуется совпадением двух фо
кальных (асимптотических) направлений в точках Ai и Л;. Из § 2 тог
да следует, что в этих точках сдвоенное асимптотическое направление 
совпадает со сдвоенным фокальным.

2. 2-семейство 2а5 +  Рэ =  2Рз +  04 =  Зое характеризуется тем, что 
три 1-кратные пары точек, гармонически делящие 2-кратную пару точек 
Ai и Ai, сливаются в одну пару.

3. 2-семейство — а\ = ~  Ы, = О
характеризуется тем, что два соответственных фокальных направле
ния в точках Л, и А-, касаются одного и того же семейства линий на 
подмногообразии о)* = 0  и на подмногообразии wf = 0.

4. 2-семейство'
Ш{ =  0)1 = 0  (23)

характеризуется каждым из следующих свойств: а) ребра Л, Л3, Л, Л̂  
и A iA i, Л0Л5 описывают полуфокальные [7] 2-семейства с общей фо-
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калькой поверхностью (Л1) и (Лг): вершины Л, и А-, являются строен
ными фокусами плоскостей Л,ЛзЛв и Лз Л4 Л3.

5. 2-семейство
=  [‘"г, “б1 =  hi “ 'З I =  ["̂4 '̂'4 1 =  О (24)

характеризуется каждым из следующих свойств: а) по два фокуса 
каждой из плоскостей Л, ЛдЛв и Л2Л,Лд совпадают с вершинами Л̂ , 
(jP =  3, 4, 5, 6) репера; б) ребра Ai А 2 и Л > Л5 описывают
полуфокальные 2-семейства с фокусами Ар.

6. 2-семейство
[и)’ ш:;] =  [у)̂  =  [у)? У)?| =  [У){ Ш4] =  О

характеризуется тем, что ребра Л, Л3, Лз Л ,̂ Л, Л4 и Л, Л5 описывают 
полуфокальные 2-семейства с фокусами Ар.

7. 2-семейство
=  [ ‘« о  ‘“ б 1  =  [ " б  ‘“ о !  =  О

( [ у ф  уф>] = [ ш ^  со П  -  (уф, У)?] =  [о ф  0) ^  =  0 )

характеризуется тем, что каждое из ребер Ai А̂ ,, Ai Af^{Ai Ац, Ai А̂  ̂
(i =  l ,2) описывает полуфокальное 2-семейство с фокусом Лр, причем 
торсы этих 2-семейств вырождаются в конусы.

8. 2-семейство, удовлетворяющее условиям (23) и (24), характе
ризуется тем, что каждое из ребер Л, Л,, Л, Лд, Л2Л4 и Л2Л5 описы
вает фокальное [7] 2-семейство с фокусами Л( и Лр

(/ =  1,2; /7 = 3 , 4, 5, 6).
Учитывая условия, выделяющие каждый из классов, найдем, что 

классы 1, 2 и 3 определяются с произволом в четыре, а классы 4, 5, 
и 7 — в две функции двух аргументов. Класс 8 существует с произво

лом 19 функций одного аргумента.
Заметим, что случаи (20), исключенные в Л-репере, являются пред

метом рассмотрения другой нашей публикации.
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ТРУДЫ ТО.МСКОГО ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
ЧЕТЫРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ СЕМЕЙСТВ КОНИК 
В ТРЕХМЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В. И. МАТВЕЕНКО

В настоящей статье в трехмерном проективном пространстве изу
чаются многообразия К (г, 4)-четырехпараметрпческие многообразия 
коник, плоскости которых образуют r-napajueTpHwecKHe семейства. Здесь 
и в дальнейшем условимся считать, что г, т, q, х = 1, 2, 3; q ф  г\ 

Pi Y = li 2, 3, 4; а =  3, 4. Построены для всех рассматриваемых слу
чаев канонические реперы, найдены основные объекты и некоторые от
носительные и абсолютные инварианты исследуемых многообразий. 
Обозначения и терминология соответствуют принятым в [ 1] — [4].

§ 1. Четырехпараметрическое семейство коник, плоскости которых 
образуют трехпараметрическое семейство

Рассмотрим многообразие К (3, 4) коник, которое существует о про
изволом четырех функций четырех аргументов. Предполагается, что 
каждая коника рассматривае.мого семейства имеет, по крайней мере, 
две различные характеристические точки D i [3]. Здесь и в дальнейшем 
условимся считать, что /, /, k, /г, t=  1, 2; t =/= k; i /; по i, /, х не сум
мировать! Поместим вершины А, координатного тетраэдра {Аа) в две 
различные точки , вершину Аз— в точку пересечения касательных 
к конике С  в  A j  , вершину Л4 — в произвольную точку проективного про
странства, не лежащую в плоскости коники- Деривационные формулы 
этого репера и.меют вид:

dAa = (oiAp, (1-1)
причем формы Пфаффа удовлетворяют уравнениям структуры 
проективного пространства

Dcô  =  . (1-2)
Уравнения этой коники С относительно этого репера имеют вид:

— 2 р х ^ X - =  о ,  X* =  0. (1-3)
При /? =  о коника С вырождается. Этот случай исключим из рассмот
рения. Система уравнений для нахождения точек пересечения исход
ной и смежной коник принимает вид:

(х®)2 — 2рх'х“̂ =  о , == о, =  о,

{х ' ‘У  +  (ш* — 2шз — d l n p ) x ' x -  -ь foj3 — — (О* =  0. (1-4)
ч Р J
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Формы Пфаффа
— 2ш1-~ dlnp (1-5)

являются главными. Выберем из них за базисные следующие формы:

^̂>m = — 2шз — dlnp.
При этом исключается случай принадлежности прямой Л,Л2 харак
теристической конике С*[3]. Остальные главные формы выразятся че
рез базисные в виде:

о>1 =  Ci Шз =  С-л Wc, Ml =  Cl u>a, (1-6)
причем C i‘’ =  0, так как A i^ D i .  Дифференцируя уравнения (1-6 ), 
обычным путем получаем следующую систему дифференциальных 
уравнений внутреннего локального объекта Ci\p,C{'', Сз, Cf'] [1]:

=  CY(4 -  r:j) -  '.CV = Ы  ~  2т:} -  ^t)CV ,
^/^./3 __ j  ^ 3  I 4\ ;“/^3f 4 3 \ 3 , /^34 I
t b i  —  b i  —  . ^ 3  - \ -  OCt •—  C i  ( Г 4  —  Г 3 ) —  7 : 4  - j -  С /  7: 4 ,

oC]V  — r V i^ З у / i 3 1 . /"*34 / >^'34 л 3 4 / t 3\
L i  ( ^ i  —  -V —  '^3 “Г  “ 4 / L i  'Kt . ь С,- =  L i  (-Ц  —  ‘-з ) ,

SCf =  С Г Ы  -  2;:̂  -I- :r̂ ) -f  c T 4 ,  J d ' =  -  4),
r.C‘‘ =  -  2i:‘i) +  d V ' ,  oC^ =  Ci\~l -  4 )  +  c ^ 4 ,

ic 'i =  c i \^ t  -  +  d '4  -  4 , oinp  =

(1-7)

0-3Д'̂ з.
Так как эта система уравнений алгебраически разрешима относитель
но всех 4 , то объект С, будет основным [1]. Из уравнений (1-7) не
посредственно заключаем, что величины С{', С{ ,̂ СГ, d^, р являют
ся относительными инвариантами. Условие Cj-' = О характеризует се
мейства коник К (3,4), для которых точка Л,- остается неподвижной 
при 0); =  Шз =  оц =  0. Одномерное подмногообразие коник Ш( =  шз =  
=  ш) =  О геометрически характеризуется тем, что для пего прямая Л̂ Лд 
является характеристикой плоскости коники С, а точка Л̂  является 
точкой, огибающей семейства прямых Л,Л,. Условие с{^ = 0 характе
ризует семейства коник, для которых точка Л̂  остается неподвижной 
приш, — (О., = оц =  0. Одномерное подмногообразие коник ш, =  ы, =  
=  ш/=  О геометрически характеризуется тем, что для него прямаяЛ,Л2 
является характеристикой плоскости коники С, а точка Л̂  является 
точкой, огибающей семейства прямых Л,Л2. Условие СГ= О характери
зует семейства коник, для которых точка Л, остается неподвижной 
при Ш| =  Шз =  Шд =  0. Одномерное многообразие коник ш, =шз — ш., =  О 
геометрически характеризуется тем, что для него плоскость коники С 
остается неподвижной. Условие d^ =  О характеризует семейства коник, 
для которых касательная /3 к линии (Лз)ш,=м„=и)з=о совпадает с прямой
ЛзЛ;.

Величина

£■= ( 1- 8)

является абсолютным инвариантом. Геометрически он характеризует
ся через сложное отнощение четырех точек следующим образом:

E--==(AiA,; QB), (1-9)
где Q — точка огибающей семейства прямых (Л,Л2)ш,=шз-.оз=о, з В — 
точка пересечения прямых Л1Л2 и /3.
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Исключая из рассмотрения случаи обращения в нуль относительных 
инвариантов Cj-', C f\ осуществим следующую фиксацию репера:

р =  с / ' =  1, =  У  c f  (с7 сТ  -  c f c T )  = 0. (1- 10)
*

Если учесть еще условие эквипроективности
(ЛИоЛзЛ4)= 1, ( 1-11)

то все вторичные параметры оказываются зафиксированными, и ре
пер становится каноническим.

Обозначим через Rj точку пересечения касательной плоскости а{  ̂
к поверхности (Л,)„,^„,^ =  0 с касательной Ij к линии 
голономное подмногообразие коник =  с»,. =  0 геометрически харак
теризуется тем, что для него прямая является характеристикой
плоскости Л1Л2Л3. Фиксация С1‘ = 0 геометрически характеризуется 
тем, что точка помещается на плоскости а*"'*. При фиксации

У с Г ( е с Г - с Г с ; * )  =  о
k

точка Л4 выбирается так, что
{R,R>- ЛзЛ4) =  - 1.

Деривационные формулы (1-1) канонического репера имеют вид:
dA^ — Cl w^Ai  - j -  (u)y -7- С /'и )з)Л / +  Cl ЫаАз - | -  ш/Л.;,

</Лз =  Сз"ш„Л, +  ‘*>3̂ 4. dA^ =  cl'^uiaA?, (1-12)
где C f  = 0. Уравнения структуры (1-2) приводят к следующей систе
ме конечных соотнощений:

2 С ) ^ С Р ‘ -  2 С ^ ' 'с / '^ ‘ + С[‘ -  З С К  -  Сз̂  =  о. (1-13)
cV  =  о.СзСТ -  2СзС^^ -

d / c f — c f -  C i C f  -  c f  =  0.
C многообразием /С (3,4) ассоциируются следующие геометричес

кие образы:
1. Неголономная конгруэнция коник о), =  u)g = 0 . Из системы урав

нений (1-4) следует, что для конгруэнции со, =  0)3 =  0 точки Л,- и Aj 
являются фокусами коники, причем точка Л,-— строенным фокусом, 
а фокальными линиями для них являются линии шу =  0

2. Неголономная конгруэнция коник ы, = (0, —0. Аналогично по
лучаем, что для конгруэнции коник (О, = 0)2 =  0 точки Л,- являются 
сдвоенными фокусами коники, а фокальными линиями для них явля
ются линии 0)3 =  О,

3. Неголономная конгруэнция прямых (Л,Л4) ш,=<..з-о. В силу (1-12) 
один фокус луча этой конгруэнции совпадает с точкой Л,-.

4. Неголономная конгруэнция прямых (Л;Лз)ш,=:ш2=о является па
раболической с фокусами лучей в точках Л, и торсами Шд =  0.

Отметим один частный класс многообразия коник /С (3,4), харак
теризующийся уравнениями

1̂4 _  /̂ 14 "̂24   f'M'-'2 ’ '̂ 3 '-'1 •
Этот класс определяется с произволом двух функций четырех аргу
ментов и характеризуется тем, что для него точки Л,- являются сдво
енными характеристическими точками. Из (1-8) и (1-9) следует, что 
(Л,Л2; QB) =  — 1 для семейства коник Cf =  C f, (^‘'C f .
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§ 2. Четырехпараметрическое семейство коник, плоскости которых 
образуют двухпараметрическое семейство

Рассмотрим многообразие коник /((2,4), которое существует с 
произволом трех функций четырех аргументов. Поместим вершину 
координатного тетраэдра (Ло.) в характеристическую точку М  плос
кости коники С. При этом из рассмотрения исключается случай 
прохождения коники С через точку Л1. Вершины поместим в точ
ки касания касательных к конике, проведенных из вершины Л3. Вер- 
ши[1у Л4 поместим в произвольную точку проективного пространства, 
не лежащую в плоскости коники. Формы Пфаффа (1-5) являются глав
ными. Выберем из них за базисные следующие формы:

О); =  Ш1 , —

Здесь и в дальнейшем условимся считать, что р, g" =  3,4; причем р =  3, 
=  4, если / =  1; р =  4, g 3, если i =  2. При этом из рассмотрения 

исключается случай совпадения точек Л; с характеристическими точ
ками коники при («̂  =  Ш2 =  0)  ̂= 0. Остальные главные формы выра
зятся через базисные в виде:

0)3 =  0, 0)3 =  Сз*о)*, 0))*= сТч^, щ  — 2о)'з — dlnp = а О),, (2-1)
где С з= с { \. Дифференцируя уравнения (2-1) обычным путем, по
лучаем следующую систему дифференциальных уравнений внутрен
него локального объекта С^{р, Сз, а“}:

CV +  7:̂ )1 -т- С М  -  'К =  a^(^j -  ::■),
U n p  = r . l - 2 r l  гбл (2-2)

4- (r j  -  г |)1 , 5а ' =  а Ч  -  4 .
Так как эта система уравнений алгебраически разрешима относитель
но всех rf, то объект Ci является основным. Из уравнений (2-2) не
посредственно заключаем, что величины СТ, С‘з, ci , р являются от
носительными инвариантами. Условие С* =  О характеризует семейст
ва коник АГ(2,4), для которых точка Л* является точкой, огибающей 
семейства прямых (Л1Л2) (/',!̂  =  3,4; Хт^р). Одномерное под
многообразие коник u)i =  («2 =  =  О геометрически характеризуется
тем, что для него плоскость коники С неподвижна и точка Л,- явля
ется точкой, огибающей семейства прямых Л,Лз. Условие Сз =  О ха
рактеризует семейства коник, для которых на поверхности (Л,) ли
нии «)у =  0 совпадают с асимптотическими линиями. Неголономное 
подмногообразие коник wy =  О геометрически характеризуется тем, 
что для него характеристика плоскости коники С проходит через 
точку Aj. Условие Сз = О характеризует семейства коник, для кото
рых касательные к линиям «>*=0 на поверхности (Л3) совпадают с 
прямыми Л,Лз. Условие а? =  О характеризует семейства коник, для 
которых точки Ai и Л2 полярно сопряжены относительно характерис
тической коники при IDj =  о>2 =  “V

Величина

Д =
,̂ 34/-,33Cl (/2
/-**̂ 4 /-*33
Ci  С I

(2-3)

является абсолютным инвариантом. Геометрически он характеризует
ся через сложное отношение четырех точек следующим образом;

Е = (А,А„: Q4Q3), (2-4)
где Qg —точка огибающей семейства прямых (Л1Л2) ш,—а>.,=(ор=0 •
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Исключая из рассмотрения случаи обраш,ения в нуль относитель
ных инвариантов Cf, осуществим следующую фиксацию репера:

?̂ =  С?' =  1, cV =  -  cl*с]”) =  0.

Если учесть еще условие эквипроектипности (1-11), то все вторичные 
параметры оказываются зафиксированными, и репер становится кано
ническим. Обозначим через а{^ касательную плоскость к поверхнос
ти ( Л , а  через точку пересечения касательной к линии 
( ;)ш,—aip=mf=o С плоскостью а{^. Неголономпое подмногообразие ко
ник W. =  сор =  о геометрически характеризуется тем, что для него точ
ка Л; является точкой, огибающей семейства прямых Л,Л.,. Одномер
ное подмногообразие коник = Ыр =  =  0 геометрически характе
ризуется те.м, что для него точка Л,- остается неподвижной. Фиксация 
Ci‘ =  0 геометрически характеризуется тем, что точка помещается 
на плоскости aj^. При фиксации

с 1*сТ) =  о
к

точка Л4 выбирается так, что

(/?i/?2: R:Hi) =  — Е (2-6)
где /?з —точка пересечения прямой RjRa с плоскостью Л,Л2Лз. Фик
сация С / =  1 исключает случай неподвижности точки Л,- при о, =  (о.,= 
=  W, = 0. Одномерное подмногообразие коник ш. =  Ш3 =  () гео
метрически характеризуется тем, что для пего точка Л, является 
точкой, огибающей семейства прямых Л;Лз, а точка Л,- является точ
кой, огибающей семейства прямых Л;Л4.

Деривационные формулы канонического репера имеют вид:

dA^ — Ci ШсЛ; -f- 'ОрЛу (cuy -f С/’ш,) Лз +  «),Л4,

dA, == С”\ А „  +  С.5ЧЛз, ^/Л4 =  С^о)зЛ„
(2-7)

где Са 0. У|)авнения структуры (1-2) приводят к следующей сис- 
те.ме конечных соотношений:

( -  ’ )'(СГ -  С’/  +  c f  -  с 1‘ Ф сУ)  +  с П с У  ~  с'У)

с Т ( с 'У - с У ) ^  0. ( 2 - 8)

Рассмотрим некоторые геометрические образы, ассоциированные 
с многообразием Д(2, 4).

1. Неголономная конгруэнция коник 103 =  0)4 =  0 геометрически 
характеризуется тем, что для нее плоскости Л4Л3Л4 касаются поверх
ностей (Л;). Для этой конгруэнции точки Л; являются фокусами кони
ки, а линии ш, =  0 являются фокальными.

2. Неголономная конгруэнция коник =  о)р =  0. Для нее точка 
Л; является строенным фокусом коники.

3. Неголономная конгруэ1шия прямых (Л,Лз).„з_„,_о. Точки Л, и Л*
являются фокусами лучей этой конгруэнции, а поверхности to. =  0 яв
ляются ее торсами. '

4. Неголономная конгруэнция прямых (Л1Л2)с„,,=,„,_о. Фокусы лу
чей этой конгруэнции гармонически делят точки Л1 и Л.2.

5. Неголономная конгруэнция прямы.х (Л;Л4)ш̂ =,„,_о. Один фокус
луча этой конгруэнции совпадает с точкой Л,-, а 'поверхности ш, =  Q 
являются ее торсами. ■'
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6. Меголоиомная конгруэнция прямых Один фо
кус луча этой конгруэнции совпадает с точкой А^, а поверхности wj =  О 
являются ее торсами.

7. Неголономная конгруэнция прямых является па
раболической. Фокус ее луча совпадает с точкой А^, а ее торсами 
являются поверхности Ы; =  0.

8. Неголономная конгруэнция прямых =шр=о. Точка Л,-яв
ляется одним из фокусов ее луча.

9. Неголономная конгруэнция прямых (71y/li)u,̂ =̂ p_o ■ Точка Лу яв
ляется фокусом луча этой конгруэнции, а поверхности о)̂  =  0 являют
ся ее торсами.

Отметим один частный класс многообразия К {2,4). Семейство ко
ник Сз =  1 определяется с произволом в одну функцию четырех 
аргументов и геометрически характеризуется тем, что для него точки 
Л  ̂ и Л2 являются сдвоенными фокусами коники неголономной конгру
энции UJg т, =  0.

§ 3. Четырехпараметрическое семейство коник, плоскости которых 
образуют однопараметрическое семейство

Наиболее общие четырехпараметрические семейства коник К (3, 4) 
и К (2, 4) рассмотрены в первом и втором параграфах настоящей 
статьи. Однако представляет большой интерес исследование и такого 
четырехпараметрического семейства коник, плоскости которых обра
зуют однопараметрическое семейство. Такое семейство коник сущест
вует с произволом двух функций четырех аргументов. Каждая плос
кость коники этого семейства содержит инвариантную прямую — ха
рактеристику /.

Поместим вершины Л,- координатного тетраэдра {Л^} в точки пере
сечения коники с характеристикой /, вершину Лз — в точку пересечения 
касательных к конике в точках Л вершину Л4 — в произвольную точку 
проективного пространства, не лежащую в плоскости коники. При этом 
исключается случай касания коники с характеристикой ее плоскости. 
Формы Пфаффа (1—5) являются главными. Выберем из них за базис
ные следующие формы;

Ш; == 0)/, («3 =  ы* — 2с1>з — dlnp, W4 =  шз-
При этом исключается случай полярной сопряженности точек Л) и А^ 
относительно характеристической коники С* при г»4 =  Шз =<04 =  0 и ис
ключаются случаи совпадения точек Л,- с характеристическими точка
ми коники при о)у =  0J3 =  104 =  0. Остальные главные формы выразятся 
через базисные в виде:

u)J =  о , u)f =  cT^hy "'3 =  Сз"",,. (3-1)
Дифференцируя эти уравнения, обычным путем получаем следующую 
систему дифференциальных уравнений внутреннего локального объекта 
Cl (/7, С ^, С^ } ;

Ы пр — 2гз, ВСГ =  C f (тс{ — 2^1 +  щ),
гс'з* =  С ^ '(т :! -  Г.‘) -  2C f 4  -  (3- 2)

а с г  =  c f  (ЙГ +  5Г) tJjIT -  (ВГ д  З?')].
Из этой системы уравнений непосредственно заключаем, что величи
ны СГ, Сз™, р  являются относительными инвариантами. Условие С Г = 0  
характеризует семейства коник К{\ ,  4), для которых Л^^ЛГ, где М —
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точка ребра возврата огибающего плоскости коник торса. Условие 
Сз* =  О характеризует семейства коник, для которых касательная 
к линии (Лз)ш,=шз_ц,,=о совпадает с прямой A^\j. Одномерное подмно
гообразие коник ш. =  ш, =  («4 =  О геометрически характеризуется тем, 
что для него точка Л; неподвижна и полярно сопряжена с точкой Aj 
относительно характеристической коники. Условие Сз*=  О характери
зует семейства коник, для которых касательная /з̂  ̂к линии (Лз)„,=,„з_„,,,:̂ о 
совпадает с прямой А^А,. Одномерное подмногообразие коник =&), =  
=  1«4 — О геометрически характеризуется тем, что для него точки"Л; 
неподвижны.

Величины

(3-3)
^2 Ьз

Сз 10„Л;.*-1- ^Ai 

c f  =  0, 2 ( -  1)*[4Сз” ( С ^ -  1 ) - С Г 1  = 0 ,
к

V  ( _  1 )*[2 Сз*' (СГ -  1 ) -  Сз*'] - -  о.

являются абсолютными инвариантами. Геометрически они характери
зуются через сложное отношение четырех точек следующим образом:

=  (Л^Лз; МВ„^), (3-4)
где —точка пересечения прямой Л1Л2 с касательной к линии 
(Лз)„,, , а йз —точка пересечения прямых А-^А̂  и I'l'^.

Исключая из рассмотрения случаи обращения в нуль относитель
ных инвариантов , р, осуществим следующую фиксацию репера:

Й =  С Г = 1 . (3-5)
Если учесть еще условие эквипроективности (1-11), то получим

■1:1 = щ = 0. (3-6)
Формы Пфаффа ш”, nt становятся главными и можно записать

lUx =  Сх U),, С«4 =  С4 Шс. (3-7)
Из этих уравнений обычным путем получим следующую систему урав
нений:

2СГ = о, =  -  (2c f  +  'Л) (3 -8 )
Так как системы уравнений (3-2) и (3-8) алгебраически разрешимы 
относительно всех т:,, то система величин Сз \р, СГ, С!Л, СГ[ образует 
внутренний продолженный основной фундаментальный объект семейст
ва К (1-4).

Обозначим через УИ, точки пересечения коники С с полярой точ
ки М, а через /43 — линию пересечения касательных плоскостей a'f 
и а'^ к поверхностям и (Af2).„_„,.̂ _o . Неголономное под
многообразие коник ojj =  =  о геометрически характеризуется тем,
что для него точки Л,- являются точками огибающих семейств пря1мых 
Л,Лз. Рассмотрим общий случай, когда фокусы луча прямолиней
ной конгруэнции (/1з)„,,̂ .=а,.=о не лежат в плоскости коники. Помещая 
вершину Л4 в один из фокусов луча /43, завершим канонизацию ре
пера.

Деривационные формулы (1-1) канонического репера имеют вид: 
rf/4; =  +  ш,Лу +  ицЛз, (3-9)

где
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V ( _  1)* (C f +  2C3* 'c f ) (СГ ^  2Сз'С^) =  0.

Уравнения структуры (1-2) приводят к следующей системе конечных 
соотношений;

c f  =  -  С/' =  Ci  ̂=  5С:‘ =  -  5Cf =  ^ , СГ -г 2СГ =  0.
8 8

Рассмотрим некоторые геометрические образы, ассоциированные 
с многообразием 7<(1,4).

1. Неголономная конгруэнция к о н и к  од =  lu ,  =  0 является конгру
энцией Т [3|.

2. Неголономная конгруэнция прямых Один из фо
кусов ее луча совпадает с Л,-, а поверхности =  0 являются ее тор
сами.

3. Касательные плоскости ко все.м неголономным поверхностям 
(Q)».-">,=(j. где Q =  ид'' = const, проходят через точку /?з =  Сз
-)- ЗС3М 3, которая является точкой пересечения плоскостей ai , а-2 и
А 1 А2Л3. , ,  л \

4. Голономная конгруэнция прямых (.4^^4)a^=„.=o геометрически 
характеризуется тем, что для нее точка Л,- остается неподвижной. 
Для этой конгруэнции точка Aj является фокусом луча, а поверхнос
ти Ы; =  о являются ее торсами.

0. Голономная конгруэнция прямых (Л;Л4)и,;_и,,-о представляет связ
ку прямых с центром в точке Л,-.

Отметим один частный класс многообразия К (1,4). Семейство 
коник Cl* =  C'j* определяется с произволом двух функций четырех 
аргументов и геометрически характеризуется тем, что для него оги
бающей поверхностью плоскостей коник является конус.
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труды томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

О НЕКОТОРЫХ ДОПУСТИМЫХ КРИВЫХ НЕГОДОНОМНОГО
МНОГООБРАЗИЯ VI

л .  и. МАГАЗИННИКОВ

В статье рассматриваются неголономные многообразия ([1], 
[6]), среди допустимых кривых которого имеются кривые, обладающие 
некоторыми центроаффннно-инвариантными свойствами.

Пусть в центроаффинном пространстве задано неголономное мно
гообразие V ”. Как обычно, начало репера совместимо с центром про
странства. Если вектор Ai направим в точку VI а векторы Лг и Лз вы
берем параллельными касательной плоскости 1/ | ,  то это многообразие 
будет иметь уравнение

с»1 = 0. ( 1)
При этом формы ш], ujf, О)’, О)’ станут главными. Существующие 
между ними две линейные зависимости выберем в виде:

оД =  ц,(о| --f- СгоД -)- ^зоД,
(2)

Считая, что [w], ujJ, o)’ j=^0, мы исключаем случай, когда точ
ка Л, описывает двумерное многообразие.

Поступая обычным образом, находим, что 
ад, =  а ,-\  -К Ь,-1, 
ййп =  2 а . , - \  +  {Ь, -г a-i) тс!], 
оДз =  «3 (r,j -f- -I- а о ~ \

гЬ; =  Ь̂ т.\ +  а ,г ’ ,
0*3 =  +  Ь у . 1  4-

'‘Ьз = {азА-Ь2)-1

Ьз^1
(3)

Система уравнений
2Ь^1

со} =  о,
,3 _ ( 4)

определяет произвольное семейство допустимых кривых многообра
зия V 3̂ (здесь и — некоторая функция главных параметров), проходя
щих по одной через каждую точку Л,. Совокупность касательных ко 
всем кривым (4) порождает некоторое трехпараметрическое векторное 
поле:

R = Ai 'r- v {A2 -f аЛз), (5 )
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лучи которого огибают кривые (4). С другой стороны, прямые (5) опи
сывают комплекс. В работе изучаются линии вида (4) в зависимости 
от свойств комплекса (5).

Центральная линия [2] произвольной линейчатой поверхности ком
плекса (5) задается уравнением:

R = A , ----------^ -аго?)(Л з +  «Лз)____  ̂ .g.
Л  а (ш;̂  — со̂ ) — а-о)5 -(- и)3

ИЗ которого следует, что уницентральная цилиндрическая неголоном- 
ная конгруэнция [3] комплекса (5) имеет уравнение:

Л -f а (ш§ — ы’ ) — 0)3 = 0 . (7)
В работе [4] изучались комплексы, расслаивающиеся на оо • голо- 

номных уницентральных цилиндрических конгруэнций. Такие комплексы 
назовем цилиндроидальными. В вышеуказанной работе [4] показано, 
что один из инфлекциониых центров цилиндроидального комплекса не
собственный, а цилиндры его вырождаются в плоскости, проходящие 
через центр пространства. Из этого и результатов Н. II. Кованцова 
о строении комплексов, один из инфлекционны.х центров которых опи
сывает поверхность [5], следует, что цилиндроидальный комплекс безын- 
тегрально можно построить следующим образом: взять произволь
ную цилиндрическую конгруэнцию и в каждой плоскости, определяе
мой лучом конгруэнции и центром пространства, провести пучок пря
мых, параллельных соответствующему лучу.

Для любого комплекса (5) формы
u ) j ,  w j  — a o jJ ,  (u,j 

+  a (cu| _  cu’ ) — a^(u| - f  lu^

являются главными. Между ними существует одна линейная зависи
мость. Выберем ее в виде:

flfa-j- я((л)| — 0)Ц — 5(3(1)̂  =
=  Xjojj + h  (“>? — «'-и?) +  h  ("̂ 2 +

Перейдем к другому реперу (Л^, а 1, А1) по формулам

Обозначим 

Легко находим:

(9)

A U = ^ , - Л г  =  Л г + а Л з ,

d A *  = v 1

V] =  ш} , V l  =i >) 2 — c o j - - OtO) J ,

v l =  0) ' 4 -O tO)J, 1и г - |-  аш 2
3 >

v l =  d x +  ® (« 'з -  o j2 ) _ - « ' ' " з +  с«:]

■̂ 3 = , =  u) 2
3 ^ - *u>3-

В новом репере уницентральная цилиндрическая конгруэнция комп
лекса (5), который теперь задается в виде:

/? =  Л* -f vAI,
имеет уравнение =  q. Соотнощение (9) принимает вид:

4̂2 =)-1'Ц] +^'з'^2-
Комплекс (5) будет цилиндроидальным, если 

\v \, D v\\ =  [г>;], v \,  w?] =  О,
откуда следует, что

если [v\, v\] ФО, т. е. X, =  0.
4. Заказ 2328.

(5')
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50 Л. И, МАГАЗИННИКОВ

При ЭТОМ условии, как показано в работе [4|, функции Хг и I3 
определяются с произволом в одну функцию двух аргументов. Усло
вие [г)|, г)1 ] = 0  выполняется только для линий а̂  + о.Ь,=0 , если 
I = а ‘]Ьз — а^Ь, (а^-\-Ьо) + aob'i = 0. Величина / является относитель- 
ны.м инварианто.м, а поэто.му условие 1 = 0  накладывает ограничения 
на само .многообразие VI. Эти .многообразия будут охарактеризованы 
ниже.

Раскрывая условие
\D |f/ot -f а  (ш;̂  — cijj-) — a-iuj -j- со;]}, 

dr - f  r (o r]  —  с о ] ) — a'-’co] +  со] j = 0 ,

получим соотношение:
г- -  t^b,) -'r- r {t,bo -f /,«3 -  3̂̂ 1 -  tib^) - 

Смысл функций 3̂, t -3 ясен из обозначения:

 ̂1 ~   ̂3 1 "1" '̂Ь\ ),
f., = /3 {а, -Ь rb.) — /->а, 
3̂ =  '̂3 Vh “Ь ^Ьз) +  >~2- 

Урав:-:е:те (9) и.меет .место тогда, когда

г",а, — =  0- (8)

(8')

COV — 5.(0;Г” I ' "м
=  (Ьзг" л- (аз — Ьз) г -f (Ь) [со|,

occoj] =

П ^ О ,
т. е. несправедливо только для двух линий, для которых а удовлет
воряет уравнению:

ЬзГ--J-(Оз-'г Ь.) г . U2 = 0. (8 ')
Эти линии являются асимптотическими для многообразия VI.

Для цнлиндроидального комплекса функции Х,з, Хз определяются 
с произволом в одну функцию двух аргументов. Функция а из (8) в ко
нечном виде выражается через эти функции. Следовательно, совокуп
ность всех цилиндроидальных комплексов, принадлежащих множе
ству (5), также зависит от одной функции двух аргументов.

Итак, приходим к выводу, что через каждую точку многообразия 
VI  можно с произволом в одну функцию двух аргументов провести до
пустимую кривую, комплекс (5) для которых является цилиндрои- 
дальным.

О п р е д е л е н и е  1. Допустимая кривая неголоиомного многооб
разия принадлежащая двупараметрическому семейству кривых,
совокупность касательных к которым образует цилиндрондальный ком
плекс, называется цилнидроидальной. Двупараметрическое семейство 
цилиндроидальных кривых назовем цилиндрондальным семейством до
пустимых кривых многообразия V’:(.

Из предыдущего ясно, что каждое цилиндроидальное семейство 
кривых определяется с произволом в одну функцию двух аргументов 
и что через каждую точку многообразия V] проходит по одной цилии.т- 
роидальной кривой из каждого цилиндроидального семейства.

Соотношение (8) запишем в виде:
[ 5̂ 3̂ 5 (аз -р ^2) “Ь 2̂

-(a*fc,-f яа,)^з =  0. ( 10)
Предварительно выясним, что означает геометрически случай 

/] =  0. При этом условии (10) дает
— {b^r + a^)(t2 +  r.tз)=0. ( 10')
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О п р е д е л е н и е  2. Множеством цилиндроидальных комплексов 
первого рода назовем совокупность всех тех комплексов (5), для кото
рых / i= 0 ;  совокупность комплексов (5), для которых О, назовем 
множеством цилиндроидальных комплексов второго рода.

Комплекс (5) при а =  — —■ может принадлежать как первому ро- 

ду, если
/ =  й j’fca — Ojf?, (йз -г if;,,) +  Й2*? Ф о,

так и второму роду, если /  =  0, либо не является цилнндроидальным 
вообще. Этот комплекс назовем особым. Если комплекс не особый, 
то Ь^а-\-а\ ф  О, тогда /г =  —а̂ з- Как следует из (6) и (9), неголоном- 
ная конгруэнция (o'i= 0  (та неголономная конгруэнция комплекса (5), 
один из фокусов которой совпадает с точкой At, а фокальная плос
кость— с касательной плоскостью V \), для цилиндроидальных комп
лексов первого рода является уницентральной [3].

Таким образом, множество неособых цилиндроидальных комплексов 
первого рода характеризуется тем, что в каждом из них неголономная 
конгруэнция со / = 0  уницентральна [3], в любом же неособом цилинд- 
роидальном комплексе второго рода эта конгруэнция неуннцентральная. 
В комплексе (5) неголоно.мная конгруэнция

со/ -f- =  о  ( * )

характеризуется тем, что она, во-первых, цилиндрическая, а во-вторых, 
фокальная плоскость, соответствующая несобственному фокусу, совпа
дает с касательной плоскостью неголономного многообразия У  ̂ ; кон
груэнции же

oj/ =  рш/
обладают тем свойством, что при любом р один из их фокусов совпа
дает с Л] (в отличие от конгруэнций со,' =̂ =0 их фокальная плоскость 
не совпадает с касательной плоскостью многообразия Е,! ). Только тог
да, когда комплекс (5) особый, конгруэнция (*) является одной из 
неголономных конгруэнций (*, *).

Как видим из (8), комплексы первого рода распадаются на два 
подкласса, на особые и неособые. Во втором случае Хз =  0. Тогда по
лучаем

■ц;] =
Цилиндроидальный комплекс при этом условии превращается в спе
циальный, все лучи которого касаются некоторого конуса с вершиной 
Б центре пространства. Функция Яг в этом случае определяется с про
изволом в одну функцию одного аргумента, а потому и совокупность 
неособых комплексов первого рода зависит от одной произвольной 
функции одного аргумента.

Дифференцируя внешним образом соотношения (2), получаем
Ida,
fdb,

a,w?,

где

6 1 со 2 , О) [ ] - |-  [ Л й 2 ,

+  « 1 " .^  w j 1 Г [-^*2.
+  [Лйз, or/] = 0 ,
+  [ i^ 3, О )/]= 0,

—Й2 — dao “]■■■■> Лйз — йfйз
Af̂ 2 =  -|-----, А̂?з =  dbi -f . . .

Разрешая по лемме Картана последние квадратичные уравнения,.
легко находим, что

а ' Ф ■ ^  (‘“з — j “ з +  0)| =

=  îCu| -|- 2̂Ш/ +
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ОлТаким образом, если комплекс особый, т. е. а = -----г~ . функции
bs

■̂ь 2̂. h определяются второй дифференциальной окрестностью много
образия причем особый комплекс является цилиндроидальным,
если 1̂ =  0.

Легко показать, что неголономные многообразия, для которых осо
бый комплекс является цилиндроидальным, определяются с одной про
извольной функцией трех аргументов. Счет упрощается, если частично 
канонизировать репер, например, условием

а, = 0, ft, =  1, т:Я=7г^=0.
Все рассуждения об особом комплексе велись в предположении, 

что ft, =7̂ 0. На многообразиях, для которых fti =  0, особый комплекс 
описывают прямые, касающиеся допустимых кривых

OJ j =: О) J = 0 .

Пусть особый комплекс является комплексом второго рода, т. е. 
(Тогда соотношения (8') в этом случае не имеют места.)

а (Оз ftj) -)- Й9 ~   ̂  ̂1)
ftja - f  а, =  0. (11»)

Асимптотические линии многообразия V\ задаются уравнением
=  0

й.,(ш?)^-Р {аз +  *2) ‘«?«? =  ( 12)|
Из ( 111) и (12) следует, что если особый комплекс принадлежит 

второму роду, то он образован совокупностью касательных к одно.му 
из семейств асимптотических линий многообразия. Класс таких него- 
дономных многообразий определяется уравнением

a\b-i — ^|ft, (йз -|- fto) +  cioby — о (13)

с одной произвольной функцией трех аргументов.
Если ft, ^ 0 ,  то выбором вторичного параметра и» =  0 можно по-! 

лучить Й1 =  0. Тогда из (13) получим йз =  0. Аффинная нормаль [б|; 
многообразия V\ задается уравнением ;

/? =  /4, -f ц I Л, -f - 

а,Ь

bi{.d\bi o-jb]) ft. Л, -
bi {а А
btCL'i .

■ Oob'̂ )

^3̂ 2 йoftя
(14)'

При Й1 =  Й2 =  0 эта нормаль лежит в плоскости (^?,Л,,Лг) =  0, т. е. 
в плоскости, определяемой центром пространства и касательной к асимп
тотической линии. Итак, нами доказана теорема 1.

Т е о р е м а  1. Если особый комплекс второго рода, то; 1) этот осо
бый комплекс образован касательными к одному из семейств асимпто
тических линий многообразия V3; 2) аффинная нормаль многообразия 
в каждой точке его лежит в плоскости, определяемой центром простран
ства и касательной к проходящей через эту точку данной асимптотиче
ской линии.

Изучим случай, когда оба семейства асимптотических линий мно
гообразия V3 цилиндроидальные. Как следует из (10) и (12), это воз
можно лишь при й, =  ft, =  0.

Т е о р е м а  2. Если оба семейства асимптотических линий много
образия V 3 цилиндроидальные, то аффинная нормаль этого многообра-j
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зия В каждой точке проходит через центр пространства н обратно, если 
все аффинные нормали многообразия проходят через центр про
странства, то множество цилиндроидальных комплексов второго рода 
состоит из двух комплексов, образованных касательными к асимптоти
ческим линиям многообразия.

Действительно, при Oi =  6i =  0 прямая (14) про.ходит через центр 
пространства. Если ai =  bi =  0 и ^  О, то уравнению (10) удовлетво
ряют только два семейства асимптотических линий, т. е. все семейство 
цилиндроидальных комплексов второго рода состоит из двух комплек
сов. Теорема доказана.

Уравнение (10) относительно а квадратное. Это означает, что для 
любого набора ti, ti, / 3  найдется два цилиндроидальных комплекса, для 
которых конгруэнция

,̂о)[ -f 2̂(uj ф- =  о (16)
является уницентральной цилиндрической, таким образом, все множе
ство цилиндроидальных комплексов распадается на пары комплексов 
с соответствующими унпцентральными цилиндрическими конгруэнциями. 
Если же дискриминант уравнения (10) относительно а

Д =  fi  |(«з +  ^2)- -  ^а,Ь,\ +  т  +  П а\ -ь
+  Л ̂ 21 — 2 (йз Ь>) — Aa^bi\ tyt^\Aa^bi (17)

равен нулю, то каждому набору t\, ti, соответствует лишь один комп
лекс, унпцентральная цилиндрическая конгруэнция которого имеет 
уравнение вида (16).

Т е о р е м а .  3. Если аффинная нормаль многообразия проходит 
через центр пространства, то каждая пара цилиндроидальных комплек
сов первого рода с соответствующими уницентральными цилиндриче
скими конгруэнциями сливается в один комплекс.

Действительно, при ,̂ =  а, =  = 0 , А =  0.
Если а, =  /?, =  О, то система уравнений (2) определяет многооб

разие V'j, с произволом в две функции двух аргументов.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механике математическая

ТРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО ПЛОСКИХ 
ЭЛЕМЕНТОВ В ЦЕНТРОАФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Н. М. ОНИЩУК

Плоским элементом мы будем называть геометрический образ, со
стоящий из плоскости Р и фиксированной точки С, лежащей на этой 
плоскости. Метрические, аффинные и проективные свойства трехпара
метрического семейства плоских элементов хорошо изучены (см., на
пример, [1—8]). В предлагаемой работе это многообразие рассматри
вается в трехмерном центроаффинном пространстве.

§ 1. Ко- и контравариантные тензоры и инварианты 
трехпараметрического семейства плоских элементов

Будем изучать лишь такие трехпараметрические семейства плос
ких элементов, для которых плоскость Р не проходит через центр про
странства.

Выберем локальный репер {О;e»} рассматриваемого многообразия 
следующим образом. Начало репера (точку О) поместим в центр про
странства, векторы б1 и в2 направим параллельно плоскости Р, а за век
тор бо примем вектор ОС.

Деривационные формулы выбранного репера суть:

dCa =  1»ав|3,

где формы Пфаффа со̂ удовлетворяют уравнениям структуры
( 1)

D eo ’  =  fcoT,Р I а ’ (я , ^ , 7  =  0 , 1 , 2 ) ,

0>,-, 0)^ =  СО̂ , О) ;со являются главными.формы о)° ;
Подмногообразие со = 0  назовем основным подмногообразием трех

параметрического семейства плоских элементов. Характеризуется оно 
тем, что для него плоскость Р является касательной ко всем интеграль
ным кривым уравнения со =  0 в данной точке С.

Исключая из рассмотрения случай, когда точка С описывает дву
параметрическое многообразие (или линию), принимаем формы со, со; 
за независимые (здесь и в дальнейшем i, j, k = l ,2 ) .  При таком выборе 
независимых форм уравнения, определяющие трехпараметрическое се
мейство плоских элементов, запиртутся в виде:

0. =  bifd  + (2)
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Условиями полной интегрируемости уравнений (2) является следую
щая система двух квадратичных уравнений:
[ D b i j ,  ш - ' l  +  [ D C i ,  со]  +  ( с , С у  — 2 f t ( у )  [ с » Л  со]  +  C j ( f t ,2 —  f t - i i )  =  О ’  ( 3 )

где
Dft,.y =  db^j -  wjft*y
DC; = dC; — CofC;,.

“'"A*-

Пусть Й —символ дифференцирования по вторичным параметрам 
— вторичные формы, тогда из системы (3) получим

=  V ? h (4)

Таким образом, ft,у и с,-— тензоры в смысле Г. Ф. Лаптева [9]. Мож
но показать, что они также являются тензорами и в обычном смысле. 

Представим тензор ft,у в виде:
bij =  ft(/y) -г b[ij \ ,

где Ьф) — симметричная часть тензора ft,y и Ьцд — антисимметричная 
часть тензора ft,-.-. Покажем, что величины Ii =  detb^j), l 2 ~detb[ij\, 
I^ — detbi' суть относительные инварианты трехпараметрического се
мейства плоских элементов. На самом деле, пользуясь формулами (4), 
находим й/, =  2/,А, =  й/з =  2/зТ̂]. Отсюда следует, что /,, /j,
/з — относительные инварианты, / , ; /д — абсолютный инвариант.

Будем теперь считать линейно независимыми формы ш, w,-. В этом 
случае из рассмотрения исключаются такие многообразия, для которых 
множество плоскостей Р зависит не более чем от двух пара.метров. 
Это видно из уравнений

л0 = 1, (5)
OJ,X' +  0)2-Х' +  =  0.

определяющих характеристику плоскостей Р при любом смещении. 
Тогда уравнениями, определяющими изучаемое .многообразие, будут 
следующие:

О)' =  b‘h»j -|- С'у). (Ь)
Условиями полной интегрируемости этой системы являются квадра
тичные уравнения:

[Dft'y, 0)у] +  [DC\ со] +  (2b‘j -  dc!) [соу, ш] -f С‘ (ft=> -  6'-) [с»', 0)2] =  О, (7)
где .

£)fco' =  db'^ -f côft'̂ y -f o)'ft'*,
Dc‘ =  dc‘ -)- cu'c*.

Тогда
S6'7 =  _  — 6*y-̂ ,

>/ _ _ I
(8 )

6c' =

Таким образом, величины b'j и c '— тензоры.
Аналогично тому, как это было сделано для ковариантного тен

зора ft,y, легко показать, что величины
Р =  det ft('y), Р  =  det ftt^l, р  =  det (9)

являются относительными инварианта.ми рассматриваемого многообра
зия. Обращение в нуль инварианта Р  означает линейную зависимость
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между формами ш, оУ, т. е. при У® =  О множество точек С представ
ляет собой двупараметрическое семейство. ^

Установим связь между ковариантными тензорами Ь - с и кон 
травариантными тензорами b‘J, с‘. Из формул (2) имеем ‘

detbn

4- ^|р')2 Ч~ (^1^21 — '

Сравнивая ( 10) и (6), получае.м 
Ь>ч .... Ь̂2Ь" =

detbij
Ь'- =  -

det bij

det bn

b-' = -  b -21 
det bn

=

1̂ _  b>tC{ , 612C2

Из (11) следует:
det bij

C'- =  ^21̂1 fe||^2
del bn

detbij

( 10)

( 11)

( 12)

det b'j =
det bij

Формулы (12) можно также представить в виде:
с' = — Ь‘'‘с,̂ .

Аналогичным образом получаются формулы:

— —. . . , »12 =  —

b.>i =  -

det b'i 

b'-'
b-,0

det b'̂  

b"

(13)

(14)

(15)
det b‘> ’ det b‘>

Из (4) и (8) следует, что с =  с,с‘ — абсолютный инвариант.

§ 2. Геометрические образы, определяемые тензорами Ciŷ
ЬIJ > b(ij). Инвариант с

Из центроаффинной теории линейчатых комплексов известно, чго 
через каждый луч комплекса проходит однопараметрическое семейство 
уницентральных конгруэнций (т. е. конгруэнций в общем случае него- 
лономных,  ̂у которых на данном луче совпадают центральные точки 
всех линейчатых поверхностей этой конгруэнции, проходящих через 
данный луч) (см. [ 10], стр. 63).

Пусть (L) линейчатый комплекс, описываемый некоторой пря
мой L, проходящей через точку С и лежащей в плоскости Р- Покажед!, 
что в комплексе (L) имеется только одна уницентральная неголономная' 
конгруэнция, для которой уницентр на луче L совпадает с точкой С. 
В самом деле, характеристика плоскостей, определяемых лучами L и 
центром пространства при произвольном смещении, определяется урав
нениями:

(/,г„р _  >.1yj2) _  (ДГ̂ 2 >,yj2) _̂ 1 _|̂  )/у,|) _;̂ 2 ^  о,

/.2л:'—/.‘л2 =  О, (16)
где ' координаты направляющего вектора прямой L. Отсюда видно, 
что только для неголономной конгруэнции

>.2(U* — Х'ог =  о ( 17)
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все линейчатые поверхности имеют на луче L центральные точки, сов
падающие с точкой С. Таким образом, уравнение (17) определяет един
ственную уницентральную конгруэнцию комплекса {Ц  с уницентрами, 
совпадающими с точками С.

Определение 1. Уницентральная конгруэнция комплекса (L) назы
вается присоединенной к (С), если уницентр этой конгруэнции на лу
че L комплекса совпадает с заданной точкой С.

Найдем характеристику плоскостей Р при смещении, соответствую
щем произвольной линейчатой поверхности конгруэнции (17). Уравне
ния этой характеристики суть:

{bijX‘)J) -Ь /^41 Т- с х̂‘ ) ы =  О,
(18)

JC" =  1.
Отсюда видно, что все такие характеристики пересекаются в точке М, 
с координатами, удовлетворяющими следующей системе уравнений;

bijX‘ iJ =  О,
0 л‘ +  1 = 0 ,  (19)
х<>= 1.

В результате рассмотрения этой системы мы приходи.м к двум следую
щим теоремам.

Т е о р е м а  1. Для вяского линейчатого комплекса (L), луч L ко
торого лежит в плоскости Р и проходит через точку С, существует 
в плоскости Р единственная точка М (собственная или несобственная) 
пересечения характеристик плоскостей Р при смещении по любой ли
нейчатой поверхности, которая принадлежит уницентральной конгру
энции комплекса (L), присоединенной к (С).

Координаты точки М суть:
л» =  1,
— bo/J

(с,by -  с.,by) IV
( 20 )

X -  —
(c^by — сДуУД

 ̂еj — направляющий вектор прямой L).
Формулы (20) устанавливают в плоскости Р соответствие между 

прямыми L и точками М. Назовем это соответствие основной корреля
цией. В общем случае (/3 ^  0) основная корреляция есть взаимно 
однозначное соответствие-

Теоре . ма  2. В общем случае (1зф0) точки М, соответствующие 
в основной корреляции пучку прямых L с центром в точке С, описыва
ют прямо (собственную или несобственную). При h  =  0 пучку пря
мых L с центро.н в точке С в основной корреляции соответствует един
ственная точка М (собственная или несобственная).

Определение 2. Геометрическое место точек, соответствующих в ос
новной корреляции пучку прямых с центром в точке С, называется ха
рактеристической линией.

При /3 9= о уравнения характеристической прямой суть;
-р 1 =  о, (21)

ж» =  1.
Таким образо.м, ковариантный тензор Ci определяет характеристиче
скую прямую.
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Определен11е 3. Прямая, проходящая через точку С н соответствую
щая в основной корреляции несобственной точке характеристической 
линии, называется осью трехпараметрнческого семейства плоских эле
ментов в рассматриваемой точке.

Вектор
c'et (22)

является направляющим вектором оси, в чем легко убедиться, вос
пользовавшись фор.мулами (12) и (20), т. е. контравариантный тен
зор c  ̂ определяет направляющий вектор оси трехпараметрического 
семейства плоских эле.ментов.

Т е о р е м а  3. Ось трехпараметрического семейства плоских эле
ментов является проекцией в направлении ео аффинной нормали [7] 
этого многообразия на плоскость Р (при 1^ф 0).

Действительно, направляющим вектором аффинной нормали в точ
ке С является вектор

ео +  с‘е .̂ (23)
Сравнивая векторы (22) и (23) и учитывая, что обе нормали проходят 
через точку С, получаем то, что требовалось доказать. Для того чтобы 
выяснить геометрическое значение инварианта с, найдем центроаффнн- 
ное расстояние [ 11] от аффинной нормали до характеристической пря
мой- Бисеканта (прямая, проходящая через центр пространства и пере
секающая рассматриваемые прямые) имеет уравнение

г = t {сво — с‘е,)
и пересекает аффинную нормаль и характеристическую прямую соот
ветственно в точках с радиус-векторами:

1
1 -1- с

{сво — c‘ei). =  — (сбо -  с'е,-).

Отсюда находим, что искомое центроаффнниое расстояние

d = — . 
с

Следовательно, инвариант с есть величина, обратная центроаффинному 
расстоянию от аффиной нормали до характеристической прямой.

Пусть А — точка пересечения оси с характеристической прямой, 
тогда имеет место равенство

с'>,- — сСА.
Т е о р е м а  4. Пусть L\ и L2 — две прямые плоскости Р, проходя

щие через точку С и Iz Ф 0. Прямая L2 лишь тогда односторонне сопря
жена [S] прямой Li на основном подмногообразии, когда L2 проходит че
рез точку, соответствующую прямой L\ в основной корреляции.

Доказательство. Обозначим через /.(*) координаты направляющего 
вектора прямой Lk- Тогда условием того, что прямая L2 проходит через 
точку, соответствующую прямой L в основной корреляции, является об
ращение в нуль билинейной формы, определяемой тензором Ь < 
(см. (19);

=  О, (24)
С другой стороны, этим же соотношением связаны координаты направ
ляющих векторов прямых Li и Z-2 в том случае, когда прямая L2 опи
сывает торс при движении по кривой основного подмногообразия (или, 
придерживаясь терминологии Вагнера [4], по допустимой кривой), ко
торой касается пря.мая в точке С. Это и требовалось показать.
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Т е о р е м а  5. В общем случае ( / зФО) в плоскости Р существуют 
две прямые (действительные, мнимые или сливщиеся), обладающие 
тем свойством, что каждая из них проходит через точку, соответствую
щую ей в основной корреляции.

Действительно, потребовав, чтобы координаты (20) точки М удов
летворяли уравнению =  получим

=  0. (25)
Это уравнение второй степени относительно Я'. Теорема доказана.

Определение 4. Прямая, проходящая через точку, соответствующую 
ей в основной корреляции, называется асимптотической прямой много
образия-

Т е о р е м а  6. Присоединенные к (С) уницентральные конгруэнции 
комплексов, описываемых асимптотическими прямыми многообразия, 
высекают на основном подмногообразии асимптотические линии 
(/з=^0). Касательные к этим асимптотическим линиям совпадают 
с асимптотическими прямыми многообразия.

Доказательство. Как известно (см., напр., [7]), асимптотическими 
линиями на основном подмногообразии со =  0 называются линии, для 
которых соприкасающаяся плоскость в точке С совпадает с плос
костью Р, т. е. уравнение асимптотических линий основного подмного
образия в нашем репере найдется из условия

Отсюда получаем
(rf-gfl |ш=о, Си е , ) =0 .

Ьц =  0. (26)

Легко заметить, что этим же уравнением на всем многообразии опреде
ляются присоединенные к (С) уницентральные конгруэнции тех комп
лексов, которые описываются асимптотическими прямыми. Координаты 
направляющих векторов касательных к асимптотическим линиям под
многообразия о) =  0 находятся из уравнения (25). Теорема доказана.

Т е о р е м а  7. Характеристическая прямая проходит через центро
аффинные центры [10] лучей комплексов, описываемых асимптотически
ми прямыми.

Доказательство. Направим вектор по асимптотической прямой L^, 
тогда Ь/,̂  = 0, а уравнение ш'=  0 (см. (17) при Н =  0, i Ф к) опреде
ляет присоединенную к (С) уницентральную неголономную конгруэн
цию комплекса (к,,). Фокусы этой конгруэнции находятся в точках
С(1,0, 0) и f J \ , 0 , ----Так как со'=  о является присоединенной

к (С) уницентральной конгруэнцией, то С (1,0 , 0) является ее уницен
тром, а ( 1, 0, — совпадает с центроаффинным центром луча

комплекса (7,,). Координаты точек Д* удовлетворяют уравнениям (21), 
определяющим характеристическую прямую.

Выше мы установили, что тензор Ьц определяет билинейную фор
му, обращающуюся в нуль на сопряженных в одну сторону направле
ниях плоскости Р. Обычными вычислениями можно показать, что 
уравнение

^07)'ч2)'-(Г) =  о (27)

определяет в плоскости (Р) направления прямых, проходящих через 
точку С и гармонически делящих асимптотические прямые. На основ- 
но.м подмногообразии ш =  0 эти прямые касаются двусторонне сопря
женных линий [8].
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§ 3. Некоторые классы трехпараметрических семейств плоских элементов

I. Сравнением /i =  0 определяется класс параболических трехпа- 
раметрическнх семейств плоских элементов (т- е. класс, для которого 
асимптотические прямые являются слившимися),

II. Класс /2 =  0 (класс, для которого тензор Ь ij симметричен) 
трехпараметрических семейств плоских элементов характеризуется 
каждым из следующих свойств: а) свойства односторонней н двусто
ронней сопряженности совпадают; б) основное подмногообразие ш =  О 
является голономным, а стало быть, изучаемое многообразие в этом 
случае расслаивается на однопараметрическое семейство поверхностей.

III. Для многообразия класса h  — 0 характеристическим является 
каждое из свойств: а) множество плоскостей Р является двупараметри
ческим; б) в основной корреляции пучку прямых L с центром в точке С 
соответствует единственная точка, т. е. характеристическая линия вы
рождается в точку; в) аффинная нормаль лежит в плоскости Р.

Выше было отмечено (см. § 1), что условием вырождения ipexria- 
раметрического семейства плоскостей Р в двупараметрнческое являет
ся линейная зависимость .между формами о), от,-. Последнее означает, 
что [ш, (01, со2] = 0. Подставляя в это равенство значения форм (О/ из' 
(2), получаем &п 2̂2 — >̂12̂21 =  0, Таким образом, свойство а) доказано.

Для доказательства свойства б) рассмотрим систему (19), опреде
ляющую точку М характеристической линии. Два последних уравнения 
этой системы не зависят от выбора л', а первое уравнение определяет 
отношение координат

,-1
л:" ~bJ7

Это отаошение не зависит от выбора л' лишь тогда, когда бц^гг — 
^12̂21 =•/3 =  0. Единственная точка Мо, соответствующая всем прямым 
пучка в основной корреляции, имеет следующие коордш1аты:

=  1,

С\Ь)1 '̂2̂ 11
fcii

(28)

с 1 Ь-̂ 1 ^2̂ 11
Свойство б) доказано.

Заметим, что в случае, когда точка Мд собственная, оси многооб
разия не существует.

Докажем свойство в). Уравнение аффинной нормали в наше'м репе
ре имеет вид:

^  =  0̂ +   ̂{/з^о +  (^12̂ 2̂ — Ь>2С^)е  ̂ -(- {ЬоуС̂  — ĥ ĉ■>) 62). (29)
Отсюда заключаем, что аффинная нормаль лежит в плоскости Р лишь 
при условии /3 =  0, что и требовалось доказать.

Существует расс.матриваемый класс с произволом одной функции 
трех аргументов. Действительно, исследуя систему (3) при условии 
^11̂ 22 =  ^12̂ 2ь получае.м в терминах С. П. Финикова [12]: л = 3 ,  д — Ъ, 
S =  2, S, =  2, S, =  1, =  9, Q =  S, -f 2s2 +  3s., =  9, N  = Q. Система
(3) в инволюции и определяет рещение с произволо.м одной функции 
трех аргу.ментов.

Т е о р е м а  8. В классе 1з =  0 (Ci ф  0) существует только одна 
асимптотическая прямая, совпадающая с одной из касательных к асимп
тотическим линиям основного подмногообразия; касательная к другой
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асимптотической линии основного подмногообразия совпадает с аффин
ной нормалью-

Доказательство. То обстоятельство, что в классе /з =  0 существует 
единственная асимптотическая прямая, с«тедует из определения 4 н 
свойства б) рассматриваемого класса. Касательные к асимптотическим 
линиям при /з =  0 определяются уравнениями;

b̂ ^X̂  +  =  0.
Ьцх' +  bioX  ̂— 0.

(30,)
(30„)

(см. (25). Из формул (28) следует, что уравнение асимптотической 
прямой совпадает с уравнением (30,). Кроме того, сравнивая уравнения
(29) н (ЗОп ), получаем, что они эквивалентны при условии 6,1622 — 
^12̂ 21 =  0. Теорема доказана.

IV. Тре.хпараметрическое семейство плоских элементов класса 
6 ,7 = 0  представляет собой однопараметрическое семейство плоско
стей, огибающее некоторую развертывающуюся поверхность, и опреде
ляется с произволом двух функций одного аргумента. При этом основ
ным подмногообразием ю =  0 является данное однопараметрическое 
семейство плоскостей. Допустимыми кривыми — плоские кривые. Тен
зор с,- определяет луч развертывающейся поверхности в плоскости Р.

Покажем это. Система (3) при 6// = 0  принимает вид:
\DCi +  CiCjU>J, 0 . (31)

Исследуя эту систему, получаем: q = 2, и =  3, s, =  2, 7 =  s, +  Дз +  ^з. 
5, =  S3 =  о, Q =  S, -f 2дз +  3S;i =  2, N  ==2. В силу критерия Картана 
заключаем, что класс 6,-,- = 0 трехпараметрических семейств плоских 
элементов существует и определяется с произволом двух функций 
одного аргумента.

Так как условие 6,2 =  бо, является необходимым и достаточным 
для голономностн основного подмногообразия (см. характеристику 
класса /г =  0) и для нащего класса оно выполнено, то это означает, 
что трехпараметрпческое семейство плоских элементов расслаивается 
на однопараметрическое семейство поверхностей- Эти поверхности яв
ляются плоскостями в силу условия {deo, d-e^, = 0  при bi j=0.
Характеристика рассматриваемых плоскостей определяется системой 
уравнений

л:" =  1,
(32)

(c,jc' -f 1) to =  0.
Отсюда заключаем: 1) при смещении по допустимым кривым плоскость 
Р не меняется, 2) при смещении по любой другой кривой характеристи
ка плоскостей Р есть прямая.

л” =  1,
(33)

CjX' -f- 1 =  о,
что и требовалось показать.

V. Трехпараметрическое семейство плоских элементов класса C i = 0  
характеризуется каждым из свойств; а) характеристическая 

прямая является несобственной, б) аффинные нормали проходят через 
центр пространства (см. (18) и (29)).

Рассмотрим вопрос о существовании этого класса. Система (3) при
нимает вид;

[D6,., -}-26,.,ш, ш'] - f  [D6,., +  26,.з'.о, 0,2=  0.]
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Отсюда по лемме Картана [12| получаем
Dbn -f- 2ЬцШ =
Dbjo +  2bj2'0 = 7,0)-,

Имеем 9 =  4, /г =  3, s, =  2, S2 =  2, S3 =  0, Q =  /V =  6. Рассматривае
мый класс существует в определяется с произволом двух функций 
двух аргументов.

VI. Обращение в нуль абсолютного инварианта с выделяет класс 
рассматриваемых многообразий, характеризующийся параллелизмом 
характеристической прямой и оси (см. (21) и (22).

Заметим также, что в этом случае ось является асимптотической 
прямой. Определяется рассматриваемый класс с произволом одной 
функции трех аргументов.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

К ЭКВИАФФИННОЙ ТЕОРИИ ДВУПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
МНОГООБРАЗИЯ ПЛОСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ

В. А. ПЕТИН

Плоским элементом (.4л) мы называем фигуру, состоящую из пло
скости л и инцидентной ей точки А — центра элемента [9].

Многообразия плоски.х элементов естественно возникают при изу
чении ряда геометрических образов. Примером могут служить расслояе- 
мые пары кривых, линейчатых поверхностей, конгруэнций, комплек
сов [9], геометрия полос; при исследовании многомерных поверхностей 
возникают различные обобщения плоских элементов ([1], [7] и т. д.). 
Кроме этого, многообразия плоских элементов представляют и са.мо- 
стоятельный интерес.

Трехпараметрическим многообразиям плоских элементов уделено 
достаточное внимание ([2], [6], [ 11] и др.), однако эквиаффинная тео
рия двупараметрического многообразия плоских элементов разработа
на очень слабо. Например, автору известна лнщь одна работа [3], где 
делается первая попытка исследования двупараметрического многооб
разия плоских элементов в трех.мерном эквиаффинном пространстве.

§ 1. Основной внутренний фундаментальный объект 
двупараметрического многообразия плоских элементов.

Тензоры и инварианты

Будем считать, что индексы г, /, й — 1, 2, 3, а индексы и, р, у =  1, 2, 
причем выполняется обычное соглащение о суммировании. Совместив 
начало некоторого подвижного репера с центром элемента А и напра
вив векторы е, параллельно плоскости элемента .л, получим, что в де
ривационных фор.мулах репера

dA =  oi'ei

de, =  ,
0 )

где, конечно, ш'=  О, формы ю‘ и — главные.
Назовем точку касания плоскости ~ с огибающей поверхностью 

характеристической. Тогда, задав ее в виде”/? = А — будем иметь 
{dRe^e^) = 0, откуда следует

Uj3 =  0.
Записывая эту систему для двух различных смещений, получим 

a' w? {d^) -f л2.о] (i,)  =  — со̂ {di),

л-'ш? { d ^ ) - \ - x \ ^ > l  (йГг) =  -  ^ ^ d . ) .
( 2)
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В общем случае такая система имеет единственное решение. Если же 
определитель этой системы равен нулю, т. е. [(o îo ĵ] = о ,  то или ха- 
рактеристических точек нет, или в каждой плоскости я их имеется бес
численное множество. Такие многообразия плоских элементов в даль
нейшем будем исключать из рассмотрения.

Считая [со̂ О, положим
ш' =  /,'“ш (3)

(4)

(5 )

Дифференцируя внешним образом эту систему, имеем
[rf).'’ -f 4- oj3| =  о,

откуда обычным путем [ 10| получаем
— оХ'“ =  4- /У"-' — .

Система величин образует основной внутренний фундаментальный 
объект [4] двупараметрического многообразия плоских элементов, так 
как из системы (5) следует, что все вторичные формы выражаются 
через б/Т’ (определитель этой системы при =  =  1, а при осталь- *
ных Я," , равных нулю, равен по модулю трем, значит, в общем случае 
он отличен от нуля).

Заметим, что из (4) по теореме Бахвалова следует, что многообра
зие плоских элементов определяется с произволом трех функций двух 
элементов.

Введем следующие обозначения

Система величин а“, b'̂ , с‘ эквивалентна системе величин так как 
они взаимно выражаются друг через друга.

Пользуясь системой уравнений (5), находим
оа’

оЛ’ =  — 4- ( 7)
ос‘ =  — ĈtJj 4- 4c‘i: .̂

Следовательно, я", с‘ образуют тензоры в с.мысле [4], но толь
ко a'̂  образуют тензор в классическом с.мысле.

В силу равенства '̂ -1 = 0
ос̂  — Зс^я^, ( 7)

т. е. — а'Ь'-— а-Ь̂  является относительны.м инвариантом. Его мы 
часто будем обозначать без индекса вверху, считая с^= с. Заметим, 
что величины

Ь'’ • с~^'^, с‘ — с‘ ■ (8)

образуют тензоры в классическом смысле.
Из величин я'', Ь'̂  можно составить другие тензоры в смысле [4]. 

Так, например, тензор
1уЧ? . -Ь a?b'̂ ) ( 9)

определяет инвариантную квадратичную дифференциальную форму, 
которую по аналогии с аффинной теорией поверхностей [12] обозначим 
через ds'-\

( 10)ds- == о в а {3 •
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Тензор компоненты которого являются алгебраическими до
полнениями матрицы (^ “̂ ), определяет в плоскости :: инвариантную 
конику

=  0. /JJ4
Тензор

А "'’  =  _|_ ^ - 2  3 I j i y }   ̂ J 2 )

определяет другую инвариантную квадратичную форму
(13)

а тензор Aaj, составленный из алгебраических дополнений матрицы 
определяет инвариантную конику

—с2̂  =  0. (14)
Отметим, что форму ds- можно представить в виде произведений 

двух абсолютно инвариантных линейных форм а форму d z -—
в виде суммы квадратов форм и ср̂,, где

Фа =  CSj =  . (15)

§ 2. Геометрический смысл тензоров и инвариантов

Тензор о’ определяет инвариантный вектор
а = а^ва, (16а

соединяющий характеристическую точку с центром элемента. Действи
тельно, задавая точку касания плоскости г. с огибающей поверхностью 
в виде R = А  + х'̂ ва, ИЗ условия =  0 получаем, что x'  ̂— — a'̂ .

Тензор b'̂  определяет инвариантное направление, параллельное 
вектору

(17)
который расположен в плоскости т: и касается поверхности центров. 
В самом деле, касательная плоскость к поверхности центров опреде
ляется бивектором yJ-Cj). Если вектор R = y^e^, параллельный
плоскости 7г, параллелен и касательной плоскости поверхности центров, 
то

( /? ,  Д 'е,., >r-ej) =  о,
откуда следует у ' : у- = Ь ': Ь'-.

Дадим геометрическую характеристику вектору
c = c‘ei (18)

Каждому подмногообразию плоских элементов (ujro)^ соответст
вуют два вектора; вектор, параллельный характеристике плоскости тс 
при смещении по этому подмногообразию

R = — -ь (19)
и вектор, параллельный касательной к линии, описываемой центром А 
элемента

d A = — С“2/з - f - срдС. (20)
Из (19) следует геометрическая характеристика подмногообразий 

Фа =  о и Фй =  0; они характеризуются тем, что при смещении по этим 
подмногообразиям характеристики плоскости тс параллельны соответ
ственно векторам а и А. Подмногообразие ф̂  — 0 характеризуется 
еще и тем, что оно является полосой.

Из (20) теперь следует, что вектор с параллелен касательной 
к кривой, описываемой центром элемента при смещении по подмно
гообразию ф(, =  0.
5. Заказ 2328.
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Прямую
R ^ A !С (21)

будем называть аффинной нормалью двупараметрического многообра
зия плоских элементов.

Чтобы охарактеризовать форму t?*, выберем на кривой, описывае
мой центро.м А при 'f„ О две близкие точки УИ,, AI2 п рассмотрим
параллелепипед, построенный на векторах с, АМ^, АЛ!^. Главная часть 
объема этого параллелепипеда равна

1а, dA, dA ~т — d"A
\ 2 Го =  О

_1_  ̂
2 ■

(22)

Мы отметили, что величины и с', определенные формулами (8), 
образуют тензоры в классическом смысле. Они определяют соответ
ственно инвариантные векторы;

: 7̂Vo =  , с* ^  с'Cl = с -с - 4  3 (23)

Эти векторы имеют простой геометрический смысл: если обозначить 
форму — 'i^ = ds при 'fo =  О, то

— - =  Ь*,
ds

(24)

инвариантный вектор с* характеризуется как вектор, удовлетворяю
щий условию

{а ,Ь* , с*)  = \. (25)
Что касается формы ®д, то ее геометрический смысл следует из 

формулы
{а, Ь*, dA) =  (26)

Квадратичную дифференциальную форму ds^ .можно охарактери
зовать, вычисляя главную часть объема параллелепипеда, построенно
го на векторах а,

(й(>1 l«f6=o) =

Инвариантная коника (П) является, очевидно, гиперболой, так как 
det II gaii il <  0. Ее центр совпадает с центром элемента, а асимптоти
ческие направления определяются векторами а и Ь, причем точка 
R = А -г а-т Ь* принадлежит этой гиперооле. Этими условиями наша 
гипербола определяется однозначно.

Инвариантная коника (14) представляет собой эллипс, так как 
г/еб I I >  6. Его центр также находится в центре А элемента.

Точки Л -г о и А — лежат на этом эллипсе, причем направле
ния, определяе.мые векторами а и Ь, сопряжены относительно него.

У нас остался неохарактеризованным один относительный инва
риант с. Он равен кубу отношения площадей, построенных на векто
рах а  и ft* и на векторах е, и е ,̂ т. е.

 ̂ ( (а, Ь*)] \
I {е>, е.) I '

(28)

Пусть с =  =  0. Вспоминая выражение через а" и Ь" из (6),.
имеем

а'Ь̂ - -  аЧ^ =  0.
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Отсюда следует
Ш  =  X (Х“ 'а- —  Х“2а‘) =  I- (Х“ '̂ 2 —  X'-2ft') = (29)

Эти равенства показывают, что все три вектора а, в, с, параллельны. 
Следовательно, прямая /? =  i4 +  Хо теперь касается как поверхности 
центров, так и огибающей поверхности, т. е. является лучом конгруэн
ции с фокальными поверхностями, описываемыми точками А и А — а. 
Таким образом, это многообразие плоских элементов образовано фоку
сами конгруэнции и теми фокальными плоскостями, которые касаются 
другой фокальной поверхности. Отсюда следует, что его произвол —две 
функции двух аргументов, что с каждой конгруэнцией можно связать 
два таких многообразия и что именно этот класс был отмечен С. П. Фи
никовым в [9] на стр. 65 под названием Я*2.

§ 3, Безынтегральное построение Двупараметри.ческого многообразия
плоских элементов

Так как произвол двупараметрического многообразия плоски.х эле
ментов составляет три функции двух аргументов, то это наводит на 
мысль о возможности построения этого многообразия исходя из трех 
произвольных поверхностей. Покажем, как это можно сделать*

Совместим плоскость (А е 2В^) с касательной плоскостью повер.хно- 
стп центров, а вектор Cj совместим с — с ; при этом вектор во будет 
параллелен Ь. Отсюда следует

со' =  О, 0 .

Так как теперь тг.1 = 0 ,  то это значит, что
ш ’ =  a,ioJ -р aocoi].

(30)

(31)
Обычным путем [lOj получаем

оа, =  о, ш., =  — Зт:|,
что даст возможность провести такое нормирование

«2 =  — а ,,  =  0 . (3 2 )

Геометрический смысл нормирования заключается в том, что на- 
чаж) и конец вектора е-, определяются соответственно фокусами F, = А 
и г 2 = А -'г е., конгруэнции R = А + Хе,.

Теперь плоскость -  элемента у нас касается некоторой поверхно
сти (А-^е , )  и в этой плоскости есть прямая, касающаяся двух доу- 
гих поверхностей. ^

Отсюда можно сделать вывод, что для построения двупараметри
ческого многообразия плоских элементов нужно задать три произволь
ных поверхности (F,), (Г,) и (F^). Касательные плоскости к одной 
из них, например, ( f ,) ,  считать плоскостями т: элементов Каждая 
плоскость -  сечет поверхности (F.,) и (/^,) по кривым. Одну из точек 
касания, например /•,, общей касательной к этим кривым нужно счи
тать центром плоского элемента.

Действительно, полагая =  Л, F ^ ^ A  + e., F, = A + e ,  и сов
мещая плоскость (/4^2̂ .)) с касательной плоскостью поверхности (F ) 
по смыслу построения имеем ^

(^Лб-о з̂) =  о, (ц'(4 r^i), е,ез) =  0 . (3 3 )
Так как касательная плоскость к поверхности (F^) параллельна век- 
тор̂ у е-,, то она определяется нзкоторым бивектором (gj, +  З^з),

(й? ( Л -J-Сз), б2, -f р^з) =  0. (34)
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Из (33) и (34) следует
ш’ =  О, «)■’ +  =  О- I)’ =  (o)J — О)?). (35)

Теперь мы видим, что система (35) эквивалентна системе уравнений
(30) и (31) при условии (32), что и доказывает справедливость наших 
рассуждений.

& 4 Канонический репер. Геометрические образы, ассоциированные 
с двупараметрическим многообразием плоских элементов

Для дальнейшего изучения свойств многообразия плоских элемен
тов, связанных с дифференциальной окрестностью второго порядка, 
канонизируем репер, положив е, — — в, 2̂ =  ~  ^ •

о) '=0 , o)® +  «>J=0, (36)
Такой репер с точностью до нумерации и ориентации векторов был

пост^иффер^нцируя внешним образом уравнения (36) и применяя 
лемму Картана, получаем

3̂ =  i4tUj ~Ь 
=  Во)? -I- Со)?,

О)} =
0)2 =  iVo)? +  Ро)?, (37)

Ц =  Q(0? - f  Ро)?, 0)2 =  So)? +  То)?,
О)? =  -  (Ж - f  5) О)? - { N + T )  О)?,

где

(38)

C +  P = 3S +  M. (37')
Внешнее дифференцирование системы (37) приводит к шести незави
симым внешним квадратичным уравнениям

1̂ Д̂ о? 1 +  IdBco? 1 =  {А (3N +  2Т) - 2 B ( R +  М) + QQ  (о)?о)? ]. 
[dBo)?l -f [rfCo.?l =  (2ВЛ^- Л +  С(С -  S -  2Л1)} 1о)?о)?1,
(rfAfo)?] +  IrfPo)?] = { 2 N ( C - S ) - B ( P - \ )  + МТ} [(о?(о?1 

[dN^n  -i- -  (2Л^  ̂+  ^  +  Я (С -3 5 )}  [ш?и)?1,
IrfQu)? 1 -f [rfPo)?] = {Q {3T +  2N) + R{C -  AS -  2M) +

- f  Л Р — BN}
IrfSo)?] +  irfTo)?] =  {(C -  S )(T  - N )  +  B P - Q -  M T ]  (0)?0)?i .

Няпомним что вектор e, направлен по аффинной нормали, вектор е. 
1̂ . л е л е н  линии пересечения плоскости .  с касательной плоскостью 
к Еоверхности центров, а вектор ê  соединяет центр элемента .

’’" Т р Т в Г н ^ ^ и п 'р б о ^ ь .  „ з.,ливса принимают соотпатстпеиио аил: 
х'л;2= 1, (х')2 -|-(л:^)  ̂ =  1, (3^^

а введенные в § 1 формы теперь записываются в виде;
с р „ = 0 ) ? ,  =  r f s =  =  u ) ? 0 ) ? ,  =  ( 0 ) 3 ) 2 +  ( 0 ) ? ) 2 .  ( 4 0 )

Присоединим к каждой точке G =Л +г<з 
гкость паоал1ельную плоскости т.. Мы получим многообразие I/3 [_|, 
ГтГрое назове^ присоединенным. Допустимые криты; 12| прнсоедн- 
ненного VI задаются уравнением

dp  ро)? 0)3 =  О, ( )
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а асимптотические линии — уравнением
оЛ (ш^у- + p ( B ^ Q )  +  ( pR -  1 ) ( ш1 У  =  0.  (42)

Точки аффинной нормали, в которых асимптотические линии присое
диненного V'l совпадают, назовем двойными. Двойными являются точки

Bi = A, В> = А i----------- --------------e-i. (43)
A R - L { B  + Qy

4
Конгруэнцию /? =  л  4 - 3, описываемую аффинными нормалями, 

будем называть конгруэнцией нормалей. Ее фокусами являются точки

Присоединяя к каждой точке R = А + х ’‘ва плоскости г. прямую, 
параллельною аффинной нормали в точке А,  получим четырехпара
метрическое поле направлений Ф4. Совокупность касательных к инте
гральным кривым {/?j системы дифференциальных уравнений

dx' -f - f -  -f- ш‘ =  О,
(45)

dx^ +  Jc'iuj -)- х:-ш5 -J- (1)2 _  Q
определяет некоторое, вообще говоря, неголономное подмногообразие 
этого Ф4, которое мы для краткости будем называть присоединенным

Из других образов, ассоциированных с двупараметрическим мно
гообразием плоских элементов, отметим следующие: поверхность цен
тров, асимптотические линии которой задаются уравнением

Л (а)?)2 +  2бо)?ш;] +  С(ш'5)-̂  =  0; (46)
поверхность, огибаемую плоскостями -, асимптотические линии кото
рой удовлетворяют уравнению

М (ш?)2 +  2Л̂ ш> 3 + { Р -  1)(“ D  ̂=  0; (47)
характеристическую точку плоскости (Ле,вз), которая задается в виде:

М = = А \ ------- 5 ---------------- ^3. (48)
' P Q ^ N R  ' P Q - N R

Кроме того, с каждым многообразием плоских элементов ассоцииру
ются конгруэнции эллипсов и гипербол. Находя фокусы конгруэнции 
гипербол известным способом [5], найдем, что они определяются из 
системы уравнений

х 'х - — 1,
P(x')« - { Р +  1)(х')’ -Ь (Г -Ь 1) (л ')‘ — (iV 4- 7 ) (л*)  ̂-t-

- Е ( С - Л 4 - 5 ) ( х ' ) * - С д : ’ - В  =  0. (49)
Фокусы конгруэнции эллипсов определяются из системы уравнений

(^.)2 +  (^=)2 =  1,
1\ {х^-у +  Гз (x^-f + Гз (х^-у +  Г4 { хУ  + Г, {х-у 4- Го -V- =  о, (50)

где
г, ( г  -  в -  2N y  + ( Р+С-М-  s y ,

1 \̂  = Р +  С + I — М -  {2Р + 2С — М +  l y  — {ЗР + ЗС — 2М +  2 ) Х  
X { P + C - M ) - N  (B + 2 N - T ) ,

Гд =  ( З Р 4 - З С -  2УИ 4- 1)Л^
(остальные коэффициенты при неизвестных нам не потребуются).
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Отметим еще, что фокусы конгруэнции R =А-\- ле, задаются п пиде: 
+  F 2 = А +  р - 'е ^

а фокусами конгруэнции Я = А ~  ).е, являются точки
Fi = A, /-2 =  Л -  СВ-'е.,.

(51)

(52)

§5. Связность в двупараметрическом многообразии плоских элементов. 
Тензоры кручения, кривизны и объемной кривизны

В двупараметрическом многообразии плоских элементов введем 
линейную связность, которая задается формулами:

уЛ =  ш'е, +

(53)
\ в 2 =  (oje, 2̂ 21

где V— оператор ковариантного дифференцирования. Из (53) видим, 
что ксвариантный дифференциал любого вектора \ / х  есть проекция 
обычного дифференциала dx на плоскость п параллельно аффинной 
нормали. Поэтому введенная нами линейная связность индуцируется 
объемлющим аффинным пространством.

Вычисляя ко.мпоненты тензора кручения Т1̂  и кривизны R 4 
обычным способом (см., напр. [8]), находим

(54)
= — R, (55)

Т \2 = - Г ’ , = в . T^i _  Т'  ̂ _/  12 — i  21 — ^
7?{  12 = Т ??12  =
Т?2 12 = - R U x  =  л, T ? i i2  =  —  7̂ 521

причем свернутый тензор кривизны или тензор объемной кривизны 
имеет единственную существенную компоненту

=  (56)
Докажем следующие теоремы.

Теорема I. Тензор объемной кривизны равен нулю тогда и толь
ко тогда, когда присоединенное многообразие VI голономно.

Если присоединенное V'i голономно, то уравнение (41) вполне 
интегрируемо. Дифференцируя его внешним образом и заменяя do его 
значением из (41), получаем

p ( [ u ) J l« 3 ]  4 -  [o ) ’ o)-J] - f  [ о А о З ]  = 0 .

Так как это равенство должно выполняться для любых р, то

[“ ' “ i l +

s'” ! J +  ['“30)1(0

= 0,

2-'^] =  0.
(57)

Первое равенство в этой системе уравнений тождественно выпол
нено в силу (36), а второе дает одно соотношение

_  В -f Q =  0.
Сравнивая это условие с компонентами тензора объемной кривиз

ны, убеждаемся в справедливости теоремы.
Теорема 2. Тензор кривизны равен нулю тогда и только тогда, ког

да присоединенное голономно.
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Действительно, дифференцируя внешним образом систему (45) 
и заменяя dxi и dx2 их значениями из этой же системы, получаем

)fco;] -f л- [ Л П  = 0,

х ' — л:- +  [ш-’ш!] =  0.
(58)

Так как эти уравнения должны выполняться для любых х ' и х-, то

(с«^ « '] =  0 , [ Л Л = 0 ,
(59)

>>1 ] = 0,

[(uju)51 [oj’ cuy =  о. =  0 .>11 = 0,
Внося сюда значения форм из (37), получаем

A = B = Q = R = 0,

т. е. компоненты тензора кривизны (55) равны нулю. Очевидно, обрат
ное также выполняется, и теорема доказана.

Теорема 3. Если двойные точки аффинной нормали совпадают 
с фокусами конгруэнции нормалей, то или конгруэнция нормалей пара
болическая, или тензор объемной кривизны равен нулю.

Действительно, если Ba — F  ̂ (а =  1, 2), то из (43) и (44) следует
Л ( 5 -  Q)2 =  0.

Если Л = 0 ,  то из (44) видим, что фокусы конгруэнций нормалей сов
падают, т. е. конгруэнция — параболическая; если же В =  Q, то из (56) 
заключаем, что тензор объемной кривизны равен нулю.

Теорема 4. Тензор кручения тогда и только тогда равен нулю, когда 
конгруэнция нормалей цилиндрическая, а касательные к асимптотиче
ским линиям поверхности центров делят гармонически направления, 
определяемые векторами и во.

Доказательство этой теоремы сразу следует из формул (44), 
(46) и (54).

§ 6. Некоторые эквиаффинно-инвариантные классы двупараметрически.ч 
многообразий плоских элементов

1. Класс N =  0  характеризуется следующими свойствами:
а. Касательные к асимптотическим линиям огибаемой плоскостя

ми я поверхности делят гармонически направления, определяемые век
торами е, и е-2.

б. Из формул (48) и (51) следует, что характеристическая точка 
плоскости (Ле,ез) совпадает с одним из фокусов конгруэнции R = А

в. Вектор т;, удовлетворяющий условиям
(rfiide^) \ ^̂ 3_Q =  |щЗ_о ~

параллелен плоскости
г. Из формулы (50) следует, что характеристическая точка плос

кости я является двукратным фокусом конгруэнции эллипсов, ассоци
ированной с двупараметрнческим многообразием плоских элементов.

2. Класс В — Q — 0 характеризуется тем, что тензор объемной кри
визны на этом многообразии равен нулю, т. е. введенная нами связ
ность сохраняет площадь. Как мы показали ранее, при этом присоеди
ненное V̂ з голономно, а сдвоенные точки аффинной нормали совпада
ют с фокусами конгруэнции нормали. Произвол существования клас
сов Л̂ =  0 II В — Q =  0, как легко видеть из системы (38), равен двум 
функциям двух аргументов.
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3. Класс .4 =  Q =  0 характеризуется тем, что поверхность центров 
линейчатая и ее образующие параллельны аффинной нормали (кон
груэнция нормален вырождается). Характеристическая точка плоско
сти (Aeje-i) расположена на аффинной нормали.

4. Тензор кручения многообразия плоских элементов класса
В =  R =  О равен нулю. Из формул (48), (51) и (52) следует, что про
екция характеристической точки плоскости (Л е,е^) на плоскость л па
раллельно аффинной нормали совпадает с фокусом конгруэнции 
^  Конгруэнции R = А + ( т  =  2, 3) — цилиндрические.
По теореме 4 § 5 касательные к аси.мптотическим линиям поверхности 
центров делят гармонически направления, определяемые векторами 
е, и е .̂ Произвол существования классов многообразий Л =  Q =  О 
и В =  R  =  О — одна функция двух аргументов.

5. Тензор кривизны равен нулю только на многообразиях плоских 
элементов класса А  — B =  Q =  R  =  0.  Пз теоремы 2 § 5 следует, что 
присоединенное голономно. Поверхность центров является цилинд
ром с образующими, параллельными аффинной нормали. Конгруэнция 
R  =  Л  +  Кв о— цилиндрическая. Произвол существования такого класса 
многообразий — одна функция двух аргументов.

6 . В заключение этого параграфа поставим задачу; отыскать все 
многообразия плоских элементов, у которых асимптотические линии по
верхности центров и асимптотические линии огибаемой плоскостями я 
поверхности соответствуют координатным подмногообразиям.

Пз уравнений (46) и (47) видим, что это возможно только при
.4 =  С =  Л1 =  Р — 1 = 0, 

причем из (37') следует, что R  =  35.
В дальнейшем будем предполагать, что ни одна из указанных выше 

поверхностей не вырождается в плоскость, т. е.
В - Ы ф О

Внося условия (61) в систему (38), получаем
dB = — 6BS'(o^ — 2BNoy\,

dN = — 2.VSio'l —

(61:

(62)

Внешнее дифференпирование этих уравнений приводит к двум внеш
ним квадратичным уравнениям

(63)[й?5ш̂ ] =5(vV -r)[io?io3],
IdT^IJ =  0.

11з последних двух уравнений системы (38) с учетом (63) следует, что
Д =  Q,

[Зй(5'ш-3] =  {ЗВТ -  1252 -  5;V)[w’w3],
Из (63) и (64) теперь получаем, что

3dS = (ЗВТ -  1252 -  BN) (oj ^  35 (Г -  R) «П, 

а дифференцируя это уравнение внешним образом, имеем 
ЗВ[оГГш?] =^(2B7Vr — 305'Т)

Теперь, учитывая (63), мы приходим к соотношению

(64)

(65)

( 66)

3BdT = ( -  2BNT +  3052Г) ^ (67)
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дифференцируя которое внешним образом, получаем конечное соот
ношение

S T ( 3 T - N )  = 0. (68)
Условие S =  0 влечет за собой равенство ST — N — 0 и наоборот. Это 
легко видеть из уравнений (64), (62) и (67). Следовательно, возможны 
два различных случая:

1. S =  Л =  С =  М =  /? =  0, Я = 1 ,  B = Q. .\' =  ЗГ;
2. Г =  Л =  С =  =  0, Я = 1 ,  B =  Q, R = 3 S .

В обоих случаях произвол решения системы дифференциальных урав
нений, описывающих данные классы многообразий, составляет одну 
постоянную. Оба класса являются многообразиями нулевой объемной 
кривизны. В первом случае вектор е, направлен по аффинной нормали 
поверхности центров. Характеристическая точка плоскости (Ле^ е^) 
имеет вид:

М = A + e , - N - B - ' e „
причем dM = 24Т В- ' Э т о  говорнтотом, что семейство плоскостей 
(Аеувз) огибает кривую, т. е. в каждой точке некоторой кривой, описы
ваемой точкой М, задан пучок плоскостей {Ae^e^), причем ось этого 
пучка совпадает с касательной к кривой в этой точке.

Геометрическую характеристику второму подклассу многообразии 
можно дать, применяя теорему Виета к уравнению (41), определяюще
му фокусы конгруэнции гиперболы.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА 1 РУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

О КОНГУРЕНЦИИ эллипсов в ЭКВИАФИННОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ

Н. в. АМИШЕВА

Эквнаффинные свойства конгруэнций кривых второго порядка изу
чались В. С. Малаховским в статьях [3] и [5]. В настоящей статье по
строен канонический репер, отличный от репера, построенного В. С. Ма
лаховским, и рассмотрены некоторые частные классы конгруэнций 
эллипсов. Построенный репер позволяет рассмотреть новый частный 
класс конгруэнций эллипсов.

§ 1. Канонический репер конгруэнции эллипсов

Рассмотрим в трехмерном эквиаффинно.м пространстве конгруэнцию 
эллипсов. Деривационные формулы некоторого репера при
соединенного к конгруэнции эллипсов, запишем в виде:

dA = u>‘e i , dei = (/, j, k =  \, 2, 3), ( 1)

где 0)', ш{ — дифференциальные формы Пфаффа, удовлетворяющие 
уравнениям структуры;

Dv>‘ = [уР ы )|, Dv4
и соотношению:

Г * JtOf wi ( 2 )

0)| -f-0)2 - 4 - =  0. (3)
Поместим начало А репера в центр эллипса, вектор ei направим па
раллельно прямой _ЛМ, где М — характеристическая точка плоскости 
эллипса, а вектор ег направим по сопряженному с вектором е\ относи
тельно эллипса направлению. Тем самым из рассмотрения исключим 
конгруэнции, у которых центр эллипса — характеристическая точка 
плоскости эллипса. Векторы е\ и бг нормируем так, что

ЛЛ^ ЛЛ, =  е2 ' (4)

где Л[ и Лг принадлежат конике. Вектор направим параллельно ли
нии пересечения касательных плоскостей к поверхностям (Л]) и (Лг), 
описываемым соответственно точками А\ и Лг. При этом нормирование 
вектора вз вытекает из условия эквиаффинности (3). Итак, канониче
ский репер конгруэнции эллипсов геометрически полностью построен. 
В качестве независимых форм выберем формы и ’ и

Так как репер канонический, то все формы со ^ ш/ в деривацион
ных формулах (1 )— главные. Поэтому можно записать:

coj =  0)3 =  (а, р, 7 =  1, 2), (5)
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причем из геометрической характеристики репера вытекают следую
щие конечные соотношения:

C i S , c b - c j ,C i j ,  = 0  (6)
(1 4 - C j J ( l  +  C f , ) - C f . C l ,  = 0  (7)
(1 +  = 0  ( 8)

# 0 .  (9)
При этом уравнения эллипса запишутся в виде:

+  =  1, х^ = 0 .
Так как касательная плоскость к поверхности центров определяется
векторами Ci -Н и С2 + С̂ о2̂ з, то выбором независимых форм
исключаем случай, когда касательная плоскость к поверхности центров 
параллельна вектору ез. Продолжение системы дифференциальных
уравнений (5) приводит к следующей системе квадратичных уравнений:

[^/СооВ)'*] -j- Co(x([u)'; Cif;Oy''’| [ш-; 4 - [CJfOjT; Сзрш^]) —

— [о.’: C-';,toP| (со̂  C3pu)f’] -Ь (С1р +  С.Зз) шР] =  о
(t/apioPJ +  clp{[^«4 -Ь +  [С̂ ^од; ф .д ] )  _

— lCipW'4 ~  [Сорю̂ ; Сзуш̂ ] =  0 ( 10)
[(/СзрюР] -f С5р ((«)’; Csicofj) +  -
— |CJp0)  ̂ - [C’;'ipU)f; С271'Д| 4- [(C|p4- Ĉ p)o)P; Сз,")̂ '] =  0.

§ 2. Конгруэнции С

Конгруэнциями с  называются такие конгруэнции, для которых 
С[, =  — 1, С{, =  0, т. е. точка Л, является фокусом. Из уравнений 
( 10) следует, что эти конгруэнции определяются с произволом пяти 
функций двух аргументов.

Т е о р е м а. Если Сцо =7̂= о, то точка ЛI (— 1, о, 0) является фокусом 
тогда и только тогда, когда она ~  характеристическая точка плоскос
ти эллипса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка Л: -  фокус. Тогда
C?, =  Cg,. ( 11)

Из условии (6) и (11) вытекает, что
С-5, =  С?, (при eg. =^0). ( 12)

Так как характеристическая точка плоскости эллипса имеет координаты
Г’з Г'З _^3 г’зl^2ll>02 r..0lL,22М , о, о тоГ’з рх рз пз

при условиях (11) и (12) точка М  совпадает с точкой Ль Пусть те
перь Л] — характеристическая точка плоскости эллипса. Докажем, что 
точка Л 1 есть фокус.

Так как точка At — характеристическая точка плоскости эллипса, то
Cg.Cg2 -  CgiC'b =  Cg,C?2 -  CJ,C 2̂ • (13)

Из условия (6), учитывая С^з ^  0- находим
П З  /^ 3  ^ 01'  ̂12с и (14)
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Подставив выражение (14) в (13), получим:
(cs2 - c ^>)(C^,C2,-C3,c 52) =  o. (15)

Так как характеристическая точка не совпадает с центром эллипса, то 
С®,С22 — =7̂  0. Следовательно, С;). =  А это и есть условие
того, что точка А\ есть фокус. Теорема доказана.

Конгруэнции С, выделенные дополнительно условиями С 2̂ = С){._.=0, 
определяются с произволом трех функций двух аргументов и харак
теризуются тем, что точка А\ — фокус, а касательные плоскости к по- 
вер.х-ностям (Л), (Л1), (Л,) параллельны одному и тому же вектору е,.

§ 3. Конгруэнции Aij и их подклассы

Конгруэнции Ло были введены В. С. Малаховским в статье |3|. 
Так же, как и в [3], находим, что фокальные поверхности и фокаль
ные семейства конгруэнции определяются из уравнений:

3 I

где

(х ')2 +  (л:")’ =  1,
10* 1С1, (.X')'' +  +  С1 , -г X'
- 1С!2(х')' +  ^х'-}

- |- Соаю“ =  о,

г, =-С5, +  с ' , ,  i’2 =  Cb +  Ci2 .

(16)

Исключив из системы уравнений (16) получим уравнения для
нахождения фокусов конгруэнции эллипсов

{с],х' -f -f СЗ2) \ с и ( х 'У  + +  C h ix 'r-  +  -v'! -
-  (С?,х> +  C l,x- + Cl,) {C]2 (;c')= -f +  С], -f .v-) =  0

(x')--[ (jc2) - =  1, л:3 =  0.
Отсюда следует, что точки Л, и Л2 являются фокусами конгруэнции 
эллипсов тогда и только тогда, когда:

(СЬ +  С?2)(С1, -К l ) - ( C ? ,  +  Cg,)Cj2 =  0 (17)
(С 2̂ +  Сг,) С1 , -  (С-5, -f Cil,) (С 2̂ -К 1) =  0. (18)

Исключив из рассмотрения случай, когда поверхности (Л,) и (Л2) вы
рождаются в линии, будем иметь:

(1 +  СЬ) (С?, +  С1,) -  (С?2 -К С1о) С?, ^  О (19)
(1 +C ',)(C22 +  C^2)-Ci2(C^. Л-С?,)¥=0. (20)

Поэтому в силу (19) и (20) соотношения (7), (8), (17), (18) дают:
C}i =  - 1 ,  С^2 =  - 1 .  С'2 =  0, q ,  =  0. (21)

Соотношения (21) в нашем случае определяют конгруэнцию Л„. Конг
руэнция Ло характеризуется тем, что точки Л, и Лз — фокусы, а ка
сательные плоскости к поверхности (Л,) и (А,) параллельны соответ
ственно координатным плоскостям {е-, еУ) и {е̂  е-,,). Конгруэнции Л„, 
выделенные дополнительными соотношениями

Г’З -л- п Г'З — Сз г з  — Г'-'
^ 1 2  —  '- 'U 2 i —  '- 'О М

определяются с произволом двух функций двух аргументов и харак
теризуются тем, что точки Л,, Ао, Ли Лг — фокусы, а линия пересече-
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ПИЯ касательных плоскостей к фокальным поверхностям (.4i) и (Лг) 
параллельна вектору е,. Конгруэнции Ло, выделенные дополнительны
ми соотношениями

с и  =  С\, -  =  СЬ =  Ci, -  СЬ =  С^, == СЬ =  О, (22)
назовем конгруэнциями В,. Они определяются с произволом двух 
функций двух аргументов и характеризуются тем, что фокальные по
верхности (Л,) и (Ла) вырождаются в плоскости. При этом конгруэн
ции прямых, проходящих через точку А и параллельных вектору 

цилиндрические, а конгруэнции прямых, проходящих через 
точку Л и параллельных вектору ^з, вырождаются в связку парал
лельных прямых. Конгруэнции В,, выделенные дополнительными к (22) 
условиями

С«2 =  0, С ? 2 = С З ,^ 0 ,  (23)
определяются с произволом двух функций одного аргумента и харак
теризуются тем, что точка Л1 является сдвоенным фокусом конгруэн
ции эллипсов, одна из асимптотических линий поверхности (ЛО коор
динатная: О)* =  О, а аффинная нормаль этой поверхности параллельна 
плоскости (ёдёз). Рассмотрим конгруэнции Ло, характеризуемые допол
нительными условиями

С?2 =  С 2̂ =  0, С2, =  1. (24)
Назовем их конгруэнциями В>. Конгруэнции В., определяются с про
изволом двух функций двух аргументов и характеризуются тем, что 
Л], Л.,, Л1 —фокусы, а точка пересечения касательных плоскостей 
к поверхностям (Л), (Лз), (Л,) имеет координаты В (1, 1, 1). Уравне
ние асимптотических линий на поверхности центров конгруэнции Вз
имеет вид: ,

(Ci, -  С?2 -  2) +  (С(з +  Ci.) (ш2)2 -I-
+  (Cii 4- с и  -  с и  -  1) =  0. (25)

Конгруэнции В-., определяемые дополнительными условиями
С . , _ С ?2 =  2 С?22-С22 =  0, C .',- |-Ci2- C ^ ,  -  1 =^0, (26)

назовем конгруэнциями В^'. Из (25) следует, что асимптотическими 
линиями на поверхности центров становятся линии со’ =  0, ш-=  0. 
Аффинная нормаль поверхности (Л) задается уравнениями

(C^. +  C^,) х' -f (1 - C i 2) x - - ( C ?2 +  Cs2).>c" =  0 (27)
C5,A:'-C.)ir^ =  0.

Конгруэнции Вг определяются с произволом шести функций одного 
аргумента.

Конгруэнции Вг, выделенные дополнительными условиями
r ‘i ___ Г' =  о

характеризуются тем, что аффинная нормаль поверхности центров па
раллельна вектору ёз, а аффинные центры кривизны и аффинные 
линии кривизны поверхности (Л) находятся из уравнений:

г-л -f р 1(2 +  CUJ +  (1 -  CU) ‘“'1 = о

CU®+p(C2,CO>-Ci'2U)2) = 0.
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Система квадратичных уравнений (10) в последнем случае принимает 
вид:

|dC?iCo‘] +  fdCf2i«-| -f (C?,Ci„ +  СЬ +  С?1 1- С?, +  СЬ) =  О 
+  (CJiC'2 -  C'fiCl, +  ПзС;!, -  С?,) [о,'о)=] =  О 

+  +  C ? i ) - C 5,C'o) |со'ш̂ ] = 0
\ d C \ y \  +  [dC'ocu-’] +  |С 5 , ( С Ь - 2 )  +  С1з(С?, 4- 1)} Ь«'ш2| -  О

+  [с/С',(о2] +  {(С'з 4- 1) С?1 -  С1,С.'з +  2) [ш'ш=] =  О (28) 
[rfCLcoi] -  [dCf2̂ «̂ l 4- ICI, (Ci3 4- 2) -  С?з (1 +  C?i) ^  C?iC^3) =0
и дает три конечных соотношения:

С,;,2 =  1 — C:li, C?,Ci.3 +  CfiCV. =  О,
(29)

C?iCi2 4-CliC?3 +  C i iC '3 = 0 .
Из (28) и (29) следует, что четыре независимых инварианта связаны 
шестью квадратичными уравнениями. Поэтому, чтобы найти произвол 
решения, необходимо систему (28) продолжить. Для этого разрешим 
ее но лемме Картана, используя (29):

d C ^ i  4- Oiuj- =  6 ,u)' dC!,-2 4- ^2 ‘“’ =
dC]i — Я3Ы- =  йзш' b^ur

d C ] ^  =  ~  b^^й' 4- ^;-u)2 (30)
dC\^ 4“

где
dCU +  я,ш- =

„ _  ^2 ^  I   П2 \ /̂ 3   f̂ 3“*1 — I 22 I 2'- 21 ^  I I 1 32
=t3 =  Ci2(l  4 - C ? , ) - q , C ( 3 ,  «о =  2 С Д ( 1 - С Ь )  (31)

«3 =  Cf,(l +  Д\з)4-С?з(1 + q , )
а, =  СЬ(2 4 - С ? , ) - б 4 - С ? , ( 1  - С . ] , ) - 2 С Д -  C?i 

ô =  2(Cf.Ci3 +  C?i b 1).
Замкнув (30), получим систему квадратичных уравнений:

4 - b ,C j 2 =  |^/0tJ(в2 |

\db2^̂ '] =  (1/030) 'I 4 -“зСзз (ш'о)"]
[ d b y \  + \dby-\ 4- бзС ^з [о)'ш2] =  -  [1/ази)2] (32)

\db^ш' \ — [1//)зШ-] 4- Ь^С\2  (uj'w'-| =  О 
\db-y\ +  b-,Cl2 =  li/a7‘»-|

и одно конечное соотношение:
2 (С^С 'з +  СД 4- 1) +  ^С?, 4- СЬСД +  С^з(^4 4- С?з4- Cf, +  СДС?з) 4- 

4 -(C i.3 - l)(C i3C f,4 -  СД) =  0.
Из (30), (32), (33) следует, что эти конгруэнции определяются с про
изволом пяти функций одного аргумента.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

О МНОГООБРАЗИИ (0,и +  1) в А„ 2

М. Б. ИСАБЕКОВ

Настоящая работа является обобщением работ [1] и [2] н посвя
щена построению и геометрической характеристике канонического ре
пера п-параметрнческого многообразия £  " (0, и-|- 1) в Л лн-2 , т. с.
м-параметрического многообразия, элементом которого является точ
ка jM и проходящая через нее гиперплоскость (основная). Число 0 
и ( и +  1) в круглых скобках означают соответственно размерности точ
ки М и основной гиперплоскости, индекс п вверху означает размер
ность поверхности S„ , описываемой точкой М, а индекс п внизу озна
чает размерность многообразия основных гиперплоскостей.

§ 1. Аналитическое построение канонического репера

Деривационные формулы репера (Mei) запишем в виде: 
dAl =

dei — (О- ej, ^  1, 2 ,. . . ,  л, /г 1, л +  2),
( 1 )

где иФ, иф — формы Пфаффа, удовлетворяющие уравнениям структуры
эквиаффинного пространства

— [ loAojl, 

Dwj  =  [ш*оф I,
( 2 )

(3)

и условию эквиаффинности
wj =  0.

Введем следующую систему индексов:
i , i , k  =  1,2,3, . . . ,л ,л  +  \ , п  + 2; 3, 3,f , -^ =  1,2,3,..., л,
д, г =  1, 2,3,..., л, л -f 1, ji, V =  л -f 1, л -Ь 2.
s,q =  1 ,2 ,3 , . . . ,л — 1.

Помещая начало подвижного репера в|точку М и располагая векто
ры €1 6 2 , ...,en-ie„+!e„+2 в основной гиперплоскости, имеем

о М  =  о ,

= T:Ug +
> ^ О , V *”== “Ь

 ̂  ̂ г\It' =  =  о.

(4)
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80 М. Б. ИСАБЕКОВ

где S —символ дифференцирования по вторичным параметрам, а г', 
т:? —формы Пфаффа, зависящие от дифференциалов этих параметров. 
Так как ~‘ =т." = -^ = 0, то формы w', ш”, ш" являются главными. 
Поскольку мы рассматриваем л-параметрическое многообразие, то иЗ 
этих ( 2 л 3) форм только л будут независимыми. Формы — неза
висимые, так как при [ш’ =  0 размерность поверхности S„
меньше л. Систему дифференциальных уравнений многообразия Е"„ 
(О, л-|-1) в ^2 можно записать в виде

Л „

Из системы (5) обычным способом [3] получаем
'J.  ̂а  ft I . и.. V З а  -v V 'J.4- /р-аТ:, — Та — ХаТ, ,

^ * '5 а  —  * 1  г  *'Qa‘̂ S  * 'sa“ n  “ Г*

п ^  \П  I л '  м^п I у п у п I ) л

С помощью этих соотношения проведем следующие фиксации:
).? =  О,

/•л +  1,(1 = 0, .̂ 1 =  det||/."a'/-ja- • • /.n _ l,Q i/.n  2,1 II ¥=0 , 

>.^2̂ = 0, A, =  detl|).2J # 0,

'̂Л 2̂,л “  - П

1̂а
S

0 .
л + 2 

“ n-i 1 = 0 .

•m2 =  0.

_ л  i 2 ^
‘ •л +  2 —  и .

(5)

( 6 )

(7)
( 8)

(9)
( 10)

(И )
( 12)

Тогда формы и4, становятся главными, т. е. можно положить:

(13)

•1
1Чр —

• а  а 
/.ра«> ,

S > J а
i 'V  =
, п + 2 '  Л -г 2 л
<Чл+1 —  ^ л + 1

Из (б) в силу (9) — (12) имеем 
0)1̂ =  О,
«*л̂  1 =  О,
lu" -j- Ч̂я+2 =  0.

Из (13) и (14) обычным способом находим
—  *1 _ 1_  i  * i -—  “ Г  ' '7 а ‘'Э —  ' ‘Зо*'

. = '•а (

оК • 2
 ̂ 1 . 1

- л + 2 _3  ,  S 
'.л  + 1,3*^« ‘'Л +  1,в

=  > -^ ,

К : I.q>-sE* —  ' - n ' i .E g K s q  +

У Е р -sq —  >-n+2.qEsE^ +

_ л  +  2

.л *. л + 2

I я+2_л
^лт I

I Л-+-2

' л + 2 л + 1 •'П т 1,а‘̂л + 1 у

(14)

(15)
(16)
(17)

(18)

где
El=-.E^ + q, £ • ,=  1 ,2 ,3 , ..., (л - ( ? ) .

Обозначим
Лo■=det)p.^7'||,

\П-г2 п I Я л - 1  л - 2л * ,г4 ̂ 4 II \ "̂1* ^i4 J — uGljp̂ Ia '̂2а ,).r^ll +  del|lxrr).2a“ /.3: ./ .r 'l l

... +  det||/.^''^ -Л+2 б' +1\ Л/j—1,о»'Ла II (19)
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о  многообразии Eh (0, « -f 1) в Апл 81

Тогда с учетом (15) находим
Sy4i =  (it{ +  + •  • • +"п-1 +  (л — 1) "л+2 — "пТ!) Ai —

— nr.htlAo,
что дает возможность провести следующую фиксацию 

=  О, Лц =/= О Л 4-1 __ f \Т̂п + 2 =  0.
Теперь форма «>"+2 — главная и можно положить

Л I у Л г  1 а Шя + 2 =  '-Л4 2.i‘“ .
Отсюда обычным способом находим

;-.л  + 1   ■ «  + : Г’ + л+1 I 'Л  + 1_р^̂ л + 2,а — \.''л-г1 ‘*Л4 2) •'П~2.а ~Г '»л4-2.
С помощью соотношений (15) проведем следующую фиксацию

( 2 0 )

( 21)

( 22)

ХЛ + ‘ _) Л + 2 _ п  д _ - п - \ п ^2Ккп — ’'qs — ''п ■ л -1 - л +  2 , Q*'оа f'Ss т'' — = о‘ •5 —  ‘-q  —  О ,

(23)

(24)

(25)

(26;

(27)

^sq —  >'qs -^sq —  'ЯЯ ‘'ЯЯ ' 'SS

(S =  </).
Теперь формы —главные и можно положить

а  О <7 а
.

Отсюда обычным путем находим
1)Я j^)9 J  г ’’

С помощью соотношений (15) произведем следующую фиксацию
>4+2 =  0, л, =  d e t | | / . j ;^ | |^0, 4  =  0.

Теперь формы сид — главные и можно положить
S \S а0)̂  — •

Отсюда находим
—  ^'лЗ^а ^ 'ni ^q ~Г ^'па^п  ' ‘ла*’ р. .

Пользуясь соотношениями (7) и (28), проводим, наконец, следующую 
последнюю фиксацию

4"i =  — 1, 4 = 0  (по S не суммировать). (29)
7 ) ,1 = -1 ,  4  =  0. (30)

Таким образом, канонический репер многообразия Eh (0 ,л -г  1) в А„+г 
аналитически построен. Деривационные формулы построенного кано
нического репера принимают вид;

dM = 0^4,
• л- (31)

dei =  usiej —
где величины /4 удовлетворяют соотношениям (18) и

4 + 1 , а  =  о , Khvi.s =  о , 4 + 2 , л =  -  1, ( 32)
Л  =  о, ^ Л4-1 __ ' Л4*2

•'sq —  >'qs о , 4 7 ^ - 0 ,  4 . =  - 1 ,  4 , =  - 1 .

§ 2. Геометрическая характеристика элементов канонического репера

Найдем касательную л-плоскость к л-поверхности в точке М. Из 
dM =  (33)

следует, что при фиксации (9) векторы е ,̂ е,, помещены в каса-
6. Заказ 2328.
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82 Л\. Б. ИСАБЕКОВ

тельную //-плоскость к S„ в точке М. При этом мы предполагаем, что 
касательная //-плоскость L„ = (М ... е„) к поверхности S„ не при
надлежит основной гиперплоскости. Случай, когда касательная //-пло
скость к поверхности S„ принадлежит основной гиперплоскости, рассма
тривается ниже (см. § 3). Касательная //-плоскость L„ = (М ...е^) 
к и основная гиперплоскость пересекаются по (// 1)-плоскости 

=  (М ei'e2 ..~e„-i). Эту (// - 1)-плоскость назовем основной (// 1)-
-плоскостью. Для выяснения геометрического смысла фиксации (10) 
найдем характеристический элемент основной гиперплоскости (М е^е.^.., 
... т. е. элемент огибающей //-параметрического много
образия основных гиперплоскостей. Пусть 

^  =  М -Р -L
— радиус-вектор точки характеристического элемента основной гипер
плоскости. Тогда из

(dReleoei...e^-■^e„ = 0, (35)
т. е. с учетом (1), (5) имеем

(34)

при люэых
Х̂ ).% 4- X’' + '̂ l ''n + 2.q =  о. (36>

Л-4.;„ + Х'‘ + Х  + -.П =  -  1 .
Гак как Aj =  d e t |C /2i- • + Ф 0, то радиус-вектор характерис
тического элемента основной гиперплоскости имеет вид;

R ^ M  +  В-’е, +  В'-+Ч + 2 Г-1 + Б'п И’ (37')
где В \  решения системы (36), т. е. в общем случае является,
прямой. При этом из рассмотрения исключается случай Ai =  0, котда 
характеристическим элементом основной гиперплоскости является не 
прямая, а по крайней мере 2-плоскость. Следовательно, при фиксации
( 10) вектор ёл + | параллелен характеристическому элементу основной 
гиперплоскости.

Рассмотрим неголономное [4] подмногообразие w" = 0 ,  которое 
назовем основным. Из (33) следует, что это неголономное подмногооб
разие представляет собой совокупность всех одномерных подмногообра
зий, при смещении вдоль которых точка М описывает на //-поверхности 
S„ ЛИНИН с касательными, лежащими в основной {п— 1) -плоскости
(,М ei е2...е„_1 ).

Покажем, что линейным подпространством Н основной гиперплос
кости, первая дифференциальная окрестность которого при любом сме
щении по основному подмногообразию не выходит из основной гипер
плоскости, является некоторая 2-плоскость. Пусть

~R = М x'es -f (37)
радиус-вектор точки, описывающей линейное подпространство /У. 
Тогда из

{^d R .6^ c - i '  • • ^ n —i  1 2)|и)Л=о ~  0 i (38 )
получаем

ф Л " ,  =  0. (39)
Откуда в силу (11) находим, что x^ = Q. Это означает, что радиус- 
вектор R точки, описывающей линейное подпространство Я, запишет
ся в виде

^
т . е. .Я является 2-плоскость (A4e„+i^„., г). Таким образом, фиксация
( 11) характеризуется тем, что 2-плоскость {Men+ien+2) является ли
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нейным подпространством Н. Из (39) следует, что при фиксации (11) 
из рассмотрения исключается случай ^2 =  0, когда линейным подпрос
транством Н  является по крайней мере 3-плоскость. Из (34), (36) и
(12) следует, что радиус-вектор точки, описывающей характеристи
ческий элемент основной гиперплоскости, имеет вид

R = М -  + х" '^еп , х. (40)
'̂л + 2,л

Отсюда следует, что при фиксации (12) из рассмотрения исключается 
случай =  о , когда характеристический_элемент основной гипер
плоскости, расположенный в 2-плоскости (Ме„+, е„+2 ), является не- 
собствен^юп прямой. Из (40) замечаем, что при нормировании (12) пря
мая {Меп+2 ) перетекает характеристический элемент основной гипер
плоскости в точке ?̂ =  Л4-Ь е„+2 -

Как известно [5], линия на поверхности 5„, вдоль которой семей
ство касательных п-плоскостей (Ме\е2-..е„) к поверхности S„
в точке М является фокальным порядка (п — 1), называется фокальной 
лннпсй, а гиперплоскость пространства Лп+2 , содержащая «-плоскость 
и бесконечно близкую к ней вдоль фокальной линии, называется фо
кальной гиперплоскостью [6]. Для того, чтобы выяснить геометриче
ский смысл фиксации (20), найдем фокальные лшгни поверхности 
и соответствующие им фокальные гиперплоскости. Пусть

Г =  (M^i^a... — ^ё„+,) (41)
произвольная гиперплоскость, проходящая через касательную «-плос
кость L„, а

R = М -)- х'̂ е̂
точка «-плоскости

Если Г — фокальная гиперплоскость, то

Отсюда получаем
л 4  2.

(42)

(43)

(44)
Так как д:’ произвольны, то

(Х”,'- ' - f  й-;+^)со-= 0 .  (45)
Эта система имеет нетривиальное решение относительно ш’тогда и толь
ко тогда, когда ее опре.телитель равен нулю, т. е. когда

Л , / "  4-  -Ь  +  • • • - f  A„_^t +  Л„ =  о , (46)
где Ло гг Л1 определяются по формулам (19), а выражения других 
коэффггцисггтов Л2, Л;,......А„ для нас не существенны. Из (46) сле
дует, что в общем случае через каждую точку поверхности S„ про- 
ходггт «-фокальных гиперплоскостей

1 5, (A4 ĵ 6 2  . . .  ^П + 2  ^^Я-г l ) l  (473
где ta — корни уравнения (46). Следовательно, при фиксация (20)г 
гиперплоскость

9 л 2 (44^1 в2 ... бп Л̂ Ь2)
вьгогграется так, что 

•где
И'з Н-------h ^п - 1  - f  1 =  о ,

(48)'
(,49>

6* .
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а гиперплоскость = {Ме^е^е^ ..^e„en+i) проходит через касатель
ную «-плоскость 1„ и прямую (Me„+i). Из (47) в силу (46) следует, 
что при фиксации (20) из рассмотрения исключается случай Лц =  0, 
когда гиперплоскоср_(Ме1е2.̂ . является фокальной. Заметим,
•что «-плоскость {Meie2 ...e„-ie„+2) характеризуется_тем, ipo она при
надлежит одновременно основной гиперплоскости Ще^ео... en-ie„+ie„ .,) 
и гиперплоскости Гя+2. а вектор е„ \ 2  характеризуется тем, что он 
параллелен прямой_ пересечения 2-плоскости (Мг„,ц^„+2) с «-плос
костью (44^1 ^2^3 П̂-1 ^Птз)-

Одномерное подмногообразие, принадлежащее основному подмно
гообразию ш" =  о , назовем главным, если при смещении вдоль него 
первая дифференциальная окрестность основной (« — 1)-плоскости при
надлежит некоторой гиперплоскости, проходящей через касательную 
«-плоскость. Эту гиперплоскость назовем главной гиперплоскостью, 
■соответствующей основному подмногообразию о)" — о. Линию, описы
ваемую точкой М  при смещении по главному подмногообразию, на
зовем главной линией поверхности S„. Для геометрической характе
ристики фиксации (23) найдем главные линии поверхности S„. Пусть

/? =  Л4 4- x'es (50)
— точка (« — 1)-плоскости принадлежащей гиперплоскости (41)
•ВДОЛЬ подмногообразий i»" =  0, тогда

{̂ dRGi €2 ... ^п+2 i)|(o” = 0 0. (31)
Отсюда в силу произвольности получаем

( С + ^ С ) ‘»1а,'» = о = 0 .  (52)
Эта система будет иметь нетривиальное решение относительно тог
да и только тогда, когда ее определитель равен нулю, что в силу (23) 
запишется в виде

Q n' * “Н (^2̂ '  4' ^̂ '22̂ ") • • ’(^л—1.П-1 4- — 0. (53)
Из (52) в силу (23) следует, что через каждую точку М поверхнос
ти S„ проходит (« — 1) главных линий о>' =  =  ... =  =  ...

= u )" = 0  и соответствующих им (« — 1) главных гиперплоскостей

=  (.44^1^2 ••• ^п + 2 +  Л̂ + l).
Следовательно, при фиксации (23) координатные линии поверхности 
S„ кроме линии, касающейся вп, являются главными линиями. При 
этом из рассмотрения исключается случай K q — Кя '-ss =  0 . ког
да две или более главные гиперплоскости совпадают.

Найдем характеристический элемент 17| касательной «-плоскости
относительно гиперплоскости ^л+i) при о)" =  0. Пусть

R = M  + х"ё, (54)
— радиус-вектор точки, описывающей искомый харакшристический 
элемент; тогда из

^dR^i с2 ... ^п ̂ л-ы)|ш̂  — о 6),
в силу (13) имеем

л0-^Г = 0 . (55)
Так как Д3 4= 0, то х-* =  0. Следовательно,

^  =  М -f
•И фиксация (26) характеризуется тем, что вектор вп параллелен ха-
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рактернстическому элеме1£ту касательной /г-плоскости L„ относительно 
гиперплоскости {We^e, ... епвп+j) при ш" =0. При этом из рассмотрения 
исключается случай =  0, когда характеристическим элементом ка
сательной /г-плоскости является по крайней мере 2-плоскость, 
Для геометрической характеристики фиксации (29) и _(30) найдем 
псевдофокусы [8| прямых 1̂  = (Мва). Известно, что точка = М +  xle^ 
называется псевдофокусом прямой Е, если при смещении со' = = . . .
. . .  =  ш?-' =  соЗ+' =  . . .  =  со" =  о эта точка описывает линию с касатель
ной, принадлежащей гиперплоскости ... ... ^п+г). Пусть

Fl = M+x"ses
(56)

Fп М Хп €п
псевдофокусы прямых F и /„ соответственно. Тогда (dFjeie^.^.en-j, , 
ёп + 1^п+2) = 0  при со'=  со'̂  =  • . .  =  со''-'=  о , ( r f f j ,  ^ 2 ^ 3 . . .  e „ _ ie n  
e„ + ie„^2) = о при (0̂  =со  ̂=  • • • =со" =  0.
Отсюда в силу (29), (30) находим

ATi = =
Каждый из векторов ej, е„ нормирован так, что псевдофокусы F"s — 
=  М i- 6s, F'„ =  М  - г  соответственно при смещениях со' = .>2 _

,,п-1 =  о, Со2 : СО’=  =  , , =ш''= 0  описывают линии с касательными.
параллельными соответственно основным гиперплоскостям 
... н {Ме^е.^... enen+ien+i). При фиксации (29), (30) из
рассмотрения исключается случай >."i =  0, >-ni =  0, когда соответству
ющие псевдофокусы F", F'„ совпадают с точкой М.

Таким образом, все элементы канонического репера многообразия 
E^iO, п -\- \)  в Л„,з геометрически охарактеризованы.

§ 3. Об одном эквиаффинно инвариантном классе многообразий
£п(0./г+  1)

В этом параграфе будем рассматривать частный класс многообра
зий £я(0,/г-|- 1), который был исключен нами в § 1. Поместим начало 
репера в точку Л1 и расположим векторы ^2... в основной ги
перплоскости, а векторы ва — в касательной /г-плоскости (Mei е^ез 
...е„) к /г-поверхности S„, описываемой точкой М. Тогда, выбирая 
формы u)“ за независимые, систему дифференциальных уравнений 
рассматриваемого класса многообра.зий можно записать в виде

cô  ̂ =  о.
\1 Р- в
л-ь2 > л-1-2 а

(57)

Здесь величины симметричны по а и Из системы (57) обычным 
способом получаем

) I'- _L г ...т 1 (58)

^^'Л +1,а — ^л4-1 ,Р ^а " F  ^ л  + 1 “Г  ^̂ л f  1,а ( '"л М " Г  ^ л + 2  ) •

Пользуясь соотнощениями (59), проведем следующую фиксацию:
Хл+?,а =  о , Д4 =  d e t II X"s^“|| =/= о , 1^я+1 =  0. (60)
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Так как теперь формы — главные, то можно положить
3 S Й а

+ 1  — ^л-i-I.aW ,

Обычным способом находим
Р __3 _ 7  - 3  _ "  + 2 г 3 _ П  I -.З _ Л  г1

+  I ,а —  /'Л  +-1.7 ‘ "а ’'П-т' ("  ''Л  + l.a » 'л f  1 —

Обозначим

=  d e t l p r ‘).S,
Ло =  с1е1||)-з"/*1|
л + Ь  л -2 > л -г2  I'

• л л- 2 ^3 л̂ 4-1.а̂ л + 2«

+  det II Х|а /ч2а ' * * '̂Па || Ч"

(61)

(62)

л-1-2 ,

‘ -J- det||XiV

»чл—1 ~т \f l  —  1 )  “ л + 2 —

Учитывая (58), находим
0Л1 =  (т:| +  ..

— Пт̂ пЦЛо,
что дает возможность произвести следующую фиксацию;

X ЛЧ-2 7 Л 4 1 I
* ^ П - \,<x'̂ na I

Л1 =  0. АоФО 7г"|^=0. (63)
Так как теперь форма ш"+2 — главная, то можно положить

Л -г I X Л +  1 а^̂>Лф2 =  л̂ f2.âW . *
Отсюда обычным способом находим

' ■ . П - И    л  +  1 3 / _ п  и   ̂ 1 _ 1 ' Ч  ' - 3
^^'Л + 2,а —  ^'л + 2 ,3 ^а  V^/1-l-l ^ л  + 2 / '- л + 2 ,а  "I '^^ia ^ л  + 2-

С помощью соотнощения (64) проводим следующую фиксацию;
X"U« =  0, A5 =  det||X,?,+’ i ^ 0  4+2 =  0.

Так как теперь и формы — главные, то можно положить
^3 а1 — ''лЧ-2.а̂*̂

(64)

(65)

(66)
Дифференцируя (66) внешним образом, обычным способом находим 

'■)3 _ 3̂ _т -л „rf-L'i" -"+^

С помощью соотношения (58) проводим следующую фиксацию;
=  х : , , + *  = 0 ,  д ‘ з  =  х : :  ‘ х ? р '  ■  -  x :  +  \ ^ f , +  ’  ^ о ,  4  =  4  = 0 ,  ( а  Ф Р ) .  ( 6 7 )

Теперь формы —главные, и можно записать
o j f = X ^ .  ( хфЬ)  (68)

Отсюда обычным способом находим
лхй Гр I А 0 ■<'1 X Л 4- I В . \0 Л-1 2 /ос\\
■̂ *̂ «7 —  ^ат)'^7 ''т]7'^а ''«7 '^л-) ^ '^Л4 2 -Т ^ “ '

Пользуясь соотношениями (62) и (69), проведем фиксацию
X”i =  — 1, 4  =  0 (по S — не суммировать)
х!,1 =  - 1, 4  =  0 , ( 70)
\ * _ 1 — _ п''Л + 1»1   1, *̂Л4-1 —

Таким образом, канонический репер рассматриваемого многообразия 
аналитически построен.

Для выяснения геометрического смысла фиксации (60) _н1шдем 
характеристический элемент основной гиперплоскости (Mgj ... ^n+i).
Пусть

R = M + x ”ePi (71)
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— радиус-вектор точки характеристического элемента основной ги
перплоскости. Тогда из

(rfRc (^2)
учитывая (57), получаем

=  (73)
Так как Д4 =  detl|'/.”i О, то =  О и из (71) получаем

М +  х''+>ё„+1. (74)
Отсюда с.^едует,_что характеристический элемент основной гиперплос
кости (Algj ^2... ^n+i) является прямой, параллельной вектору .
Из рассмотрения исключается случай =  О, когда характеристичес
кий элемент не одномерен. Для выяснения геометрического смысла 
фиксации (63), т. е. выбора координатной гиперплоскости

Тл + 2 ~  (^^1 2̂ * •* л̂-г 2)
проводим рассуждения, аналогичные тем, которые были проведены 
в § 2 при фиксации (20).

Для выяснения геометрического смысла фиксации (65) найдем
характеристический элемент гиперплоскости (Ме^Со... Обоз
начим через

= M +  х’‘ёа + х''-^ё„+2 (76)
радиус-вектор точки характеристического элемента. Так как условие

6 2 ... бп ёп+2) ~  (77)
должно выполняться при любых (о", то

(78)' =  0 .

Так как Дг. — detlXa '̂ '̂ll 0, то д:’ = 0  и радиус-вектор точки харак
теристического элемента (76) принимает вид

R = M +x"<^e„.,2- (79)
Следовательно, геометрический смысл фиксации (65) состоит в том* 
что характеристический элемент гиперплоскости (Л4^  ̂i , ... ёл^л-| 2) яв
ляется прямой, параллельной вектору е„: 2-

Из рассмотрения исключается случай ^5 =  0, когда характеристи
ческий элемент не одномерен. Так же, как и в [7|, показывается, 
что при фиксации (67) координатные линии «-поверхности S„ являют
ся фокальными с касательными, параллельными векторам е̂ .

При этом из рассмотрения исключаются случаи Д*;̂  =  0, когда 
две или более главные гиперплоскости совпадают.

Геометрическая характеристика нормирования векторов аналогич
на характеристике, полученной в § 2, а геометрическая характеристика 
норлшрования вектора ел+2 вытекает из условия эквиаффинности
(^) 62 ёз...6„ 6п + 1 бл42 ) =  1.

Таким образом, все элементы канонического репера рассматривае
мого частного класса многообразий геометрически охарактеризованы.
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ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико математическая

О ТРИОРТОГОНАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

В. п. долговых

Векторным полем мы называем [1] геометрический образ Фз [2], 
элементом которого является пара точек Л и В. В работе рассматри
ваются триортогональные системы векторных полей, а также триорто- 
гональная система, порожденная векторным полем {V'l} и состоящая из 
поля {Ki}, поля ускорений и поля вихрей. Доказывается, что такую 
триортогональную систему порождают дважды голономные [ 1] вектор
ные поля с изотахейными векторными линиями. Рассмотрение ведется 
в трехмерном евклидовом пространстве. Все индексы изменяются 
от 1 до 3.

§ 1. Триортогональная система векторных полей.
Геометрическая характеристика инвариантов

О п р е д е л е н и е .  Систему трех взаимно ортогональных векторных 
полей {У,} =  {ЛВ; } назовем системой Т.

Поместив начало репера в точку А и направив единичные векто
ры е,- по векторам V,, получим

Vi - Vi ei 

Bi = A-\- Vi 6i,

(no i не суммировать!)

где 1/ /— скалярные функции трех аргументов.
Из деривационных формул ортогонального репера [3]

dA — ю‘ €i,

dei =  wUk, luf -1- luft =  о 
и уравнений структуры

D(o‘ = [lû io*], Dшf =  [ш{о)у]
следует, что система Т определяется следующими дифференциальны
ми уравнениями

( 1)
1 « 3 „ г=  /7/ to ,

(Oi =  dVi = Vijm\
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При этом из рассмотрения исключается случай, когда множество 
точек {/4} двумерно.

Дифференцируя внешним образом систему уравнений (1) полу
чаем:

-Ь = 0 ,

[ V i « ’l л- = 0 ,

[ArjU)’ ] [АГоШ- ] +  =  о,  (2)

[Ax»,.((u'l +  [Аи,,ог] +  [Ax),-3c«3j =  о, 
где

=  dqi -  {̂ 1 г, +  q. г., -  q., {р^ -  q.̂ ) -  /?, о)*,

Ч г  =  dq^ — [P2q-2 +  РзЯз — (Яз +  Гз) ~  РоГ-^ +  Г,_р^\

А̂ з =  dq^ -  [q] +  q l - q , { P i  +<72) - /"i^̂ з +  А A)

Д/?1 =  dp^ — {p, r, - f  P2 ''г  -  Pi {Pi-r Яз) -  A Я2 +  Яг ' '2}

V 2 =  dp^ — \p\ ^  P l — Pi {Яз-\ -Гз)  — г . Яз  Л-Яз^з]  u)̂

А/7з =  dPi  — \ РхЯзЛ-  Р з Я з — Рз  (i»i +  a ) — Г3 +  r ^ q i ) m \

Дг, =  dr^ -  | r? +  -  Г3 (pi +  <7 .,) -  A  A  +  Pi Яз]

Дгз =  dr. -  [r.p^ +  Гз/?з -  /-1 {̂ 2 +  Гз) -  Я.Рз+РзЯз\ (3)

Дгз =  i/Гз -  {г, +  Гз 3̂ -  Гг (7?, +  Г3) -  р^ q̂  +  а 1
Дц,., =  dVi^ -  {x),i Г1 +  U;2 Гг -  -у̂ з [р^ +  а )1 

Дг',г =  rfy,2 -  {и,1 Рг +  Аз А  -  А 2 {Яз +  А)]
ДАз == dVi3 — 1Аг91 +  ■и.-з 7з — Ai (i»i +  Гз)) w'- 

Из теоремы В. В. Васенина [4] непосредственно следует, что систе
ма квадратичных уравнений (2) — в инволюции и определяет решение 
с произволом в шесть функций трех аргументов, что очевидно и геомег- 
рнческн.

Если дана кривая линия и в каждой ее точке единичный вектор, 
ортогональный касательной этой линии, то получающийся образ назы
вается полосой [5]. Рассмотрим полосы, несущими линиями которых 
являются Bej<TopHbie линии поля {V'*}, а нормальными векторами—век
торы поля {Р, } (i ф  к) системы Т. Такие полосы будем называть по
лосами 1[. Дифференциальные инварианты полос /Р : геодезические 
кручения х^к , нормальные кривизны k ‘̂k и геодезические кривиз
ны k ^к определяются по формулам

''■g>= UO ь / '
-  dCi (4)

где
i . .  I;

dSf  ̂=  J ,7=0 {,1 Ф i h)
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Эти инварианты для полос в нашем репере имеют следующие 
значения

= ^ 1 . k g ]  =  Гз, (5)

= '* 2 . kg ]

fin'i = Р з , k g l  =  ?3-

Отсюда получаем абсолютную характеристику инвариантов триортого
нальной системы полей паправ^тений [6|, т. е. полей с г»,-=  1.

Векторное поле {/̂ ) _назыг5ается параллельным в смысле Миллера 
[7| относительно поля (У) вдоль кривой Г, если вдоль кривой имеем
{I, di, J) = 0. Для векторов {1̂ ,) системы Т вдоль линии име
ем

т ----------- ---------- =  О)/ .
V i  V j  V k  V j

( 6)

Отсюда следует, что если векторное поле {l/,j системы Г являет
ся параллельным в смысле Миллера относительно поля {Vj\ при 
Смещении вдоль кривой Г, то и третье векторное поле [V^\
{i Ф J Ф k) системы_Т является параллельным в смысле Миллера
относительно поля \ Vj\ 'вдоль этой же кривой Г.

Из соотношений (4) и (6) следует, что 1) полоса тогда и только 
тогда будет геодезической, когда ее касательный вектор Cj, является 
параллельным в смысле Миллера относительно нормального вектора е 
вдоль несущей линии полосы; 2) полоса I^ тогда и только тогда будет 
полосой кривизны, когда нормальный вектор е является параллельным 
в смысле Миллера относительно ее касательного вектора вдоль не
сущей линии полосы; 3) полоса тогда и только тогда будет асимп
тотической, когда ее касательный вектор является параллельным
в смысле Л\иллера относительно вектора е (i Ф j ф  k) вдоль ее несу
щей линии.

Все полосы Ц тогда и только тогда являются полосами кривизны, 
когда каждое векторное поле {Vi } системы Т является параллельным 
в смысле Миллера относительно поля вдоль несущей линии полосы.

Такие системы Т определяются с произволом в три функции трех 
аргументов.

§ 2. Неголономные поверхности {Л,}

Неголономную поверхность, элементом которой являются точка Л 
и проходящая через нее плоскость, ортогональная вектору V;, назовем 
неголономной поверхностью {А ,}.

Каждая из неголономных поверхностей {Л,} ( i = I ,  2, 3) может 
быть задана дифференциальным уравнением о)̂  =  0 и расслаивается 
на однопараметрнческое семейство поверхностей, если выполняются 
соотношения;

для [А,\ 

для (Л, 

для (Лз]

Я-2 Ф 3̂ — О,

P l +  Г;  =  о, 

РхФ Ч2 — 0.

(7)
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Гауссова и средняя кривизны неголономных поверхностей (/1,), 
(Лз) и {Лз} соответственно равны

=  <72''з -  ''2^3. ■̂01 =  <7з — ^2.
Кп =Р\Гз — г^р. ,̂ =  (8)

= PiPi Я\Рг> Ноз—Рг Я\-
Из соотношений (5) и (7) следует, что все три неголоыомные 

поверхности (Лх), {Л̂ ! и |Лз} тогда и только тогда расслаиваются 
на однопараметрические семейства голономных поверхностей, когда 
все полосы I'k являются полосами кривизны.

Аффинные нормали [8] неголономных поверхностей {Aj}, {Л,) и {Л,) 
определяются соответственно векторами

II -га={г,Яз— Яг ''з) -г (̂ 1 Гз — г, Яз) +  (г, Яз — Яг ^г) з̂- 

^г\ \^Р={' 'гРз— Рг''з)ез + (р,Гз— ГзРз)ёз г  (г  ̂р^ — Pi Г.)~ез, (9)

Ъ II ^̂3 =  (РзЯз — ЯгРз) ^1 +  {ЯхРз-Рх Язйз +  (Pi?2 ~  ЯхРг) з̂-
Т е о р е м а .  Неголономная поверхность |А,) тогда и только тогда 

вырождается в семейство плоскостей, когда векторное поле {I/,-} яв
ляется параллельным в смысле Миллера относительно полей \Vj\ и 
{V̂*j ( 1 ф ] ф к )  при смещении как вд^ль векторных линий поля {Vj\, 
так и вдоль векторных линий поля |1/; )̂.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г =  1, у =  2, к = 3.
Неголономная поверхность lAj} тогда и только тогда вырождается в 
семейство плоскостей, когда deiU,'-o — О, т. е. при условии

Яг = Яз = Гз = Гз = 0.
Эти же соотношения, как видно из (6), означают что векторное 

поле (\/il является параллельным в смысле Миллера относительно 
полей {V̂jI и {I/3) при смещении как вдоль векторных линий поля 
{l/j), так и вдоль векторных линий поля {\/з.1 Теорема доказана.

Т е о р е м а .  Неголономная поверхность |Л,) тогда и только тогда 
вырождается в семейство параллельных плоскостей, когда поле на- 
праатений является прямолинейным, соленоидальпым и параллель
ным в смысле Миллера относительно ^векторных полей [Vj\ и (1̂ )̂ 
вдоль векторных линий полей \ Vj\ и соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / =  1 ,у =  2, /г =  3.
Неголономная поверхность {/Ij} тогда и только тогда вырождается в 
эемейство параллельных плоскостей, когда dei = 0, т. е. при условии 

Я1 = Яг = Яз = >'1 = Гз = Гз = 0. (10)

Если поле напраатений {е̂ ] является прямолинейным (d^i/,u"=„/Lo =  
=  0), соленоидальным (d ivei = 0) и параллельным в смысле Миллера 
относительно векторных полей 11/ )̂ и {I/3) вдоль соответствующих 
векторных линий этих полей, то имеем

1̂ =  Г1 =  0, Гз=Яз, Яг = Гз = 0. (И)
Система квадратичных уравнений (2) принимает вид:

[ dЯз — Яз -г Рз Яз =  о.
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\dq-i-\-q3^' — 2/?27з ‘“'\ «̂"1 =  О, (2*)

|A/7i U)'] -j- [A/7„u)-j [А/7зШ̂| =  О,

[А-г̂ дО)'] +  [Az;,.2tu-] +  [А'у^ш'Ч = 0 .
Разрешая первые два уравнения этой системы по лемме Картана, 

получаем конечное соотношение
3̂ =  0.

Это соотношение вместе с (11) дают соотношения (10). Наоборот, если 
выполняются соотношения (10), то выполняются и соотношения ( 11). 
Теорема доказана.

Из теоремы В. В. Васенина следует, что система квадратичных 
уравнений (2*) — в инволюции, а произвол ее решения равен четырем 
функциям трех аргументов.

§ 3. Неголономные поверхности [Bij]

Неголономную поверхность, элементом которой являются точка 
и проходящая через нее плоскость, ортогональная вектору Vj , назовем' 
неголономной поверхностью {В,у }.

Неголономные поверхности {Вц } задаются уравнениями
ы‘ -Ь dVi = 0.

Если каждая неголономная поверхность (6 ;̂ ) расслаивается на одио- 
параметрическое семейство голономных поверхностей, то выполняют
ся соотношения

для: (Вц): v^^q^ + {q^-^ г^) { \ +  = 0,

для: (Bjj): t'siBa +  2̂ — (Bi + '"з) (Н-г'гг) =  0, (12)

для: (Взз): 'УззВз -f'U32 -  (Bi +  ^2) (1 +  ’̂зз) =  0.
Если неголономные поверхности {Л,} и {B,J одновременно рас

слаиваются на однопараметрические семейства голономных поверхнос
тей, то векторное поле (l^J является дважды голономным [1]. 

Произвольное смещение радиус-вектора точки В,- равно
rfBi =  (u)' +  flfn,)e; f  ( с о ^ 4 - и ; ш / ) ё ] { Ц=] фк) .

Внешнее произведение коэффициентов, стоящих при базисных векто
рах, равно

[ш' -f- dVj, -j- T*; Ш* -f- Vi 0)j*] =  ,
где

Ri = ф Cl, (13)
C i = l +  Vii
«1 =  ’̂i (^2 /"з -  ''■> q^) -f (n  3̂ — /-3) -f T/i3 {q  ̂ — Tj q^,

bi = — c^iq.^ — r,) — г>12ri - f - q ,̂

^2 ~  ( ^ 2®3 P2 ^3) "1" ^2 iP\ 3̂ ^ iPs) '^23 ( Г 1 В 2  — ^2Pl)i ( 1'^)

Ьг =  ■ Z'ai /"a ~  ^2 — Рз) — f'as B2-

^3 =  «31 {P2 q3 -  ЯгРз) +  «32 ( 7 i B .  -  Pi Яз) +  «3 iP i Яг ~  Я1Рг),

^3 ~  '«31 Яз "b «32В 3 «3 {Рг 9 i ) '
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Соотношение (13), учитывая (9), можно записать в следующем 
виде: _ _  _

Ri =  {6i*, v;- V  +  Vi /,. +  6i), (15)
где

__ _  —  . —
e*' =  +  grad Vi, li -THoiBi,

(iSi
dSi =  u)‘ ш-'=1»*=о (i =r=y A),

Яо( —средняя кривизна неголопомной поверхности {АД.
Если Ri =  О, то множества точек двумерны. Эти случаи из

рассмотрения исключаем.
В [9] показано, что гауссова К/,“ средняя и Нц кривизны неголоном- 

ной поверхности {Вц} определяются по формулам

_L
(16)

Н„ =

2Ri dv;^ 
д {In Ri)

dVi
где при дифференцировании считаем, что а,-, с,- не завис^1т от г»;.
Легко проверить, что гауссова кривизна неголопомной поверхности 
\Вп] (/ Ф J) определяется по формуле

K ‘J = ^
'  f^i ’ .

где — гауссова кривизна неголопомной поверхности {.4̂ ].
Из соотношений (15) и (16) следует, что гауссова кривизна него- 

лономной поверхности {Вц} только тогда равна нулю, когда аффинная 
нормаль неголопомной поверхности [ЛД ортогональна вектору
ei* =е,- +  grad и,-.

§ 4. Кинематические элементы векторных полей системы Т

Векторные линии поля {Щ определяются дифференциальными
уравнениями:

=  О,
|(о* =  0 (i ф j Ф к).

Так как вдоль векторных линий имеем:

ш'
то вектор ~Vi = Vi6i (по'г —не суммировать!) можно определить еле- 
дующим образом: _

Т7 г/Л , ,  со'1 / ;= ---- , где dti = — . ^
‘ dti V i J^ J^o .

В случае, когда векторное поле | V' l является полем скоростей 
некоторого стационарного потока, dti будет являться дифференциалом 
времени. _

Определим для векторного ноля инвариантный вектор «ус
корения" равенством _

г, -  ■

dt,
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Для каждого векторного поля {К,} векторы ускорений W, соот
ветственно равны

F j  =  г»1 z 'l J i  -f ri ёг -  e,,

Wn =  — -f Vi Vii 6 i +  Vi'Pi e ,̂ ( 17>

3 =  ^3’ Яя ei — V3~Pi 6 i +  г>, Уз, ê .
Векторное поле, у которого векторные линии — прямые, назовем 

прямолинейным^Из равенств (17) следует, что у прямолинейного век
торного поля {l/,j вектор ускорения параллелен гектору поля.

Линии, вдоль которы.х I 1/, | =  const, называются изотахейными [10]. 
Если векторные линии поля [Ц] системы Т являются изотахейными, 
то имеем =  0. Из (17) следует, что у векторного поля 11/,.} с изо
тахейными векторны.ми линиями вектор ускорения ортогонален векто
ру поля.

Векторы вихрей векторных полей Щ ) соответственно равны 
rot l/i =  — Vi(qi-\- Гз)ез -f- -- v^ — '̂ 'i ''i) з̂,

rot I/, =  — (u,3 — ViPi)ei — Vi (рз -r Гз)^2 +  (Vi3 -f- г;,/-2)^3, (18)

rot 1/3 =  (г»з2 -f V3P3) — (t»3i — v-j ^3) 63 — v-j {p  ̂ - t-  .̂3) e .̂
Легко проверить, что неголономная поверхность {Вц} тогда и толь

ко тогда расслаивается на однопараметрическое семейство голономных 
поверхностей, когда вектор вихря rot Ц ортогонален вектору е* — 
=  +  grad у,., а векторное поле 11/̂ ) тогда и только тогда является
дважды голономным векторны.м полем, когда вектор вихря rot Vi яв
ляется нормальным вектором соприкасающейся плоскости векторной 
линии этого поля.

Рхли div =  о, то векторное поле |\/,j является соленоидальным. 
В тер.^нах репера системы Т условие соленоидальности векторного 
поля [Vi] имеет вид

где /Ущ —средняя кривизна неголономной поверхности {AJ.

§ 5. Система К

О п р е д е л е н и е .  Триортог(^альную ащтему векторов, образо
ванную векторами падей (V"i),|Fi) и (rot (/Д, назовем системой К, 
порожденной полем (l/i).

Репер системы К  строим следующим образом: вектор репера 
1юзьмем параллельным вектору вектор репера 7 з — параллельным 
It'1, а вектор 3̂ параллельным rot Kj. При этом из рассмотрения иск
лючаем случай, когда либо Wj =  0, либо ro tl/i =  0, т. е. когда век
торное поле является прямолин^^йным или потенциальным. Из условия
ортогональности векторов l/j, и rot l/j и в силу выбора векторов 
репера имеем

92 +  Г'з =  0, 1̂ =  0, Ул =  г-1з=0. (19)
Каждое из этих соотношений соответственно означает, что неголоном
ная поверхность расслаивается на однопараметрическое семейст-
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во голономпых поверхностей, полоса ямяется асимптотической и 
grad II U  j .

В этом случае /*i и — Pi являются кривизной и кручением вектор
ных линий поля

Система К определяется следующей системой дифференциальных 
уравнений:

oĵ  =  — О)’ (20)

Система квадратичных уравнений (2) принимает вид:
\— с1гз +  ai«',u)21 =  О,

[Apio |А/72<о2) [Дрз(и'<| =  о,
(АкзО)’] -г [АГаШ̂] f  =  О,
[ADijIÔI +  Vi3 (Pi -Ь Гз) [u)'c«3] =  0.

Из последнего уравнения этой системы следует конечное соот
ношение:

'Vl2(Pl + Гз) =  0.
Возможны два случая: либо г\з =  0, либо +  Гз =  0.
1. Пусть 1̂2 =  о, /Р1т/'зэ^0.
Как видно из последнего уравнения системы (20), в этом слу

чае модуль вектора Vi постоянен. Система дифференциальных урав
нений (20) принимает вид:

=  — Ct"* ’ Н ,о)“, с«: ■-р У ,
ш'( =  r,u)', dvi — 0.

Обычным путем [3] устанавливаем, что система квадратичных 
уравнений (2), соответствующая данному случаю, — в инволюции, 
а широта ее решения равна одной функции трех аргументов.

2. Пусть Pi ; Гз =  о, г>12 Ф 0.
Соотношение Pi Ч-Гз =  О означает, что неголономная поверхность 

{Лг} расслаивается на однопараметрическое семейство голономных по
верхностей (см. (7). Система уравнений (20) принимает вид.

w' =  — Г зУ  ф  у  =  г,со',
ш ’  =  —  Гзш ’ +  Рз<Ф -1- P з Ш ^  d V i  =  Vi^ia^.

В этом случае система квадратичных уравнений (2) — в инволю
ции, а произвол ее решения равен трем функциям двух аргументов.

Векторное поле {Vi} тогда и только тогда порождает систему К, 
когда неголономная поверхность {Л]) расслаивается на однопараметри
ческое семейство голономных поверхностей, полоса Pi является асимп
тотической, grad viljWi и либо модуль вектора Vi постоянен, либо 
неголономная поверхность {Лг} расслаивается на однопараметрнческое 
семейство голономных поверхностей.

Те о р е ма .  Векторное поле {К|} порождает систему К тогда и толь
ко тогда, когда векторное поле {Vi} является дважды голономным век
торным полем с изотахейными векторными линиями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Система К характеризуется соотношения
ми (19). В этом случае, как следует из (7), (12) и (17), векторное по
ле {Ki} является дважды голономным векторным полем с изотахейны-
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ми векторными линиями. Если векторное поле является дважды голо- 
номным, то вектор вихря ортогонален плоскости, определяемой векто
рами поля и ускорения [11]. Как показано в четвертом параграфе 
у векторного поля с изотахейными векторными линиями векторы поля 
и ускорения ортогональны. Следовательно, если векторное поле {К,} яв
ляется дважды голономным векторным полем  ̂с изотахейными вектор
ными линиями, то его_ векторы К,. Г ^ и  rot К, взаимно ортогональны,
т. е. векторные поля {Е|}, {U7,} и {rotl/|} образуют систему К. Теорема 
докзззнз.

§ 6. Голономная система А"

В предыдущем параграфе мы видели, что в одном из двух возмож
ных случаев систем К оказалось, что две из трех неголономных поверх
ностей [А ,) расслаиваются на однопараметрические семейства голо- 
номных поверхностей. Рассмотрим случай, когда все три неголономные 
поверхности {Л,}, ассоциированные с системой К. расслаиваются на 
однопараметрическне семейства голономных поверхностей. В этом слу
чае систему К будем называть голономной. ^

Из (7) следует, что тогда

Pi =  q2 =  гз =  0.
Эти соотношения означают, что все полосы являются полосами 

кривизны. Векторные линии поля {Ki} являются плоски.ми (pi =  0).
. олономная система К определяется системой дифференциальных уравнении -г i г

=  Г̂ О)' -f Г2«Л,
со:] = dVi  =  Vi„<o .̂ ( 2 1 )

Система квадратичных уравнений (2) в этом случае принимает

[Д7зО)3] 4- [с«'о)2| =  о, +  (Аггш2| =  О,

[Л/7зш2] 1Д;7зи)3| 0̂  [Дт'згШ®] =  0.

Из первого уравнения этой системы следует конечное соотноше-

fiPi =  0.
Случай =  о невозможен, так как Wi^O.  Следовательно, имеем

Pi = 0.
Это соотношение означает^что полоса I] является асимптотичес

кой. Векторные линии поля | Û 'i) -  плоские кривые, кривизна кото
рых равна — Го.

Система уравнений (21) принимает вид:

ние

ш' =  ы ] =  L

0)3 =  ;7зи)3, dv^ =
( 22)

Система квадратичных уравнений (2) в этом случае — в инволю
ции, а произвол ее решения^ равен одной функции двух аргументов.

Если векторное поле {17д̂ } голономной системы А  ЯЕзляется соте-  
нондальным, то имеем

Га -  9з =  0.
7. Заказ 2328.
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Система уравиепнй (22) принимает вид:

(oi* =  7̂зCÔ dt>i =
В этом случае система квадратичных уравнений (2) — не в инво

люции. Разрешив ее по лемме Картана, получим систему дифферен
циальных уравнений

d r j  =  аш' J - (r'f - V 2 q \  —  r^p.^) со%

= (9з -  1̂ '’з) — 2̂ зPз«>̂
dp.s =-- 9з (''i +  Гз) +  (9з — ;Р.ч) -Ь

Cf0l2 =  — T'i29,U)' -)- Г(Ш*.
Дифференцируя эти уравнения внешним образом, получаем квад

ратичные уравнения:
|ЛхоЛ| -)- ;аГ1 =  О, 

jTi +  2Р93 [(ь2..Д] =  О,
[dp +- Гр з̂'>’ Зр/?з(ч-,ю'̂ | =  О,

|Дг^(,)2 ] =  о,

из которых следует
TiP =  О, ^зр =  0.

Соотношение г  ̂= q̂  — О невозможно, так как случайTj =-■ О из 
рассмотрения исключен. Значит имеем

Р =  0.
Широта этого класса систем К — две функции одного аргумента. 
Кривизна векторных линий поля (rotVi) равна

k ^ Y  p l - ^ - q l ,

а единичные векторы бинормалей этих линий равны

й =  /^3gi+ Язе-1

V p l  + я ‘Г
Так как

d/? |ц>1 =(|.*.=;0 о ,

d? =  0,
то вихревые линии являются окружностями. Легко заметить, что по
верхности {Лз} вырождаются в плоскости, параллельные вектору р. Как 
следует из результатов С. С. Бюшгенса [12] и Н. И. Алексеева [13], 
векторное поле {К|} в этом случае может быть полем скоростей ста
ционарного потока несжимаемой жидкости (как идеальной [12], так 
II вязкой [13]).

ЛИТЕРАТУРА

1. В. П. Д о л г о в ы х .  К геометрии векторного поля. Геометрический сб., вып. 5 
(«Труды Томского ун-та», 182), 1965, 76—82.

2. Р. Н. Щ е р б а к о в. О методе репеража подмногообразий. Геометрии, сб.,
с ы п .  3 («Труды Томского ун-та», 162), 1963, 5—11. гиттп м п юза

3. С. П. Ф и н и к о в .  Метод внешних форм Каратана. Г И П Л , М.-Л., 1У4».
4 В. В. В а с е н к н. О существовании решений одной системы внешних дифферен

циальных уравнений. Сибирский матем. журнал, т. V, 1964, Л'» 4, 774—777.
5. В. Б л я ш к е .  Введение в дифференциальную геометрию. ГИТТЛ, М., 1957.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



о  трпортогональноп системе векторных поле|"| 99

6 . Gh. Gj ’ e o r g h i e y ,  I. Р о р а. Geometria proiettivo differentiale di alcune varieta 
equiparametriche. An. stunt, univ. Jas'i, Sec. 1, t . 7 , № 2, 1961 283__298

Observatia assupra’geoinetrie ’ affine differentiale a cimou- 
nlor de vedori Lucr. conf. de geom. si topolog., Jasi, 1958, 127— 138. ^
многоо6 п а зд я ^ ^ м ^ г й ^ °а к т ^ | ^  эквиаффинной теории неголономного

Q R п  гг °  -r Томского ун-та», 160), 1962, 82—89
Yi ‘ Риортогональная система векторных полей. Л1атеоиалы
м^рРш Тарту*!'1'%5 , Т 1 б̂ ^̂  конференции по вопросам дифференциальной гео-

Р ^ о р г и е в .  Нестационарные движения идеальной жидкости вдоль линей
ной неголономнои поверхности. Ап. stiint. univ. Jasi, sec. 1 , 5, 1959 51—65 
1 1 1  °  ^ ®  «еголономных поверхностях векторного поля. Доклады
1 1 1  Снбирскон конференции по математике и механике. Томск, 1964 185— 186
жидкости Мзвест^и^ А Н с т а ц и о н а р н о г о  потока идеальной несжимаемой идкости. Известия АН СССР, серия математическая, т. 12, № 5, 1948 481—512

•' ■̂’ б к с е е в .  Об установившемся потоке несжимаемой мзкой жилко
тика.’Х о ^ П з П э м ’^З-^^’ ”̂™"''’̂ ’̂  ̂ систему поверхностей. Известия вузов. Матема-

Г.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ТРУДЫ томского ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 205 Серия механико-математическая

ОБ ОДНОМ ПОЛЕ КРУГОВЫХ КОНУСОВ

в. М. ФИНКЕЛЬШТЕЙН

В работе рассматривается четырехпараметрическое поле направле
ний, в котором все начальные конусы круговые, а их оси параллельны.

'§ 1. Введение. Четырехпараметрическим полем направлений («по
лем») называется четырехпараметрический образ Ф4 [ 1]»̂  элементом 
которого является прямая («луч») с заданной на ней точкой («началом 
луча»). Пусть УИ — начало луча. Конус с вершиной в точке М, образо
ванный лучами поля, называется начальным. Метрический репер поля 
построен в [2] следующим образом; начало репера помещено в точку 
М вектор направлен по лучу, а вектор — по нормали к начальному 
конусу. Деривационные формулы канонического репера поля имеют
вид;

йМ - dCj =  шу =  — ,
ГД6 coj =  6/̂ 0)*, и>‘{ —

0)2 =  u)4̂ {J,k =  1, 2, 3; t =  1, 2, 3, 4).

( 1 )

( 2)

Предполагается, что
[cu’(O-U)'̂ 0l)*l Ф 0.

Геометрическая характеристика инвариантов поля при помощи под
многообразий 4̂ 1 [1] дана в работе [2]. Основная система дифферен
циальных уравнений поля, получаемая замыканием формул (2) с уче
том ( 1), имеет вид;

1 dby -Ь Ь, (Ьз — c,J со* — й„сзш̂  (Cl — b̂ Ci) u)<,o)’ 1 +
-f [dbo -f 6iCiU)' fei (b^ -f C3) +  (63 +  2̂ +  b̂ Ci) co*,o)-] 4 -
-f [db3 — {b\ +bl)^»' +  {Сз — bi) = 0,

[rfCi —  (C? +  c l  -  г>.,Сз - f  fciCjCi -  b^C^Ci )  U)2,to'] - f

- \dc^ - \ -  (C1C3 -f *2<̂i — b^зc^ +  bзc^c^) u)^w4 +  (3)
4 . [ d C 3 —  (6 1C 1 -b  &3C3 —  C2C3 +  ft^CiCi -  y^iCjCi) («' -

-- (̂ 2 “b ”b ЬзС\) -f-
+  [dc  ̂4-  (C2C4 +  +  b^c\) oA +  (62 -  C3 -  +  >̂2̂ 1) =  0,
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Об одном поле круговых конусов 101

причем:
=  [iDjco®] -f Dm'  ̂= [oj'wj] -

I (1)̂ (1)'I [oHlO-], ].Dc,3 _

Деривационные формулы ортогональной направляющей
= М + eg

начального конуса (w' =  «)■ =  =  О, w* =  ds) имеют вид:
dMi _  dCg 

ds ds
, , , fife. de-i(Ciei-f-ез), —̂  = eg, ~ ^= c^eg .

ds ds
Ее кривизна k определяется соотношением: 

Полагая
k =  V  cl  г 1 .

(4)

(5 )

( 6 ) 

(7 )

/ u,* в to'i—о —
можно заключить, что поле

С(4 -- О
характеризуется тем, что все его начальные конусы являются круговы
ми. Отсюда следует, что при перемещении луча по образующим на
чального кругового конуса точка AI, описывает окружность, вектор 
N  = уИ, +  ^4. где

направлен но радиусу этой окружности, а ось конуса параллельна 
вектору

4̂̂ 3 ^ 1еа = (9)У c j ~г 1

При этом множество осей конусов, очевидно, образует комплекс.
§ 2. Поле Cl = Со = Cg = С44 — 0. Представляет интерес следующая 

задача: при каких условиях все начальные конусы будут круговыми, 
а их оси параллельными.

Так как
ok

dCg = Ck̂ »''
V c i -E

- e, dC4 + {\ +C])m',
C? + 1

TO ноле
dci (cj -j- 1) (0.̂  =  0, 
c j =  c 2 =  c 3 =  0

характеризуется тем, что в нем
dCfi =  О,

( 10)

( 11)

( 12)

т. е. оси всех круговых конусов параллельны. Условие (12) являетсй 
следствием соотношения (11). В самом деле, замыкая соотношение (11), 
получаем, что =  с„ =  С) =  0.

Из системы (3) при c„ = Q {k = \, 2, 3) находим:
\dc4 + {c\ f  1)ш1,,ш̂ ] =  0.

Следовательно, если и все начальные конусы круговые, (т. е.)
4̂ 4 = 0 ), то выполняется условие (11).

Система (3) при
~  2̂ =  С3 =  С44 = 0  (13)
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принимает вид:
[dbŷ  -f 1

+  \с1 Ьп + +  (̂ 3 +  >̂1̂ 4) +
\db^ — (b‘{ +  bl) 0)' — =  0-

dc^ +  (c| 4- 1) coj =: 0.
Обычным путем [3] можно установить, что эта система в инволюции 
и что решение существует с произволом в одну функцию трех аргумен
тов. Так как

Du)’ =
то условие ( 12) является необходимым и достаточным, чтобы фор
ма со'з была полным дифференциалом. Полагая

(14)

(15)

)1 =  — du.
из ( 11) находим:

С4 =  tgH.
Из формул (5), (7) и (15) следует, что параметр и есть угол наклона 
образующей начального конуса к плоскости, ортогональной оси конуса.

Формулы (14), (15) имеют смысл при Ь\ЬзФ0. Присоединяя 
к (13) любое из соотнощений 6i =  О или bz =  О, найдем из (3), что

^, =  &2 =  6з =  0,
откуда следует, что С4 =  const. Поле 6* =  с* =  О, С4 =  const было рас
смотрено в работе [4]. Оно представляет собой многообразие конусов 
с параллельными осями, причем угол наклона образующей конуса к его 
оси у всех конусов один и тот же. В дальнейщем исключим из рассмот
рения этот случай, т. е. будем предполагать, что bibz^O,  С4 const. 

Так как
= — (i')‘ {bzCi — bi6z) +  or (bzCz — b.,ez)],

•' bz
TO вектор

el = biBi +  62̂ 2 +  bzCz
есть нормаль к поверхности « =  const. Так как

е ,̂
то при с* =  0 существует семейство поверхностей и =  const, причем 
сферическое изображение любого многообразия начальных конусов, 
имеющих вершины на одной и той же поверхности семейства, вырож
дается в линию, касательная к которой параллельна вектору е .̂

Как видно из (11) и (15), вдоль подмногообразия о)'з =  0 угол 
наклона образующей к оси у всех начальных конусов один и тот же. 
Следовательно, поле (13) представляет собой поле конусов с парал
лельными осями, причем образующие конусов, у которых верщины 
принадлежат одной и той же поверхности и =  const, одинаково накло
нены к оси.

§3. Поле (/M.ejl. Присоединяя к четырехпараметрическому полю 
направлений канонический репер (64,^ 2, 63) так, чтобы вектор описы
вал данное поле, мы получаем еще два четырехпараметрических 
поля направлений: ноле {.44, и поле {Л4, ^2!.

Рассмотрим произвольную точку луча поля
[М,е.\: Mt = M + te^.

Тогда
йМ( — (04' — ^ (w- -f dt) ^2 Ч' ^ '̂'') з̂^
d€x =  Ч4?ег — “  ‘" 1̂ 2 — (16)

dBz =  ^3^4 +
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Если d M J e 2, то
ш' — tu)'{ =  о, о>̂  — =  0 .

Исключая (, получаем уравнение торсов поля {М, gj}:
=  0.

Пусть « — нормаль к линейчатой поверхности поля {уИ, gj}
0)' : ю-: : о)*

в точке М (, а о угол от вектора до я. Тогда

(17)

(18)

t g c p  =  —
со' —  До?

Для торса поля
0> О)”

tg® = --------г = -------Г ’ "11(— +со: “•

(19>

( 2 0 )

С начальным конусом (6) ассоциируется конус, образованный 
лучами поля {М, е-,}.

Т е о р е м а .  Чтобы начальный конус был круговым, необходимо 
и достаточно, чтобы соответствующий ему конус поля [М, е,} вырождал
ся в плоскость.

Действительно, для ортогональной направляющей
Mi = M + e2 (21)

указанного конуса поля {М, e j  из формул (8) — (10) и (22) находим:
dMi dCi=  ^4, = — вп̂ + ео
ds

ds

ds
dCf)

^4’ ““ 4̂ ч/Рds (с? +  1) '̂^

{с] + \ Г
4̂4

3/2

где
ds = У  с'\ +  \ .

Из этих формул вытекает, что если С44 =  0, то кривая (21) является 
окружностью и обратно.

2. Рассмотрим торс поля {М, e.j]
=г О)' =  о, О)- =  ds. ( 22)

соответствующий главной бинормальной поверхности поля {Л1 ,вз} (21. 
Его деривационные формулы имеют вид

dM dCo
ds ■ ds '  ^

/ I .  ч de^ ,=  — ( М з —^2̂ 2). - г = / 'з е 1 >
dei
ds ’ “ ” “ ds

Если С2 обращается в нуль, то торс (22) вырождается в прямую. Таким 
образом, поле

2̂ =  о (23)
характеризуется тем, что совокупность всех лучей поля {М,е, } вырож
дается в комплекс К. Обычным путем нетрудно установить, что система 
(3) при С2 =  0 в инволюции и определяется с произволом в две функ

ции трех аргументов.
Комплекс К является специальным, если

2̂ =  0, Сз +  ClĈ  =  0, q  =Д 0. (24)
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Поле (24) определяется, как нетрудно установить, с произволом в одну 
функцию трех аргументов

3. Из соотношения
de^ = (25)

следует, что условия ( 12) являются необходимыми и достаточными, 
чтобы сферическое изображение поля {М, е^] вырождалось в линию. 
Следовательно, в поле (12) комплекс К является цилиндрическим. От
сюда вытекает, что условия (13) являются необходимыми и достаточ
ными, чтобы сферическое изображение поля {М, е-,] вырождалось в ок
ружность.

Уравнение торсов (18) в поле (12) принимает вид: 
ш* (c4i')'* — cu‘) =  0. С помощью формул (4) нетрудно установить, что 
уравнение ы ' = 0  в поле (12) и уравнение ĉ ш̂  — о)’ =  0 в поле (И) 
вполне интегрируемы.

Подмногообразие оИ = 0  поля jM, gj), как видно из (18) — (20), 
характеризуется наличием двух конгруэнций Т: а) связки параллель
ных прямых и б) конгруэнции торсов, имеющих общую нормаль п = €3. 
Как видно из (25), условия (12) являются необходимыми и достаточ
ными, чтобы вдоль (0̂  =  о выполнялось условие

de -3 =  0.

Следовательно, лучи поля {Л4, gj) при =  с, =  Сз =  О вдоль иИ =  0 
образуют связку параллельных прямых.

Так как
d{M - 1.363 Ь Х.,е4) =  е., {ш̂ -и d \  —

-X ,(4 « * - i-c ^ ) l--  '
V c 'i + 1

C j (U)‘ -  С4Ы-') _  C 4 /1

6 i  (йО.2 +  (>llU< —  Ш») Y  C ' i + \  

1

+  (1 -f c|)o>J

V c \  + \
/0

+  0̂ :

V c i  + \

V cl +  1 

(ш* — С4ШЗ) —

TO условие (13) является необходимым и достаточным, чтобы вдоль 
подмногообразия С4ШЗ — (о'= 0  выполнялось соотношение

{d {М -f '/.1 ^ 2  -+■ \бз) ,  е,, 6i} =  0.

Таким образом, совокупность лучен {М, во] для поля (13) расслаи
вается на с » ‘ подмногообразий С4(о^ — о ) ' = = 0 ,  вдоль каждого из кото
рых плоскость {R — M, е-,, е^) = 0  неподвижна.

4. Представляет интерес один частный класс поля (13), а именно
поле

С 3  ---- € 3  ---- Сд С44 — о, Ьз ---- 0 . (26)

Если в поле (13) потребовать, чтобы D (C40ĵ  — со') = 0 , то получим два 
соотношения

Ьз =  о, 6з +  V 4 -  0. (27)

Присоединив одно из них (любое) совместно с условием (13) к систе
ме (3), получаем второе.

Обычным путем нетрудно установить, что поле (26) существует 
с произволом в одну функцию одного аргумента.
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Об одном поле круговых конусов 105

Используя формулы (27), соотношению (11) можно придать видг
dct = (\ + с]) (С4ШЗ — си') 

или, полагая C4CU* — со' =  ds:
Ci = tg [ 'f(s )I ,

где
? (s) = J bids.

Следовательно, чтобы построить поле (26), надо задать произвольно 
плоскость р, функцию Ь\ =  Ь\ (s) и в каждой точке М плоскости, парал
лельной плоскости р и удаленной от нее на расстояние s, построить 
круговой конус (Л' !вершина конуса) с осью, перпендикулярной плос
кости р и углом наклона ср — ср (s) образующей к оси.
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2. В. Л\. <1> и н к е л ь ш т е й и. Неголономные комплексы четырехпараметрическнх 
полей направлений. Геом. сб., вып. 6  («Труды То.мского ун-та», 191), 1967, 99— 111.

3. С. П. Ф ин и ко в. ЛДетод внешних форм Картана. М.-Л., 1948.
4. В. Ф и н к е л ь ш т е й и. Некоторые классы четырехпараметрических полей 

направлении. Геом. сб., вып. 6  («Труды Томского ун-та», 191), 1967, 112— 125.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СЕМИНАР Н. Г. ТУГАНОВА В ТОМСКОМ УНИВЕРСИТЕТЕ

О преобразованиях Д. Ф. Егорова кон-

В связи с задержкой выхода в свет очередных выпусков нашего сборника, при
водим перечень докладов, заслушанных на семинаре до конца 1970 г. (о предшест
вующих заседаниях семинара сообщалось в выпусках 2— 7).

' 16/V 1966. Г. И. С т у д е и ц о в  (Харьков). О паре поверхностей в проективном
пространстве, . _

26/V 1966. Л. 3 . К р у г л я к о в .  Проективная дифференциальная геометрия 2се- 
мейств прямых в Р5 и некоторые вопросы теории пар конгруэнций в Рз-

22/1Х 1966. В. М. Ф и н к е л ь ш т е й и. О неустановившемся течении жидкости, 
сферическая индикатриса поля скоростей которого вырождается в линию.

29/1Х 1966. В. В. С л у X а е в. Неголономные многообразия нулевой внешней кри
визны.

6 /Х 1966. А. А. Л у ч н и и н .  Канонический репер пары поверхностей 
в Рзт (т  >  2 ).

13/Х 1966. М. Б. П е р г а м е н щ и к о в. 
груэнций в Рз.

20/Х 1966. Н. В. А м и ш е в а. О конгруэнциях центральных коник в трехмерном 
аффинном пространстве.

27/Х 1966. М. Б. И с а б е к о в .  Канонический репер многообразия (0, n- j - l )  
в Л л+2 .

17/XI 1966. Г. П. Б о ч и л л о .  Об одном частном классе псевдоконгруэнций в Р„.
24/Х1 1966. В. П. Д о л г о в ы х .  Некоторые вопросы дифференциальной геометрии 

поля скоростей стационарного потока идеальной сжимаемой жидкости.
1/ХИ 1966. В. К. Б о н д а р е н к о .  Сети линий на трехмерной поверхности в пя

тимерном аффинном пространстве.
15/X1I 1966. Е. Т. И в л е в .  О многообразии Е (0, п — 1,т)  в Р„.
5/1 1967. Е. Т. И в л е в .  О многообразии Е (0, п — т, т) в Р„.
12/1 1967. Л. 3. К р у г л я к о в .  Некоторые классы нефокальных 2-семейств пря

мых в Рз-
19/1 1967. В. В. С л у х  а е в  и В. М. Ф и н к е л ь ш т е й н. О подмногообразиях 

переменного поля направлений.
16/11 1967. Л. И. М а г а 3  и н и II к о в. О цилиндроидальном комплексе прямых.
2/Н1 1967. Е. Т. И в л е в .  Многомерная проективно-дифференциальная геометрия 

обобщенных эквнпараметрических многообразий.
9/HI 1967. В. В. С л у х а е в .  Геометрия двупараметрических многообразий пло

ских элементов в £3.
16/111 1967. Л. Я. Б е р е з и н а  (Рига). Об инвариантных образах, связанных 

с семейством плоскостей в аффинном пространстве.
23/111 1967. В. А. П е т и н .  К эквиаффинной теории многообразий плоских эле

ментов,
30/111 1967. В. М. Ф II н к е л ь ш т е й н. (Кемерово). Об одном поле круговых 

конусов.
7/1V 1967. В. Д . И з м а й л о в  (Свердловск). К геометрии т-поверхности в «-мер

ном аффинном пространстве и в пространстве аффинной связности.
13/IV 1967. Н. Т. М о ч е р и ю к. Фокальная классификация конгруэнций коник.
27/IV  1967. В. И. Л \ а т в е е н к о .  Дифференциальная геометрия четырехпарамет

рических семейств коиик в Рз.
4/V 1967. Л. 3. К р у г л я к о в  (Омск). О линейчатых многообразия.х, присоеди

ненных к паре конгруэнции в Рз-
11/\' 1967. В. И. Л \ а т в е е н к о .  Дифференциальная геометрия четырехпараметри

ческих семейств коник в Рз.
18/V 1967. Г. Е. В а р л а м о в. О двумерной поверхности в Ре.
1/V1 1957. Л. 3. К р у г л я к о в  (Омск). О псевдофокальных а-семействах rf-плос- 

костей в Р„.
1/V1 1967. Е. Т. И в л е в .  Некоторые геометрические объекты многомерной поверх

ности в эллиптическом пространстве.
8 /VI 1967. Н. К. В а р н а ч е в а  (Орехово-Зуево). О симплектической геометрии 

линейчатых многообразий.
5/Х 1967. А. Е. Ш и л л е р о в  (Новосибирск). Проективно-дифференциальная гео

метрия четырехпараметрического поля направлений в Рз.
19/Х 1967. М. С. Б у х т  я к. Некоторые вопросы эквиаффинной геометрии четырех

параметрического векторного поля.
26/Х 1967, И. Е. Б о л д ы р е в а .  (Новосибирск). 2-семейства пар прямых в Рз
2/Х1 1967. Е. Т. И в л е в .  О некоторых геометрических объектах многообразия 

невырожденных нуль-пар в многомерном проективном пространстве.
5/Х1 1967. М. Б. И с а б е к о в .  Об одном частном классе многообразий

Е п ■’* +  *)■
16/Х1 1967. М. А. П е ш к о в а ,  (п— 1)-параметрическое многообразие нуль-

пар в А п-
23/XI 1967. Е. Т. И в л е в .  О некоторых геометрических объектах многообразия 

Е  (0, п — т, т ) .
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(Орехово-Зуево). О парах конгруэнций поляр- 
лнненные комплексы, в неевклидовых простран-

7/XI1 1967. В. И. М а т в е е н к о .  Дифференциальная геометрия трехпараметриче
ского семейства коник, плоскости которых образуют однопараметрическое семейство.

28/ХП 1967. М. Б. И с а б е к о в. Дифференциальная геометрия л-параметрическо- 
го многообразия плоских элементов в » ( л 2 )-.мерном эквиаффинном пространстве.

4/1 1968. Н. В. А м и ш е в а. Комплексы кривых второго порядка в эквиаффинно.м 
пространстве.

11/1 1968. Л. 3. К р у г л я к о в .  (Омск). Об одном соответствии в проективной 
дифференциальной геометрии семейств многомерных плоскостей.

18/1 1968. И. Г. Л\ у л и н (Абакан). Римановы пространства, характеризуемые 
специальным строением тензора кривизны.

22/11 1968. Г. Е. В а р л а м о в. О двумерной поверхности в пятимерном неевкли
довом пространстве.

29/11 1968. В. И. М а т в е е н к о .  Пятипараметрические семейства невырождаю- 
щихся кривых второго порядка в Рз.

21/111 1968. М. А. Ч е ш к о в а .  О многообразии Е  (<?, л — 1, л — 1) в л-мерном 
лффинном пространстве.

'28/111 1968. В. В. К у з н е ц о в  
пых прямых, имеющих касательные 
ствах.

28/111 1968. В. И. М а ш  а н о в  (Иркутск). Оси касательного линейного комплекса 
в пространстве постоянной кривизны.

18/1V 1968. С. С. Д  р а б к и и а. Четырехпараметрическое векторное поле в трех
мерном евклидовом пространстве.

25/1V 1968. 3. А. С к о п е ц  (Ярославль). Некоторые плоские модели проективных 
и неевклидовых пространств.

26/1V 1968. Л. Н. Б е с к и н  (.Москва). Новое доказательство теоремы Картана 
о  существовании решения системы Пфаффа в инволюции.

14/V 1968. Л. А. Б е л о м е с т н ы х .  Пара кривых в пятимерном проективном 
пространстве.

21/V 1968. Н. В. А м и ш е в а. Об одном классе комплексов коник в эквиаффнн- 
ном пространстве.

13/V! 1968. В. Н. Ш а п о в а л о в .  Симметрия линейных уравнений.
18/V1 1968. Б. А. Р о з е н ф е л ь д  (Москва). О неевклидовых геометриях.
20/V1 1968. О неголономных подмногообразиях и иеголономных погруженных мно

гообразиях — обсуждение итогов дискуссии, имевшей место на 3-й Прибалтийской 
конференции в Паланге.

12/1Х 1968. В. И. М а т в е е н к о .  .Многэпараметрические семейства коник.
3/Х 1968. Л1. Р. В а й н т р у б .  Дифференциальная геометрия многообразия ок

ружностей в эвклидовом пространстве.
24/Х 1968. Л. 3. К р у г л я к о в  (Омск). О псевдофокальной классификации се

мейств многомерных плоскостей.
24/Х 1968. В. Н. М а ш  а н о  в (Иркутск). 1. О некоторых инвариантных форму

лах метрического пространства. 2. Общая теория комплексов в пространствах Евкли
да, Лобачевского, Римана.

24/Х 1968. Н. .4. М а с ь к и н  (Иркутск). Об оптимальных процессах в римановых 
пространствах.

31/Х 1968. Г. Г. П е с т о в .  О метриках, в которых прямые являются кратчайшими.
14/,Х1 19бк Р. Н. Щ е р б а к о в .  О системах внешних квадратичных дифферен

циальных уравнений.
12/ХИ 1968. Р. И. Щ е р б а к о в .  Некоторые вопросы метрической теории комп

лексов.
19/XI1 1968. М. С. Б у X т  я к. К эквиаффинной дифференциальной геометрии че

тырехпараметрического векторного поля.
26/XI1 1968. Л. И. М а г а 3 и н н и к о в. К центроаффинноч теории пар комплексов.
2/1 1969, Л. 3. К р у г л я к о в  (Омск). К фокальной классификации семейств мно

гомерных плоскостей.
9/1 1969. Г. Г. П е с т о в. п-упорядочеиные множества.
6/11 1969. В. В. С л у X а е в. Геометрические условия совместности для стационар

ных баротропных движений идеальной жидкости.
13/11 1969. Н. М. О и и щ у к. Центроаффинная гео.четрия двупараметрического 

семейства плоских элементов.
27/11 1969. Т. В. Л ы ж и к а. Регулюсы во флаговом пространстве.
6/I1I 1969. Е. Т. И в л е в .  О некоторых геометрических образах, ассоциированных 

с семействами плоскостей в неевклидовом пространстве.
:13/111 1969. Г. Г. П е с т о в .  О метриках, в которых прямые являются кратчай

шими (сообщение второе).
20/111 1969. Е. Т. И в л е в .  О семействах пар двойственных друг другу непересе- 

кающихся линейных подпространств в Р„ .
27/111 1969. И. А. П е ч н и к о в .  Одно- и двупараметрнческие се.мейства парабо

лических цилиндров в А}.
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3/IV 1969. О. A. 3  у б ч и н с к II н. О тре.хпараметрических многообразиях пар пе 
ресекающнхся прямых в Ръ.

10/1V 1969. В. А. П е т и н .  К эквиаффиннои теории многообразии гиперплсскнх 
элементов в пятимерно.м пространстве.

10/IV 1969. В. В. Б л а г о н р а в о в .  Геометрическое истолкование t-фокалкных 
точек.

22/V 1969. Н. Т. М о ч е р н ю к  (Караганда). К дифференциальной геометрии мно
гообразии алгебраических элементов в проективном пространстве.

'27/V 1969. Ю. Ф. Б о р и с о в .  (Новосибирск). О гладком погружении римановых 
пространств в евклидовы.

3/VI 1969. Г. Н. Л\ а к е е в (Горький). Об обобщении классических конфигургций, 
рассматривавшихся в теории пар конгруэнций.

11/1Х 1969. В. В. С л у X а е в. О приложениях дифференциально-геометрических 
методов к гидромеханике.

18/1Х 1969. М. С. Б у X т я к. Четырехпараметрическое векторное поле, «порожден
ная пря.мая» которого неподвижна.

25/1Х. 1969. Р. Н. Щ е р б а к о в. О некоторых рефератах К. И. Гринцевичюса,. 
опубликованных в РЖМат.

2/Х 1969. М. С. Б у X т я к. Четырехпараметрнческое векторное поле, «порожден
ные прямые» которого образуют регулюс.

9,/Х 1969. Л. А. Б е л о м е с т н ы х. О паре двумерных поверхностен в Р^.
11/Х 1969. Р. М. Г е й д е л ь м а н  (.\\осква). Некоторые результаты и пробсемы 

многомерной неевклидовой линейчатой геометрии.
16/Х 1969. В. В. С л у X а е в. О воз.можности нестационарного баротропиого дви

жения с заданным полем пучков векторов скорости.
23/Х 1969. М. С. Б у X т я к. Об одном частном классе (2 п — 2 ) -параметрических 

векторных полей в п-мерном аффинном пространстве.
13/Х1 1969. Р. Н. Щ е р б а к о в и В. В. С л у х а е в. Об одной дискуссии, имев

шей место на Тбилисской геометрической конференции.
20/Х1 1969. М. А. Ч е ш к о в а. Геометрия многообразия Мл— 1 (Гл- i )  в А„.
27/XI 1969. В. М. Ф и н к е л ь ш т е й и. (Кемерово). Безынтегральное представле

ние двух четырехпараметрнческнх полей направлений.
27/Х1 1969. В. А. Т р у п п о в  (Иркутск). О подмногообразиях ¥ з  четырехпарамет

рического семейства нуль-пар в А^.
4/ХП 1969. М. А. Ч е ш к о в а. О многообразиях Мл - 1  (Тл-О  в
25/ХП 1969. Н. М. О н и щ у к. Некоторые вопросы центроаффинной дифферен

циальной геометрии трехпараметрического семейства плоских элементов (неголоном- 
ные Ч'г).

5,41 1970. Е. Т. И в л е в. О многообразии пар линейчатых подпространств в Р„.
12/11 1970. Л. И, ,М а г а 3 и н н и к о в. Пара центроаффинно наложимых линей

чатых поверхностей в паре комплексов,
26,Т1 1970, Т. В, Л ы ж и н а .  Конгруэнции прямых в трехмерном флаговом про

странстве.
5/11 1970. Г. Е. В а р л а м о в .  Дифференциальная геометрия двумерной поверх

ности в некоторых проективных пространствах.
12,411 1970. Л. 3. К р у г л я к о в  (Омск). Некоторые вопросы проективно-диффе

ренциальной геометрии семейств многомерных плоскостей.
19/111 1970. Л. 3. К р у г л я к о в  (Омск). Конгруэнции прямых в Р„  и семейства 

пар прямых в Рз.
26/111 1970. А. П. Е р о х и н а ,  О преобразованиях Егорова в теории конгруэнций.
9/1V 1970. Г. В. Ш у л е н н н а .  О конгруэнции коник в Рз,
23/IV 1970. И. Г. М у л и н  (Абакан), Некоторые классы римановых пространств 

со специальной структурой тензора кривизны.
28/IV 1970. Т. И. Т у л ю п а  (Киев). Общая теория комплекса прямых в прост

ранствах постоянной кривизны.
7Д ’ 1970. М. Р. В а й н т р у б. О комплексах (3—3) окружностей в евклидовом 

пространстве.
14/V 1970. Н. В. А м и ш е в а. О многообразии (т ,  т, п)^  в А„.
21/V 1970. Г. П. Д  е м и н а. Геометрия многообразия элементов Q, порождаемая 

канонической связностью.
28/V 1970. ^\. С. Б у X т я к. Четырехпараметрическое векторное поле, «порожден

ные прямые» которого образуют комплекс.
4/VI 1970. В. В. В а с е н и н. (Иркутск). О линейчатых поверхностях комплекса 

аффинных нормалей линейчатой гиперповерхности.
4/VI 1970. Л. В. Л ю б и ш е в а. (Владимир). Дифференциальная геометрия ли

ний и гиперповерхностей в полуевклидовых и полунеевклидовых пространствах.
4/VI 1970. Т. А. С е .м е н о в а (Тамбов). Дифференциальная геометрия образов- 

си.м.метрии пространств с проективной метрикой.
11/VI 1970. А. Н. Л е б е д е в а  (Иркутск). Бесконечно-малые преобразования 

линейчатых .многообразий в пространствах постоянной кривизны.
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11/VI 1970. Т. Ф. П е р е в е р т а е в а  (Иркутск). Линейчатая геометрия трехмер
ного центропроективного пространства.

17/1Х 1970. Е. Т. И в л е в .  О геометрической интерпретации свертки некоторых 
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