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Теогиетрический сборник, зып.9" является вкеочесе;- 
кым, дополкительнкы выпуском серии сборников, в kctocz::' 
публикуются работы, обсуждаемые на геометрическом сегглне- 
ре им. Н.Г.Туганова при Томском университете.

Кроме работ по классической дифйерекдиалькой геомет­
рии, в которых исследуются различные геометрические copf- 
зк 3 афсинном, проективном и флаговом пространствах, в 
данном выпуске помещены две статьи, откссяЕиеся к тспо.то- 
гическим аспектам дифференциальной геометрий и посвящен­
ные рассмотрению метода Кагтана и его моди;инаци!' о точ- 

' ки зрения теории расслоенных пространств.
; 3 выпуске имеето-ч справка о деяте.тьнссти оеьр-шаса
им. Н.Г.Туганова в 1971 г . ,  а та.чже развернутая рецекр.гя 

• на одну из публикаций сборника "дифференциальная геометрия 
I мксгообрааий Фигур" (Труды Калининградского университета).

Публикуемые работы рассчита.чы, прежде всего, на спе- 
циалиотов-геометров, нс представл-чют интерес и для более 
широкого круга математиков, а также могут сказаться пслез- 
нк.ш для аспирантов и студентов.

Редакторы выпуска ; профессор ?.Н. 111ербакоз , 
дсценты Л.3 .Кругляков и з.В.Слухаев

Индекс: 2-2-3
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От редакции

По не зависящим от редакции причинам выход в свет 
подготовленных в 1968-1971 г г .  выпусков "Геометрического 
сборника" задерхался. В 1972 г .  выходит восьмой выпуск 
(Труды Томского университета, том 2 05 ), подготовленный 
а 1967 г .

Настоящий внеочередной выпуск выходит под номером 
9 , но содержит работы, написанные сравнительно недавно 
или даже специально для этого  выпуска, так как авторы и 
редакция считают необходимым скорейшее их опубликование.

Кроме работ с традиционным для семинара содерлсанием 
Б выпуск включены две работы, относящиеся к направлению, 
о котором мы еще в предисловии к четвертому выпуску гово­
рили как о новом и важном, -  к "дифференциальной тополо­
ги и ". Эти работы посвящены рассмотрению метода Картана и 
его модификаций с точки зрения теории расслоенных прост­
ранств.

В конце сборника приведена справка о работе семина­
ра им. Н.Г.Туганова в 1971 г .  ( о работе семинара в 1966 
1971 г г .  см. выпуск 8 ) .
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Р.Н.1ЕРБАК0В, В.В.СЛУХАЕВ 

РЕПЕРАХ И РАССЛОЕНИЯ*̂

Настоящее сообщение представляет .собой попытку изло- 
хения сущности метода репераха подмногообразий (МРП) с 
помощью аппарата теории расслоенных пространств [ 1]. 
надеемся, что на базе этого излохения ыохно будет полу­
чить некоторый синтез идей созданного Э.Картавом методе 
репераха Г2 ] с идеями и методами глобальной дифференци­
альной геометрии и дифференциальной топологии.

УРП представляет собой некоторую модификахшю метода 
Картана, приспособленную для изучения подмногообразий 
геометрического образа [иТ .Г .Г еорги ев  и И.Попа \_3]отме- 
тили, что изу^гение геометрического образа с выделенными 
фиксированным подмногообразием эквивалентно изучению дру­
гого геометрического образа с дополнительно оснащенным 
элементом (эквипзраметрического многообразия). Однако IffO 
не сводится к изучению оораза с выделенным фиксированным 
подмногообразием, а дает возмохность кз^'чать геометричес­
кий образ вместе со всей совокупностью подмногообразий 
(это  мохно свести к изучению всех сечений грассманова 
расслоения образа).

Известно 15] ,  что процесс канонизации репера сводит­
ся к последовательному сокращению [ l ]  главного расслое­
ния-произведения р . В )  , где В -  база
(пространство параметров), L -  фундаментальная группа 
пространства. Это сокрап)ение производится автоматически, 
если задано вложение , где |  ̂= ( B^l ^t . P .  б ) ,

-  стационарная подгруппа элемента. Это вложение 
определяет геометрический объект Л £ расслоения [ о ], 
стационарная подгруппа точки слоя у которого есть Й^СИ^. 
Этот объект возникает из объекта инфинитезимальной связ­
ности [ 6 ] ,  [7 ]  расслоения ^ .' Процесс Картана позволя­
ет (локально) сократить расслоение ^ до | = ( ' в х Н £ ,
Р . В) Получается последовательность расслоений f 5 ]

х) Доклад, прочтенный на заседании секции геометрии 
Третьей республиканской конференции математиков Белорус­
сии в июне 1&71 г .
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L-
Н.

■ н п н,
и последовательность подгрупп 1.4]

. Если при некотором к подпруппа

и
, кото-

1|̂ -  единичная, то и соответствующее расслоение 
единичное (изоморфное расслоению ( в ,  1' ^ ,  В ) )  
сокращение ^ до f   ̂ определяет сечение в ^ 
рое является каноническим репером образа [ 5 ] .  При построе­
нии канонического репера возникает последовательность 
геометрических объектов которы е’ яв­
ляются объектами расслоений f6 1  
соответственн о.

В методе продолхений и охватов [ 8 ] обычно произво­
дится только первое сокращение f  и все геометри­
ческие объекты, которые при этом возникают, являются объ­
ектами расслоения (или ^ ) .  Таким образом , пробле­
ма эквивалентности геометрических образов сводится  к проб­
леме эквивалентности для геометрических объектов , но для 
решения этой последней необходимо знать полную систему ин­
вариантов некоторого геометрического объекта. Эта пробле­
ма, в общем случае, до сих пор не решена (она сводится  к 
проблеме эквивалентности нелинейных представлений групп 
Ли Г Ю ] ) .  При помощи метода канонического репера пробле­
ма эквивалентности решается тем, что у последнего объекта 
группа преобразований -  единичная и все его компоненты 
являются инвариантами геометрического образа, образующи­
ми полную систецу инвариантов. Это дает возмохность решить 
проблецу эквивалентности (локально) [.5 ].

Пусть P * L m o d H i  -  однородное пространство и dimP.M 
В кахдой точке х  6 Р определим касательное векторное 
пространство и грассмаково многообразие [ l l  (^( V,

к ) всех его к -мерных подпространств. Построим далее 
грассманово. расслоение С 91 ^ ( к ) ,  базой которого
является Р , а слоем Л ' ^ ( х )  = (гх ^ ) • Локально
его мохно представить как Л/, к ]  = ( Р х ()■( А/,к) , ЛГ, Р ) . 
Действие группы L на Р естественным образом продол- 
хается на касательное расслоение над Р , а следгователь- 
но, и на грассманово расслоение над Р . Если s  Р ш*- 
делено m -мерное подмногообразие [ 9 ]  ф  „ , ( г е о 1метричес- 
кий о б р а з ), то ему соответствует подрасслоение д. ( i n ,  

к  ) расслоения (j (. к ) -  грассманово расслоение 
образа ф  д, . Локально оно представляется в виде
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= ( ‘f ’m X (rf m, к )  , jr , ф „  ) (Конечно, все это имеет 

смысл только при к < m ) .
При помоаци операции построения индуцированного рас­

слоения [11  продолжим пару отображений

Ф  X (гCm, к)

до коммзгтативной диаграммы

тг*
Ф „ X G , к 1 X L 

”1
Ф ,х 5 (т ,1 с >  —  —

Вертикальные и гориэокталыше пары стрелок образуют 
морфиз’ ьм расслоений, в левом верхнем углу -  пространство 
расслоения реперов над пространством грассманова расслое­
ния. Построим методом Э.Картана канонический репер про­
странства h - d i m G ( m . k )  ,
рассматриваемого как геометрический образ в Рх(?[Л/, к^. 

Получим диаграмму

=  Р-

Ip '
*

Pm-к

x ( e } - ^ F „ , ; , x L - ^  Ф _ х Ь

I'
Ф* f*i

где 'р -  сокрашение, { е }  -  единичная подгруппа груп­
пы L • Очевидно, что сквозное отображение 7T*o'f 
определяет подрасслоекие в  ̂ = ( х L , р ,  Ф „ , ) (не 
обязательно главное и не обязательно сокрашение). Обозна­
чим это подрасслоение = Г Ф„, х К|̂  , р, Ф „  ) ,
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где . Это под­
расслоение назовем "полуканоническим репером класса к 
образа " .  Каждое сечение С в Я определяет
сечение в и обратно, т . е .  каждому подвижному
реперу [ i l l  образа , являющемуся сечением <г в

, соответствует распределение [9 ]  s '*  на .Каж­
дое такое распределение определяет подмногообразие 
[ 11] образа ф  (или "пфаффово подмногообразие размер­
ности к " ) ,  представляющее собой совокупность всех  не- 
особых одномерных интегральных многообразий распределения 

; Ф,„ —*■ X ff ( т ,  к )  . Конечно, пфаффово под|«огооб-
разие не является подмногообразием в классическом смысле 
L91. -аким образом, сечения с" расслоения R и пфаф­
фовы подмногообразия размерности к образа Ф „, (порож­
даемые сечениями «■* расслоения к  ) находятся
в биективном соответствии. Каждое сечение в R называ­
ется  "полуканоническим репером образа о выделенным
пфаффовым подмногообразием разшрности к " .  Это опреде­
ление по существу совпадает с определением из f i l l ,  где 
вместо термина "пфаффово подмногообразие" употребляется 
термин "подмногообразие " (первый представляется
более удачным).

Из сказанного выше следует, что фиксация на геометри­
ческом обр>аае некоторого, пфаффова подмногообразия
эквивалентно построению геометрического образа , элеме. 
том которого является пара ( х , у ) ,  y e f f ,  (fn. к )
(эквипараметрического многообразия ГЗТ). Диаграша (к  ) по­
казывает связь между каноническим репером многообразия

* полуканоническим репером (левый нсвздрат -
канонический репер Frn*h • f̂ F®®**** “  полуканонический 
репер ф  ^  , сечение бГ * : Ф„ —*  Р т .  h порождает се­
чение в" ; —
ческим реперюм Ф

К
m*h

являющееся гголуканони-т -  ' '  h
С выделенным х  и или каыокически»

репером эквипараметрического многообразия ) -
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В.В.ОЛУаАЕВ

о AMiO£Pi,HaHAJlbHbiX CHCTEuIAX КА FACCJiCKHKCii 
iCiOrOOBPA3]/!M

В работе изучаются ди<1х;еренциальные систе^м на яро- 
стракстве расслоения и на бАзе расслоенного многооб|разия 

^ . Показывается, что задание дифференциальной с » с т е ы 1
на пространстве расслоения посотдает морс^изм пучка ростков 
локальных сечений расслоения | в пучок ртстков локальных
сечений грассманова расслоения над базой.  Вводится понятие 
псевдобазовоЯ системы, для которой этот морфизм постоянен. |

Если дифференциальная система задана на базе пф^остран- 
ства со связностью, то с ней ассоциируется последов.атель- 
■ность полей геометрических обьектов [ 1 ] .  Эта последователь­
ность (в отличие от построенной в [3  ] ) является последо- 
вaтeJlЬкocтью полей тензоров в сг.ысле [1]Сили гео(летрически;^ 
величин в смысле [ З ] ) .

§ 1. Ди'^г!ег-енциальные систе.\;ы на расслоенном ?дюгообса-^ 
зии. Для калгдого многообразия М обозначим: “и ф М )  =
= ( ТМ, ТГ^ , / М)  -  его касательное расслоение,
-(Т*М ,Т1* , М) -  кокасательное расслоение, а

Г *  . <̂ ,м . М ) - а с с о ц и и р о ­
ванные с ними грассмаковы расслоения. Точками (?,„М  явля­
ются все m -мерные подпространства всех касатель­
ных пространств T jM  во всех точках х б М  , а проекция 

определяется фор.- '̂лой ^ ^  • Расслоение
определяется аналогично. Для каждого расслоения 

fj над М . ■ посредством ГСп 1 будем обозначать лучок 
[4 ]  его локальных сечений.

Дифференциальной системой (или системой Пфаффа) на 
многообразии М будем называть кораспределение [ 5 ] , т . е .  
векторное подрасслоение кокасательного расслоения^ имеющее 
ту же самую базу М . С каждой дифгеренциальной системой 

Ь связано аннулирующее ее распределение 15] ^=Аг\п6  
и пфеф<|ово подмногообразие [ S ] ,  представляющее со^бой сово­
купность всех интегральных кривых распределения . . Раз-
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СООТ-мерности расслоени{» 9  и 9 , очевидно, связаны
ношениями dirnO » codLm^^ caiiim9  ̂ . Кавдую дифферен-
циадьную систему можно отождествить с сечением расслоения 

при некотором т , а каждое распределение -  с 
сечением расслоения У ,„(М ). Поэтому пучок 
будем называть "пучком ростков дифференциальных систем", 
а пучок ГГУдаСМ)] -  Тпучком ростков пфаффовых подмного­
образий". Как обычно, пучок будем называть
"пучком ростков дифференциальных форм".

Отметим, что в литературе дифференциальной системой 
иногда называют распределение Ann в  (см. напр. £ 7 ] ) ,  но 
так как ® и Ann $ вполне определяют друг друга, то про­
изводимое здесь изменение терминологии несущественно. Кро­
ме того,  понимание дифференциальной системы как кораспреде- 
ления лучше согласуется с определением, принятым в теории 
дифференциальных уравнений (см. [ 8 1 ) .

lyCTb »li • и >22 = -  pac-
слоенше многообразия над М , т . е .  и имеют типо­
вой саой, являющийся многообразием. Каждый морфизм £ 9 ] 
расслсений ( ^ 4 i  порождает морфизм пучков 
rf-f) rCn.jl согласно диаграмме

( 1 )

Обратюе справедливо не всегда. Именно, морфизм пучков
F; r z r i . l -----ГСПг1 порождается некоторшм морфизмом

^ J —-  t\ I  , если и только если для любых двух се­
чений S , и любой точки X t M  из равенства
S C lW  S Y x )  следует равенство F£s)fx^ ® F fS 'K *) - 

В терцинах локальных координат это означает следующее.
Пусть х ‘ ) -  карта на М , ( */‘, м**) ,  ( г -  карты 
на и ^2, » согласованные с проекииями, т . е .  y ‘ r X ‘ *Pj , 
Е*’ • i'>P i . Сечение Sj : М —“  задается набором функ­

ций и*‘ = .Ему соответствует набор функций на
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базе W * ‘ =u**^64 • Сечение определяется набором
$ункций тг*‘ = t которому на М соответствует
набор гдГ’^  ̂ • Орфизм пучков Г  определяется
заданием соответствия F :  -----^тлг“ * =
r w * ‘ f x ‘  V * *  b'ur^y^-x^t ••• ) • Он порож­
дает морфизм расслоений, если и только если Р  имеет
вид ТдГ = W**- f X  ‘ , ХлГ’*̂  ̂ ) .  Отображение i ^ в этом
случае определяется формулой ■P(s(T')) = F C i ) ( x )  , в которой 
правая часть не зависит от выбора сечения S .

Рассмотрим теперь расслоенное многообразие 1 =(Е^р,В) 
диф4 еренциальную систему 9 ^  на Е и исследуем связь 
между в,^ и ди:|ферекциальными системами на 6 ( с р . [ 101).

Прежде в се го , заметим, что проекция р порождает 
.инъективный морфизм многообразий р * ; Т * В — ►Т ' * ’ Е 
(см,  [ о ] ,  § 4 . 7 ) .  Легко проверить, что пара f  р * ,  S ') , где
5 ; В —  е  -  произвольное сечение расслоения образует

ин'ьективный морфизм расслоений ( 'р * ',S V  t  * ( в )
Произвольность сечения 5  означает, что при любом выборе 

S диаграьма

Т  • В Т  *Е

( 2 )

В

коммутативна. Заметим еще, что морфизм р "устойчив" 
относительно морфизмов расслоения Т * ( Е )  , порождегаых 
диффеоморфизмами многообразия Е в себя. Каждый диффео­
морфизм порождает морфизм Са* а '*  ) ' t" ’ ( £ ) - *
___^ "С * ( Е ) » й * > как обычно, продолже­

ние морфизма а  на формы. Устойчивость морфизма р* озна­
чает, что диаграмма
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(3)

коммутативна. Это следует из того,  что композиция 
есть сечение расслоения ^ . В силу инъективности морфиз­
ма ( р  , j )  и устойчивости отображения р *  существует 
морфизм пучков ГГ р * )  : Г  [  Г * ( в )  I —^ Г С Т ^ Г Е  ) ] .

Продолжая действие отображения р *  на грассмановы 
многообразия касательных пространств, получим инъективный 
морфизм расслоений ( If ^ ( р * ) , $ ) : Гт Гт ( £ ) ,
где 5 : В —»• Б -  сечение, а отображение ( р * )  ■

*• ffm В устойчиво относительно морфиз­
мов расслоения $ порожденных диффеоморфизмами мно­
гообразия Е в себя ( т . е .  имеет место аналогичная (3) 
коммутативная диаграмма).

Диф̂ 1еренциальные, формы ’рй'^тПр*)  и дифференциаль­
ные .системы ) будем называть '’ псевдобазовыш*.
.^орфизм Г у ^ Г р * ) ,  &) порюждает инъективный морфизм пучков 
ГГJrjl̂  ( Р * ) ) •* Г [)Г* ГВ)3 — * Г [ )1 . Отметим, что не

каждое сечение псевдобазовой дифференциальной системы есть 
псевдобазовая форма, но каждая псевдобазовая система имеет 
локальный базис из псевдобазовых форм.

Назовем дифференциальную систему "горизонтальной", 
если ка^ая принадлежащая ей дифференциальная форма гори­
зонтальна [ 5 ] .  Иначе роворя, 9 ^  горизонтальна, если ев 
аннулятор Аппв,,, содержит все вертикальные ( т . е .  каса­
тельные к слоям) векторы.

Теорема 1. Задание дифференциальной сис*еш  вщ на 
пространстве £  расслоенного многообразия ^ г Г Б . р ,  Ь)  
определяет некоторый морфизм пучков ГГв,^);ГГ| 1-^ГГ|*(в)].
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если и только если система 0,„ горизонтальна, люрфизм
Корфкзм F O . )  порождает морфизм расслоений ( f

Ьрфи:
б т  -  псев-1постоянен, если и только если систе(/а 

добазовая. I
доказательство, й^рфизм определим следующим

образом : для каждого сечения и каждо» формы
положим P(^f)(ь) = - 3  силу линей1

ноет и
•ш
S * на каждом касательном пространстве Т , £  много­

образия Е" в точке 2 6  Ё , определено отображение 
F f6^)fS> = S 4 0 m )  , которое является морфизмом пучков.

Если морфизм F(6m)  порождает морфизм ( f  
то = F ( e ^ ' K S ^ ) ( x )  , как только ĵ CacJ = .
Но тогда для любой формы имеем 5 *('\<?Их) =
как только Отсюда следует горизонтальность

\р . Обратное проверяется непосредственным вычислением. 
Если система в щ  -  псевдобазовая, то у нее существует 
локальный базис из псевдобазовых форм. Нля каждой из таких
форм морфизм - ^ Т * Г б )  постоянен, следовательно.
постоянен и морфизм Р(вт^-

Оставшаяся часть теоремы (утверждение, обратное к 
третьему) вытекает из следующей леммы.

• Лемма. Пусть задан морфизм пучков F(ff„,), порождающий 
морфизм расслоений . Рассмотрим локальную
карту ( U , x ‘ ) на 5  и дифференциальную систему P(6„U s ) 
на Ь . Пусть -  базис этой системы над U ,
а S~^ : JmS в  -  отображение, обратное к сечению 5 
Пусть = (a j* ) ~ формы на Jm i (одесь j  = Ф,2, . . . .m
Пусть !Jmi —»  Е -  вложение, а . -  дифференциаль­
ная система, натя;:ут’ая на все горизонтальные формы
на р ' ^ ( U ) ' ,  удовлетворяющие условию: £2 )

где е  1п> i Тогда = ^ 1

доказательство леммы. Так как морфизм пучков F(B„)  
порождает морфизм расслоений, то формы  ̂ определяются 
в каждой точке единственным образом. Поэтоцу на
можно определить дифференциальную систему

p -V L O
натянутую

на формы tf̂ - . Легко проверить, что Лппв^  e A n n ( 6/ n l U) >  
а следовательно, = б „ , I U . Ле><ма доказана.

Если морфизм постоянен, то FfeiwWS) — диффере!
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циальная система на базе, не зависящая от выбора сечения. 
Тогда 0( j  -  некоторые вполне определенные дифференциаль­
ные формы на ба зе , и , так как значения этих
форм для любого вектора в любой точке совпадают
(это проверяется вычислением). Поэтому формы ' f -  псев- 
добазовЫе, и система б т  является псевдобазовой. Теорема 
доказана.

Теорема 2 . Горизонтальная дифференциальная система' 
бщ является псевдобазовой, если и только если она инва­

риантна относительно всех локальных ди<{феоморфиз>ж5в (g .U)  
расслоения ^ в себя, т . е .  если б „ = 9 * С б „ ) .

Доказательство. Для псевдобазовой системы существует 
локальный базис из псевдобазовых форм f  ̂  , для которых

Все остальные формы являются (локаль­
но) линейными комбинациями базисн*^. Для них справедливо 

X 4i )g * (< P i) C } ) 6  e „ ( D  , т . е .  псевдобазо- 
вая система инвариантна относительно диффеоморфизмов

- I g ) :  ^ —е ^ . Обратно, предположим, что система
инвариантна относительно диффеоморфизмов расслоения J в 
себя. Найдем морфизм Р(вп.) ГГ^* (В)1. Пусть
S ^ P C ^ I  -  локальное сечение, а '(■ -  локальный базис 

системы б„,, тогда лекальный базис системы
Для любого сеч''ния s '  найдется такой (может быть,локаль­
ный) диффеоморфизм , ЧТО б ' = 9- 6 .
Тогда 'З *  и в силу линейности 3 * и S* получаем,
что F ( O n t ) l S ) Р f9„)  ( S') для любой области U c  в  , на 
которой определены s  и . Отсюда следует, что морфизм 
Р ( в т )  _ постоянный и система б т -  псевдобазовая.

Теорема 3 . Если ^ -  главное L -  расслоение, а 
Rft -  правый сдвиг, производимый на Е элементом a t L  , 

то для того ,  чтобы система была псевдобазовой,доста­
точно потребовать инвариантность ее относительно всех 
сдвигов.

доказательство вытекает из следующей леммы.
Лемма. Пусть f  -  горизонтальная форма на £ ,  а

диффеоморфизмы f  • Пусть для неко­
торой точки 2 справедливо ”  9г значе­
ния форм и в точке 2 одинаковы.
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Леьша доказывается непосредственным вычислением в 
локальных координатах.

Доказательство теоремы вытекает из леммы, так как для 
каждой точки и каждого диффеоморфизма
можно найти такой сдвиг Д д , что g ( i ) =  .

Б заклвчение параграфа отметим, что так как псевдоба-
зовая система в. имеет локальный базис из псевдобазовых
форм, то всякая система из m линейно независимых форм, 
принадлежащих 9щ . эквивалентна £ 11] системе из т  псев­
добазовых форм. Отсюда следует, что, если ( Х * " ) -  карта 
на Ь • ( ~ карта на Е , согласованная с (Х*”)
т . е .  = Х^вр » то хартктеристические переменные £111 

ТУ* системы форм £ i  = 1.2 , ..-,гг>) имеют вид
• Отсюда следует, что характеристическая сис-*

тема форм Пфаффа [11] для системы уравнений Пфаффа в**» О _ 
где б"* -  базис псевдобазовой системы , эквивалентна 
системе псевдобазовых форм.

§2 . Дифференциальные системы на базе простсанства 
со связностью. Следуя [12 ] пространством со связностью 
будем называть систецу ^  ̂ , где

- г л а в н о е  Н-  расслоение, ^ “( Е . р . В ) -  
главное L  -  расслоение, являющееся расширением £ 9 ] р:ао- 
слоения rj , морфизм '1~* ^ ~ вложение, Д  -
связность £ 5 1  на . Пусть оС -  алгебра Ли группы
Ли L , а А , -  алгебра Ли группы Н . Пусть
J^scCmodJx. -  фактор-пространство, а р ; с С— -  естест ­
венная проекция. Тогда и  = р » Л  -  тензорная [121
1-форма типа Ad на со значениями в ^  .

Далее будем рассматривать только такие пространства 
со  связностью, у которых d t m ^  >  d im e  «  п .

Предположим теперь, что на базе 6  пространства со 
связностью задана дифференциальная система 9 т  ,  На <3 ей 
соответствует псевдобазовая диф<{:еренциальная система

Эта система инвариантна относительно правых 
сдвигов R j, , производи>№ос на Q, элементами а.6. Н 
Поэтому
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cu(dR^A nn ) » Ad(a'*)-Ю (knnQ„ ) .

Отсюда следует, что задание дифференциальной системы на 
базе определяет отображение <р; Q (n-m, jr ')   ̂ рде 
0^(п -т ,*р ')- грассманово многообразие всех ( n - m ) -мерных 

подпространств пространства у  , Это отображение удовлет­
воряет условию \p(Rf  ̂ i )  = Ad(a'^) ■>f(2) для всех ъ е  Q 
т . е .  определяет поле геометрических объектов в непрямой 
форме [1 3 ]. Это поле геометрических объектов, очевидно, яв­
ляется полем геометрических величин в сиА1сле [ 3] (или по­
лем тензоров в смысле [ 2 ]  ) .  Полю геометрических объектов 
в непрямой форме соответствует поле геометрических объек­
тов в прямой форме [13 ], т . е .  сечение расслоенного про­
странства ) ]  .

Вместо поля геометрических объектов ip можно рас- 
}матривать поля Л и f* , получаюшиеся следующим образом. 
1усть -  многообразие Штиффеля всех fn -m )-репе­
ров пространства f  , а двойственное к нему
многообразие всех m -кореперов пространства (их 
южно рассматривать как внутренее и внешнее порожденные 
многообразия [1 4 ], ассоциированные с )  . Пусть

и р^, :V *(' m , ( у ( / ьт , р  _
естественные проекции, а Sy и 6у» -  сечения. Гогда

\ = 6y** 'f -  поля геометрических объектови
I непрямой форме. Ясно, что каждое из этих полей охватыва­
ет [ 1] поле ^ .

Особенно удобно для вычислений использовать поле 
;ВК будет показано в следующем параграфе.

§3. Вычисления в локальных координатах. Пусть -  
1взис пространства . Форма cJ в локальных коорди-
атах имеет вид

и) -  w*’® е ■

еде и>*" -  горизонтальные формы на О, , удовлетворяющие
■труктурным уравнениям [ П

id  м  *’ = СД «о ''лй“ + Rjtu'ACJ**, (4)
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где 0 *^ - вторичные 111 формы связности. Они удовлетворя- 
DT условию 7Г* = O(modcj'’ ), где Т1“  -  фундаментатгь-
ные [ 5 ]  формы на Q . Посредством обозначен объект 
кривизны.

Пусть базисом псевдобазовой системы 0  на Q явля­
ется система форм

(р  =1.2, —. m l (5)

. г
Ясно, что коэфх|ициенты Л- являются локальными ко- 

ординате:/и геометрического объекта X . Дифференциалы коор 
динат X ? должны удовлетворять тождествам, которые могут 
быть получены из следующих соображений.

Так как дифференциальная система 0  -  псевдобазо-
вая, то локальные координаты базы' являются ее характеристи­
ческими переменными, а следовательно, характеристическая 
система уравнений Пфафф;а [11] ,  [15] для системы 0 ^ = 0  
может содержать только уравнения вида

А ^ с о ^ - О . ( 6)

Характеристическая система уравнений Пфаффа для диффе­
ренциальной системы . вычисленная обычным способом,
имеет вид

(7 )

(Предполагается, что все Xj- отличны от нуля).
Так как каждое из уравнений системы (7 ) должно иметь вид
( 6 ) ,  то

d X j  x ,^ u )\ ( 8 )

Этим тождествам должны удовлетворять 
-  псевдобазовая.
Отсюда следует, что

dX если система
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О , (9)
А Р Р

где 6Aj -dAj. zO ( 'n o d  c j ‘ ) Из равенств (8 ) или (9) еще 
раз следует, что объект является тензором [ 1] ,  Объект

»f> мохет быть получен, если,пользуясь (5), вычислить 
грассмановы координаты системы 0 „ ,  , Используя (9), можно 
получить аналогичные формулы для локальных координат объ­
екта ^  , После того как получено поле геометрических 
объектов первого порядка X , поля объектов высших поряд­
ков могут быть построены обычным способом [ 1] .

Заметим, что обычно (см.напр. [ 2 ] )  вместо объекта <р 
пользуются эквивалентным ему объектом Л  , который полу­
чается, если систему уравнений ©  О разрешить относи­
тельно максимально возможного количества форм CJ*", т,.е. 
записать систему 0  О в виде

со - Л ‘’.‘ с о ‘ *

(при этом, конечно, предполагается, что некоторый опреде­
литель матрицы /|А?11 отличен от нуля). ;Зтот объект (в 
общем случае) уже не является тензором. Отметим, что объ­
екты *f> и Л охватываются объектом Л

В качестве приложения вычислим с помощью объекта Л 
объект неголономности систены Условия интегрируемости
системы уравнений Пфаффа © ’ хО имеют вид

или

Л
CJK X,. ...X

где = А Д ^ -X^Cj.  ̂ • Отсюда следует, что
объект неголономности дифференциальной системы 0 „, имеет вид

и является тензором.

= А
CJA. к* Ьь.1
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А.А.ЛУЧШИН

О ПАРАХ m  -ПОВЕРХНОСТЕЙ В П-аЕРНОМ ПРОЕКТИВ­
НОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Рассмотрим в П -мерном проективном пространстве па­
ру т  -поверхностей и 5 ^  , меаду которыми уста­
новлено точечное взаимнооднозначное соответствие, причем 
будем рассматривать случай, когда касательные плоскости в 
соответствующих точках рассматриваемых поверхностей пере­
секаются по р -плоскости L f  , те . случай

Введем следую1цую систему индексов:

С, J ,  k  =

р = , m -i  ;

~ ^1—, тп I

Ч , Jt . - , m - p  i

^12 ’  Jtt ’  ^12 ~ * *' I ,

^23 I Jii » ^23 = -P  . Z m -p -̂ 

Г ,  б" = p  .

U )

( 2)

Присоединим к кавдой паре соответствующих точек этих 
юверхностей репер {  ̂ , инфинитезимальные перемещения
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- 22. -
которого определяются уравкенияю!:

d A . - u f  A j  , (3)

где СО. -  суть фориы Пфаффа> удовлетворяюсцю уравненияи 
структуры

т>  ̂ к J 
D l j . = U). л со, (4 )

и соотношению

СО, 0 . (5 )

Поместим вершины А о и в соответствующие точки
m  -  поверхностей 6 ^ и . Тогда из SA„ = А* “

следует, что фор*я с о / ,  (О^* со/^*, со/, 
л)‘'Ч суть главные. ’

Выбрав фермы и) -СОл 3^ независимые, положим

со  ̂ = Л *  со*
в (Ж  А 

О

а ) Г ^ Л ; ’ со* .

.  А .  А А А* “
. ‘^ 1  > ( 6)

СО — со

Поместим точки ' A * , А^ . . ^ - , А^р , А, ^ . | , А  ̂ в
касательную m -пл оскость  L.^ к поверхности в точ­
ке А ,  . а точки А , . А „ ^ ^ ,  . . . ,  -  -  в
касательную т -п л о с к о с т ь  к поверхности в
точке А<

Касательные щ -плоскости

(7 )

пересекаются no p  -плоскости
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L*p “  (  ^ m -p * i  , - 14*1 )  •

Тогда систему ( 6 ) можно записать в виде; 

ii  в ̂ '■* л*  0)^ • 0 ) j  »  о ,

а ) ,
‘ U

(8 )

(9 )

( 10)

Продолжая систему ( 9 ) ,  получаем

l+a(,/S "  »
A a (1 1 )

^2J i) A "  a
Л , .

.  ‘ i3  i'i. A
(1 2 )

Л . .

где коэффициенты
симметричны по индексам ос и ^ . Считая, что поверх­
ность <5щ . не является поверхностьо ранга 'С. < m t  =
= ЯапдЦЛ^^1\ ® с»«сле .\1,А.Акивиса [ l l .  “ “  можем урав­
нения ( 11) записать в виде:

fl 0
CJ. = A .

‘■tl ‘'Zi

L л1
(J . -Л /

•'Zl •’ZJ

ас
СО ,

CJ

Продолжая уравнения ( 10) ,  получаем 

= а/\^р */\^^

Ju

(13)

• «-и А ^  А *■** ч (14)
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Будем считать, что в касательной т  -плоскости L „  

в каждой точке поверхности 3  ̂ заданы т линей­
но независимых прямых i*«( ) • проходящих через
точку Aff  , а в касательной -плоскости в каж-

m~p-t-n
заданы гл линейно не- 
) . проходящих через точ -

дой точке поверхности 5 ,
зависимых прямых -(А ^  А
ку Ai . Причем прямые и ( А̂  Ai,^)
пересекаются в соответствующих точках, которые принадлежат 

L p  , т.е. прямые становятся заданными как толь­
ко заданы прямые • Тогда в каждой точке поверхнос­
тей 6 °  и 6J, определяются системы линий
с касательными прямыми I

и
и соответственно.

,  ) m -параметрическое многообра­
зие, текущим элементом которого является пара точек А о и 

и два пучка т  линейно независимых прямых и
соответственно,

С  и 1

Обозначим 5 ^

, проходящих через точки А ,
причем m  -плоскости , проходящие через эти пр>яше 
f i  . о
^ а являются касательными m  -плоскостями L _  и L

поверхностей и
m '* ^ т

в соответствующих точках. Итак, 
многообразие есть пара m -поверхностей 5 „,
и
касательными

Г *<- rtrс заданными на них системами линий
ij,  А 1 01 соответственно. Будем строить ка­

нонический репер многообр>азия ) , который является
полуканоническим репером для пары поверхностей. Как только

и на поверхностях Jm будут вы­
браны инвариантным образом, канонический репер многообразия 

) будет каноническим репером произвольной пары 
m  -поверхностей. Так как пряш е da, и d заданы в виде:

бос -  ( ^  о  ̂ »

t o ,  - ( А , А т-р-<
(16)

Jtz Jts
то  формы ( i n  , iz3  ?^jzs )
являются главными, и мы можем положить

U).  CJ1-1 (161)
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J «  л•̂ г̂ <(
C*); *  А /  oc ^  >Cx 2 ( i f ig )

••t .  Jx Л
^ . ~  A  Л *̂) >"i ‘'S*

( I 6 3 )

j i  A J M.
= A -^ ^  CJ . ( 1^4 )

 ̂ 1̂2 ^ J «  , 2̂3 )

хздолхая уравнения (16) ,  получаем

Ч • W/»
М ~ ^ И - ч К ~

1 1»л
- A j j  ^ l * e  ~ ^iyt  ^

'̂i

= Д 1*л “ » A A -1«-A

<’«^A,Ji^«,/Jno -  не су!Адировать) ,

д"»<-2|. J a "**"^* a " * - / i  /- •
_ = а Л  ^A».iA т*С^

,  ’” *Ji \ Л A)"А «дс^ ,д  -сЛ '̂"♦‘Ч.Л i, + 

. i t  -n*j .•'♦Jl '■♦̂ X •'"»L *
1Л ♦ >4

-Ъ'хA -»  Л A "*-it
=  » m*c ,̂up, ' ''» » * x ^ “  X

(17)

(18)
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по -  не суш ировать} .
Используя уравнения ( 14 ) ,  (1 7 ), (1 8 )^проведем следуищие 
фиксации:

С - 0. = (19)

(по 2Г ~ суммировать)
о _ И -01 L*-»n

( 20)

( (X ^  rri j ПО л  -  не суммировать)

т-р*1 ш-р Ц--1 |т|-р,г ' t»-p*r*i
и ,.  a . . . a c j  ̂ д а  д с о ^  л . . .(1 1 -П и

m -ptZ -i  ir>-prt • m~p*Z*L
-p*t

i.

1
2л-р. . .Лй>1 А£0„ .;^ ^ л а ^ - ^ 0 . ( 21)

7Г,т - р  + «" о,

щ -р * 1  Z m - p - i  1 т - р  m - p t i  2nt-p
UĴ  A . . . AQ^ Л " т -р * с = Ч  Л...ЛО>^

n-p*i. m*i tn*2 m*i
CJ, Л..,ЛСО, AtJ, AW. Л,

* 1 im -p  i
• AW

Zm-p

=  Cj
m-ptl

Л ... AW Zm-p 
1

Я‘«‘*

(22)

T ' . T i  = TT^""'^1 — p»r ' 2m-p

( « ■ > t m  ^ a o  yn -p  *er - н е  суммировать) .
Выясним геометрический смысл этих фиксаций. В.Т.Базылев Г 2 1, 
изучая сети на многомерных поверхностях проективного прост­
ранства, вводит понятие псевдофокуоов прямых касательных 
линий сети . Точка является псевдофокусом
прямой Ao-^i+a » если при смещении точки А „ в направ­
лении Л , к а с а т е л ь н а я  к линии, описываемой точкой 

р  , принадлежит гиперплоскости

ApAp^i ••■^zui.p) •
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’сть точка является псев-
фокусом прямой , тогда из

it’fb1р“ '” I '  ' \ л  ̂  ̂ ^  г\*-*«-1 ) = 0, W  ̂ . . .=rW = u  =. . . =U)  ^ 0 , 

олучаеы

(24)

^  **!̂
^ l* c c - -^ t * . . / i  - (26)

( «  ^  yS , по Л -  не сушировать) 
юдовательно, псевдофокусы прямой i «  суть точки

= А о + А  (26)

( о (^уа  , п о  ft - н е  сушировать) 
армоническим полюсом С2 ] точки A q относительно псевдо- 
оку сов прямой является точка /

1+Д
14-01 ---- т -1  А  А р  ■ ’ 1*и . (27)

( по -  суммировать)
Входя аналогичным образом псевдофокусы прямой 

. получаем точки:

т - р  +/J 

m-ptoL
m-p*i n-pti-i

(ti. ^ ли, Л

(28)
'"■p+A m-a + Afl 2m-a • * , .

Л . . . л и ,  (0 (^ / 1 }

Гармоническим полюсом точки A^ относительно псевдо- 
жусов прямой является точка

т ‘-р-4«
-p ti

Л  . . .

Лео.
»-p-fOi-i m-p-t

лео 111 А CJ,
1 -р  4- «4-1

л ... (29)
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Л и
m -ptfl 2 i»-p
-f*a  Л .../ îj^  ̂ +

Отсюда следует, что фиксации (19 ) и (21 ) геометричес­
ки характеризуются тем, что точки помещены в
гармонические полюсы прямых С Л  ̂ . Фиксация (20)
геометрически характеризуется тем, что точки

1 Р щ * 1 = ( « / ^ " > )
. о

являются псевдофокусами прямых ~(АоА^^^)  , а (^Еиксаци/
( 22 ) геометрически характеризуется тем, что точки

являются псевдофокусами пря^их
Таким образом, с точностью до нормирования (для окон­

чательной канонизации репера нам нухно провести одну нор­
мировку) канонический репер многообразия CZ.°^ )  по 
строен и геометрически характеризован.
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Л.З.КРУГЛЯКОВ

о З-СЕМЕЙСТВАХ ПРЯШХ Е Рд- ,

Известно, что паре Т комплексов трехмерного проек­
тивного пространства Pj соответствует в пятимерном 
пространстве Клейна трехпараметрическое семейство (3 -се ­
мейство) прямых, каждый луч которого несет три с|)окуса l l ] .  
Такие семейства часто называют фокальными ( 2 ] .  В общем 
случае каждая прямая 3-семейства прямых пятимернрго про­
ективного пространства Р5 не имеет фокусов. В работах 
[З, 4 ]  введено понятие пары А и пары А о комплек- 

.  сов , которым соответствуют в пространстве Клейна 3-семей­
ства, расслаиваю11(иеся на одно или два подсемейства тор­
сов, соответственно. 3-семейства прямых в Р<, изучались 
в [ 5 ] .

В предлагаемой работе изучаются 3-семейства пряшх 
в Р5 , не имеюпще торсов, а также 3-семейства, через 
ках,1(ую прямую которых проходит один или два торса. При 
построении реперов этих 3-семейств исключаются фокальные 
3 -семейства.

5 1. Касательное подпространство прямой 3-семейст-  
з§ . Рассмотрим в пятимерном проективном прострянстве Р5 
трехпараметрическое семейство (3-семейство) прями 
отнесенное к подвижному реперу { Ag,} ( ос, f  = 1, 2 , . . .
. . . ,  6) ,  деривационные формулы которюго имеют вид;

( 1)

где -  Форш Пфаффа, удовлетворяющие условиям:

Выбирая за базисные форзш

i 1 к г  ̂ i
CJ^-CJ,

аапилем основные' соотношения 3-семейства в виде: 

1,2,3; с - 1 . 2 ;  р -  3,4,5,в),

( 2)

(3)

(4)
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где

i  S <t •• Ч s  ,
(5 )

Дифференцируя уравнения (4 )  внешним образом по формулам 
( 2 ) ,  обьршым путем получаем

( 6 )

+• a ^ (a  Л '  -a^jT//) ♦■ a ^n ^)

(C , j = l , 2 ;  p. î. =3, ‘f .5 ' ,6 ) .
Обозначим через \5<, линейчатую ̂ гиперповерхность,

описываемую прямой , а через Т -  касательную
гиперплоскость к ней в точке ( x - i  -  f  ~ коор­
дината точки прямой ) .  В силу (4)

Т*^ , X  Ар ^  ) • (7 )

Поместим вершины A3 , А у, А ^  ( Ау ,  A j-, А^ ) ® каса­
тельную гиперплоскость 'Г^ в точке ( Aj_ ) и гиперпо 
верхности • Тогда

= = О“ г х  ^•dX. ( 8 )

Поместим вершину А^ ( Ау)  в касатетьную 
к подмногообразию oj^actJ^^O  ( со = CJ -  (? )
( Аг ) .  Тогда

S

плоскость 
в точке А<

Q. ’  = Л '' = <2. , ,  = О . **гг И С9)

Потребуем, чтобы плоскость А^А2 Ау (А ^А ^Д ^ ) ка-
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салась подмногообразия ”) в
точке , а подмногообразия CO*'aCJ^*0 ( c j * i c j * ^ ~ 0  )  -
в точке Ai  . Тогда

‘  ‘  S' л
( 10)

Внося соотношения (5 ) ,  ( 8 ) -  (10) в систему ( 6 ) ,  подучаем 

а 1 ( л \ )-77/=  i r ^ a f , т / - а , ‘ тг^ = С, ^

i  * ‘ Ẑ1 ^4

б
ОтсЕда видно, что при C ljj^ O  уравнения системы незави­
симы. Следовательно, воамоасна фиксация (5 ) ,  (8 ) -  ( 10) . 
Полагая еще

а ^ д - 1  (  1 : 0 )  ( 12)

г  i
и обозначая , запишем уравнения (4) в виде:

,  c j^x -ac j\  Q**U3^.  ( 13)

Фокусы луча и торсы 3-семеИства определяется из сис­
темы уравнений

■к^и^*0 ,  x ^ c j ^ * a r ^ c j ^  * 0 ,i  3

(14)

При л & ф О  фокусов нет, т .е .  в общем случае 3- 
семейство нефокальное £ 2 ]. При OL* О { t * 0  ) вершина 

~ фокус, соответствующий торсу
) .  Такое 2-семейство назовем одно-фокальным.
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При Л - i - O  вершины 4 j .  я -  фокусы. Такое
3-семейство назовем два-фокальным.

Заметим, что фокальные 3-семейства, обладающие тре> 
мя подсемейстЕами торсов , исключены условием ( 12) .

§ 2 . Веголономные подмногообразия JTz  . Рассмотрим 
касательное трехмерное подпространство , содержащее 
пряцую ^ ^ 2  ** близкую к ней вдоль некоторого подмногооб­
разия ЦТ, (в  смысле [ б ] )  . Из (4 ) имеем

^ 3  = ^2 , А р ) , (15)

Будем искать такие подмногообразия, для кото^шх
подпространство I 3 принадлежит гиперплоскости
Тогда, учитывая ( 7 ) ,  получаем

X .  ^  L Р

(16 )
ае,)> =1,2 ,3 , p=3,V .5-,6).

Эта система состоит из восьми уравнений. Исключая Cj 
получаем два уравнения 

Р
(17)d e i II х ^ а . ^  /| = О

( р  -  индекс строк, j ■ 1, 2 )
или

(Xjj^CO^&p = 0 , (18)

где Ё>р -  минор матрицы || , не содержащий
р -ой  строки, и умноженный на ( -1 )^  . Учитывая фикса­

цию (5 ) ,  ( 8 ) -  (1 0 ), находим

бз = а (х ^ )^ , Ъ^ = - В ( х ^ ) \  В^ = - х \ 'х Т ,

Теперь уравнения (18) принимают вид

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



33 -

а  x ^ ( x ^ y ' u \ S ( x ^ ) ^ o j ^ - ( x ^ ) ^ x . ^ u j ^ - ‘ О,
(18Ъ

т .е .  эти уравнения равносильны, “ авносильность уравнений
(18) геометрически означает очевидный факт; подпростран­
ство Тд пересекается с гиперплоскостью по двумер­
ной плоскости, касательной к подмногообразию в точ­
ке + , т .е .  эта плоскость содержит прямую
к касательную к кривой, описываемой точкой .

Таким образом, для каждой точки соотноше­
ние (18^) определяет единственное неголономное подмного­
образие (в смысле [ в ] ) ,  такое, что касательное под­
пространство T j  каждого подмногообразия при­
надлежит касательной гиперплоскости поверхности -5̂
в точке А J «- ? А г  . Линейная оболочка совокупности под­
пространств T j  подмногообразий Ч̂ г* является
£12] касательным подпространством Т^* подвдаогообразия 
VK/ . Точка A j+ Г^г названа в работе С12] псевдофоку- 

сом подмногообразия , если касательное подпростран­
ство Т ^  этого подмногообразия совпадает с . Одно
из соотношений (18 ^ ), т .е .

(19)

определяет для каждой точки неголономное подмногообразие 
, для которого эта точка -  псевдофокус. В смысле фо­

кальной классификации C2 J такие подмногообразия являются 
фокальными класса нуль. Легко проверить, что полученное 
соответствие между точками прямой и подмногообра­
зиями не зависит от выбора репера.

Не каждое подмногообразие 3-семейства прямых
в P j  имеет псевдофокус, например, подмногообразие
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не имеет псевдофокуса. Дело в том, что в общем 
случае касательное подпространство подмногообразия 4^̂  
пятимерно, но среди всех подмногообразий 3-сем ейст­
ва прямых в Р5 уравнением (19) свделяются подмногооб­
разия , имеющие четырехмерное касательное подпрост­
ранство. Эти подмногообразия обладают многими свойства­
ми псевдофокального 2-семейства прямых в Р5 [ 9] ,  в част­
ности, для каадого из них существует соответствие меладу 
точками прямой и подмногообразиями . Это дает
основание назвать их псевдофокальными.

Найдем подмногообразие , для которого точка
является псевдофокусом относительно подмного­

образия , определенного уравнением (1 9 ) . Это урав­
нение выделяет на поверхности «5v неголономное подмного­
образие . Касательная 3-плоскость к нему в точке
A x+ fA ^  имеет вид

.9
T j  = ( Ai А х , 8 A j-c if^ A ^  t a & f A j  ,

( 20)

Касательное подпространство (15) подмногообразие 
Vj , заданного соотношениями c j ‘’ : .■ » теперь име­
ет вид

S  fAxAx-v j+ w  A j -*^ coA ^ jC jA ^ *oc j
g

Подпространства T j  и совпадают, если

6 U9  ̂ 2« 6f  • (213

При aS  f  0  уравнения (21) задают искомое подмно­
гообразие , входящее в (1 9 ) . Будем называть подумно-
гообразия (19) и (21 ) интропсевдоФокальными по точке 
A i+ ^ A j  . Из (19) и (21) получаем, что интропсевдо- 

фокальные подмногообразия по точке А^ ( )  задаются
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уравнениями CJ^=0 , ^  ■= =0,  cj - c j  = 0 ) .
При (  ̂ = 0 ( 6  = 0 ) точка A i  ( 4 j  ) является псев- 

дофокусом лпбого подмногообразия 4>i , так как = оо 
( ? = ^ ) удовлетворяет соотношению (19) при любых А 
В этом случае (У ? '®  ■ *■
костью в фокусе Aj^(A^).

.  «■
) является фокальной 3-плос-

§ 3. Касательные плоскости L  ̂ . Пусть =
- (A■̂ Al  ̂ А  ̂ ) ~ произвольная плоскость, ин1Я1дентная
прямой 3-семеЯства, а (4^A^, x^bJ^Ap ) -  касательная
плоскость в точке X = подмногообразию
%  , определенному отношением г . Эти

плоскости совпадают, если = . Исключив отсюда
t  , получим систему из трех уравнений, калдое из кото­

рых билинейно относительно х*” и и)^  (С= 1,2  ̂х  -1.2, 3) . 
Эта система имеет ненулевое решение .• , еСли
Х*" удовлетворяет уравнению третьей степени, моказана

Теорема 1. Казсдая плоскость , инцидентная пря­
мой 3-семейства в , касается трех его подшюгообразий 

в трех точках X"* (они могут совпадать).
Имеет также место i
Теорема 2. Каждая из точек касания X *  плоскости 
с подмногообразием является псевдофокусом под­

многообразия 4̂ 2 , определенного двумя другими подмного­
образиями ( X i /х) ,  которых касается плос­
кость .

Пусть плоскость A-i Az A^ касается подмногообразий 
<jj*-= О, = А в точках Az,Az

и соответственно. (Это возможно в силу теоре­
мы 1)_. Тогда из условия касания этой плоскости 
I ^ ( р = 3, ‘( , 5 ) получаем

-  Л  ̂ ~ а * = ОИ  Zi  “ i j  ^  ‘̂ 7 - ( 22)

Найдем теперь подмногообразие, для которого точка A j -  
псевдофокус. Одно из уравнений (17) с учетом (22) и Х^=0 
(другое обращается в тождество) принимает вид
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a [ j  <oMI = 0

Полагая c/et Цо.^  ̂ 0 (элементы этого  опреде­
лителя произвольны), 3 силу (2 2 ) , получаем и )^ » 0  . Зт©
подуногообразие 4̂  ̂ содержит два других подмногооб|лзия 
' V  ̂ , которых касается плоскость • Так как

точки ■4^,Аг.,А^ взяты произвольно, то теорема доказана.

§ 4 . Асимптотические направления поверхности 6  ̂ . 
Дифференцируя уравнения (13) внешним образом и применяя 
лемму Картана, получаем

« 3

i  cj^~ *•+ Лг *»

a  Uy -  =

£J L  ^ CĴ  = ,»J W

a (w /-« -cJ _ f ) - c o f  =

cJy -  «Jz ) = “^14

(23)

tJj + w /  г a; + <x̂ j,
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Д а  = * 9 Ы^,

<0*+

где f i l l
л а  = с/а +а('со^- w, -  W, ) ,

д^ =• с/в + e(Wj - w ‘ + (* i\ - (^ l ) .

При смещении по асимптотическому направлению поверх­
ности -Sy .точка принадлежит каса­
тельной гиперплоскости в точке к гиперповерх­
ности S,, . Положив At-^-yAi+с^^('4^+уАг)'Ci^Atx > ® силу 
(13) для асимптотических направлений получаем

(24)

Пусть (A j+yA j,M  ) -  касательная к асимптотическому на­
правлению в точке Aj + ̂ A j . Тогда, если ,

М => y^M i + yAi).+ + i^CAj^-afAj . )*

TO  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я

* Jf •*>

w" 1/^  У

•e
(25)

Иа (24) и (25) получаем, что совокупность касательных 
ко всем асимптотическим направлениям в точке А^грА^ 
образует гиперконус в 4-плоскости , уравнение кото­
рого

( к , Г ^ и Л 5 ) , (2fi)

где
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*22=^* 1̂4 ,

С к Д - З Л .^ ) ,
В частности 

о
Ь ^ ^ - г б р , ^ ^  b!^^=Za<=(^, B ĵ = 2 q <Yj ,

^5S~~^^P>b,

a вид остальных K03iJ4'HUHeHT0B несушествек . Назовем 
гиперконус (26 ) асимптотическим гиперконусом в точке

поверхности 5у . Координаты точек Дl+y>4 ,̂ 
в которых асимптотический гиперконус К   ̂ имеет одно­
мерную вершину, удовлетворяют уравнению

0 г .-9 а - g ?

- j 'a бзз

-й с

ч ^зг

=  0 . (27)

Это уравнение (при а.^ ф О ) -  12-ой степени относи­
тельно р . Следовательно, на каждой прямой 3-семейства 
имеется не более 12 точек (  'i = ô »
в которых конус К ' ” имеет одномерную вершину.

Поместим вершины А̂ , в две такие точки. Тог^
да в силу (27) должно быть

- « >  )=  <3. (28)

Если a - S - 0  , т о  <4̂  -  фокусы прямой . Йскль
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чая этот случай, т .е .  считая а б ^ О  , из (23) находи!.'

 ̂ < - * /) К  * )тг;,
= S  i'2Jr,;--7 г /-  77j) ^ 2 6 o c ^ i r f - 7/3? ^

5a<j. • “ г('7гД«/-7?з^*'5г/;*«^7?/*^аг^-огз^)7гД^о^^7-^5-^

H  = «^ ( '2 )г/ - « з̂ -5г/ ) * £ оГз.7г/  + ('£с,^ .« з̂ ,7г/ ,  

откуда

«Xt -  -  2 -  <х/ } ( 7 Г ; - я/-ТГз̂ 7Г^ ) * «  7г/  ,

где

Тахии оЭразом, при otyS -?4 О всзмохна фиксатдия 

ЛА« -  -  «,.^= О ^7Г̂ - .  JTj?* О ;. (29)

Тогда иа систенш ( 1) )  получаем

^5- _ «T j = Fj. а F j F^*»0 . (30)

Теперь под1Л1огообразие U)' »̂(3^W*'« 0 ) имеет своим псевд.; 
фокусом вершину ( А 3 ) и этим характеризуется. Под-
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многообразие СО =<0 «О (со =w •О)  относительно подмно­
гообразия и)*~-0 имеет точку своим псев-
дофонусом. Плоскости AiA,.A/» (см . § 1) касаются одного 
или двух координатных подмногообразий с о * '= с о ‘̂ =0 
(эе, W = 1,2.,3 , I?) в одной из точек .

Теперь

t  Z X. i   ̂ а.

4, > (31)
<^р ( ^ Р , =3,4,У,6 ; р ? -? .) .

§ 5. Канонический репер 2-семейства. Для построе­
ния канонического репера необходимо зафиксировать верши­
ны А р  в плоскостях A^Aj^Ap ( р  = 3 ,4 .5 ,6 ) .

Рассмотрим неголономные подмногообразия Ui .̂. О 3 -с е ­
мейств плоскостей A i A ^ A j и A ^ A ^ A i, . Как и для 2-семей­
ства плоскостей в С8 ] ,  плоскость А^А^А^ подмного­
образия C»Ĵ =0 имеет три фокуса, которые определяются 
из системы:

= = 0 , ■X^'co^+x.^cj^^O.

Крюме вершин А с  , имеется еще третий фюкус, не лежа­
щий на прямой A jA i . tpeбyя, чтобы

] - C e j ^ c j ^  ] = 0 ( m o d o i ^ )  , (32 )

мы поместим в этот фокус плоскости А^А^^А^.
Фокусы и фокальные смешения плоскости А^А^А^ под­

многообразия c j ^ = 0  удовлетворяют уравнениям:

Х '^ 6 со^+ = С.

Кроме сдвоенного фокуса А̂ _ , соответствующего смещению
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Ы^= , имеется еще один фокус, не лежащий на прямой
. Требуя, чтобы

1 u);J] ^ 0 ( ' » o d ( J ^ ) , (33)

мы поместим вершину в этот фокус плоскости
Аналогично, рассматривая неголономные подмногоосра­

зня (ji -̂r-O 3-семейства плоскостей )
и требуя, чтобы

СсОу <0^ ] =  C c j /o ) f  ] =  0 ( m od cj^ ) (34)

{fco^ cJ^ '] = [О з ‘ и )з М = 0 ( 'т о а и )^ ) )  , (Зо;

мы поместим з е сш и н у  А у (^Aj) з  фокус плоскости A^A, Ay 
(A i A^A, ) , не лежащий на прямой .

Лифферэнсируя уравнения (31) внешним образом с уче­
том (23) и находя S a ’̂ ^  , легко установить, что фи:<-
сация (32) -  (35) возможна для самого общего 3-семейства 
и при этом исключавтся случаи, когда третий фокус при­
надлежит прямой AjAj (аВ-ФО)  и когда плоскость А̂ А̂ ^Ар 
имеет фокусную конику (  Р О).

Проведя еще нормирования

Q . = i  = ai Тг'^хО (по 0̂  не суммировать), (36)S • i  *

ш  закончим построение канонического репера 3-семейстаа 
пря1лпс в Ру , причем для всех форм Пфаффа имеем

д А сО «  Q. CJ м «эе
(37)

где Лвсле связаны соотношениямь, вытекавщи»да из (5 ) ,
(8 ) -  (1 0 ), (1 2 ), (2 3 ), (2 9 ), (32) -  (3 6 ). Исследуя ус­
ловия интегрируемости систеш  (37 ), получаем, что 3 -се ­
мейство прямых в Ру определяется с произволом в пять 
функций трех аргументов, что совпадает с результатом ра­
боты [ 3 ]  (5 4 ).
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Лавестно [lO ] , что прямая, проходящая через два 
различных фокуса плоскости 2-семейства, описывает псевдо- 
фокальное 2-сем ейство. Очевидно, что это свойство будет 
справедливо и для неголономгагх подмногообразий W^=»0 и 
с о ^ 'О  . Таким образом, ребра А5-. ,4^A j)

образуют неголономные псевдофокальные подмногообразия, 
уравнения которых C J *»0 fc O ^ »O ).

§ 6 . Подмногообразия . Рассмотрим неко­
торые свойства подмногообразия ьо'^-0  ) , для
которого вершина А̂  ( ) -  псёвдофокус. Обозначим него-
лономное подмногообразие гиперповерхности St, , заданное 
уравнением Со'’ - О  (<•’ * ! ,  2 )  , через 5^ • Найдем асимп­
тотические направления, например, подмногообразия 5  ̂ в 
точке A j . Касательная 2-плоскость к нему в этой точке 
имеет вид

Т ]  в М ^ А г А з Л у ).

йз условия ( c /^ M i+ ?A i)^  ) = о  при ^ = С
получаем

С СОу * 2c/f )co^*-cJjU)^= О,

= 0 .

(38)

(39)

(40)

Таким образом, как и для голономной 3-поверхности [Ю ], 
описываемой прямой псевдофокального 2-семейства в , 
в каждой точке прямой А^А^ (в том числе и в A j ) имеет­
ся три асимптотических направления подмногообразия 6  ̂ ,
одно из которых совпадает с Ai А2 .

С помощью (23) зфавнение (40) приводится к виду

(41)

В силу фиксации (2 9 ), т .е .  в силу того , что вершина 4 j  
является одной из инвариантных точек A^ + j^ A ^  , оба
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решения уравнения (41) совпадают. Таким образом, доказа­
на

Теорема 3 . Если асимптотический конус в некоторой 
точке поверхности имеет одномерную верши­
ну, то для неголономного подмногообразия S *  , соответ­
ствующего подмногообразию 3-семейства, для которо­
го эта точка -  псевдофокус, два асимптотических направле­
ния в точке совпадают.

Легко проверить, что теорема 3 справедлива и при
О.’’ О , т . е . , когда З-се.мейство является одно-фопальным 
с фокусом в другой вершине А г .

§ 7 . О фокальной классификации нефокальных Э-семейетв 
прямых в Р? . Для нефокальных 3-семейств прямых 
фокальная классификация [21,  основанная на возмохности 
наличия псевдофокальных 2-сеиейств (фокальных нулевого 
класса) дает:

1. Нефокальное 3-семейство, не допускающее расслое­
ния на оо'* псевдофокальных 2-семейств.

2 . Нефокальное 3-семейство, допускающее одним- спосо­
бом расслоение на псевдофокальных 2-семейств, для
которых гиперплоскость А1 А1 А^А^Л^ 2̂ А<, ) есть
касательное подпространство.Оно определяется тем услови­
ем, что уравнение (U) ‘'-0)  вполне интегрируемо, т .е .
[DU)^U)^] = 0 = 0 ) . что равносильно

3. Нефокальное 3-семейство, расслаивающееся двумя спо-
с(^ами на о э   ̂ псевдофокальных 2-семейств указанных 
типов, характеризуется условиями: = и ^  « 0 .

48. Одно-фокальные 3-семейства. .Три в = О ( а  ^ 0 )  
прямая A iA i описывает одно-фокальное 3-семеЯство с фо­
кусом Ах , соответствующим торсу и  =0»

Внося в систему (11)  ̂=
•1

получаем

(42)
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ИсклБчая два-^окальные 3-семейства, которые рассмотрим 
нихе, проведем нормирования

Zi ‘ ^21

Тогда уравнения (13) принимают вид

‘i  ̂ 6 -, Г 1 е 1

(43)

(44)

Лроведенная в ( 5 ) ,  (8 ) -  (10 ) фиксация, кроме ука­
занного ранее, геометрически характеризуется тем, что 
3-плоскость AiA^A^Ag  совмещена о фокальной 3-плос­
костью в фокусе <4 J . Плоскость
касается в точке подмногообразия  ̂ui^= О . Плос­
кость А г V  касается торса c j^=c j^^0  . Касательная 
3-плоскость в точке А^ к неголономкому подмногообразию 
Sj  гиперповерхности S,, , заданному уравнением Ы̂ ’гО , 

совмещена с 3-плоскостью AiA jA ,,A (, (вершина А^
пока не фиксируется).

Из (28) следует, что фиксацией

(45)

при % ft О мы поместили вершину в одну из точек
® которых асимптотический гиперконус Х̂ ** 

имеет одномерную вершину. Теперь, в силу (1 1 ), (42) и 
(4 5 ) , = SjU)^j (Усо̂ = 03^̂  ̂ и 0^£О^
т .е .  подмногообразия uj *■» О и t j  =■ О инвариантно свя­
заны с прямой 3-семейства.

Дальнейшая канонизация репера производится с помо­
щью подмногообразия , которое является неголоном-
ным полуфокальным [ 2 ] подмногообразием Ц/^ с фокусом 

A j , соответствующим торсу c j^ -  О . Для подмногообра­
зия уравнения (13) имеют вид, аналсгич!гыЯ с уравне­
ниями ( 6 ) работы [1 1 ]. а силу Teopesffl 3 (§ 6 ) вершина 
является точкой совпадения двух асимптотических направ­
лений неголономного подмногообразия , соответствутв-
щего подмногообразию . Поэтому элементы репера можно
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фиксировать по схеме, предложенной в работе [ l l j .  Приве­
дем некоторые этапы этой фиксации.

Указанное выпе сдвоенное асимптотическое направление 
касается подмногообразия

CJ = (? , -  0 . (46)

Из (28^) видно, что при <*^^0  возможна фиксация

ТГ’ = 0 . (47)

Тогда в силу (45) = О и подмногообразие
характеризуется тем, что в точке А 2, оно касается сдво­
енного асимптотического направления. С этим направлением 
совмещаем ребро A i A^ . вершину А помещаем в фокус 
плоскости A^A2 Â , при смещении u ^  = oj^=-0.

Подмногообразие oj^=co^=0 пересекает фокальную 
3-поверхность (<4  ̂ ) по линии, касательная к которой 
(At,  А ^ - ft)2 А i )  описывает одно-фокальное З-семейство 
с фокусом А -1 . Фиксацией ^ ^  совмещаем ''еб-
ро A^Aj с этой касательной. Вершина на прямой 4^4з
фиксируется так же, как и А^ на прямой А^А^.

Для одно-фокальных 3-семейств прямых фокальная клас­
сификация [ 2 ] ,  дает;

1. Одно-фокальное 3-семейство, не допускающее рас­
слоения на о о   ̂ полуфокальных 2-семейств пряшх.

2. Одно-фокальное 3-семейство, допускающее одним
способом расслоение на пдлуфокальных 2-семе?ств. '̂но
определяется тем условием, что одно из уравнений cj = О 
или Со"*=0 вполне интегрируемо, т .е . или [Dco^oj  J
или что равносильно = 0  или

3. Одно-фокальное 3-семейство, допускающее двойное 
расслоение на оо^  полуфокальных 2-семейств, характери­
зуется условиями :

§9. Два-фокальных Э-семейства. 
лучаются при

Такие семейства по-
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=̂ 0 . (48)-

3 этом случае прямая описывает два-фокальное
3-семейство с фокусами А-̂  к , для которых уравне­
ния торсов c j ‘ = a j^=0 и Из системы ( 11) при
условии (48 ) и О , кроме и , получаем

= 0 Ср t f )  , = 71̂  = О • Вторичные формы ТГ̂  и 77*
и связанные с ними неголокомные подмногообразия 
и 0J - О пока не фиксиругтся.

Проведенная в ( 5 ) ,  (8 ) -  (10 ) фиксация геометричес­
ки, кроме ранее указанного, характеризуется тем, что 
3-плоскость AiAi.AiA^ С А ̂ Ai А tf совмещена с
фокальной 3-плоскостью в фокусе А^ ( ^ z )  , а плоскость 
A^AzA^  касается торса д>  ̂= со-^= О . Тогда плоскость 
A ^AiA ^  касается торса cj^ = c j ' ^ = 0 .

Неголономное подмногообразие СО"*=0 является ин­
вариантным и характеризуется тем, что его касательное 
подпространство трехмерно. Б выбранном репере с этим 
подпространством совмещена 3-плоскость A^AzA^Aj,  .Каж­
дая прямая подмногообразия Со^=0  несет два фокуса Ai 
и Az , соответствующих торсам W и tO *=0 . Будем 
называть это подмногообразие, по аналогии с фокальным
2-  семейством, неголономным фокальным подмногообразием.

Преобразования\а1 Лапл'аса прямой AiAz относительно
3 -  гговерхностей ( ) и ( Аг ) являются прямые М * , A^-fiz^z)
*  ̂ • Фиксацией
совместим ребра A^Aj и Az А j, с этими прямыми. Прямая 
А^Аз (A jA^J описывает о"но-фокальное 3-семейство с фо­

кусом Aj ( 4 i ) . Фиксацией - (? , Т7̂  *0 
совместим гиперплоскость Ру «
с касательным 4-подпространством прямой AiAjCA^Ay) под- 
мнсгообразия Cj^~0 3-семейства. Неголономное подмного­
образие 3-семеИства (A iA i )  Oj‘'=0  (и>^= 0 )  характеризу­
ется тем ,что является полуфокалькым с касательным под­
пространством Р з(Р у) • Вершина AiCA^) является фокусом 
этого подмногообразия, соответствующим торсу =
(сО^= cĴ M. О )  . Не проводя дальнейшей фиксации репера
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(это можно сделать по схеме, предложенной в [ 11] ,  или 
с помощью фокального подмногообразия), рассмотрим фо­
кальную класси(Ьикацию, основанную не возможности нали­
чия полуфокальных и фокальннх 2-семейств (порядка нуль 
и класса один). Она дает:

1. Лва-фокальное 3-семейство, не допускающее рас­
слоения на о о   ̂ полуфокальных 2-семейств прямых.

2 . Два-фокальное 3-семейство, допускающее одним 
способом расслоение на о о ^  полуфокальных 2-семейств, 
характеризуется одним из условий LD c j^ u ^ l  = О или

, что равносильно О или ,
3.  Два-фокальное 3-семейство, допускающее двойное

расслоение на o q -̂ полуфокальных 2-сеыеЯств, характери­
зуется условиями: О.Д = = О.

4. Два-фокальное 3-семейство, допускающее одним
способом расслоение на фокальных 2-семейств, ха­
рактеризуется условием = О  , ч-о равносильно

О или в i23)
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Г.В.ШУЛЕНИНА

РЕПЕРА! ПОДУНОГООБРАЗИЙ Б ШОГООБРАЗИЯХ КОНИК 
В ТРЁХМЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Конгруэнции кривых второго пордцка исследовались мно­
гими авторами, в том числе В.В.Рыжковым L1-1 t Н.Г.Тугано- 
вым [2]_, В.С.Малаховским [3 ] ,  [4 ] .  В предлагаемой работе 
невырожденные конгруэнции коник [З ]  в трехмерном проектив­
ном пространстве исследованы методом репеража подь^огооб- 
разий [ 5 ] ,  найдены инварианты и инвариантные формы конгру­
энции коник, исследованы классы конгруэнции коник. Канони­
ческий репер, построенный 5 .С .’Аалаховским, для наших целей 
оказался неудобным. Поэтому построен другой канонический 
репер, более тесно связанный (геометрически) с полуканони- 
ческим.

§1. Канокичеекий репес невырожденной кснггуанции ко­
ник. Поместим вершину репера А о в характеристическую точ­
ку ш10С8(0сти коники, а вершины A i  и в точки коники, 
принадлежащие поляре вершины А q . При этом случай принад­
лежности характеристической точки конике из рассмотрения 
исключаем.

Уравнения нераспадаюшейся коники относительно этого 
репера запишем в виде:

( X o f - Z p x ^ x ^ - 0 ,  X j = 0 ,  р # 0 .

Деривационные формулы репера имеют вид:

=  Х = 0 , . . . ,3 ,  ^=^>..-.,5,

причем формы Пфаффа 2 ^  удовлетворяют структурным урав­
нениям Э.Картака

( 1 )

( 2 )

(3)

Так как вершины А©, Az фиксированы, то вторичные
формы ТГ*̂  тг*, f J . ТГ/, 7г/ .  V .  \
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равны нулю. Поэтому формы Q ^ = co “  ̂ Q ^=co® , Qj  ̂= co^,

^ г = Ч \  Qi=CJ^
-  первичные [ 6 ] ,  причем

(4 )

так как точка А  q является характеристической точкой 
плоскости коники. Примем за независимые формы = 
С^о ~ ^ 2. и полохим

О̂ = 0 .3 , J.= l , 2, t ^ y . (5 )

Внеся (4 ) в: ( 3 ) ,  получим 

'-1 '-г  • ( 6 )

Из расс»ютрения исключается случай 
когда поверхность ( А о )  вырождается в кривую. Линии 

О и CJ^^O геометрически характеризуются тем, 
что прямые А 0 А2  и - А0 А 1  , соответственно, являются каса­
тельными к ним в точке А^ ■ поверхности ( А о )

Обычным путем можно установить, что зависимость коэф­
фициентов С - , р  от оставшихся вторичных параметров 
имеет вид:

5 c f  т г / ,
(7 )
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- *• T- «Ч 1-= ^ i  l i f t  -T T o)-C ^  TTj _ 

С ^ ( 7 Г . " - 0 - С ^ Т Г з \

с Г ( 2. , ^ - я ; - .

= c f  (я"-я°-Яз'^т;),

21

2

U

U "p
_  i  . 0  

= -  2я „* ®

Отсвда непосредственно заклЕчаем, что величины р,
С-1 ,- ЯВЛЯЕТСЯ относительными инвариантами.

Условие С^^’ -О ( с ^ ^ = 0 )  выделяет конгруэнции, 
характеризующиеся тем, что касательная к линии Ctij_̂ 0(b)̂ -0) 
на поверхности M i )  лехит в плоскости коники. Если 

= то кроме того, линии CĴ  = О и CJ^rO
становятся асимптотическим! на поверхности Ад

Анализируя систему (7 ) ,  легко убедиться, что для 
оставшихся невыроаденных конгруэнций коник мсхно осуществить 
следующую фиксацию:

с ' ^ 1 . c f - i .  р = 1 ,

2тг^-1г°-1г1-0, 2тг/-л-з^-л; = 0 ,

48)

(9)
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-  Oi  02 „  12 ^  О i. 2
= 0 , = 0 , C , - 0 . 7Г з = Я з . 7Г з . О .  ( 10)

Если учесть еще условие эквипроективности

(  А о А ±  А 2, А  ̂ i  ^ ( 11)

то все втсричаче параметры оказьшаются зафиксированными, 
3 репер -  каноническим. Поэтому

где коэффициенты С '. связаны соотношениями ( т ) ,  (8 ) ,
(1C ).

Зыяским геометрическое значение последней фиксации. 
Проведем плоскость через прямую АдА^ и касательную

к линии СО^=0- в точке поверхности ( А^ ) , а
плоскость а 2, через пря1<ую А,А^  ̂ касатэльн^тэ к л1 
кии CĴ = о  в точке А 2  поверхности . Прямые
и {-2 пересекаются с линией пересечения X  плоскостей

и а ь в т о ч к а х :

02 ^2i -ь /-22

1 с “

Сг

■ с Г
и 5^ 1

i 4 ‘ • c f ' ^ 3 i

Отсюда видно, что фиксация (8 ) геометрически характеризу­
ется  тем, что точки и лежат на прямой X.  , а
фиксация (9 ) тем, что вершина выбирается на прямей об 
таким образом, чтобы яка вместе с Ао  гармонически делила 
точки ‘p^ л .

§2. Основная снетегд дифйегенциальных угавнеьзтй. 
Пользуясь уравнениями структуры, продифференцируем (12) 
внешним образом и получим закон внешнего дифференцирования 
базисных ферм:

J2 „02 „ и -
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Ъ ( ^ 0  ^ ^ c l  ) Г4 4 7

и осноБнув скстеиу ди<йеренциальных уравнений
f. ctk 7 л
‘•^^ос 2., по о ( - н е  суммировать

йк
 ̂ ДС^ CJj^l = 0 , p * 0 , i , 2 , i ,

[д с^ '‘ £ ^ .Ь 0 . (ix i,2 ,3 , p t f > ,  i = i , г J ^ a ,  c^j,K^

где

Д c d c f  ^ fcf 6 J -  c W  i  ,

. c f . d c f M - c r e ‘ - c ; V ' j - , ‘ ,

в‘. С - с “ *сГ,

причем суммирование по JT при А =1 производится от 
О до 1, а при к =2 от 2 до 3.

■ Система (13) -  в инволюции и определяет невкроаден- 
ные конгруэншш коник с произволом шести функций двух 
аргументов.

§3. Некотоше классы невырожденных к о н г р у э н ц и й  к о н и к . 
Найдем условия того , что точки Д. и являются фоку­
сами, а также сдвоенными или строенкы:л1 фокусами конгруэн­
ции коник. Как известно [З ] ,  система уравнений для опреде­
ления фокусов и фокальных налразлений записывается в виде:
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Из этой системы обычным образом получим следугаду!} равно- 
сильыуп (14 ) систему уравнений:

(X o f  z r c ^ c ^ l c f  ( ф с ^ ^ ) 1]  -н

.  c f  > (C --1)]+ ^сГ.4) -C^C^.

- c j  ( i - с Г )} .  c f  .  c f  c "  .

. X ,  (Г -сГ . I  fc^ V cr). cc“ - 

* XoU i)^ (l-cf4 .cfc“3 + ̂ î’c ‘4fX^)V-cf ) = 6»̂

0. XjX^  = ^ 'X e / .

Отсвда следует, что для т о го , чтобы точки >Ai и А .̂ были 
фокусаш  конгруэнции коник, необходимо 

и  .  г гс , -о , с , - о . <15)

Для т о г о , чтобы точки A j и А^ были сдвоенными фокуса­
ми конгруэнции коник, необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялись следуощие условия:

г г  « “  лc f - 0 . с " - 0 ,  C - c r c r . i ,  с Г с 1 ^ с Г - 4  . (16)

При

11
с Г - 0 , с 1^ 0 , c r - c r c f . i ,  с Г с ^ - с Г = - Л

>l^cf f c M f c i ^ c f  )1 = о. (17)

i f c ^ c V  ) ] c f - r c r - f C c V < ) ] ^ 01 /^гг 11.
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эти ТОЧЕН станут строеннышс фокусанн.
Рассмотрим класс конгруэнций коник, характеризующий­

ся тем, что точки и являются фокусами коники,
т .е .  выполняются условия (1 5 ).

Конгруэшши этого класса обладают следую1цими свойст­
вами:

а ) Касательные плоскости к поверхностям( 4^ ) ц (4^ ) 
в точках А i  и соответственно, совпадают с коорди­
натными плоскостями f A jA o A ,]  ‘ и

1Ь)Следнее утверждение непосредственно вытекает из 
соотношения (1 5 ).

б ) Точки Ао и 4 /  ( До и А2 ) являются фокуса­
ми лзгча Д0Д1 ( А0А2 ) прямолинейной конгруэнции AoAl
( 4 оА2 ) .

в) Прямолинейная конгруэнция Д^Аз ( А^Дз > являет­
ся параболической, точка Ai  ( Д г) является фокусом луча 
А1Д3 (АгД з ) конгруэнции AtAj  ̂ А2А3 ) .

В самом деле, уравнения фокусов конгруэнций A oA i , 
ДоД2 . Ai Aj и Ах Д3 имеют соответственно вад;

г , . А . ,  Г , - с ” Д о - А .  , (18)

, ^2.=Cj_ До -  Ах , 

и  01Х

(19)

Г х ,х - ^ с Г с Г А з . { ч с , " с ;% с Г с з " - с Г с з " )
( 20)

t V f c r c ^ c r c ^ c r c f и - 4 ĉ ‘crfc!‘c^crc;■ VA,,

-2сГс?А, •[(-с"с” ,с“ с“ .сГс,“ ) 1

" V f C r c f .C r c r - C r c f ) ‘- A c Г c > “ A ^ c ] ^ p ) ) A ,  « 1,
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Орисоединив (1 8 ) ,  (1 9 ) , (2 0 ) , (21) к (1 5 ), получим 
утвер ч 1еывя б ) и в ) .

Внося С,* * О■ 1 , C l = 0  в (13 ) и учитывая (8 ) и
( 10), получаем следувщие соотношения на коэффициенты:

C^C^ " С ^ - С ^ » 0 , C j -»Сз “ C ^C jИ _  12
( 22)

Два уравнения системы (13 ) тождественно исчезает, систем 
оставшихся уравнений -  в инволюции и определяет решение 

произволом четырех функций двух аргументов, что и со с ­
тавляет широту рассматриваемого класса.

Условие Ci* = 0  выделяет из рассматриваемого кла(
конгруэнцию коник, характеризующуюся каждым из следующих, 
свой ств :

1) Координатные линии » 0  образуют на поверв
ности (-4 о )  сопряженную сеть линий, так как асимптотичео» 
кие линии на поверхности (^4^) определяются уравнением:

(  Wj. )^+ c f сз 1 cJi + rcJ i') '"=(9. (23)

2 ) Точки Д о  и А з  гармонически делят фокусы луча 
прямолинейной конгруэнции ( Д0Д3 ).
Так как фокусы луча Д0Д3 прямолинейной конгруэн­

ции ( Д0Л3 ) записываются в виде:

-  4 ) '  ] А с ,
(24)

то  необходимым и достаточным условием того , чтобы выполнД 
лось последнее утверждение,является следующее соотношения

11 22 О . (25)

Внося = (3 в (22 ) и учитывая (1 0 ) , получаем (25)
3) Торсы конгруэнции ребер ( АсА .̂ ) и ( А о \  ) соо«-
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ветствуот координатным линиям поверхности ( А д ) ,  ибо 
дифференциальные уравнения торсов конгруэнций ребер 
( и 40^2 ) для рассматриваемого классе конгруэн­
ций коник имеют,соответственно,вцд:

 ̂ ^26)

Cj 0 . (27)

то ея  С ^ - 0  в (1 3 ), получим
32 ог -

Сз +С, - Z c^  =0 . (28)

Три уравнения систеш  (13) тождественно исчевавт, остав­
шаяся система уравнений -  в инволюции и определяет рас­
сматриваемый подкласс конгруэнции коник с проивволом двух 
функций двух аргументов.

§4. Конгруэнция С . Определение. Конгруэнцией С 
называем невыродценную конгруэнцию коник, характеризую­
щуюся тем, что точки и явлсттся сдвоенными фо­
кусами и координатные линии О образуют на по­
верхности ( До ) сопряженнуа сеть.

Как видно из ( 2 3 ) , .для того , чтобы координатные 
линии образовывали сопряженную сеть на поверхнос­
ти Ао I достаточно условия

(29)

Присоединяя (29) к (1 6 ), получим, что конгруэнция С пол­
ностью определяется условиями:

32 л . 4  л, -22 «  ot , 01
С-1 Cj * 0 , С2 = i ,  . (30)

Внося (30) в (13) и учитывая (8 ) и (1 0 ), получим (28) и 
следующие условия: * .

c ; % c f = C ? ,  с “ * с Г  = С7. (31)
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'Jс л о я м  являются следствием соотношений (31) и (1 0 ).
Геометрическая характеристика условия (25) была дана в 
тредыдушем параграфе.

Четыре уравнения системы (13) тождественно исчезают, 
оставшаяся система семи уравнений -  а инволюции и опреде­
ляет конгруэнцию С с произволом одной функции двух ар­
гументов .

Теорема!.Если касательная к линии * 0  конгруэнции 
С в точке Аг поверхности ( ) пересекается в точке А ,

с касательной к линии c j ,  = 0 в точке A i  поверхности 
( Aj ) ,  а касательная плоскость к поверхности ( )  в точ
ке А, совпадает с координатной (A iA ^ A j j ,  то фокусы At
и Аг -  строенные, а прямые A iA j и А2.А 3 являются касо-< 
тельными, соответственно, к линиям л в точке <

A 3 поверхности ( A 3 ) .
Доказательство. Касательные к линиям = 0 л

соответственно, в точках и At поверхностей ( ) и
( A t )  пересекают прямую АоАз в точках ‘Р^ (с°^ ,  О, й, i )  
и 0 ,0 ,1  ) . Следовательно, для т о г о , чтобы рас­
сматриваемые касательные пересекались в точке A 3 , необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

с;^=о. С - о . •(32)

Касательная плоскость к поверхности (A 3 ) в точке А 3 co-i 
впадает о координатной Aj Aj  ̂ , если выполняются ус­
ловия:

01.
с ,  =С?. (33)

Внося (32 ) и (33 ) в (13 ) и учитывая (30), получаем следую- 
щие соотношения:

. 2 1 л-C t  - 0 , (34)

- c f - 0 . (35)
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Присоединяя (34) и (35) к (3 0 ). получаем (1 7 ), то 
есть условия (34) и (35) геометрически характеризуются 
тем, что фокусы A j и конгруэнции С -  строенные.

В силу (32) из (31) следует

c f  = 0 , яСз - 0 .

Последнее соотношение является необходимым условием того, 
чтобы прямые Ai.Aj и являлись касательными, соот­
ветственно, к линиям и c j j=0  в точке A j  на по­
верхности ( А з ) .

Семь уравнений системы (13) тоадественно исчезают, 
оставшаяся система четырех уравнений -  в инволюции и опре­
деляет решение с произволом четырех рункциг одного аргумен­
та.

Из предыдущих рассуждений следует, '-гго подкласс кон­
груэнций С , выделенный теоремой I, определяется усло- 
Вия?ли (32) и (3 3 ). Назовем конгруэнции подкласса конгруэн­
циями С  ̂ .

Теорема 2. Если торсы конгруэнций ребер ( „
(Ai-4^ ) соответствуют координатным линиям поверхности 
( А о ) конгруэнции , то пара конгруэнций ребер ( AoAj )
и (А^А^ ) двусторонне расслояема.

доказательство. Ди1|ференциальные уравнения торсов кон­
груэнций ребер ( Ai Аз ) и ( А^А^ ) в оощем случае имеют, 
соответственно, . вид:

-  С , ч  wz f  с г c f  с Г с “ ) ^
(Зв)

( c “ c ’ ' - c ° V “ )C w ,)S

- c r c “ ) - c f c / " ( ' w o " = C .  ^'3'’

i случае конгруэнции С*  уравнения (36) и (37) примут avtn:
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l l
(38 )

Следовательно, чтобы условие теоремы выполнялось, необхо­
димо , чтобы

c f ^ O ,
I

(39)

Как известно Г 7 ] ,  пара конгруэнций называется рас- 
слсяемой в направлении от ( 4 t  ) к ( A oA j ) ,  если диффе*
ренциальное уравнение

i ^ U ° - d ^ i - c J ^  = О , (40)

аолученное из условия

( d M M  ) =  О,

вполне интегрируемо, причем |М =Д о+-^Аз. Дифферен­
цируя (40 ) внешним образом, исключая df* и приравнивая 
нулю коэффициенты при (ci. = 0 ,1 ,1 )  , получаем следующие 
условия расслояемости пары конгруэнций в направлении от 
A i Ал к Ао Аз.

- < C ^ < ^ ^ r - S < ^ c “ cr-C 3“ c f . c " c ^ c f c ; S c r c ; ^ ( 3 .
( « 1)

Аналогично получаются условия расслояемости пары конгру­
энций в другом направлении:

зг 1Z о г  и  ^ г ^ г ^ ^ - П-С^ - С ^ - 0 ,  Сз -C j  -С^ Cj ,ô

ог - 3i_ tz  11 0 1 „ н , г г  ^zi
- С 3 +С3 С3 -С , C j (^ 2  ~^z *'~зС ,  -  О . (42 )
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арлсоедикяя (3 2 ). (33) и (3 0  к (4 i )  и (43 '', получае», 
что услсвия'.-и лзусторсннеЛ рбссяоя«;исот;1 -ара; к.:;-;груэн1;/;С 
сеоар и А о А^  д л я  конгруэнции С *  явлл,;тая гчотнаае-
нкя (3 9 ), что А треосвалось доказать.

С ист:’.;а двух ураанени.'! (13) -  з ;шгс.".Е'а!и к определя­
ет редекпе с произволом дзух руккдир oxHoroerryf.re'-rTa.KTc 
и ооотазляет пироту подкласса,Биделеялого теоремсй 1.

/равнения опреде.тЕют в этом случае сопгя-
жекнне сети линяй па поверхностях ( A« ) ,  ( Ai ) .  ( А д / , ' A 3 ,', 
е сеч.ом деле, з силу (3 2 ), (3 3 ), (30) и (39) уравнения 
аси.'.'птотлческих линий на поверхностях ( А о ) ,  (Aj  },  ' Ад ' ,
( A3 ) имеют вид:

=i5. (43)

io . лолуканоничеехи? репег конгсуэниии конж . 7с.чес- 
тим Вердину репера Зо з характеристяческую точку плос­
кости коники. Точки 6 j и 5д почистим не поляре течки 

Зв таким образом, чтобы они гармонически дел/оти точки 
пересечения коники с полярой.

йеривашенные формулы репера имеют вид;

(44)

причем фор;л!| Пфаффа Q   ̂ удовлетзерягт структурным урьь- 
нени-тм Картана (3 ) .

Запишем уравнения нераспадассейся действительной .кони­
ки относительно этого репера

^00  ̂̂ о)  л  ц ( ̂  С-) * (  X д ) *

"акон изменения коэффициентов посяедне.-о уравнения при изме­
нении вторичнысс .параметров имеет вид;
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StncXgf, -  ТГ*= Sfna.j,j - i r ^  = j
(45 )

+ ^12^1 .0 .

йспольэуя сис!те&су (4 5 ), проведем следуюгцую фиксацию;

i .  a ^ - i ,  r ^ F ;= 0 . 7Г/=5Г/- . (46 )

Тогда уравнения коники примут вид:

C T . c f * C x ^ f - C x ^ ) ^ = 0 ,  X j = 0 .  (47 )

Так как верз1ина Во фиксирована, а 6 i и 62. помещены! 
на поляре точки Во . т о  формы ГЪфаффа ~ ,
а :  = Vo" . а  

a ; . v , ^  . Q * = v / -  первичные [ l ] ,  причем 

V ^ ^ O .  (48)

мифференцируя внешним образом последнее соотношение 
я применяя лемму Картана, получаем

v j  -  g f  V / .  

= бг У .  -  « i V o ^

(49)

(50)

Обычным путем мохно установить, что зависивлость коэф 
фициектов уравнений (49) от вторичных параметров имеет вк

(51)

Анализируя (5 1 ), легко видеть, что можно лрсвести неэави-
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симо от фоьш  jr^ , которая является полувторичной ( 5 /. 
следушцую фиксацию

< - 1. ^ . 0 , в » .  . i ,

Таким образом, если учесть еке условие эквипроективности

( ' 5 о , а . , 5 , . Ь з ) - 1 ,  (t,3)

то^формы J становятся первичными. '1римг.м
V'o - V j  "  - V j  за нeзaEиcи^л^e йормк и положим

к 1, « > «  <к '  ■>

k- i ,2 ,  x = ,i = 0.1.2, i ^ i . 2

(Ь4)

1̂инии V^'O  и V^-0  геометрически характеризуются тем, 
что прямые 5(1 и Во5з , соответственно, являются каса­
тельными к ним в точке 6  ̂ поверхности (. Ь о) .

Из рассмотрения исключается случай C ViV^J-G  , ког­
да поверхность ( Ьо  ̂ вырождается в кривую.

Обычным образом находим

0 £“   ̂ 17 Г /,
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С ) < - c
0

S 6 : ^ . с . ■ С ) 5 Г . "
)32 

-  »£

■ ( б : ~
.02. 

-  0^

д а  =
1^1 t i i i  ^ 

- С ^  .Tj - O i  F j  ,

Л ^
о б  = л я г с j2 - _  ^ -  0 -  7Г, я^-.

/IcncwibayH (55 ), можно пронести след;тзЕ^/г фиксашю,  ̂
.̂те не язляБс;ук)ся незанисимсР от полунтсричноЯ фор».чы тт̂

il.
_ i  2 raC2 i f ^ i ) - 286rII, = ' 1 • (56)

( 2б [ ч о ( 8 : ^ б Г ) - 2б Г с б Г * б Г ] = о .  тг; - 0 .

I

оыясним геометрическиЯ скысл фикса1у;:и (5 6 ). Пусть CXj -  
плоскость, проведенная через прямую и касательную

bj  к линии 
ности i ^ j )  ,

( - i ) W ,  = О в точке по в ер:
А2_ сутьпричем j =1, 2 , а точки и

течки пересечения поляры точки 3 „  с  коникой. Пусть, да­
лее, оС -  прямая, по которой пересекаются плоскости 
и . *огда, согласно (5 6 ), вершина помешена на
JL таким образом, чтобы сна гармонически делила вместе

6 , точки пересечения прямых J.
;!иния V ^ * ( - i ) W 2 ^ = 0  геометрически характеризуется 

тем, что касательной к ней в точке &о поверхности ( 5д  ) 
будет прямая бд Ду .которая в точке Aj  является каса­
тельной к конике ( j  = 1, 2 ) .

/ с л с Б и я  = r Z 8 ”  в ы д е л я ю т  к о н г р у э н ц и и , к о ­
т о р ы е  г е о м е т р и ч е с к и  характеризуются т е м ,  ч т о  п р я ;л »е  L j
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(58)

лежат в плоскости коники. Зги конгруэнции проведенной 
фиксацией из рассмотрения исклютаются.

§6. Основная системе диффесенциальных уравнений. Бу­
дем считать оставшиеся вторичные параметры функциями пер­
вичных.

Закон внешнего дифференцирования базисных форм и ос­
новная система дифференциальных уравнений имеют вид:

D v . . ( C i 4 ‘ n K i ,  (67)

] *0̂  о,1, ,̂3, ( п о ?  не су.ммировать)

rA ^ p ^ V k ]= 0 , p = J ,i ,  1  = 0,Ь, рф<^,

].= о ,
где

i

да .с М з С .Й )Ц « “ С - « Г - « .Т 5 .̂ -ac ‘ V, , 

с '  «1 -«о -*̂ 2 . с =Оо -Оз, -К>1 ,

причем суммирование по у  производится при к *1 от О 
до 1, а при к «  2 от 2 до 3.

Система (58) -  в инволюции и определяет невырояден- 
нув конгруэнцию коник, отнесенную к произвольному подчного- 
образию о произволом семи функций двух аргументав.

С )Vk .̂
й** -1 ..
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■Этот полуканонический репер является каноническим 
репером подмногообразия -  однопараметрического семейства 
коник Уо = О , Деривационные формулы последнего имевт 
вид:

d B i  jt .
—  = « .  , u -0 ,i,2 ,3 , k ^ 0 , i , U ,

где < ^ 1 -0 ,  ы \ 1 ,  ы . 1 . 0 .
Здесь

(59)

(60)

Связь с каноническим репером. Инварианты и ин­
вариантные ttocMH конггуэнпии коник, аолояим

A o~ ^ o^ oj ^з~ ■ (61)

Тогда в силу ( 11) и (53 ) имеем

- Z ( X „ A i A i  Aj) =1. (62)

Дифференцируя соотношения (S 1) и применяя соотв етст- 
зувщие деривационные формулы, получим

(63)

(64)

(55)

( 66 )

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



67 -

Л з^з * zl® 3 * “ з * * 5  * " з  ) (67)

i ; c M i > ( 6 " . 6 “ - e ; - 8 " ) ( 68)

Ь г г  ‘j f X * » “ - ‘ “ - ‘ Г ) .  х > г - С ч “ в ;‘ . с (69)

(70)

ы ; - - л г , » , , г : и , , С ч , (71)

(72)

u ;; - d e n A , .
(73)

ЛсклБчгья A -  из формул ( 63 -  69), на?дем следующую
:исте»<у инвариантов конгруэнции коник:

И м ,01 л02 
Т ^3 о? ^Oj

С“* ■ '

т Л-б _ Cl C-t
■'б '  ( a * t ) ( t l ^ i . z e t - e l 4  ~ с Ч

(74)

(75у

(76)

(77) .

(73)
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^8 =

u

'•г ‘ '1 .:« ‘ V 63“ - e j ‘ - e f ;

с ‘/ ( - С  Л бз“ - 6з“ -  йз“ -  в“  )
c “ c f

„а
<-з

J

= а -  б " .

(79)

(80)

(81)

(82)

Получ1ш  вычислительные форыулы для инвариантов  ̂
подш огообразня = О . Гк)лагая в фор^оглах (61)^^=^.. 
получим

= В,=^зАз-  (83)

Для подмногообразия * 0  имеем — ds  , следовательно, 
фор1̂ лы (70 ) принимает вид:

(84)

Кроме т о г о , из форе^у* (52 ) и (53 ) вытекает следующие 
соотношения:

L i  L t  -  - Z (85)

Далее.воспользуемся тем, что при переходе от полувано 
кического репера к каноническоцу уравнение коники (47) 
преобразуется в уравнение ( 1 ) .  Форцулы (83) дают

X  — X * L  Т  - - г* —  + Т * ^  X  X  = х Г ^ . ( 86)
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где -  координаты точки в полуканоническом репере, а 
Х^ -  координаты точки в каноническом репере. Подставляя

(86) в (47) и ( 1 ) ,  получим! -

ы (87)

Так как Ь̂ -ф- О , то из рассмотрения исключаются конгру­
энции коник, определяющиеся условием c j ^=0 и геометри­
чески характеризующиеся тем, что координатные линии 
^ 1^2 “  ^ образуют на поверхности ( Д о )  сопряженную сеть 

линий. Эти конгруэнции коник были рассмотрены в § 3 насто­
ящей работы.

Из деривационных формул ( 59) имеем

( 88)

где при к+р > 4  надо вместо к+р писать к * р - 4 . 
Знося сюда выражения Вр из формул (83) и учитывая соот­
ношения (8 5 ), (8 7 ), получим искомые вычислительные форму­
лы:

0 V t  t .0

1 ’ W  •
Л '  —1 ,

i 0
Z C f f ,  ‘ 'f>f

~ T  ‘

_ г - У г

" 2 v>f

1

^3 ■ f i  ■ ■' f t

l i
'f i

где фигурируют следующие относительно инвариантные диффе-
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ренциадьные формы конгруэнции:

ЛI Г ^  t 02

4/3 = (<х[ )ds - - (Cc^cl^Jcj,+Ccf^cf) J,

)ds=-(  c f  cô  + c f  ),

%  = )d s  = c “ c j j - c “ co^ ,i 2 . .  -  «

ЧЛ .  oij^c/s = - ( C 3 ,

'fi = 2cj^4*

= crC4)-c>,)^fcr-cr)co,cj, .

= -c “ rwj^-c^r<yx)^rc“ -c“ )cj,o;̂  ,
- 2 Cj

%- = = C3" r w , r c ^ - c “  ^ C ^ r c j , ) \

- Z « i c “ d s^ =  ( W i ) ^ ~
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а также дифференциальный инвариант ~ '

( ocf id s  * г г с “ - с “ ) CĴ  * ( с “ -  ) CĴ  ^

„ ж  о  о  t- гИз этих формул видно, что инварианты , « j ,
являются инвариантами второго порядка, осталь­

ные -  инварианты первого порядка, так как содержат,
,соответственно, вторые и первые производные главных пара­
метров.
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А. Е.ШШШЕРОВ

О ЧЬТЫРЕХПАРАЖГРИЧЕСКОМ ОСЛЕ НАПРАВЛЕНИЯ 
В TPEXilEPHOM ПРОЁНТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Четырехпараметрическое поле направлений в трехмер­
ном проективном пространстве P j рассматривается как 
геометрический оораз C l l .  образующим элементом
которого является линейный элемент (Л Д  J -  точка и ин­
цидентная ей прямая. Такой геометрический образ в трех­
мерном евклидовом пространстве исследовался в 12] и [З ], 
эквиаф|:инном пространстве -  в [4 ]  -  I s ] ,  и проективном 
пространстве -  в [ ? ] .  В настоящей работе поле <pt4 иссле­
дуется методом Г.Ф.Лаптева tS jc  использованием Ц с З -

§1. Фундаментальные объекты поля наплавлений Ф< . 
Отнесем геометрический образ t, к реперу нулевого поряд­
ка совместив вершину А±  и прямую с об­
разующим элементом поля . Тогда дифференциальные форн

2. Рto. - c J j  (, 9 •= 1 ,2 ;  р =* 3 ,4 )  в деривационных фор-1 1 '9
цулах dA . = АI, будут главными. Исключая иг рассмо! 
рения поле направлений, присоединенное к ;шнейчатому комп­
лексу [ 3 j ,  примем формы CO^^ = tO^, за базисные.
Тогда исходное соотношение, для исследования поля 
примет вид:

( 1)

После двух продолжений дифференциального уравнения ( 1) 
получим систему дифференциальных уравнений, которая опре­
делит фундаментальный объект второго порядка

х) Предполагается, что ( А* А»..Аз А.^) »  £ , т .е .
искхшчена из рассмотрения инвариантная подгруппа пере­
нормировок аналитичеок:ис точек.
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{ X i . Xiy ) (2)

Здесь и в дальнейшем, если не сделано никаких оговорок, 
t' > J • к, £. = 1 ,2 ,3 ,4 ?  f*,i  = 1 ,2 ; р, сз = 3 ,4 ;

6 , fc = 1 ,2 ,3 ;  о(. = 2 ,3 ,4 .
Чтобы в дальнейшем характериеовать фундаментальные 

объекты, отметим основные инвариантные образы поля Ф,, ; 
ллоскость ос 3 X  ̂ -  аналитические плос­
кости соответствующего тангенциального репера ( А ’" }  ) ,
касательную к начальному конусу [ 2 ] ;  основное специальное 
подмногообразие foc^

(3)

главная корреляция на луче которого вырождается ь соот­
ветствие (A jA ^ i—• { « )  (соответственно ^AiAtl —» {  ̂ ), 
подмногообразие ( « )

3 X л£0 = 0 , (4)

все подмногообразия которого -  торсовые и имеют об­
щую касательную плоскость ос , и подмногообразие

CJ^ = 0 , (5)

все подАШогообразия которого -  торсовые и имеют об­
щий фокус 3 точке Ai, ,

Далее, введем понятие обобщенного поляритета Пантаэи, 
несколько отличное от того , которое использовали Г.Георги­
ев, И. Попа в f9 ]  и [ З ] .  Со смещением со * ; *
линейного элемента вдоль некоторого подмно­
гообразия 4^1 связано смешение dA^ , определяе'лэе тем 
же отношением базисных форм. При этом каждое геометричес­
кое смещение точки фигурирует оо  ̂ раз. Если о ли­
нейным элементом связана некоторая плоскость 7Т , прохо­
дящая через центр А^ линейного элемента, то каждому сме­
щению dA I соответствует характеристика плоскости 7Г , 
причем плоскость ТГ покрывается характеристиками оо^

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  74 -

раз. Это соответствие мы назовем "обобщенным полярите­
том Гйнтази плоского элемента " ,

§2. Фундаментальный квазитензор и основной тензор 
песворо порядка. Фундаментальный геометрический объект

первого порядка, определяемый системой дифференциаль­
ных ур>авнений ( l ) v  является квазитензором [8 1 . При
рассмотрении окрестности первого порядка поля направлений 
наибольший интерес представляет не сам фундаментальный 
геометрический объект , а его подобъект -  тензор Хр .j 

Прежде всего заметим, что величины суть тан­
генциальные координаты плоскости ot . Далее, система 
дифференциальных уравнений (5 ) тогда и только тогда вполне
интегрируема, когда Х р = 0 ,  Следовательно, тензо^^Хд 
образует объект неголономности подмногооб^^аэия
Б случае голономности подмногообразие 4:'^ M i )  представ­
ляет собой связку прямых с центром в точке А t . Так как

d A jj = (j^ A j ъ X jA j^+A jl + (o ‘' f  X<,
I X , = 0

T O  инфинитезимальные перемещения точки Aj, существенно 
зависят только от двух главных форм. Следовательно, вер­
шина Ai описывает некоторуг поверхность.

Поле X можно построить, если взять произвольную 
поверхность и калугой точке этой поверхности ассоциировать,: 
по очереди, связку прямых о центром в этой точке. Геомет­
рически очевидно, что широта решения рассматриваемого клас 
са геометрических образов Ф», -  одна функция двух аргумен 
тов . Величины

= X , X , - X , X j ,  р " * = - х , ,  p^*'=Xiч 1<г

образуют тензор. Чтобы дать геометрическутз характеристику 
этого тензора, рассмотрим кривые ( Ai^ , описываемые точ­
кой А, на торсах подмногообразия Зое они
имеют обпито касательную

Р = Р (б )
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Звметим, что при Х^~0 касательная р неопределена.

53. 'Цензор второго посядка Ги , асимптотические 
подмногообразия У *  . Фундаментальный геометрический 
объект {  X i , X i y }  второго порядка, присоединенный к по­
лю направлений , в общем случае не является ни тен­
зором, ни квазитензором. Рассмотрим симметричные величины

, r,)j = - х , л ,

^ 3 3 - X^Xj f j Xj j } *Л ,

где Г .. .]  -  означает альтернирование по индексам. Для 
Г’ч Г в ,  имеем

drj^  + Z r ,)p (2 (jj-u )j) -2 S j' Г^,р.1 c j^s  0 (m od(j''),

~^з * w * )

= ('n.odw^ J,

'-JcOj- 2W j-2 cj^*) H 0  (modw^J ,

= 0 (modu'') .

Ледовательно, величины Г̂ у образуют тензор. Назовем его 
сновным тензором второго порядка. 3 обшвм случае он невы- 
юлденный, так как дискриминант тензора, т .е .  определитель 
оставленный из его компонент dei/Zf^j-)| = -  отличен
т нуля. Тензоры } ,  { Гр|\,  ̂Гр̂  i  (по р не суммироватьI) 

относительный инвариант образуют подоОъекты основ-
ого тензора второго порядка.

Совокупность всех инфинитезимальных смешений линейно-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  76 -

го элемента , при которых центр линей­
ного элемента перемещается в плоскости ос , определяется 
дифференциальными уравнениями ( 3 ) .  Этим смещениям соот­
ветствует основное специальное подмногообразие Ч'з(ос) . 
Дифференциальное уравнение (3 ) тогда и только тогда впол­
не интегрируемо, когда • CoBOKvnHocTb величин
мы будем называть объектом неголономности основного спе­
циального подмногообразия .

Совокупность всех инфинитезимальных смещений линей­
ного элемента в плоскости ос определяется
смете мой дифференциальных уравнений ( 4 ) .  >:̂ им смещениям 
соответствует подмногообразие Система дифферен­
циальных уравнений (4 ) тогда и только тогда вполне интег- 
рнруеьв, когда Г .р = 0  (по р не суммировать!). Сово-
лупвость величин мы будем называть объектом негологг г
ыо1шс>сти подмногообразия

ila всех смещения (3 ) выделим те смещения, которые яв- 
дявтся двойными элементами в обобщенном поляритете Пантаэи 
элемента (А^,ы}  . Как известно, этим свойством обладают 
касательные к асимптотическим линиям многообразия плоских 
элементов [ И ] .  Их уравнения имеют вид:

(9 )

где

Нелинейное подмногообразие , определяемое системой
уравненяй ( 9 ) ,  у  которого ассотш рованное подмногообразие 
плоских элементов целиком состоит из асимптотичес­
ких линий, мы будем называть нелинейным асимптотическим под 
многообразием На диаграмме Циндлера, показывавяей
отображение базиса пространства Т  дифференциалов
во вспомогательное проективное пространство 
и  CjS ы ': 2 ‘ : г*"! "2 г  , нелинейное асимптотичес­
кое подмногообразие изображается коническим сечени­
ем в плоскости, изображающей основное специальное подмно-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  77 -

4*3 Гос)гообразие
Яри смещениях линейного элемента в плос­

кости «  уравнения (9) принимают вид:

где

(Г ;, w ‘ - r , j U ) i ) w 5  = w^ = 2 ‘' = 0 , ( 10)

Нелинейное асимптотическое подмногообразие ^10) рас­
падается на два линейных асимптотических подмногообразия 

. Следовательно, в этом случае существуют две асимп­
тотических линии многообразия плоских элементов ( A j , » }

0) “̂  = 0 .

и  -  Г,16J
(И )

^Первая из них стягивается в точку. Соответствующее подмно­
гообразие является начальным конусом Г2], ссасатель-
ная ко второй асимптотической линии ( 11) совпадает с инва­
риантной прямой р , заданной уравнением ( б ) .  Соответст­
вующее подмногообразиег является торсовым подмногооб­
разием Ч'^(М) с точкой возврата

М ~ Ад ( 12)

На диаграмме Циндлера асимптотические линии ( 11) изобража­
ются парой точек.

§4. F и Р ' - точки.

*̂г. ■ ~ > Up = х , г „

Дифференцирование этих соотношений дает

(13)
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d u j^ * u ^ (? c j j -3 u j* -2 u /- lb j^  1 с О (m odw ^) ,

d U p - *  U p ( 8 u > i - 3 b J j  - 2 c J j - 2 ( j ' ) - u ^ c j p  s O  (madu}^),

d V * 4 /V ( 3 c j^ -w J - u j - t jJ ') 5  O fm od a ;- ')  .
(14)

Отссда видно, что зеличины образуют тензор I 8 j ,
а Л/ -  является относительным инвариантом. Чтобы дать 
геометрическую характеристику тензору ( U« }  , рассмотрим
конус в вершиной в точке А , описываешЯ прямой ,о 
Оказывается, что суть тангенциальные координаты плос­
кости

U = и ^ А  , : i5 )

-сательной к упомянутому конусу. Рассматривая инфинитезим^ 
ные смещения '  |

Uj eoj + Up W** = О (16)

линейного элемента ^ A i . A j A j }  , при которых центр 
перемешается в плоскости U. , находим, что все характерис­
тики плоскости ос ,• соответствующие смешениям (16),  Пересе-^ 
кают прямую A^Aj в одной и той ке точке М ( 12) .  

торсовыми подмногообразиями *.
V/ V L лXpCJ =ЛрбО =

лринадлехашими подмногообразию Ч?^(ос) 
соответстзие

(17)

ассоциируется

где
F = rrijAj + ntj A i ,

(18)
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■'/2 rrij »

V 2 X j  X j  m  j  =  -  X  m^ , ( 1«)

точка возврата торса,

ТУ * ir* A * ,

Tr̂  = - ( / ^ ^ m j - r „ m ,   ̂ , (20)

тУр =( ХрГ,^ * )птз + ( Xp Pjj > Хр.^Гд^) ^

соприкасающаяся плоскость кривой, описываемой точкой А
не нем. и

F , = (  /], т з  + Г„о  л5 J A j  -  г m j ♦ Г „  m  J  A i

точка пересечения пряыоГ Л^Аз со всеми характеристиками 
плоскости «  при тех инфинитезимальных смещениях

тУ̂  со 3 * >Ур со »  О ( 21)

линейного элемента (A ^ j A^A^^ , при которых центр Aj
перемещается в плоскости яУ . Соответствие (18) вырожда­
ется тогда и только тогда, когда N =0.

Леобходимые и достаточные условия совпадения точек F 
и , т . е .  двойных элементов соответствия (1 8 ), имеют вид:

П„,(л1з) + 2 Гзз mj/Hj 0 . ( 22)

Следовательно, в общем случае существуют две такие точ­
ки. Они называются F -  точка»». Заметим, что при Ы>0 -  

Р -  точки действительные, при Л/<0 -  мникше (случай сов­
падения F -  точек -  Ы* О исключен из рассмотрения). 
Цалее, F -  точки делят гармонически центр А| линейного
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элемента (A t,A iA |.^  и точку М (см . ( 1 2 ) ) .
Найдём плоскость тдГ , находящуюся в гармоническом 

отношении с плоскостями (t-, U и тГ . Имеем

V j, = { ( ' Г , , ) * ' Г * з  Хр-1.}/Пз +

+ {  Гзз Хр ♦ [  2 (Г’зэ ̂  ~ f»o Пнг I X }  W j.

(23)

Торсовое подмногообразие (17) определяет соответствие

Р  -»> V T -*  Р \  (24)

где Р -  точка возврата (19 ) ,  W ' -  плоскость (23) и 
F * -  точка пересечения прямой со все(Л1 характе­

ристиками плоскости ос при тех инфинитезимальных смеще­
ниях

W ^ c O j  + WpCs^'*> О (25)

линейного элемента которых центр
перемещается в плоскости ТдГ . Соответствие (24) вырождает, 
ся тогда и только тогда , когда О . Этот сл'/чай
исключаем из рассмотрения.

Необходимое и достаточное условие совпадения точек F 
и F' имеет вид:

{ Гц  ̂2 Г,, Гзз т .  т ,  * (2  ( Г,, ) ^  Г,,)Ой.До (26)

Следовательно, в общем случае существует две двойные точки. 
Будем называть их Г '-точкам и . Заметим, что при У  >0 -  

F ' -  точки мнимые,, при Ы < 0  -  действительные (случай 
совпадения F '  — точек, т . е .  , исключен из рассмот­
рения). Далее, F ' -  точки делят гармонически центр Ах
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шнейного элемента и инвариантную точку М

§5. Тензор второго посядка__l-'Cj- . Нелинейные подмно-
'ообразия 't'*?' типа Малюса» Рассмотрим си?л1етричнь:е вели-
1ины:

2 L р42, 1Ъ ' ^*7*-  ̂9 ^

г ц , = г L „  = г , ,x , , - г „ x ,з W x ,x , ) ^ ^ x , .X з ) ^ .

• 1̂1 ~ 1̂1 ^33 •

= - f ’zz^3v

^^34 * 1̂1 ~^Il ^33

(27)

1пя них находим

-  L^^uj  = 0 [ m o d  u ' ^ ) ,

L ̂ P ̂  Op  ̂  ̂- 2 w u ; , " ) * L -

~ - ^ r p '^ v V - 0 (moduj^) ,

-  Lp^ cj^  + (^-‘?-i,1 (*̂ 2̂ =0 ( modu) ) ,

(28)

?де  ̂ = 1 ,2 ;  г  = 3,4.
Хаедовательно, величины С. ij образуют тензор. Е обшем 
случае он невыроад“ нкый. Тензоры и fL^ , , i .b yp }
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является аадобъектаам геометрш еского объекта L  •
Уравнение тор сов , опнсываешх прямой р , имеет ви^:

L j j - t o 'w *  жО. (29 )

Вместе с  тем уравнение (29 ) определяет нелинейное подмного­
образие .Н а  диаграмме Цшдлера это подмнороойраэие
изображается квадрикой L^-i*2 '* '= 0  • Аналогично конусам
Уалюса [ i l ]  нелинейное подмногообразие (29 ) »Л1 бу­
дем называть подмногообразием типа .iannea для
прямой р , а соответствувщую квадрику в P j -  квадрикой 
/алвса.

§6 . Ассоциированные подмногообразия .Введем сле-
душцую систему величин;

^ 1^1 S * X J  V j j  — X j Uj ,

UjNv* I

Для них находим

d N ^  ♦ fiz. a l -  и u l - 3 u ^  - 3 u j ^ ) -  -

- \ ^ u ) ^ s O  Cmcdu}^') .

( i - < J ^ - u J y  ) T

(30)

(31)

*  s  0  C m o d  u)"  ̂ )  .

Ha (31) видно, что величины и образуют тензори.
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Чтобы дять геометрическую характеристику тензорам 
, рассмотрим ассоциированное специальное подмногооо- 

разие , описываемое линейным элементом рА^.р} , глав­
ная корреляция, на луче которого вырождается в соответствие 
{ p j —*.^ м } (соответственно (p i  — ) .  Его уравнение име­

ет вид

=  0 , (32)

Специальное подмногообразие j  содержит одно подмногооб­
разие- :

r , , X v w ' - r „ X g C j ' * ^ = 0 ,
(33)

все торсовые подмногообразия 4^̂  которого имеют об^ую 
касательную плоскость и  , и одно подмногообразие SPj

X ^ u )'' = о , (34)

все торсовые подмногоооразия которого имеют обший
фокус в точке А  ̂ .

С другой стороны, уравнение (32) определяет специаль­
ное подмногообразие 'Ц̂  , главная корреляция на луче кото­
рого вырождается в соответствие ( A , f l i ) - » f e }  (соответствен­
но ( Ai A^i — ).  Оно содержит ^подмногообразие 

(  OL) И подмногообразие ( М )  :

Сь)*■-Pjj со* = и» -  Г33 £J я б?. (35)

все торсовые подмногообразия которого имеют ооший
фокус в точке М .

Рассмотрим кривые, описываемые точкой Aj на торесвьс' 
подмногообразиях , принадлежащих подмногообразию

^ ^ ( и )  • (̂ ии имеют общую касательную

q, fA i А « ) . (36)
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1«LСледов&тельыо, суть алпккеровы координатн инвариант-
ноЯ прямой . !1ра <^^>0 ( т . е . по р не оум-
ю гровать!) эта  прямая неопредеяена.

57. Частные ялассы полей направлений Ф  л 
1 . Поле -  О .  В этом случае тензор становит­

ся  выро^ивкным, нелинейное асимптотическое подмногообразие 
( 9 ) распадается на два линейных подмногообразия

где

«3 * = 0 , (37 )

корень характеристического уравнения

Оба подмногообразия -  параболического типа с одним
обЕцим фокусом в точке • ^Инвариантная точка N1 совпа­
дает с центром А 4 линейного элемента S A i . A x A j } .

Чтобы определить произвол решения рассматриваемого 
класса геометрических образов , произведем следутацух
канонизацию подвижного репера

Х ^ - О ,  тг ; = 0 . С38)

В этом случае плоскость совпадает с плоскостью
ot ■ . Обычным путем находим, что широта рассматриваемого 

класса -  две функции трех аргументов.
2 . Поле Грр = О . В этом случае система дифференциаль­

ных уравнений (4 )  вполне интегрируема. Так как

da.

, т

= 0 а . (39 )I  X ,  W

то голономное подмногообразие (о*) представляет собой
двупвраметрическую совокупность линейных элементов в плос­
кости Л  . Следовательно, рассиатриваемый класс геометри­
ческих образов Фц рассиаивается на о о  плоских двупа— 
раметрических семейств линейных элементов. Для ск имеем
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где

d « . e «  ♦ w ^ { a ‘ - / ^ £ X , A ^ - X j A * ) )  -

X j A » ) )  ,

л /Щ Т ^ м ^ ^  Х , м * ,  f2 X ,X j.C * =  

( Z x , X j ^ 4 , » x / , * X i r j ,  r z x , X j / e ^ . x , r , * X i r , ,  

Г. »2.X ,^Xj,j. -  XjA .

Следовательно, даупараметрическое семейство плоскостей л. 
огибает некоторую поверхность. Таким образом, чтобы постро­
ить поле Г'рр^О, надо взять семейство плоскостей, огибавших 
некоторую поверхность, и рассмотреть всю совокупность ликея- 
ньа элементов, лежащих в этих плоскостях.

Чтобы определить произвол решения рассматсиваемогс 
класса геометрического обреза , произведем следуюшзт)
частичную канониаащив подвижного репера

Xi = X, = 0 , Х , ^ 0 , (40)

В атом случав плоскость AiA^Aj совпадает с плоскостью 
(X , а ребро A^Aj с прямой р.

Произвол рассматриваемого класса полей -  одна функция
трех аргументов.

3. Поле Г^з ■ О . В этом случае дифференциальное урав­
нение (3 ) вполне интегрируемо. Следовательно, рассматрива­
емое поле направлений расслаивается на оо   ̂ голономных 
специальных комплексов. Так как каждый из них есть совокуп­
ность пряьшс, касающихся некоторой поверхности, то поле 

Г^3 » 0  мэжно представить как совокупность прямых, каса­
ющихся каждой поверхности некоторого однопараметрическогс 
оеьюйства поверхностей. Геометрически очевидно, что поле 
Г »  О суовствует с произволом в одну функцию трех apгy^^eн- 

тов .
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Э.и.КОНДАКОВА, Е.Т.ШПЕБ

О НЕКОТОРЫХ ГЕОЖГРтЕСКИХ ОБЪЕКТАХ П -СЕМЕЙСТВА 
НЕБЫР01ДЕННЫХ НУЛЬ-ПАР В Р„

В настоящей статье находятся некоторые геометричес­
кие объекты и определяемые ими геометрические образы п -  
параметрического многообразия £ ( 0 , n - i , n ) z E   ̂ элемен­
том которого является невырокщенная нуль-пара; точка L к 
гиперплоскость , не проходящая через L .

1. Зклвчение элемента в репер. Присоединим к многооб- 
разиг Е . некоторый проективный репер 
деривационные форв^улы которого будем писать в виде;

d A j  = ( j j   ̂ ( t '

3
где линейные дифреренциальн^1е формы Пфаффа удовлетво­
ряют уравнениям структуры

7  ̂ ,
DtOjj = f u ) j  ] ( 2 )

и соотношению

H c j .  = 0 . кЗ)
У: о

Поместим точку /4 о репера в точку L  , а остальные 
точки , A i , .  А  (f располох 1̂м в гиперплоскости
Тогда формы со*’ 5 с о / ,  lOjHCO- 
Ск)*' за базисные, можно положить

-  главные. Поэтому, приняв

(4)

изменяютсяЗдесь и в дальнейшем индексы L,j , к, 
от 1 до п  .

Продолжение [1 )  системы (4) приводит к соотношениям

d A C J  со“ -Л it  СО̂  -Л  = Atj I ^ , (5)
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q k - Л , .p c j

-K2 A-j- CĴ  +Лы^!’ Лfc. u;“ .  Л ( f i )

Величины ^ l y  -  ( A c j , Л iji_) образуиг объект, котсрй? явля­
ется  основным [ I j .

2 . Г еом етсвеск и е  объекты, охватываемые геоыетричес- 
объектами Л». , Лз и Хгд. Рассмотрим следующие сим-ними

метричные по всем индексам тензоры;

= i  ^ u j )  > (7 )

А = de-tll Ai jU  , ( 8 )

А где A jjA'* = A S i , ‘ 0 ) (9)

Ayk = t  A(yk) ( 10)

^ ^  y i  A"^ . ( 11)

£ < " y )  . ( 12)

e  . • a .  A ‘*“̂ *A i j ' . ‘ г . it (13)

Из (7 )  -  (91 и (12 ) следует, что

а cjkA^^=.0 . (14)

Лт . е .  тензоры 5 ^^ и А ' аполярны.
3 . Квадрика Q . Рассмотрим произвольное подмного­

образие 4Tj 151 многообразия S  :
fcj‘  СО*
Г , - ? - - - Г " - (15)

Конечно, здесь функции X*" образуют геометрический объ­
ект [ 1J.

Вдоль подмногообразия точка L  опишет линию,
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причем R f С ; I* ’ ) есть точка пересечения касатель­
ной T L  к этой линии с плоскостью (рис. 1) .

d'R = x ‘ cj^**Ag+ ^dx^ +  ̂ )А^ .

Отсюда следует, что геометрическое место всех точек 
Я " З с‘ А ^ €  ( - п- 1  , таких, что касательная T R  при-

надлехит , образует в ( я -2  ) -мерную квад­
рику Gj , определяемую системой уравнений

А х ‘' 2 ‘' = 0  
Ч (16)

Совокупность всех прямых, проходящих через точку А о и 
пересекавших квадрику GI , определяется уравнением

Afj. = 0 (17)

и образует гиперконус Un-t с вершиной в точке Ар •
Обозначим гиперплоскость(А ,А 1, че­

рез А '  . Так как » dCAj4i ...А« ) s - c j  ‘  =
= ~СО  ̂А* -  A ij W , то Q представляет собой сово­

купность всех точек, каадая из которых принадлежит харак­
теристике гиперплоскости tm-i *А "  при смешении вдоль
(15 ) .

Итак, с многообразием Е  ассоциируется п  -парамет­
рическое многообразие гиперконусов . Такое многооб­
разие изучалось в [ 21 .

Из (16) и (17) следует, что относительный инвариант 
(8 ) равен нулю тогда и только тогда, когда квадрике ц 
является конусом или гиперконус- имеет по крайней
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прямолинейную вершину.
4 . Алгебраическая (П - 3  >-поверхность <1и-д . Будем 

искать характеристику квадрики Q при смещении вдоль (15) 
йз (16) следует, что проективные координаты точки 
характеристики должны удовлетворять системе

0 . Ац-х

* d ( A , . t J л

Так как

а х  ♦

. J
(18)

где в  -  некоторая отличная от нуля форма Пфаффа, то (18)! 
принимает вид;

Ai JX^x ^=0 ,  A f ^ x ‘ x " x % ( 7J -  к (19)

Таким образом, совокупность искомых характеристик образует 
в l „ . i  некоторую ( п - 3 )  -мерную алгебраическую поверх­
ность I определяемую системой ( 1 9 ) ,  т . е .  геометри­
ческим объектом A i j i )  . '1ожно показать, что в
терминах ГА] алгебраическая ( п - 3 ) -поверхность (19) явля­
ется  t  -фокальным алгебраическим многообразием алгебраи­
ческого элемента многообразия Гп, п, п )^  , индуци­
рованного многообразием Е . Поэтому наши дальнейшие по­
строения модут быть использованы для геометрической интер­
претации фигурируюш.их в t 4 l  объектов

5. Алгебраические (п -2 )  -поверхности третьего порядка 
SJ . Рассмотрим все алгебраические ( п - 2.) -мерные поверх­

ности третьего  порядка, проходящие через cj, и принад­
лежащих t  n - i  •

где

Х .° = 0 ,  B c j i X ^ x - ' х Ч о , ( 20)

( 21 )
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Среди алгебраических поверхностей этого семействе будем 
искать такую алгебраическую поверхность В 3 , которая бы­
ла бы аполярна квадрике . Геометрически это означает 
СЗ], что проективное преобразование гиперплоскости
i,n~i S себя, соответствующее любой точке 

и порождаемое первой полярой точки М относительно Bj 
и квадрикой <3 , является преобразованием W  . Аналити­
чески это дает О или (в-с;ш у (9) я ( 11))

( n * Z ) l ;  =  - а . ( 22 )

Зоэтому алгебраическая поверхность 3^ определяется сис­
темой ;

х % 0 , ;23)

6 . Квадпика ОГ . Пусть Y = y ‘'A^ некоторая точка ги­
перплоскости . Поляра порядка 1 этой точки относи­
тельно поверхности S_j определяется системой:

(24)

Из (15) следует, что совокупность поляр всех точек 
квадрики (24) относительно Q, определяется (в танген­
циальных координатах X j ) уравнением

В.-К = О, = 1,2, . . . ,л) (25)

и образует, следовательно, в Cn-i поверхность второго 
класса. Таким образом, каждой точке Y f e d n - l  соответст­
вует квадрика (24) и поверхность второго класса (25).  Пусть 

-  точка, принадлежащая гиперплоскости ,
отличная, вообще говоря, от точки У  . Тогда поляра этой 
точки относительно квадрики (24) определяется системой.

Полюсом этой (п -2 . ' )  -плоскости относительно поверхности
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(2 5 ) является точка Н = 2 " ^ А ^  , где

J l ,. Jt
^JtJl

(26)

Таким образом, каждой точке Y  =y*'Ai алгебраические по­
верхности (24 ) и С25) ставят з  соответствие проективное 
преобразование П ( ! / )  гиперплоскости I 'n - i  в себя, onpeJ 
деляемое при фиксированных ^  ̂ форцулаш! ( 26 ) .

а соответствии с  [ 3 ]  это  проективное преобразование 
flljjJ будет проективным преобразованием W  тогда и толь 
ко тогда , когда

Следовательно, геометрическое место всех  точек 
которым соответствуют проективные преобразования П ( у ) ,  Я1 
ляющиеся преобразованиями W ’ , определяется системой !

(27)уО .-О , A ; . y S ^'=0

и образует в l r , . i  квадрику . Итак, с тензором А *  
ассоциируется квадрика (27 ) в

7 . Основные векторы. Введем симметричный по всем ин­
дексам тензор

■1J1 *1
(28)

С этим тензором ассоциируется инвариантная алгебраическая 
(п  -  Z )  -поверхность третьего класса, определяемая
уравнением:

б =0 ,  (29)

каждая (П -2 )-плоскость которой полярно сопряхеш соот­
ветствующей точке алгебраической поверхности (24 ) ,  относи­
тельно квадрики <3 - По аналогии с [ 4 ]  назовем вектор

. j k  *
(30)
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основньш вектором. Он определяет инвариантную toukv

(31)

которую назовем основной точкой. Перейдем к выяснению гео­
метрической интерпретации этой точки. Пусть ' Z = z ‘ A-  про­
извольная точка гиперплоскости t „ . ^  . Поляра этой точки 
относительно квадрики (5| в силу (16)  определяется систе­
мой :

A , j  х % 0 . (32)

Следовательно, полюсом этой (n-Z) -плоскости первого по­
рядка относительно поверх"ости (29) является (п -Z)-ncaepx- 
кость второго порядка в определяемая уравнением:

(33)

Пусть У̂ ’ у ‘'А(, одна произвольная точка в , отличная
от 2  • Тогда поляра этой точки относительно квадрики Q
в силу (27) определяется системой

х °  = 0 , а '*х 'Ч 1̂  = 0 .

Следоватеп ько, полюсом этой ( п - 2 ) -плоскости относитель­
но поверхности (33) будет точка V = у ‘  А^ , где

• А *  . S л  -  X (34)

Таким образом, каждой точке Ъ =г ' 'А^ отвечает проективное 
преобразование П*Тг) гиперплоскости С „ . а в себя, оп­
ределяемое по $ор.*лулам (34) при фиксированных 2-̂  . Гео­
метрическое место точек которым соответствуют
проективные преобразования П^Су), являющиеся преобразова­
ниями W  , определяется в силу (30) системой

“ = 0 . (35)
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и обр азует , следоватедш о, в некоторую ( п - 2. ' ) -
о к оск ость , йтак, основная точка является аслззсои ( n - Z )  -  
Ш10СХССТН (3 5 ) относительно квадрики А  .

8 . Главные точки гиперплоскости ^ ■-< ■ Тозну 
гкоерплосхости  будем называть глазной точкой, если
ее поляры относительно квадрик Q и £^* совпадают. 
[Ьдмкогообрааие , соответствумпее главной точке X
3 сьисле п . 3,  назовем главным подмногообразием.

Теосема. 3 общем случае в гиперплоскости t  п-1 су­
ществует не более п главных точек.

доказательство. Из (16) и ( а ? )  следует, что поляры
точки относительно квадрик Q и Ч определяются
соответствен н о , системами уравнений;

=  0 . A i j X  X •' = 0 ,

у “ = 0. А * х - х ^ = ( ? .
(36)

оти
когда

( n - Z ) -плоскости совпадают тогда и только тогда,

- Х А , ,  ) х "  -  (7. (37)ХА. . ) х^ - 0 . 
V

Эта система имеет нетривиальные решения относительно X 
тогда и только тогда, когда

d e ^ l l A ^ . - X A *  И = 0 . (38)

Каждому корню X -  X этого  алгебраического уравнения, 
имеющего в общем случае не более п корней, отвечает 
главная точка проективные координаты Х ^  ко­
торой определяются из систе}Л1

(А - X .  А * ) х ; |  хОi j
( к -  фиксировано ) , (39)

состоящей из (л-1) линейно-независимых уравнений. Теореи 
доказана.

Главные точки Х . » х ‘ являются вершинами общего
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единственного автополярного симплекса относительно Q и 
Q или, что то же £3^, являются неподвижными точками 

проективного преобразования гиперплоскости L „ . i  , посож- 
даемого квадриками и 1Я*.
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A.a.SPOXMBA

к  ВОПРОСУ о ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ЕГОРОВА В ПРОЕКТИВНСЯ 
ТЕОРИИ КОНГРУЭНЦИЯ

Преобразования Егорова [ 4 j  в теории конгруэнций в 
ыетодоы внеоших форы рассыатривались Р.Н.Щербаковым [ l ]  
н М.Б.Пергаменщиковым [ 2 ] .  Настоящая работа содержит уточ­
нение результатов, полученных М.Б.Пергаменщиковым и опуб­
ликованных в [ 2 ] без доказательства, а также решение бо­
лее общей задачи о преобразовании произвольной пары кон­
груэнций в пару Т "  • -  -

Отнесем произвольную конгруэнцию пряьых **
полуканоническому реперу Д^Д^АзД^, [ l l  (Д3Д 1, -  "пря­
мая Лапласа", соединяющая преобразования Лапласа фокусов 
исходной конгруэнции). Рассматривая ее как однопараметри­
ческое семейство линейчатых поверхностей, подвергнем каж­
дую из последних проективному преобразованию, коэффициен­
ты которого являются дифференцируемыми функциями парамет­
ра V  семейства. Полученная таким образом конг^энция 
называется преобразованием Егорова конгруэнции fAj^AiV ^

Сохраняя термины, принятые в [ l ] ,  и обозначая 
где Р -  линейный оператор, коэффициенты которого суть 
функции от параметра V  (при этом t d U , ),  бу­
дем искать натуральные уравнения линейчатых поверхностей, 
семейства которых могут служить для осуществления следую­
щих преобразо ваш1й Егоров_а:_1) преобразований, при которых 
конгруэнции и (P iP « )  образуют пару 0  [ з ] ,  _ _
2 ) преобразований, при которых конгруэнции 
образуют пару Т ' [ ? } .

Деривационные формулы для преобразованной конгруэн­
ции будем искать в ви де:

d P . - a ^ P .

Имеем

d  = Р(:А P(dA^) = Р Ц  )dor, P fcjjA

Ушюхив левую и правую части этого равенства на ^PjPjPi*), 
получим
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* к
Для остальных OJ  ̂ анадоппко получнк

Здесь ^ i > ‘ ‘ -,R ^5" суть соответствующим образом L 1 ] 
занумерованные величины C j,^ „  ) р / д  j

г -  оператор, коеффициенты которого 
равны производным по ТУ от соответствующих коэффициен­
тов оператора Р . Стсвда следует, что величины R^, R^...

- , R i5 определяют преобразованную конгруэнцию. Если' 
хе все R , - 0  , то преобразование Егорова вырождается.
Следовательно, те или иные совокупности преобразований 
Егорова могут быть заданы одним или несколькими соотноше­
ниями вида

Напомним, что для величин
15- имеют мес*

то введенные в [ 1] деривационные формулы вида: 
dR i »<̂ Г1 J 3,

Деривационные формулы полуканонического репера, по­
строенного в [ 1] ,  имеют вид

к пк
где О.. , 0  ̂ определены таблицей:
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a t а " а ] 6 ‘ aH.¥ «*

1 b *f А^р А+а Ьия* i 0 0 1

г а а * Р р* 0 i i 0

3 9 f е+х 4
е*х S r

4 е i * b * г

Фигурирухицие здесь 1£оэ4$ициенты связаны сситыошени-
яыж:

А  + A  + 2 ('p  + c f ) * 0 ,

3->-& + 2C pi-<^) = 0 .

- С  -  c o n s t ,

А - ^ б А  ^ 0 ,

где 6  = i. для "К-репера" и £. = - : {  для "tf-penepa* [  l ] ,

1. Потребуем, чтобы конгруэнции и{Р зР <<}
образовывали пару Р . Условия расслояемости_соответст- 
вуодих линейчатых поверхностей конгруэнций 
имехзт вид (см . f  б } )

• i  * Z It ч 
СО̂  CĴ  + ,

rj « t

* I * к * г. * </ -I

^ v * i  * } « t  Л 1* 1 * ?  <Гг*г ^ 
CJ^cJ^-I-cjj cjj »  0 ,  + 0,
< V « t  » i * J  /Л * 3  » t  « V « i  tj iJ -  CJ COi, 1 i  2 V

или, в наших терминах.

 ̂ 3

T f| -v x )«d ir -R ^ s /irJ c ;(tr  = 0^
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((^u)^+(x^ci;Ti-R^clffX<x.-R^)Jv*rti(e*x)-R^']CcJ^~ Rj.du)ao- = 0 , 

(a<-R4X̂ <*\+a|dirt-Â £io-}di;+r̂ 'Ryjcr)fe(Ĵ 4<ilc/i7+ft̂ d̂cj=(5

( « -A,){«edrf-R^^)cicr -  (a+Rg) [«(G X ) -  R Ic/^ 0. 

(w^ -̂ft2 îT)(§4)^+«^c/o+A^^cli7)YboJ-R^<iqifj*io «̂^£r-R^claJ=0^

где C J j ^ - a d v f  . Ho определении nap P  (cu . [ 3 ]  crp. 43) 
кавдое уравнение этой системы должно обраощться в тождест­
во. Следовательно ,

X  =  е  = X  = О, ( * * )

= 0 , ( 1 )

(2 )

( 3 )

^' o t - Ri )  R ) R j  -  0 , ( 4)

( pc +Rg )R i5~ lR ^^ “ 0‘ 9 ^ R 2 ’
( 5 )

( 6 )

^ ( R i + R 5 ) T R ^  + R ,y  = 0 , ( 7 )

(8 )
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Условжя ( » » )  характеризугт .’ конгруэнции Н [ i j .  а 
конгруэнпжя _  }-1 вместе с  соответствующей ей прямой 
Jianiaca ДзА<, образует пару Н (см . [ 5 ] ) .  Следова- 
тежьво, е с и 1 конгр^нциш {P iP i\  l iP s^ v ) образуют пару Р  
то  конгруэнцхк J образуют пару И ,

Среди уравнений ( 1 ) ............(7 )  в силу (8 ) независи-
шсх только пять. Исключив из ^(ассмотрения конгруэнции ^

, подучим в си л у С * * ) : Q = Q + e  =• ^  и d o = - ^ o } *  
*0^1) (см* f l ] .  стр . 1 84 ).

Результатом дифференцирования уравнений (1 )  и (3 ) 
по параметру S являются, соответственно, уравнения:

(9 )

( 10)
к

гле -  коэффициенты дёривационнмх формул канони­
ческого репера подмногообразия

Из (8 ) при следует
о.

,

R = АЯд. -

Зносим условия (1 1 ) ,  (1 2 ) в уравнение ( 7 ) :

( А )(Ri +Д5) =■ ̂  -

( 11)

( 12)

Возможны следующие случаи:
I .  А + ^ * 0 .  Если при этом 

уравнения ( 1) -  (7 )  сводятся к соотношениям;
то

(13)

(14)

В силу уравнений (1 3 ) ,  (1 4 ) уравнения ( 2 ) ,  ( 4 ) .  ( 5 ) ,  ( 6 ) 
( 9 ) ,  (10 ) обращаются в тождества. Дифференцирование урав 
нений (1 3 ) ,  (14) приводит к одноцу и тому же уравнению 
R i - R e  » дифференцирование которого дает тождество.

2 О
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С ледовпел ьво, преобразование Егорова, удовдетворявцее 
условиям R ^ + R j.^ 0 , R i = Rg и (1 3 ), (1 4 ), переводи»
пару h/ в пару Р и может быть осуаествлено с помо- 
вьв проязводвного подмногообразия пары

Если и

то

R^ + R y -0 , (15)

(18)

(16^)

Дифференцирование двух последних соотношений дает 
тождества, дифференцирование же уравнений (16) приводит 
к соотношению Я3 ~ Я g , дифференцирование которого 
также дает тождество.

Уравнение (15) можно записать в виде

q '^Rl ‘ 0  ( к -  1 ,2 ,3 ,4 ,6 .7 .9 ,1 0 ,1 3 ) , П
к Z (■все , кроме = i  равны нулю. Диф}

17)
где все , кроме < -̂ = (^- = 1 равны нулю. Диффе­
ренцируя (17) девять pas по S , получим соотношения 
вида

<1  ̂ - 1 ,2 ,3 ,4 ,6 ,7 ,9 ,1 0 ,1 3 ;  « - 1 , . . . . 9 ) ,  (18)

где соотношение (17) включено при Л -  1, опреде­
ляются при помощи рм^ррянтных форцул 

_ ^ а  I к
dS

( i - ,k  - 1 ,2 ,3 ,4 ,6 ,7 ,9 .1 0 ,1 3 ;  Л - 1 ...........9 ),
к

а отличные от нуля  ̂ даны в табл .1.
Исключая ив (18) величины , получим натураль­

ное уравиение

( А )

определяющее семейство линейчатых поверхностей, при по­
мощи которых можно производить преобразование Егорова,
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переводпцее пару н  в пару Р . Геометрическая харак- 
термстииа условия выяснена в f  (проектив-
вае цеетры конгруэнтш  преям 1ца1)тся в точки,
гармонически деляпие ({окусы луча преобразованной '
KOKrpvaHiBtH).

Я- Х * ^ ф 0 ^  ;  тогда

Из уравнений (1 9 ) ,  (10 ) следует

(19)

Отсюда, в силу (1 9 ) , получим

Л^-<Х^ = 0 , о< ^ -«^ = 0 .

Из уравнений (2 )  и ( б ) ,  в силу тех же условий, получим 
соответственно

(20 )

ос R g =  0 , (21)

следовательно, i- условиях ( 20) ,  ( 21)
имеем с5^ = cJ^» О, •
Следовательно, в рассматриваеьюм случае конгрузнция

вырождается в линейчатую поверхность. Поэтому 
в этом случае наша задача не имеет решения,

2 /  Пусть теперь А = 0  , т .е .  ^
уравнения (7) получим

^ (А х + А 5 - )= 0 .

Если д * 0  , а , то из (1 ) и (3 ) получим,
что *

Уравнения (2). . . . .  (8) обращаются в тождества. 
Дифференцирование соотношений
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'IS- ( 22)

приводи* к тождесугвам.  ̂  ̂ ^
 ̂ При условиях (2 2 ), имея в виду, что iXjeoCy^oCj- 

-« ^ = 0 , где « з ' З ,  из деривационных формул преобразо­
ванной конгруэнции получим

С^Рз'СОд Pj +Wy Pv ,

dP^ = CJ  ̂Pj +-CĴ  P„ ,

T . e ,  прямая PjP<, , в которую при преобразовании Егоро­
ва переходит прямая Лапласа , остается неподвиж­
ной.

Если ^ » 3 получается
t R^=Rj => о< -  =_л + Ag = О , что приводит к вырож­

дению конгруэнции (см . случай П ) .  Следователь­
но, и в рассматриваемом третьем случае задача не имеет 
решения. Таким образом, имеет место

Теорема 1. Только пары И , не являющиеся парами 
W  • допускают преобразования Егорова, превращающие их 

в пары Р . Если преобразование производится при помощи 
произвольного семейства линейчатых поверхностей, принад­
лежащих конгруэнции, то коэффициенты R j связаны соот­
ношениями R^j+5 R3 = R ji+9 R y ” R3- R s ” 0 ,
Если же оно производится при помощи одного из семейств, 
определяемых натуральными уравнениями (А )  , то Rj+Ay*<3,

В последнем слу­
чае проективные центры конгруэнции превращаются в точки, 
гармонически делящие фокусы луча преобразованной конгру­
энции. -  -  -)

2 . Потребуем теперь, чтобы конгруэнция с
соответствующей ей прямой Лапласа преобразовь1валась в па­
ру Т  , т .е .  потребуем, чтобы система (* )  сводилась к 
одному уравнению. Эго возможно в следующих случаях:

1. х - Х 'О ,  R ,-R ,=0 , R / V 0. (23)

П. x = i * ( 3 ,  W O .  (24)
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5j. х = х - 0 , Rj«-R5=P, Ru *Ri^,*P, Ru "'*̂ »5*^-

i y . x = x ' 0, R_i+«6=0 , R t= R ,'0, V « i + = 0. ^26)

Систеш  (ft) в Еахдом случае сведется в o£BOjqr 
уравнен1ш (лонгруэнции "W  из расеиотрешш яскдвче- 
ны, т.в. считается, что у<-е = ̂ -*-в«Р ), которое при­
мет соответственно ввд:

e(u)i)^«-reR2-^R,]^do+fo(eRi<-«^(bi-Rt)-Rijfei-Ri)]clo^=0, (27 )

e (cO i^ )V feR 2-5R j-R jQ jd j7*rneV «| (< *-R j)-R ,R jcl/*0 , (28 ) 

e(cj]ftCeRj-R^lcOjdt^'+CrteR^+flt^j- R iR ii]d P = О ̂  (29 )

e(o)j )̂ -CgR̂ -̂R̂ ]Ujd(y+ Co(j(o(- R ̂ ) - R (̂«-R )̂]d ô = (?. (30)

Соотношения X * X -  0  характеривуит описанные в
[1]конгруэнции, для которых инварианты З^^У^=0  (и,
следовательно, J g - ^ U f ‘ 0  ) .  \

Дифференцируя калдое соотношение в (2 3 ), (2 4 ) , (2 5 ), j
(26 ) по два раза по 5 , получим в казкдои случае для |
определения десяти неизвестных функций по десять уравнени1̂  
вида

/< = ! , . . . ,1 5 ) ,  o d

где соответствующие , отличные от нуля, даны в
табл. 2 ,3 ,4 ,5 .   ̂ _  _  _

Уравнение дня определения фокусов Q̂ _=PJ.■*■l̂ i.Pг 
конгруэнции iPiPz]  всех случаях принимает вщд

^ 0  (случаи выроадения исключены), т.е. всегда 
фокусы конгруэнции { A f A i ]  преобразуются в фокусы кон­
груэнции . Исключив из (31 ) величины R , для
кахдого случая получим натуральное уравнение вида

d e i f l ( ^ j t f = 0 (32 )

семейств лине^ч^ых пов^здаостей, при помощи которых 
ковгругиции преобразуются в пару ТГ •
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Таблица 1
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Таблица 2
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Таблица 2 (продолжение)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  loe -

Таблица 3
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Таблице 4
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Табли!» 6
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В итоге получается
Теорема 2. Прео:3^гование Егорова пары, состоя - 

шей из конгруэнции (не являющейся конгруэнцией
W  ) и конгруэнции ее прямых Лапласа в_пару воэ-
мохно только тогда, когда конгруэнция j  ̂ есть 
конгруэнция, для которй  инварианты J , Q  , а се­
мейство линейчатых поверхностей, при помощи которых 
осуществляется преобразование, удовлетворяет однс.му из 
н^т)фальных уравнений (32) ; при этом фокусы конгруэнции 

всегда преобразуются в фокусы луча пре­
образованной конгруэнции.

Теоремы 1 и 2 дают решение поставленной Й.Б.Перга- 
менщиковым задачи и уточняют приведенное в [ 2] решение.

3 . Поставим задачу: найти натуральное уравнение се­
мейства пар линейчатых поверхностей, принадлежащих про­
извольной паре конгруэнций, которое может служить для 
осуществления преобразования Егорова, при котором исход­
ная пара конгруэнций преобразуется в пару Т ’  .

Деривационные формулы полуканонического репера про­
извольной пары конгруэнций имеют вид (см. [ 8 ] ,  стр .26)

:з 2‘)
3 jk л

Полагая в формулах (32) a ) ^ = d s ,  '
получим деривационные формулы репера произвольной не­
торсовой пары линейчатнх поверхностей, принодлежаших 
данной паре конгруэнция в виде (см . [ б ] ,  сгр .31)

(33)

cUiecb Гь свяяаны соотношениями:
2 i  ч ^ 1 л i  J

Для пятнадцати некзвестных величин при
помощи формул (33) получим следующие деривационные фор­
мулы ;

3 P ,i -  ft 
а Г  к ’
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где представлены в таблице 6 .
Деривационные формулы преобразованной пары конгру— 

аноуй найдем в виде

JP  Р ,

где СО; связаны с СО; следующим образом: 

i
ul=co^-R^dtr, ц=и)̂ *Я̂ с/1Т,

u^^co^t-Rfdu, (ol’’ Col~Rgdn̂  cĵ <=cô *R̂ dor, cô ĉô rR̂ diJ, 

uij= +R^cf{?, cj^ =’<Uj“ R^dOj cjj-u^*'Rm(iiT, <Uj“ ^j"Rgdi7,

u^=u\-Rjdix, ul=co^R^idv, (ol=co^-(Rf^*R^a)d\J.

Условия расслояемости с^ответстщ^щ их линейчатых 
поверхностей конгруэнций { P jP j }  •* {R jR ii ® наших тер­
минах примут вид

(а \  4-u^a^X(olf^[oc6^-Rj+^\  ̂*^v

[al(<K*Rii') [ос &̂ -Rj)]cold(f*

( а JaJ -й з а ^) ( coj f4 a ^ (a  S^-^R^;,hai (х -а^(«.^*Я^) -

*al(o(& l-Ri2)l(oid<r*

{а̂  Xcojĵ -̂Câ  Rz.* Ri‘t*̂ 4 
' R ^  )Ju /d£T+f )+ {Ц '-А ^ ^ )Ц ^ -«iP lc /cr^ -1?,

(34
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где . Требуя, чтобы преобразованная пара
груэнций являлась парой Т  , т . е .  чтобы система ( 34)

кон-

ыкя:

(35)

ui^O, ^ ^ 1 , 0 - 1 ^ ,  Ь ^ -0 , (36)

Я а ^ К г-0 , ^0 (37)

Из О б )  следует. Ч"о U)l=U) ,̂ uj; ^U)f . Условия (35) 
определяют пару Т  (см . £ 9 ] .  с т р .3 4 ) . Следовательно, 
если потребовать, чтобы преобразованная пара конгруэн­
ций являлась парой Т* , то и исходная пара конгруэн­
ций должна образовывать пару Т' .

После первого дифференцирования соотношений (37) 
получаем

(38)

(39)

(40)

(41)

Дифференцирование уравнения (39) дает тождество, а при 
дифферендаровании уравнений (3 8 ), (41) получим соответст­
венно

(42)

(43)

Б силу (42) уравнение (40) примет вид

(44)
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■ дифференцирование его дает 

 ̂ . . i

Дифференцируя уравнения (4 2 ) ,  (43) и (4 5 ), получаем

«9 R .) = 0 .  ̂ ’

-R g -2 R j)+ 3 ^ 3 (^ ^ R g + ^ jP j3 -/4 j,R ^ -^ ^ R j) - 0 .

Соотношения (41 ) -  (48 ) запишем в виде 

Cf'Rj^O  ( С - 1 , . . . , 8 ;  j  -2 ,3 ,4 ,7 .8 ,9 .1 0 ,1 3 )  (49 )

При условиях (36) _- i3 9 )  уравнв1« я  для определени1| 
фокусов f^«P j+R Pi,_?i*^Pi*Pi луча P^Pj преобразованно1( 
конгруэнции и Р̂ ''̂  *̂Р<,, луча P3P1, сведут^
ся к соотношениям к»0, А = 0, f* 0̂. Исключая из (I
величины R j , получаем натуральное уравнение

derfc/t< '̂‘ 11= 0 . (50)1

Следовательно, имеет место j
Теорема 3 . Преобразование Егорова пары конх’руан-

(AjA,,) в пару Т  возможно, если исходная 
пара конгруэнций также является парой Т"  , а семейств( 
пар линейчатых поверхностей, при помощи которых совер>-
вается  преобразование, определяйся натэтвльным уравне! 
ем (5 0 ) ,  при этом фокусы лучей исходной П1
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м
Г . Я с с с т в е т с т а е к н о  з фокусы конгруэн- 

и {РэРП  .
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М.В.БРАЗЕВИЧ •

СБ ОДНОМ ПРОЕКТИВНО-1ШВАРИАНТНОМ КЛАССЕ ПАР 
КОНГРУЭНЦИЙ В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В данной работе рассматривается один специальный 
класс пар конгруэнций. Впервые этот  класс отмечен Е.Т. 
Ивлевым.в [2 1  под № 14, как характеризующийся тем свойст­
вом, что любая торсовая пара линейчатых поверхностей -  
параболическая. В работе [_41 Р. .М.Гейдельман характери­
зует этот хе класс тем, что на обеих конгруэнциях пары 
инволютивность основного проективитета реализуется при 
тоадестве направлений, и указывает произвол его сушест- 
вования.

1. Дадим другое определение изучаемому классу пар 
конгруэнций.. Пусть ребра A i4 i и -6 j_ = некоторого

' проективного репера описывают пару конгруэнций. Дерива^ 
ционные формулы репера будем писать в виде;

( 1)
1l

где дифференциальные формы CJ  ̂ удовлетворяют уравнени­
ям структуры проективного пространства:

DCJ- -C C J- OJj ] . ( 2 )

Как известно [ 31 , на каадом луче ^  ^ пары линейчатых 
поверхностей [ 4 )  “  существует проективитет fJot •
N\ ^ , где M i  -  точка пересечения луча с “ в"
сательной плоскостью к линейчатой поверхности [ t / i i  в точ­
ке пересечения луча с касательной плоскостью к ли­
нейчатой поверхности (L^) в точке (at, -  i . l   ̂ С{ ^ ,9 )
Пусть выделена пара линейчатых поверхностей [ 4 }  в 

данной пары конгруэнций, и пусть

п , :  А , - A^-^v A ^ -^ A ^ ^ t 'A^ .

Тогда форьсулы этих проективитетов имеют вид:
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t  =

т  =

( Uj + ) i  ■♦• ( £J CJj * ^

( gj* tjJ + ) t  + (cjJCJ^ * U>1 c j ‘  )

(CJ,^CJi+CO^Cjj)T * (CJjCJi + tJj UJj )

(CjJw^+ * (W3 )

-T>

'4 )

Отсюда видно, чтоесл иП - инволюция, то и П̂  -  инволюция 
и наоборот. Пару линейчатых поверхностей (t^'i и {L^) , 
у которой Пg  ̂ -  инволюция, назовем парой П • Совокупность 
всех пар линейчатых поверх"остей, принадлежащих паре кон­
груэнций (Aj.Ai^ и (АзА<() и являющихся парами П , опре­
деляется, как легко видеть, из (3 ) и ( 4) ,  дифференциаль­
ным уравнением:

ijĵ  CJj * U)'CJ,̂  ♦ ^ 4  ~ ^ ' (5)

Пару конгруэнций, у которой всякая пара линейчатых повер:;- 
ностей является парой П , назовем парой П конгруэнций. 
Исключив параболические пары конгруэнций, отнесем произ­
вольную пару конгруэнций к реперу { А   ̂ с деривационными 
формулами ( 1 ) ,  у которого А^ и Aj.  помещены в фокусы 
луча ■i'l , A j , А if -  в точки пересечения фокальных 
плоскостей ^I ° соответствующим лучем. Принимая
формы 0^1 и за базисные!получаем

и 1  = со1^0, (о\ а J .

CJ  ̂=■ a t  CĴ  .

Требование, чтобы пара конгруэнций, отнесенная к зафикси­
рованному выше реперу, б>̂ ла парой П , приводит (в силу 
( 5) )  к следую1цим соотношениям;

6 ^ ^ - а ! ; .

Тогда формулы ( 6 ) принимают ввд:

(7)
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cjj^ = cjj, = 0  ̂ c j 3 = a U j , ,  cJ^ = - a ^ J з .

CJ3 » ficJi * C c J i , с о " = pW i * • ( 8 )

3 построенном фокальном репере пары П конгруэнций фоку­
сы Fj  ̂ , их фокальные плоскости , точки пересече­
ния фокальных плоскостей с соответствующими лучами
(по терминологии [ 4 ]  -  KJ — точки)  и уравнения к  -ых 
торсовых пар имеют вид:

= У^ сАз ,

( 9)

Р«-=Аз  ̂ f ,  = ( A j A v Wr ) .  4 /^ = ^ A 3 .-ijA i,
( '  в- -  3 ,4 )

где и t j ,  корни следующих уравнений:

Л (? Г  * (л ^ * р с  - о б  = О , 

a p t^ -^  (а ^ -р с  + <̂ 6 )-t -  а с  = О •

( 10)

( 1 1 )

Третья и четвертая торсовые пары 1 2 ]  линейчатых поверхнос-^ 
тей определяются из уравнения

Пяпхпы сопряженные пары [ 2 ] линейчатых поверхностей в слу-̂  
чае, когда ни один торс конгруэнции ( ) не соответ­
ствует торсу конгруэнции ( A3 А,, ) ,  т . е .  вср Ч 'р О  , опреде-^ 
ляются из уравнения:

q^cCcJ^^)^-Sp(cJ^)''=0  ̂ ' (13)

3 случае, когда только один из торсов конгруэнции ( AiA^ ] 
соответствует торсу второй конгруэнции пары, понятие дваж-
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да сопряхенннх пар теряет смысл, и , наконец, в случае, 
когда оба торса конгруэнции ( ) соответствуют тор­
сам конгруэнции ( A3AV ) .  то двалда сопряженных пар име­
ется оо*- . В работе [ 4 ]  Р,М.Гейдельман ввел понятие гра­
ничных точек лучей и главных линейчатых поверхностей. Для

определяются уравнениями:

/ .  ,3 1 п

уравнениями;

tA ^ и Aj + TA^

(14) .

(15)

L ) И ( AjA^ )

, (16)

, (17)

Дифференцируя внешним образом соотношения (8 ) и при­
меняя лемму Картава, будем иметь

(18)

a также, c учетом условия эквипроективности }Г̂  *
+ JTj ♦ и , « (J , следующие зависимости дифференциалов коэф­

фициентов формул (8 ) от вторичных форм тг* при фиксиро­
ванных первичных параметрах:

Sa т 2а ( JTj ♦ JTj ) = О,

• <3^-м^(31г^^>3я^+2л]) »(3
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Sc = 0 .

S p  + p ( 3 * / * n ^ )  = 0 ,

ore  соотношения показывает наличие пяти специальных клас­
сов пар П конгруавций. Рассиотрш! четыре из них, кото­
рые мы исклечим при дальнейшем построении репера:

1) Нласс С -~0 ( р ~ 0 )  характеризуется кахцыы из сле-
дувших свой ств : а ) первый (второй) торс конгруэнции ( A i . A , ) 
соотв етств ует  одноц/ из торсов коыгруэшрш ( ) ,  но
точка С А  ̂ ) не является,фокусом луча; б ) одна из гра­
ничных точек луча А^А^ -  сдвоенная и совпадает с  А^ (А г  ) .  
Кроме того  класс обладает тем свойством, что на луче AjA^ 
две граничные точки сдвоенные и им соответствует единст­
венная главная поверхность конгруэнции ( А3Д4 )

2 ) Класс О ( в - 0 )  характеризуетсл каждым из еяе-
дуиоих свой ств : а) первой (второй) торс ковгруэвции (AfAi )  
соответствует одному из торсов конгруэнции ( A jA^ ) и точ­
ка ( Aj ) является фокусом луча; б )  одна из граничных 
точек луча АзА^ сдвоенная и совпадает с (A-j ) ,  и
еще обладает тем свойством, что на луче AjAj. А®® гранич­
ные точки сдвоенные и им соответствует единственная глав­
ная поверхность конгруэнции ( A i^ i ) .  Зронэвол каждого из 
четырех выше^о'^эзанных классов -  две функции двух аргумен­
тов .

Проведем нормирование вершин репера, положив (^mS^O 
p = C= " i  » при этом исключаются из рассмотрения выше­

перечисленные классы. Деривационные формулы построенного 
канонического репера пары П конгруэнций имеют вид:

c/Ai ( 20 )

£Jj =- «̂4 ,

.
( 21 )
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Из уравнений структуры проективного пространства обычным 
путем получаем закон внешнего дифференцирования базисных 
форм:

И основную систему внешних квадратичных уравнений:

O i f W j O J j  J , ( F j

fc/Pt. ‘J/J -- / f

[ d \  ,  ̂ *  f , cĴ  ] =  [ ej^CJ  ̂ 1 , f ^  ^

L d ( K ! ; , c j l ] *  [ d p ^ ,  ( I ^ )

L d a . c j ^ ] =  N J u l u ^ ]  ( i ^ )  Ыа.£0/]--Н^ГчЧ''1, (I ,',)

Cde. w / j  -  - J ( I ' ) rde, cj,*I  ̂ b  ( Га )

где

^ г- .

= “ 3̂ Г /»! -/»3^) " i  )  ̂“ i/* i* «3^  -  « ^
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Hj s а f ех^♦ « / - « 4  HXj ) +g ) -  CAi - « 2.)  ,

Hj. -  a  ( |S,4 a/  - )  + g f/1̂ -  « 2 ) -  f/Sj -  er )̂ ,

*  (Z ot^ -o^ ^ oc,') ^ 2 a « ,  .

Из соотношений ( )  ~ (  I ^ j ) следует

do. ,

d6

За1«лсая эти два уравнения, имеем

CdH^,c4j ^ [d tk ,c j^ 7 - S ) + Н ^ ( < - « Ь } Г ч Ч '  ] ,

( 22)

( I , )

ldKi.c4j^CdKt,ej;;j-(Kjiit-lil)^f<,(o(^-‘=il)jCo^^zJ. ( L,)

в силу известной теоремы С.В.Бахвалове [ 6 ] пара П кон­
груэнций определяется с произволом в три функции двух ар­
гументов.

2 .  /1» «  пары П дяятди сопряженные пары линейчатых 
поверхвоетей имевт уравнения:

^ 2, * 6j " ' = - W ^  
Z 1

(23)

3 ^ 2 ]  Е.Т.Ивлевым введено понятие t -ой  основной пары 
линейчатых поверхностей, т . е .  такой парь линейчатых поверх­
ностей, которая не является торсовой и для которой -
квазифлекнодальная точка для соответствующего луча. Первая 
и вторая основные пары линейчатых поверхностей имеют урав-
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* i  3w , = -  i  w f= (24)

третья и четвертая основные пары определяются из уравнения;

0 - 6  ( )  V  C t - a - l ) -  ) )u ^ u  Ч  t - Q .  (25)

Каждая пара линейчатых поверхностей порождает
на соответствующих лучах AjAj  ̂ и проективитеты
и П,. :

- t i e ' t +С б 
s -( '4 «4e)t+а5-

^ /_  -ав-г+сбтвг^г 
(l*ie-)t-+ar • (26)

Йа t 3 ] известно, что двойные точки этих проективитетов суть 
квазиф1вкнодальныв точки пары . А поскольку в па­
ре Л конгрзгэнций эти проективитеты янвожхп'ивны, то двой- 
Еше точки этих проективитетов делит гарионичесхм каждую 
пару соответственных точих.

Двя пары П граничше точки на лучах раалииш. Ре- 
шая уравнения (14) и (15) и вычисжяи схожные опюыеаня че­
тырех граничных точек каждого луча, подучаем, чтосяохвое 
отноиеыие граяичшлс точек луча равно сяохводу отиоме-
нию граничных точек луча А ^ .

Введем э  рассмотрение сдедухшне инвариантные точхя: 
на луче A^Aj точки и Wj. ) га^шоннчесхи сопря­
женные с точкой A i < A j ) относительно квази$ввкнодадьяых 
точек дважды сопряженных пар (23) и точку ф «а А ]-*А 2.
(Q  = A t .-a A i  ) -  четвертую гармоническую к точкам , ЛгЦ . 
A t ( , Aj. ) ;  на луче AjA^ точки М* , М*  ̂ ) t

гармонически сопряженные о точкой Aj ( ) относительно
квазмфаекнодальных точек пар (23) и точку ф*^лА^*&А{,
( ^ * а в А д -« А ,, ) -  четвертую гармоническую к точкам /М̂  ,

, A y )• Тогда имеем следующую геометри­
ческую характеристику инвариантов О. и 6 :
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а Ч  - D v ( a , a ,Q ĉ ) . (27)

где D v ( . . .  ̂ -  знак сложного отношения четырех точек. Рас­
смотрим "боковую" пару конгруэнций ) и (A jA *). Тор­
сы конгруэнций ( A jA j ) и ( А^А^ ) имеют уравнения:

с о ^ О , U J^ = о CJ,‘  = 0 , u ; = o . (28 )

Точки, гармонически сопряженные с вершинами репера отно­
сительно квазифлекнодальных точек пар линейчатых поверх­
ностей (2 8 ) , и точки,соответствующие вершинам репера в про­
ективитетах, порожденных парами со^«0 и = 0  , на лу­
чах А^Аэ и AiA<, боковой пары конгруэнций, позволяют по­
лучить геометрическую характеристику инвариантов °<р и 

( р  “  1 ,2 ,3 ) .
Рассмотрим квадрики, проходящие через луч AjAi. и 

имевшие соприкосновение первого порядка с лучом вдоль
подмногообразий: с^1=0  ̂ ^ * = 0  и (2 3 ). Их уравнения име­
ют соответственно вид:

б х ^ х ' ' -  х ^ х . ^ ^ 0 ,  

a i ^ x ^ - б х ^ х ^ + х ^ х *  = О

Отсюда получаем еще одну геометрическую характеристику вве­
денных выше инвариантных точек, а именно ФГС)*) есть точка 
пересечения поляры точки A-^(Ai) относительно квадрики (^i_) 
с лучем А^А^ (A jA ;) , 0 , (Ф * )  есть точка пересечения поляры 
точки AifiAi)  относительно с лучом АгАьСАзА,,) ;
аналогичные характеристики получают точки М », Vk )
( (X - 1, 2 ) .  Аналогично рассддатрим квадрику, проходяаую 
черев луч А^А^  ̂ и имеющую соприкосновение первого порядка

■0,

0 , СЯь)

(Яь^

(Я^)
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с лучом AiAj^ вдоль подмногообразия CJ^=tru^ , не являв­
шегося торсом для конгруэнции ( ) ;

Х * х * ~  в 'Х ^ 'Х ^ ■0.

Отсюда построенный канонический репер пары П конгруэнций 
является общим автополярным тетраэдром третьего рода отно­
сительно квадрик и квадрик, задавае-
ш х дважды сопряженными парами линейчатых поверхностей.

Зафиксируем на луче точку X ^ A j+ t A j  . Тогда
для каждой точки Y = A j+ tA y  соответственного луча Аз4  ̂
найдется такое подмногообразие , что касательная
плоскость в точке X  к линейчатой поверхности

будет пересекать луч в точке Y . '
хая «" через i  и "Г и подставляя в (2 6 ), получим ет« 
один проективитет ;

Т '
(1  -а-к ) Т *  6-t 

H z  * - t ( a  i-t) (29)

Аналогично, каждая фиксированная точка У =А з+хА <, лу­
ча A-iAi, пороадает на соответствующем луче AjA], проекти­
витет А̂  +'£Ai

( a * S t ) z - k  -  Г  

- z *  * ( i -  a r )

i ' A i где

(30)

Дроективитет П* ( *  = 1,2 ) вырождается, если порождающая 
его точка луча является либо фокусом, либо точкой пересечения 
луча с фокальной плоскостью.

Теорема 1. (Свазифлекнодальные точки дважды сопряжен­
ных пар линейчатых поверхностей на каждом луче являются 
единственными точками этого луча, которые задают на соот­
ветственном луче проективитеты двойные точки которых
совпадают с двойными точками инволютивных проективитетов

п . причем последние задаются дважды сопряженныш пара-
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доказательство проведем для луча • Двойнне точ­
ки проективитетов определяются из квадратного уравне­
ния:

* ( 6 v ‘- * - Z a r - e ) t  - Г = 0

и зависят от выбора задающей точки 4^ • Двойные точ
ки проективитетов находятся из уравнения:

Т (± + Zari  -  {6*(г)= О
4f 1

и определяется подмногообразием (J^s S'U)  ̂ . Возможность с о -  
йпадекия двойных точек npHBcfliir к равенствам:

t  i t ^ * Z a r ~ e  Т

2 a ir в ♦5'

которые имеют место тогда и только тогда, когда в" = i  1 
и ( i t i ) T ^ ^ Z a T ~ ( i  - i )  = О . иервое равенство дает
дважды сопряженную пару линейчатых поверхностей, второе -  
квазифпекнодальнче точки этой пары.

Теорема 2 . Для любых двух точек луча Ц  вида
+ t^2. “ на соответствующем луче 

А ♦ *С А <
оушеству-
t A , - A lют только две точки такого же вида: и

что любая точка из этой четверки точек задает проективитет 
, оставляющий неподвижными на луче tv. две точки из 

указанных четырех , Аналогичное утверждение справедливо и 
для луча 2.^

Доказательство вытекает иа соотношения

r t ^  + e - c ^ t + Z a r t - S i - Г  = 0  , (31)
определяющего двойные точки проективитетов и .

Четыре точки bA.^-Ai, A j+ tA ^ , f A j - 4 ^ ,  ^
удовлетворяющие условию предыдущей теоремы, назовем П — 
четверкой точек. Будем говорить, что пара точек одного лу-
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ча образует П '-четверку с парой точек соответственно­
го луча.

Введем в рассмотрение П -четверки,у которых хотя 
бы одна пара точен гармонически делит вершины каноническо- 
ГО репера. Таких Л “■четверок всего две:

где точки , а  и Г ^ -
корни уравнений:

S r ' - i - Z a i r - e  = 0 .

Введенные выше точки Ф, (3 СФ, Q*) образуют Л ^-четверки 
сточками где и -
корни уравнений:

- л  «О, аВт^-*(а^*±)Т-а6 * 0 .

Примечание: хотя для каждой точки четвертк (
*  ̂ I ^ 11'i^v) проективитеты вырождаются, но обе
четверки удовлетворяют уравнению (31 ), то их тоже отнесем 
К П'  -  четверкам.

3. Рассмотрим частные класса пар П конгруэнций:
1) Натуральнее уравнение 6^=1 выделяет пару Л 

конгруэнхдий с общим касательным линейным комплексом. Зга 
х в  пара характеризуется кеидым из следующих свойств: а)Лю- 
бая L -ая  основная пара совпадает с одной из дважды со­
пряженных пар. б ) Квазифлекнодальные точки любой дважды 
сопряженной пары линейчатых поверхностей на любом луче 
либо совпадают с фокусами этого луча, либо о точками пере­
сечения его с фокальными плоскостями соответствующего лу­
ча. в) Пара линейчатых поверхностей (AtAi)^j4, и

( “ЛИ
проходящая через соответствующие лучи AtA^ и об­
ладает Я свойством [ 6 ] ,  т .е .  имеет общую касательную
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демиквадрику ( отсюда,в частности , следует, что никакая 
пара П конгруэнций не является парой А Карапетяна),
г )  D v  =DvCAjA,,Q'‘ '$'‘ji причем точки
получают более простую геометрическую характеристику: 
например, при й - i  точка есть четвертая гармони­
ческая к точкам , где -  четвертая гармо­
ническая к точкам , ^ 1, t ^ 1  и т .д .

2) Лара ко чгруэнций л  - О входит в ■ класс пар 9

Попова [1  ] и геометрически характеризуется каждым из сле­
дующих сзсЯств : а) любая К-я торсовая пара ( =
= 1 ,2 (3 ,4 ) )  совпадает с одной :i3 i -ых основных пар 
( L = 3 ,4 (1 ,2 ) )  ; б ) каази<1лекнодальные точки любой па­
ры линейчатых поверхностей на каждом луче гармонически 
делят версины репера; в) икволютивные проективитеты, зада­
ваемые обоими дважды сопряженными парами линейчатых по­
верхностей, на любом луче совпадают ; г ) П-четверка 
( F^, F j ; ) еовпадает с одной из П'-четверок
(Ф , d ; Vi*, V * ) или ( V i, Vi ; ф *  Q* ) ;  д ) Л -ч е т ­
верки ( At + 4 i , A i-.4i , , Q-* ) и ( tfi , S-i ; -4j* 4^ ,

) совпадают между собой.
3) Пара О характеризуется каждым из сле­

дующих свойств; а) Ai,,  Ф ", ( ? * ) = - !  ; 6)  П ' -
четверка совпадает с П -ч е т -
веркой ("V i, Vi", Ц*).

4 ) Пара а ^ * 1  характеризуется каждым из следующих
свойств ; а) D v ( ' A i  Gj ф  ) г  -  4 ; б)  П ч е т в е р к а
СФ.С} ; V* , V * )  совпадает с ( A i*A i, A i - A i )  , &* ) ,

5) Пара = i  характеризуется каждым из
следующих свойств ; а) ) ~ -  i  ; 6)  Л^- чет­
верка ('ICj.'Ky Fy) совпадает с CAi^Aj, \ j-, , 5-* ) .

6 ) Пара -  a ’' = i  характеризуется каждым из
следующих свой ств : а) D Y { F j F t ^ 4 ( i 4 ^ ^ ) - - i  i чет­
верка ( *fj . 'fy  ; F j , Лу) ссвпадеет_с 4̂  *Ау, A j-A y ) .
3 силу квадратичных соотношений f i  j, ) ( ^ = 1 ,2 , . . . ,  10)
и ( 22) вышеперечисленные классы 1-6 определяются с произ­
волом двух функций двух аргументов.
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Л.В.РШЧЕНКО

О г-СЕ̂ йЯСТВАХ ПАР ПРЯ̂ Ш в

в предлагаеиой работе исследуется двупараметрическое 
семейство ( 2-сем ейство) пар непересекающихся прямых в че- 
тысехмерном проективном пространстве . Строится полу- 
ханонический репер 2-семейства пар прямых, отнесенного к 
произвольной системе двух подмногообразий SH i  ( [ I J .  [Э ]) .  
Затем находятся некоторые соответствия между точками пря­
мых пасы, а также между под1вюго об рафиями и точками пряш х. 
С помощью этих соответствий строится канонический репер 
2-сем ейства пар прямых.

■§1. Построение полуканонического репера. Пусть элемен­
том пары являются прямые L* - й Lt s Aj A i, . Запишем
деривационные формулы репера в виде:

d A , ( 1)

где c j j  -  формы Пфаффа от главных и вторичных параметров
[ 2 ] ,  удовлетворяющие уравнениям структуры

X JT »
D cJ, » С bJj ] ,

где,как обычно,

S W ,  = 0 .

( 2 )

(2^)

Здесь и ниже икяексы принимают следующие значения:
- 1 ......... S ; t . j - 1, 2 ; г , ;= 3 ,4 ;  р ,^ .-3 .4 .5 ;  /? ,^ -1 ,2 ,5 .

Если взять в качестве базиса формы то
основные соотношения [11  принимают вид:

? f  t. I
yjj s a  и

где
♦ А 1 ,

(3)

(4)
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Здесь и в дальнейшем будем пользоваться обозначениями 
работы Г31. Обозначим 2-семейство, описываемое прямой Ll" 
через L*" ( 2 ) ,  а через М^(1+2) обеэначим гиперповерхность, 
образованную 2-семейством прямых L'’ , рассматриваемым как 
точечное многообразие. Тогда Т М ^  (1+2) есть касательная 
гиперплоскость в точке к этой гиперповерхности, а 
T’ L (^ i ) ~  касательная гиперплоскость подмногообразия ^ 
(предельное полохение линейной оболочки прямых Ь"" и L ■k(L'' 
вдоль 'i'j ) .  Пусть Н -  некоторая прямая, зависящая от 

тех же параметров, что и 2—семейство. Подмногообразие 
2-семейства прямых Н , которое задается уравнением и ‘' - 0 ,  
обозначим ;1меем

Т М  Л  +Z1 = ГД, .А , А ,  ). 

T M ,(i+ Z )= rA 3 ,A y ^  А^,

( А , .4 , .Г а ;+ А в > р . jA, ) _

)= (Аз. а ,  . («3^+А в /М р , ( < Л в / )  А , ) .

(5)

(5^)

(б)

( 6М

Точка М , , для которой гиперплоскости (5) и ( 6 ) совпадают., 
называется [ 4 ]  псевдофокусом подмногообразия L * (y ,). Коор­
динаты этой точки удовлетворяют условию:

яД а«/ Л = О, ( 7 )

если подмногообразие имеет уравнение Соот­
ветствие между подмногообразиями и точка1|и N1 ,  ,
определяемое формулой (7), называется псевдооЮкальным 
(впервые это соответствие рассмотр)ено в [5 1 ). Аналогично 
возникает псевдофокальное соответствие 2-семейства L (2 ) :  
М,-*—^ которое определяется условием

deill I  V j  ,

Полагая
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2. e i  f)a j  -e^ .e ^  =0j  =. VJ /

п си е^ ем  вершины и Aj релера в псевдо^окусы подмного­
образия , вершины Aĵ  и ~ в псевдо'^окусы подмно-
гчюбразия , а вершину ^ 5- -  в точку пересечения ка­
сательных гиперплоскостей Т  А  ( 1+2 ) ( D - 1,2 ,3 ,4 )

йокусы и торсы прямой находятся из условия
которое в силу (1 ) и (S) приводит к сис­

теме
. 1. 1 . t ^ix'a^u * и -О,
I t  1^4 1 -x w  + x  6, (-3

( 10)

+xYflfw **6/w *') = 0  ,

где M j  = x ‘'A i . Стсвда, искльзчая (J • , получаем сис­
тему для определения фокусов прямой L* :

[ x ‘ ’x ^ ( 8 l ~ i * a l ) = О,

х ^ х  -  Сх )̂ = О.
( 11)

Из уравнений (10) и (11) сл е ,^ ет, что при

Л -3
( ^г~ 8i 0 . 1 ) “  о  

прямая L*' имеет хотя бы один фокус. Аналогично при

( 12)

( 12*)

прямая L имеет хотя бы один фокус.
Лэвестно, что в случаях ( 12) и (12 ) псевдофокальиое 

соответствие 2-се.’^ейства L.^(2) и L<(2) вырождается 
^ 51 . [ 6 ] ) .  Лсклвчая эти случаи, проведем кормировакие, по­
дош в

2)
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Т аким образом, вешины полностьг огтселеляззтся 
подмногообразияш и , котосые пока псоиавольнк. 
Следовательно,построен полукаконичеокии репер д-семеР5ства 
пар прямых в Р^, отнесенного к системе двух под\шогооосаы:г
о)*'*0 и О .

§2 . аекотосые соответствия между точкаул пгяжх гтагн.
1. Соответствие точек М ^ » х ‘'Д£ •*-*’ назовем 

р -соответствием, если они являются псевдо<Рокусами одно­
го и того же подмногообразия пары.

Подмногообразие полностью определяется, хак тсль-
хо задана хотя бы одна из этих точек. 5 терминах полукзнс- 
нического репера (см. (7 ) и (8 ) )  это соответствие прикимеео 
вис

9
= € . (14)

Геометрическое \:есто прямых, соединяющихся соствегст- 
вугшие точки, есть демикаадгика

2. Гиперплоскость, содержащую прямые L и L ,  соозна- 
чим L . Пусть СкЬ(2) -  характеристика гипегплоскости се­
мейства L (2 ) .  Она определяется системой уравнений

;is )

и в общем случае является прямой (которую соозначим  ̂ , ,  
не пересекающей прямые L*" . Прямые ыГ я i  з ooxev 
случае определяют единственную квадрику, котор?/ю яазсвеу 
квадрикой . Квадрика СЗ задается уравнением

а х  X . 0
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где

Соответствие между точками прямых Ь нары, уотанев-( 
.тлваемое демиквадрикой квадрики Q , назовем d -  соот - 
эетстзием .

Сто а -соотв етстви е  в неоднородных координатах 
имеет вид:

a^s'  - c v  -О , (19)

где 5» * 1 .̂ ЛС̂ , s ' ^ x "  :Х ^ .
Точки M .feL '', находящиеся одновременно в р -  соот­

ветствии и d -  соответствии, назовем p d -  точкагли.
3 силу (19 ) и (14 ) уравнение для определения координат 

p d -  точек принимает вид:

a ^ ^ - C S t c ) ^  -  О ( 20 )

3 . Соответствие: + — ►Mj=Aj+S4^sL^TMj(l*2)
назовем к -  соответствием, а соответствие -Aj*e''4^-»

_ 4 .л’л ,  I *л<т*м'/л iJ\ ипчлпви к . -  соответствием.назовем
в  силу ( 5 )  и ( 5 ^ )  к^- соответствие имеет вид:

2̂1)

( 22)

где

м . а [ - а з ^ < ,  г г = а Х - К ^ 1 (23)

к- -  соот-Гочки М̂ . бЬ*’ , находящиеся одновременно в 
зетствии и р -  соответствии , назовем р к ^ - точками.

’Аз (2 1 ), (22) и (14) получаем уравнение для определе- 
:зил координат рк^-точек на прямой L‘  :
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V'  •* -в^*)+6'VT)’ - a j )+ 03 ^0 .

'<.4j

(<i£)

Из уравнений (24) и (25) видим, что на пржлой L сушест- 
вует в общем случае по три рк{-точки.

4. Гиперплоскость TMjC 1+2) пересекает хагактсгисти­
ну fc в точке f /яв-Л , m j j - с , - 1т»а  ̂ Oj), а гипсгплос-
кость T M J 1 + 2 ) -  в точке Nj_ (-пб^^-б^, n c - a , n ^ - i )  , где

Соответствие »  Л4̂ , для которого точки и
характеристики t  совпадают, назовем h -  соответст­
вием.

Оно задается уравнением

j  - б/бц 6*S^S^а)+ >-6̂ Sir-

* s c  + г 6^в ~ а5б^)*5?('г^а*-а‘ 'с*р#вз +

+ a iA j ) «■ «rfuc - -  a^v6 *av )  + -б/ a j  ^

*6la.\S~a g* ) + s-Yc - a  * j   ̂6 -  Q 6^̂ ) + 9Г ( u 5c  -

-  zu^~rug*sva)*(^a^aj-ajC -afafg*aaj)  = 0

Точки, находящиеся одновременно в р -  соответствии 
и h -  соответствии, назовем р л -  точка-я!.

Из (26) следует, что на каждой прямой имеется в ссхем 
случае четыре ph -  точки. Они определяются из Z )̂ лги 
? = S' •

5. Рассмотрим соответствие
М1=Л1+9А1,М^^.С^ЛТМ,(1*2), а м'-11ЛТМ {̂1.1). ^вс^нде т'чкх 
такого соответствия казове.м, следуя [ 7 ]  , кзази'.'лекдс, s."i- 
ными точками прямой L* . Их коогдиксты /доз-тетвсрядт 
;̂ениЕ
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- (6 ," )X -S L ,6 l-6 ^ \ u  V

( bl  ) X  * Z a ^ x

- s v i i - i l ( x l u .  -З^Чи- - 2 г й ,^ з  -  г^а,^ + 2 0 ^ 4 ^ ^ Z i -  

- s ‘ S ^  ^Xu-^iV *sua^* sxv-6ialv + x‘cxl -

- Iza^Aj - ZafS^al ] *9i i -zS^6*ua^*xv*v$al * 

* Z a ^ a ^ x -  a j  ( a ^ ) ^ } +  ^ 3 ^ + г г а ^ ^  ♦ Г а ^ ) * ’ а з  }  = О ,

откуда следует, что на прямой L существует в общем 
случае пять квааи^лекнодальньсс точек. Квазифлекнодальные 
точки прямой суть двойные точки соответствия
М  ̂ М , —  И  1 , где A3»5A,.Mj.L‘nTM jW ).М;--епТМ,Й^2).

Бее соответствия, отмеченные выпе, носят инвариантный
характер, т . е .  не зависят от отнесения пары к системе под­
многообразий V j  .

о . Характеристика CbLC'i',  ̂ гиперплоскости L  при сме­
щении вдоль подмногообразия S/ 1  есть плоскость, опре- 
деляе!хая системой

: ^ = 0 ,
(27)

Она песесекает прямую l/ в точке M j » i  Л^, для которой;

)=0 .28)

i  " я м у ю  i - '  -  в т о ч к е  M i  -  , д л я  к о т о р о й

- х ^ а ’ *X') + x V i  + Aev'’ b O ,  i2S)

Заметим, что исключение А из (28) и (29 ) дает cooi
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ветствие (1 7 ).
Три прямые обшего положения б имеет одну общую 

секуицпо, которая называется тгансверсалыо. Тредель.чое поло­
жение трансверсали прямых if  , l3 и пряной С ■»dL‘  прк 
смещении вдоль подмногообразия У j обозначим Т -  . Оче­
видно, что

L‘ n T j  = C f ) c h L i 4 > , ) .

Если точки A i+ y A i, Aj+S’Az, пересечения прямой L"' 
и ChL(H/t) являются псевдофокусаыи подмногообразия , 
то в силу (2 8 ), (29 ), (7 ) и (8 ) с учетом (9) и (13) получаем

+ в ^ Н ^ * 2 е - * а [ .  0.  о о

53. Канонический гепес пасы. Две прямые, соединяющие 
соответствующие p d -  точки, назовем ра ~ пря.'ыми и обоз­
начим их ■f' . Для построения канонического репера совместим 
прямую А1А3 с прямой , а вершину Ai  репера поместим 
в одну из р к ^ -  точек. Тогда вершина Фиксируется,
так как находится в р -  соответствии с вершиной А^,  Вер­
шина А5 фиксируется построением, рассмотренным в § 1. 
Аналитически в силу (20) и (24) это дает

(31)

причем А  ^ , так как нужно исключить случай совпадения
р -  соответствия и соответствия. Таким образом,

получаем канонический репер пары, который назовем ра  -  ге- 
перюм.

Теперь имеем
X X  1 I

Wj '  A j  W * bj Ui , (32)
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^  X.
гд^ величины и 0  ̂ связаны соотношениями, вытекающие
из (2 ^ ) , (4 ) ,  ( 9 ) ,  (13) и (3 1 ) . Дифференцируя соотношения
(32 ) внешним образом, получаем систему квадратичных урав­
нений

„X  , _ 3 X  дЗ к  x ,  7„it
r d a ? ] .  Ыв‘ и ‘ л = fa" в, -«, о , -

Внося сюда (2 ^ ), ( 4 ) ,  ( 9 ) ,  (13 ) и (3 1 ), сведем систему (33 
к 20 квадратичным уравнениям и к двум конечным уравнениям:

Уравнения (34) получаются при дифференцировании внешним 
образом уравнений c jf=  CJj . Полученная квадратич­
ная система (33) с учетом (34) является стандартной [ 8 ] и .
имеет старший характер S^-=iO . Зто согласуется с произво­
лом существования рассматриваемого многообразия (десять 
функций двух аргументов).

§ 4 .  Класс Q f "О . Рассмотрим случай, когда pd -точи 
совпадают. Обозначим через "t единственную p d -прямую 

) .  Из (20) следует. Что в терминах канонического р« 
пера указанный выпе класс задается уравнением

a f  = 0 .. (36)

Присоединяя, это уравнение к основной системе дифферекциал1| 
зых уравнений, получим еще одно конечное соотношение:

Нирота класса (Х̂  -  О — девять функций двух аргументов.
Пусть i ( ^ l )  -  линейчатая поверхность, описываемая

pd- прямой t  вдоль подмногообразия Тф('з^'^Ь
сателькая гиперплоскость линейчатой поверхности
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Обозначим символом J дифференцирование вдоль подмного­
образия (J • О , а -  предельное положение трансвег-
сали прямых и ( i , k  = i .2 ) .

Каждое из следующих свойств класса а ^ «0  является 
характеристическим.

1 )  . Гиперплоскость T i ( ^ ^ )  совпадает с гиперплоскос­
тью L .

2 )  . Прямая Т J пересекает прямую iJ в точке At  .
3 )  . Прямая Т* пересекает прямую li в точке A3 .

Класс 0^*0 обладает еще и следующими свойствами:
а) Фокус плоскости (L‘' , i  ) , соответств'уюдий смешению по

подмногообразию , принадлежит прямой ±  .
б) Точка пересечения характеристики пря­

мой "t является псевдофокусом подмногообразия
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В.К.БАРЫПЕВА

О НЕГОЛОНОМНОМ ЛЮГООБРАЗИИ 2-ШЮСКОСТЕЙ Б Л .

В этой работе рассматривается у -параметрическое 
многообразие Бд в пятимерном эквиаЛпинном пространстве 

Ду , образующим элементом которого является 2-плоскость 
L,  ̂ , на которой заданы три точки и к которой присоедине­

ны три гиперплоскости, проходящие через нее. Из [ 1 ]  и [ 2 ]  
следует, что изучение такого многообразия эквивалентно 
изучению геометрии системы двух уравнений Пфаффа в 9-мер­
ном пространстве всех двумерных плоскостей в А j - .%

§ 1. Канонический репер многообсазия Е$ .Присоединим 
к многообразию Eg некоторый эквиаффинный репер 
Деривационные формулы этого репера имеют вид;

d A  = с о ‘' ё ^ ,

<1)

где СО , -  дифференциальные формы Пфаффа, удовлетво­
ряющие уравнениям структуры аффинного пространства

D ( o ‘' = C c J ^ , c o ; j .

D co; = C < u ) ; j

и соотношение

со :-о ,
У СЗ)

вытекающему la условия эквиаффинности.
Будем считать векторы пяраллельгами_ плос­

кости L j  кногообразия Eg , точки А , ,
Mj. =А 4- S f  -  заданными точками, а поливекторы 
(в 1, ё г , ё ^ , ё г  ) .  h  ) - п а ­
раллельными гаданным гиперплоскостям. Тогда Формы СО
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I, li
V i « у Р » 4.2,3; ) -  главные, ^^peди

этих форм линейно-независимых -  девять. Выберем форш cJ*̂  , 
oJj[ за базисное. Тогда

<2  ̂ ос

и ‘ . г ! . а ’‘ *Г./»« со^ , (4 )

Из этой системы обычным путем [,4] получаем соотношения;

« г Л г Л ;  . 7 r : ' . o ,

А
SUo, - г Д ( 2 < -  7/J) ч О С«< ^А)  ̂

S r ^ -r f ( 2 7 r : -T r J ) . ( ?  U .A J ,

< ~ а > : = 0

<S‘ -n^f jt‘  - r f  = о («

( 7 г ; - < - 7 г ; ) = о

0 .

(5 )

5г&  - г.~1 * :

а г ; ; - г ^ ;  jtI  = о

- 5 “ _ы  _л  ̂ „ ■
ifx “  ' сГоС

( по Л, А , у не су?л/ировать). .
Система величия Г = (Г * ,Г * ^ ^  ) образует
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фундаментальный геометрический объект первого порядка [ 9 ] 
многообразия , который, как будет показано ниже, яв­
ляется основным.

Фиксируем вторичные параметры, положив

X -  С ,г . " - с ,  I

г.'.=-1 , r l - c (5)

( по ^ не суммировать, ) .  Деривационные фор5лулы
канонического репера (1 ) ,  в силу (4 ) ,  (6 ) ,  принимают вид;

с1А = £j°‘ e „ <х <̂ <2 =
. Л i  .

ас —»— f-»j ж— а —

ât J
где коэффициенты , Г;;о, , П, связаны соотношениямийо« ' ■ t«
( 6 ) и удовлетворяют следующим квадратичным уравнениям;

Id Г^,, СО* J f , CĴ  ] - [ * иЛ * * и ^

-  C "  Г / .  • o - 'f  Гя1) .  fu | , 4 1 -  f  -

i(4 ■ Г»  ̂ jS 'S i   ̂ ^

Ldr/^.cj“̂ J - r J [ c j : u ^ l . [ u : 4 } ( r ! ^ r C  ~ r ! f3 *
4 <• 4̂

- i j  ( /»«ИС0у,и)^1(Г, ' W " ' j 3c

r i ^ " } j  О-Л,/* - i . —J ;  = - .2 ) .

Система (7) состоит из двадцати независимых кзадратичныг 
уравнений, содержащих 1ЕС функций, связанных восьмью соот­
ношениями ( 6) ,  и определяет многоббразиэ Ьд с пгоковоло^ 
двенадцат» функций девяти аргумеятон, так как системе ~> 
является стандартной [4 ]
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§2 . Геометрическая характеристика элементов канони­
ческого репера. Характеристики З-штоскостей ) ,
соответствующие некоторому подмногообразию L ^ ], и м е^
уравнения;

■ О,

CJ‘ *
(8 )

, «  -  фиксировано), где -  локальные ко­
ординаты радиус-вектора в репере, присоединенном к данному 
элементу. Подмногообразия , заданные системой уравне- 
яий

(9 )

где р принимает любые два значения из множества. 1 ,2 ,3 , 
геометрически характеризуется каждом из следуюпдах свойств: 
1) характеристики 3-плоскостей ^ A , ё „ ^ , e . „ ,  £.g- ) )
вдоль этих параллельны 2-плоскости  i 2 ) касатель­
ные к линиям, описываемым точка»л( вдоль этих H î .
па|)аллельны 3-плоскостям ( Д 1 ё о ( ,ё у ,  85 - )  ̂ f

Уравнения характеристики гиперплоскости (А, ё,,е^,еу; 
) вдоль некоторого имеют вид:

х '  = 0 ,

CJ^+ X^CJj * + Х^СО^ ‘ О
( 10)

Построенный в §1 канонический репер характеризуется тем, 
что выполнены следуюоше два условия: 1) характеристика ги- 
першюскости ( ‘̂ .ё4,£ ^ ,ё 'у ,ё ^  ) .  соответствующая подмногооо-
оааию CJ ^ -  СО у = W = C j /  = CJy = = О >
хает прямые ( 1,ё|. ) в единичных точках = Л ГГ=1 , - )  
2 ) пряьве (Л,ёв1 ) являются касательными к линиям, описывае­
мым точкой Д вдоль s u i ^  ̂ * со^.-
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З а м е т и м  к т о м у  ж е ,  ч т о  т .очки  M j  я в л я и т с я  п с е в л о 1 -о к у с 8 м и
[ 3 ]  пр я м ы х  ( A , Q g  ) в н а п р а в л е н и и  ) ,  С л у ч а р ,  к о г ­
д а  п с е в д о ф о к у с ы  н е с о б с т в е н н ы е  ( )_ ип р а с с и о т с е н и я  
и с к л п ч а е т с я .

§3. Голономное подмногооОгапие есть совокупность
всех подмногообразий , вдоль KOTopiix точка Д зепод- 
ви,у,н^ Назовем точку Д центром голокомного под.^огоооса- 
зия 4f̂  . Формы (л)  ̂ ; X ='1,2 ) возьмем за оазис­
ные формы канонического репера подмногообразия . йс 
СО -̂О ( 1  = 1 ,.- , 5” ) находим

i  . рЗ.5 p v <  ,
 ̂ Z T l '  3 - i  , < ^

, . 5  ̂ / р  р  ((л -П

, SS Р
3 ' X 

г-,3'оГ ( U )

г д е  Д  = Г з " ’ -’ ^ ^ . Г Г г ,"% 0
Т о г д а  д л я  к а н о н и ч е с к о г о  р е п е р а  п о д м н о г о о О р а з и я  о л р а -
в е дп А В ^  с о о т н о ш е н и я :

X f i x 4 - 74 t
c j ,  ,

fK  ̂  ̂  ̂ Тч ̂  2W j - +O^CJ CĴ

г д е

'« 1 l«<3 /3 * f x i  ^

U i  1- f - i  B , > n^ ^  a ^
1

c : -
P  Л 3 . p*-^r ^
' «3 ^ V ^ « i  •

K - s / . ♦ ’ M
4̂  J

= U-'i •сГ ^ зД * -

S,' '  ' 52 ■
T

 ̂ Пгз S'!
r^As p i> - 3Ч» a « " '5*1 * (i?j * * «"j -  r ,/

Т/
X
5 r,'’ *" r,?* ’ 
. = Гх’ г ■» r , j  D .

13 )
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r f - r / ' V f  j,

) ( £ ^ h .

адоль Ц>"̂  пряиые, определяемые уравнениями;

R = A + g ^ + t e ^ ,  (14)

R = A  + e 5 .+ t§ 2 , (15)

R = A ^ e ,  + t ( e , - e ^ ) , (16 )

описывают 4-семейства (конгруэнции в смысле [ 5 ] ) ,  а точки 
, М5- описывают гиперповерхности. Конгруэнции, опр»-- 

деляемые уравнениями (1 4 ) , (1 5 ) , (1 6 ) , обозначим- ( ) ,
( Ki ) ,  ( К  ) соответственно.

Характеристики п я о ск о ст^ , определяеких центром 
голономного подмногообразия и образующими произволь­
ных линейчатых поверхностей, принадлежащих конгруэнциям 
( ) ( « = 1 ,2 .  ) ,  определяются уравнениями;

= Х ^ =  Х^ = 0 ,

л ^
■

л

X “ £J,; + X*CJ^ =(?,
(17)

( по а , о Г  не суммировать, л  ^  , <х ) .
лак к в трехмерной центроаффинной геометрии [5 ]  для 

линейчатых поверхностей конгруэнции ( К  ) ,  ( Ко() определим 
цевтрвльные линии (собственные или несобственные) как ли-
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НИИ пересечения этих поверхностей о конусом характеристик 
тех плоскостей, которые определяются центром голономногс 
подмногообразия и образующими соответствующих линей­
чатых поверхностей. Назовем цилиндроидальными ( с р . £ 71)  те 
линейчатые поверхности, центральные линии которых -  несоо- 
ственные. Из (17) следует, что иилиндроидальная линейчатая 
поверхность конгруэнции ( ) ( (  К ^ )), определяется систе­
мой уравнений;

СО = CJi * ’ <0. ^0 . (18)

По аналогии с [  BJ пару конгруэнции кК ' ),  (К  > назы­
ваем центроайинно-расслояемой от конгруэнции ( К ) к кон­
груэнции (К*) если через каждую точку луча конгруэнции . К . 
можно провести секущую гиперповерхность, касательная ги­
перплоскость которой параллельна плоскости, определяемой 
центром А голономного подмногооОраэия и соответст­
вующим лучом конгруэнции ( К " } .

Поставим задачу: найти класс многоооразия , хасак- 
теризуюшийся условием: пара конгруэнций ( К. ) и ( К ' 
центроаффинно-расслояема от ( i к v К, ) и паса конгруэн­
ций ( Ki ) и ( К ) центроаффинно-расслояемг. от v Л, } к i К , .

Условия центроаффинного-расслоения названных пас кон­
груэнций сводятся к вподнеинтегрируемости систем

i-iujy = -ch ( ♦ )

вытекаюШ1Х из условий

) = С ,
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Зье:пкее ди^^ерениировение ревекств ( -Ч ) дает

(19)

c j ^ i = o ,

u j ; i  = 0

Йспсльзуя (12 ), получаем, что условия пентроас^^инного рас­
слоения эквивалентны следувщим соотношениям;

Л  ̂ j  Л ■2» -Л N 'л'
д ; = B ^ C , = P ^ A ^ Ь ^ < = D i = 0 . ( 2 0 )

Зтот класс многообразия Eg геометрически характеризуется 
калдым из следутицих свойств: 1) конгруэнции ( ) и ( K j )
ЯВЛЯЕТСЯ цилиндрическими, причем цилиндроидальные линей­
чатые поверхности этих конгруэнций я в л я е т с я  цилиндрами,
2) годографы вектор-функций в С у  я в л я ю т с я  3-мерными
поверхностями с касательными 3-плоскостями, параллельными 
векторам e t , a i , 5 3 .

Действительно, из

d c  л = Wск
of ^
.  е

следует, что годогра(|ы вектор-функимй являются
3—̂ серными поверхностями с касательными 3—плоскостями, пара 
лельны^?и векторам ( о( = 1^2,3 ) лишь при выполнении
условий = В ^ -С ^  = D^ = 0 ,

Кроме т о го , этот класс обл ади т езде одним свойством: 
::онггуэкция ( К. ) и конгруэнция ( К ) прямых, определяемых
’̂ саанекием

R = А  ̂ x^ e"j +

~z:t .доых X ,  ,Х з  образует центроаффинко-раослояему» от 
; Ч ; к С X / пару.
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Докажем существование подмногообразия , опреде­
ляемого натуральными уравнениями (2 0 ). Из этих уравнений 
следует, что вдоль этого подмногообразия c j^  = cj^  = (? 
ДисМерениируя эти равенства внешним образом,* получаем

4  =

Внешнее дифференцирование этих соотношений новых конеч­
ных соотношений не дает. Подставив в (12) все полученные 
соотношения, выбрав формы соД  обД c j CJ  ̂ з качестве 
базисных и продифференцировав полученные соотношения внет)- 
ним образом получим систему квадратичных уравнений;

С . Ч  I , c j I лсДцД ]>f u ^ J  = о,

( 21)
СдДД ч  соД  .ГдЬД  ч '  I = О,

Ca Ai , ojJ ] = 0 ,  Г л А ^ ,й б Д - ( ; ,

i A \ ‘̂ ,CJ^hO,  ГдАз ,cJ,, J - О,

здесь А , С ,  D  -  коэфб.ициенты а разложе­
нии каждой рсрмы, входящей в деривационные формулы подмно­
гообразия Y по базису й )Д  , ДбД . оырахения
д Я  и т Д . означают; Л^ = £^Д’ + J2 *
формы Q  не имеет значения. Условие эквиаффинности в 
(21) учтено, поэтому отсутствуют уравнения, содержащие 
А Д  B j , C j , • Система (21) стандартная [4 J, по­
этому она в инволюции и широта ее решения -  7 функций 4 
аргументов. С таким же произволом сушеств)пот подмногообра­
зия многообразия , определяе»«ые натуральными
уравнениями (2 0 ). Ясно, что существует класс многообразий 
t q  такого вида, но ширюта этого класса остается неизвест­

ной.
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и.А.ПЕЧНИКОВ

О ПФАФФОВЫХ СЕЖ ЯСТБАХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРОВ В 

TPEX.JEPH011 АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В данной работе изучаются однопаракетрические семей­
ства параболических цилиндров (семейства U, j ) , а такте 
лфаффовы(неголонсмнке и голономнне) 2-семейства указанных 
элементов (семейства ) в . Часть приведенных здесь 
результатов опубликована в заметке [ 7 ] .

О пфаффовых мнсгообсазиях в ^ п . Будем подразу­
мевать под термином "элемент F* " всякую совокупность конеч­
ного числа т *  -мерных плоскостей и -мерных квадрик 

n -i ; й - 1,2 , . . , Дг],2....,£)пространства 4 » ,  
что обобщает определение элемента, данное Р.К.Шербаковым 
( [6 ] ,  113). Так как "элемент F " в указанном сьысле яв­
ляется фигурой в с.чмсле раоот [З]  и Сб]. то, наряду с тер­
мином "элемент", будем употреолять слово "фигура". Относи­
тельно произвольного репера ( А , f 2 • л ) элемент

F можно задать совокупностью к систем вида

т X (1 .1 }

Г = «=<Д,...,А) и L систем вида

( 1. 2 )а
I L к  f  л
1 a . t  I  I  . 0
'  л J л

( t , k  = i , l .....-71,, .....t ) .

.■Каиром ( c p .[4 ] )  фигуры P называется число ^ ее 
независимых инвариантов ' ( г -Д 2 ,. . . ,^ )  относительно
группы Ья всех аффинных преобразований пространства 4 „  .

Пространством 7ГР фигур F  .называется совокупность 
всех фигур, которые могут быть заданы системами (1 .1 ) -
(1 .2 )  при вгевозмояных, сохраняющих жанр фигуры,значениях
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T tF  равна числу cy-
гсоэф ги ци еятов  ^   ̂ f

Размерность V пространства 
!цеств€нннх параметров, от которого зависит множество TIF 
в сех  фигур F .

Каждому элементу F t  % F  по некоторому закону ста­
вится в соответствие точка N -мерного арифметического 
пространства, состветствуюшая значениям V  существенных 
параметров, определяющих фигуру F . Указанное арифмети­
ческое пространство будем называть пространством парамет­
ров, а координаты его точек -  основными параметрами.

Рассмотрим (локально) расслоение-произведение ( Щ ,
множество22)  (̂TCFxLi*,p,rtFJ, где 71F -  база , L '-

^(j)  всех  реперов пространства (очевидно, что
изоморфно Ln ) f Р -  проекция расслоения, ставящая в 
соответствие любой паре (  ̂ T^F * L в ее первый 
элемент F . Репер  ̂ пары ( F f )  по отношению к фи- 
гуре F  , принадлежащей этой паре, называется локальным 
репером фигуры F .

Деривационные формулы произвольного репера f  , фигу­
рирующего в расслоении-прюизведении ^ , имеют вид

din = S21 ^ ; »

(1 .3 )

где = W ^ -  формы
Пфаффа, содержащие дифференциалы только основных парамет­
ров, H*", ~ соответствующие формы, содержащие дифферен­
циалы только параметров группы Ь „  (вторичных параметров
При этом выполняются уравнения структуры аффинного прост- 
ракства

(1 .4 )

где b , j ,  к =
Включением элемента (фигуры) р  в репер будем назы­

вать сокращение ( f l l ,  108) расслоения—произведени
 ̂ до подрасслоения ^ (̂TXFkH* р, I Z F ) , где Н -
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UHoxecTBo всех реперов, относительно которых фигура Р  
задается одними и теми же локальныш каноническими уравне­
ниями ( т .е .  уравнениями, в которых коэффициенты суть либо 
нули, либо единицы, либо инварианты фигуры F  ) .

Сокращение f  * - f o  индуцирует вложение под­
группы Н  стационарности фиг -̂ры F  в группу ь „  . 
Этому вложению соответствует вложение алгебры Ли группы 
Ли Н 3 алгебру Ли группы Ли L,, которое аналитически 
задается вполне интегрируемой системой уравнений
Пфаффа

7  ) ,  а .  5)

где с , -  постоянные.
^ослё включения элемента в репер формы

!  гг'' к а . 5)

содержат дифференциалы только основных параметров. Присое­
диняя к совокупности форм формы ^ =

-  инварианты фигуры F  ) , получаем систему 
форм S* (OL-m. 0,1,.:, M- i )  , одновременное обращение в 
нуль которых дает условия стационарности фигуры Р  в 
пространстве. TLF.

Пусть в расслоении-произведении f ^ ( 7 Z F n H * p , f l F )  
произведено произвольное сечение 3 ( [ 1 ] ,  Это сече­
ние можно осуществить, полагая оставшиеся нефиксированны­
ми при включении элемента в репер вторичные параметры не­
которыми функциями основных параметров и сопоставляя тем 
самым каждому элементу Рб TTF некоторый единственный 
(хотя и прюизвольно выбранный) репер, который, по анало­
гии с подвижным репером голоно>д1ого многообразия (L3J,
114), будем называть подвижным репером пространства TLF .

Пусть

ч 1. 7)

система Пфаффа, где V -  значения форм 1?* относительно
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произвольного подвижного репера, -  произвольные функ 
аии осн_оБных параметров; о? = 0 , 1 , p ~ i ,  « " r p .—.V - i  ' 
lan ^ H A t II s V -p . Независимо от т о го , является система 
(1 -7 )  вполне интегрируемой или нет, через произвольный 
элемент Р^сТХГ всегда проходит некоторая совокупность 
Фр (Fp) однопараг/ктрических семейств фигур Р , удовлет­
воряющих указанной системе. ilHoaecTBo всех таких со­
вокупностей (когда F, пробегает 7LP ) будем называть 
(ср . f 2 J) пфаффовым р -сем ей ством  фигур F или, всратко 
семейством (Р)р.  Если система (1 .7 )  вполне интегрируема, 
семейство (F )p  расслаивается на р  -параметрические се­
мейства фигур F , каждое из которых называется голоном- 
ным р -семейством фигур Р или семейством (F)^.

Пусть Фр -  некоторое (в общем случае, неголономное) 
семейство (F )^  , заданное системой ( 1 .7 ) ,  Подмногообрази­
ем семейства (Р)^ будем называть совокупность всех
семейств ( F ) j  , задавае1*гх системой

= 0
(1.8)

г.*
-вг

.  -  произ-(» eK = p ,- ,V -l;  <rai,2,..-,p-'";
вольные функции основных параметров) , ползп1енной присоеди­
нением к системе (1 .7 )  р -т  линейно-независимых уразнений 
Пфаффа. Если система (1 .8 )  не вполне интегрируема, подмно» 
гообразие называется неголономным.

Для голоыомного семейства ( F ) p  указанное определена 
подмногообразия W „  совпадает с определением .дан­
ным Р.Н.Щербаковым ( [ 6 ] ,  142).

Произвольное семейство f P ) j  . проходящее через фикс: 
сованный элемент F , , можно задать уравнениями;

V - V ■ . . . - V  а а  Л , (1 .9 )

где а (X -  пгоизаольные функции основных пара­
метров. Ставя в соответствие каждому набору чисел

...■ л " ‘ * )  , являющихся значениями функций
(<х -  0 , 1 . . для некоторого фиксированного элемен-
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та F.feTCF , соответствуицуг точку ( N - i )  -мерного про­
ективного пространства i получаем стооражение who—
хества 7С^(Т,) все^^ семейств CFl̂  , проходящих перед эле­
мент Р, , в При этом каждому семейству ( П р  ,
содержащему F„ , соответствует некоторая f p - i )  -плоскость 
2 ‘ ^казанксе отображение не является взаимно одно­
значным, так как каждой точке х £  F y -j соответствует все 
семейства f F ) i  , для которых соответствующие кривые в 
пространстве параметров имеют в точк°, ссстветствувшей F , , 
общую касательную. Построенное отображение будем называть 
[ б ] диаграммой Циндлера или Z -диaгpa^!мoй.

ааноническим репером семейства , определяемого
системой вида (1 .7 ) , называется такой подвижной репер это­
го семейства, который инвариантно связан для каждого эле­
мента Р ф ^ и р  о совокупкостью 71^(Р,)  семейств I'PJj, 
содержащих Р , и удовлетворяющих указанной системе.

• Деривационные формулы канонического репера можно за­
писать в виде

с Л  ^  К .

£ ( 1. 10)• L . /S .
А §  ) т ^  .

* в? * ■" Л ■"•Г'Здесь 0 “  представляют собой значения форм и &
для данного канонического репера;
инварианты семейства (Г)^(или константы) . *

Каждый из инвариантов семейства (F)p яв­
ляется инвариантом для данного семейства, заданного 
системой

"в =0 (о. , p - i  ) . ( 1. 11)

• i. ® i
функции и K jj не являются инвариантами такого У 1 .
^qieu называть инварианты L j  , b j ^ -  вкутгенкими, а Ку и 

"  внешними инвариантам! семейства (FJp . 
Аналитически канонизацию репера можно осуществить 

следующим осраэом.
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Цусть

е * - л ^ » ' ‘ =о ( 1 . 12 )

С A j  -  функции как основных, так и оставшихся нефикси­
рованными после включения элемента в репер вторичных па­
раметров) -  система Щ:аффа, определяющая расслоение-про­
изведение ^*(Ф рхН *р* ф р ^  где Фр -  некоторое семейст 
(F )p  , р * -  проекция расслоения, ставящая в соответст

Бие каждой пар;е ( ф  (F ) ,9 ) , (где Ф р (Г ) -  совокупность 
семейств (F ) i  , проходящих через произвольнь^й элемент 
F6 ICF и принадлежащих данному семейству ( F) р )
ее первый элемент Ф »(Р).

При произвольном сечении 5 ® Т система ^1. 1й
превращается в систему ( 1 .7 ) .  ^

Внешние дифференциалы форм ® *  суть 2-формы:

D T -d A .v A S '* .  U .1 3 )
о( 4

Вследствие вполне<^нтегрируемости системы 9 »0  , vi\t

(1 .1 4 )

где q_ -  формы Пфаффа, зависящие как от основных, так 
от вторичных параметров; ot,/J = 0, 1,- - , .

Из (1 .1 2 ) -  (1 .1 4 ) находим

1) в ' ' = - Д ^ л 8*' + (| ^ *-Л * )Л @ ^ , (1.1Ь )

где

(1 .1 5 )

Пусть

(1 .1 7 )
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•нстеме Г3фаф{а, о п р е д е л я ю щ а я  р а с с л о е н и е -п р о и з в е д е н и е  
, р .  ЦГ^ )  , г д е  -  п р о и з в о л ь н о е  с е м е й с т в о

ГР)|  • п р и н а д л еж а щ ее  д а н н о м у  с е м е й с т в у  ( F ) p  ; ^ ~ г л а в ­
ный п а р а м е т р  э т о г о  ; л “ -  ф у н к ш и  к а к  о с н о в н ы х , т а к
и в т о р и ч н ы х  п а р а м е т р о в .  С и с т е м а  ( 1 , 8 )  в п о л н е  и н т е г р и р у е м а , 
т а к  к а к  с о с т о и т  и з  А/ н е за в и с и м ы х  од н о р о д н ы х  у р а з н е н и г  
о т н о с и т е л ь н о  д и ф ф е р е н ц и а л о в  п е р е м е н н ы х . П о э т о м у

D @ ‘

а*аИ=0

и .  IS)

Из (1 .1 5 ) и (1 .1 8 ) находим

а ' ^ Л ^ л с Ц . О , (1.1S)

где Л  ̂ есть Д  ̂ , вычисленные для указанного .
Из (1 .1 9 ) следуют равенства

(тП^О. t.l.dO)

где -  значения Д „ при фиксации всех основных
парадиетров.

Так как равенства (1 .2 0 ) выполняются для любого ,
имеем

 ̂ л* ^
4 5 ^ ' 5 л , . л , . п , - п, . л; ( л^ - л . п ,  ) . 5 ,  

« I  п Г ,п ^ ^ , п ; , ,
1 $  ' .Ч б  . Т г  ’

5  си м в о л  ч а с

где fljj , П -J -  соответственно значения форм
- *  - *  при фиксации всех основных параметров,

частного дифференциала по вторичным пара­
метрам.

Соотношения (1 .2 1 ) , вид которых не з»зисит от вполне- 
интегрируемости системы ( 1. 12) ,  можно использовать для 
фиксации вторичных параметров аналогично тому, как это 
делается в известном алгоритме лзртана ( [ 6] , I , гл .З ). 2
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^^eкoтopшc случаях указанных соотношений бывает достаточ 
но для полной канонизации репера. В общем случае, с по­
мощью ( 1. 12) мохно фиксировать лишь часть вторичных пара­
метров. -^ я  продолжения канонизации репера рассмотрим со­
отношения:

( 1 . 22 )

(где A i f i  , -  некоторые новые функции от основных и
оставш юся нефиксированными вторичных параметров), имеюши« 
место в силу ( 1. 21 ) .

Соотношения (1 .2 2 ) , в отличие от (1 .1 2 ) , вытолняю^ся 
тохдеств<=нно. Поэтому, закон изменения функций и 
при изм.-нении вторичных параметров мохно найти, продиффе­
ренцировав ( 1 . 22 ) внешним образом, применив лемму Картана, 
и, записав полученные соотношения при произвольном образоц 
фиксированных основных параметров, т .е .  так хе^как это де­
лается в алгоритме Картана. Дальнейшая канонизация репера 
производится в соответствии с.алгоритмом Картана.

§2 . Z  -  диаграмма множества Я. i  . Основные 
классы семейств U, Рассмотрим множество TIZ всех
параболических цилиндров в трехмерной аффинном простран­
стве . Присоединим к каждому цилиндру z c T t Z  подвижной 
репер таким образом, чтобы параболичес-
кШ цилиндр г  имел в локальных координатах уравнение

( 2 . 1)

Условия стационарности параболического цилиндра 
имеют вид т3 *= 0  0,1,— , 5") , где

ё ^ c З з ^ iOJ ~ и)

Г ?  й>\

1 >
( 2. 2 )

Произвольное 1-семейство параболически:< цилиндров 
(семейство ) задается систе|«ой
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2 -  диаграмма отображает множество JT̂ S всех сеж{»отБ 
U,j , проходящих через тиксировеннк" элемент эб- ?Т? , 2

пятимесное проективное пространстве Ру .
Характеристика параэолического ииЛйНЛра, описываю­

щего семейство U,j , определяется системой

Г ( х * ) ^ - 2 х ^ ^ 0 ,

+а*х^х^+а*х‘^а‘’х*-а^1‘’-л^=С.

Нетрудно показать, что в общем случае эта характеристика 
может быть получена пересечением параоолического ишкнг.^ 
некоторым гиперболическим цилиндром, аси;.т1Т0тические плос­
кости которого суть

^  -  плоскость) и . с )

aVa‘a  ̂+ a V)x^-e2
^ а^а^а^*-2(а")^л‘‘  ̂С А плоскость,-. ,~.о '

D -  плсскость пересекает пасаоолический цилиндр 
по 00 раз у вшей

=<»*Х * - а ‘ = О ( А  -  обгаэ.уюшая). С2.7)

Точку пересечения А -плоскссти и А -образующей на­
зовем А -точкой.

Если S *  О  , понятия А -  образующей и А -  плос­
кости теряют смысл. 5 этом случае характеристика \ы.1) ли­
бо пересекает каждую образующую в единственной точке 
(при ), либо распадается на три соразувшие (если
^*■^0 ) .  Семейство Иц этого частного класса назовем 

семейством J,** . На 2, -  диаграмме совокупность всех сг -
меЯств (содержащих данный элемент 2  ) изсоразится
г ипе опл о с к о ст ь Е
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а* = о. С 2 . 8 )

Уравнение

I (а* ) 'аZ(а ‘> f a ^ a ' ' - a Ч a ^ ) ^ a ^ - ( a ^ ) ^ a ^ ^  О (2 .9 )

.сэрактеризует (при c x ° f O }  семеС!ства и,^ , для которых 
хзрактеритяика (2 .4 )  распадается на ^-образующую и
параболу. 2еме{»ства этого  класса назовем семеС^ства

Ц ° . На ^  ^ диаграм;ле семейства Ц ° изображаются!
гочками алгебраической гиперповерхности четвертого порядк^
.5 “ ( 2 .5 ) ,  ке лежащими в

. иперпсверхность 
по З-гдоскоотям

6  ̂ пересекается с гиперплоскостью

О Z . /\а  « а ц а ( 2 . 1 0 )

3—плоскость изображает множество всех семейств Ц /
для которых характеристика (2 .4 )  становится параболой 
^семейства ) , . а  3-п л оскость  L j  -  совокупность
семейств , для которых характеристика распадается на
3 образующих (семейства ) .

Точки 2-плоскости

ZP о <а  - л а 0 . ( 2 . 1 1 )

Р 2общей для 3-плоокостей и , соответствую т семействам 
Ц , для которых, по крайней мере, одна из образующих, 

составляющих характеристику ( 2 .4 ) ,  становится несобствен­
ной (семейства

Точки псямой
ц * / ) .

ZK 
■ I

^0  tа  » а  = а  ^ , 12)

г»> ZPинцидентной ,- соответствую т семействам LI,  ̂ , для
которых характеристика состоит из одной собственной и сдв( 
энной несобственной образующих (семейства Ц  ̂ ) .  Наконец, 
семейство , для которого характеристика не имеет ни
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|Днрй собственной точки, изобрахается на Z -  лиаграьше 
ОЧКОЙ D (  0 :0  0 0 : i )  _

§3. -оепес неособого семейства U ■!. . Рассмотри:/ 
расслоение-произведение  ̂ где -  произ­
вольное семейство Ц  ̂ , не являющееся семейством Ll,̂ . Зто 
расслоение-произведение задается вполне интегрируемой сис­
темой Пфаффа

С*»"* 4,2.3.V.Г). (3 .1 )

|Ьыполним фиксацию вторичных параметров так, чтобы 
• Л^-Л'*=0 , тем самым приведя уравнение D -плоскости

к виду х^=0, а уравнение -4 -плоскости -  к виду О . 
(Исключая из рассмотрения семейства 13,̂  , положим Л^-i  . 

Характеристика D -плоскости имеет теперь уравнения

:х^ = х^-*Л.  = б. (3 .2 )

где A j -  коэффициент разложения

имеющего место после проведенных фиксаций. Исключая случай, 
когда эта характеристика инцидентна А  -плоскости (се­
мейства ), зафиксируем Л,= -1  .

Теперь рвиер-полностью канодизирован, и его дерива­
ционные формулы можно, положив в = d s  , записать в виде

3 . S / ,

(3 .3 )
- m j -  Jjffij , ‘  " ’ i •

г д е  c /s  , . Зг . Dj , Ov , Dj- -  инварианты семейства Ц   ̂.
Построенный канонический репер семейства U,̂  будем на­
зывать А -репером.

Характеристика плоскости X  ̂О \ Т'  -плоскости) есть
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о р о ы а я

= х * ‘- ± ' 0 . (3 .4 5

Из (2 .4 )  и (2 .2 )  следует геометрическое значение нормиро­
вок векторов канонического репера.

Характеристические точки параболического цилиндра 
находятся из системы

( х > ) ^ - 2 х^  = (7, 

x ^ x ^ - i  = О , (3 .5 )

из третьего уравнения которой и известной теоремы Виета 
вытекает геометрическое значение инвариантов 
Находя характеристическую точку ,х Д )  Т -п л о с
кости , получаем = ' 1 - 1  ̂  , откуда 7у = 1 -  хД . 4 -ли-
нией семейства , назовем кгивус . Главны»
А -регуяюсом семейства Ц* будем называть регулюс, 

описываемый А -образующей. Нетрудно видеть, что вырож­
дение А -регулюса в торс характеризует семейство U,  ̂
а вырождение этого  регулюса в цилиндроид семейство

Натуральное уравнение характеризует семейство
, для которого касательная к А -линии в каждой ее 

точке лежит в А -плоскости соответствующего параболи­
ческого цилиндра. При этом характержстика А -плоскости 
содержит А -точк у .

Равенство = О характеризует семейство Ц  ̂ , для 
квторого 3) -плоскость является аг{финьо-средней для диа 
метральных плоскостей параболического цилиндра, проходя- 
ших через характеристические точки (2 .5 )

Натуральное уравнение 3-^=0 характеризует семейств 
, для которого одна из характеристических точек элеме 

та становится несобственной (семейство ) .
Для семейства 1^=1^= О две характеристические то 

ки параболического цилиндра несобственные (семейство
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Натуральные уравнения = характеризупт
се»лейство , для которого три характеристические to’J™ 
несобственные (семейство ) .  4 -линия семейства U,j
есть пpяll^вя.

§4. Исследование семейства tAt с помощью Z -яиан- 
дашш. Пфаффово 2-семейство параболических цилиндров
(семейство U ,j ) задается системой ГкЪаффа

c T = 2 ,i.v .5 - ;

уЗ =
х ; р ^ с ( * )

где Хд -  функции основных параметров, x a n j/lA ^ ll 
Если (этим исключается случай семейства U,* ,
характеризующегося тем, что оно содер-жит подвсюгоооразие

, являющееся семейством Ц * ) ,  указанную систему мож­
но записать в виде

= 0 cT .2 ,3 .V .5 -). (4 .1 )

Т .к . в системе (4 ,1 )  фигурирует восемь коэффициентов,ши­
рота множества всех семейств восемь функций шести
аргументов.

Произвольное аеособого (т .е .н е  являющегося се­
мейством Ц* ) семейства U,^ может быть задано уравне­
нием

h j *  = 0 . (4 .2 )

(чарактеристика параболического цилиндра вдоль i.4.2)
имеет уравнения;

С х ^ )" -2 х ‘  = 0 ,

е С Л ,Ч ^ -Л /Ь , ') х ^ Ь „ х ^ -М ^ Ь ,-Л [Ь „ )= С ,

(4 .3 )
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откуда следует, что черев элемент неособо!^  семейства U ,j  
проходя» в общем случае одно семейство U it (Y t  ) и четы­
ре семейства U,* , определяемые уравнением i

(4 .4 )

ga Z -  диаграмме этому соответствует т о , что прямая в 
Р5 , не имеющая общих точзк с Ь* , пересекает в един­

ственной точке и в  четырех точках -  5^ •
Рассмотрим семейство врех линий на параболическом Ци­

линдре, каждая из которых является характеристикой вида 
( 4 .3 ) .  Из (4 .3 )  вытекают

’ Теорема 1 . Каждая образующая параболического цилинд­
ра, описывающего неособое семейство U,  ̂ . является А -  
образующей для единственного , содержащего данный ци­
линдр.

Теорема 2 . Любая точка параболического цилиндра -  
элемента семейства принадлежит единственной характе­
ристике вида ( 4 . 3 ) |Либо всем линиям указанного вида.

Будем называть точки, через которые проходят все ха­
рактеристики, фокусами параболического цилиндра.

Для нахождения фокусов получаем систему:

(4 .5 )
- - Л [ ^ 0

T Z M * -A f)x * -Z A f = (7,

из которой видно, что элемент неособого семейства U,j_ 
имеет в общем случае четыре фокуса. ’ •

И зф орм ул  ( 2 .7 ) ,  ( 4 .3 )  и (4 .5 )  вытекает 
Теорема 3 . Образующая параболического цилиндра, опи­

сывающего неособое семейство U,j_ , является А -  образу-
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оЩ“ й для Y j  тогда и только тогда, когда она содеглит 
фокус.

характеризуют'ся важнейшие частные классы семейств 
U,j . Каждый из этйх классов аналитически характеризуется 

нёпротиворечивыми конечными соотношениями (которые в ряде 
случаев для краткости не выписаны) на коэффициенты 
Поэтому все указанные классы существуют, и их произвол * 
подсчитывается арифметически.

В зависимости от расположения фокусов (а следователь­
но, и подмногообразий Y °  ) можно выделить следующие 
частные классы неособых семейств

Семейство U,̂  характеризуется тем, что его элемент 
имеет один сдвоенный и два простых фокуса. На 2  -  диаг­
рамме семейство изображается пря?лой, касающейся гипер­
поверхности 5 , .п DСемейство -  тем, что описывающий его параболи­
ческий цилиндр имеет два сдвоенных фокуса и изобсажается 
на Z  -  диаграмме двойной касательной к

Семейство наличием одного отроенного и одного
простого фокусов.д

Семейство Uii -  тем, что все четыре фокуса вовпадают.
Семейство U,^ Л ^ » 0 -  тем, что, по крайней мере, один 

из фокусов становится несобственным, является семей­
ством , и изображается на Z  -  диаграмме прямой,
имеющей общую т о ч ^  о .

Семейство -  тем, что один фокус несобственный,
один собственный сдвоенный и один сооственный песетой.

Для семейства Ц^^^один фокус является несоОственньм, 
а остальные три совпадают между собой.

Семейство U,^ характеризуется тем,
что, по крайней мере, два фокуса его элемента -  несоост- 
венные. fiTp

Для семейства два фокуса несобственные, а ос­
тальные два -  собственные и совпадают междч собой.

Семейство - Л ,+Л* гС характеризуется
те.м, что три фокуса параболического цилиндра несобственные.

Семейство , для которого оорашеются в нvль все 
коэффициенты третьего уравнения систе№ v4 .5 ), кроме A f  ,

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



. -  170 -
Г’

не имеет ни одногохарактеризуется тем, что его элемент 
собственного фокуса. ^

Наконец,семейство Ll,^ > Для которого третье урав­
нение системы (4 .5 )  образуется  в тождество, характериэует-
ся  тем, что все V i 
Элемент семейства 
заподняшцих параболу

, кроме ¥ , являются семействами Ц  ̂ . 
имеет бесконечное множество фокусов.

A l x ^ - x ^ - л \ ^ 0 (4 .6 )

являющуюся характеристикой параболического цилиндра вдоль
.Н а  "Е -  диаграмме семейство 11,^ изображается пря­

мой, целиком принадлежащей гиперповерхностй .
Рассмотрим семейство . На Z> -  диаграмме оно 

изображается некоторой прямой в Pg , имеющей общую точку 
с L* . Для семейства Ц *  общего вида эта прямая пересе­
кает в единственной не лежащей в L j  точке, что соот­
ветствует тому, что в общем случае семейство имеет един
ственное у *  , не являющееся » Исследуя различные воз­
можные случаи пересечения прямой в Ру , имеющей общую точку

L 3 , о гиперповерхностью и плоскостями b j . L j . L t  .
можно выделить следующие частные классы семейств 
Семейство характеризуется тем, что все Y j

кроме Y *  . являются семействами Ц , . ^
Семейство Ц**; -  тем, что оно не содержит Y  j > 

-  тем.Семейство
Семейство
Семейство

что оно содержит 
-  тем, что оно содержит 

Ц ** -  тем , что оно содержит

У Г
У Г ..
Y ? .

Семейством 14,̂  является также семейство Ui, харак­
теризующееся тем, что все  ■Yi 'являются семействами U,, .

* иВ общем случае семейство имеет единственное
единственное ¥  f  . Можно выделить следующие подклассы се -

»,L If РА «лвU, , все X X
1А

которого суть
все которого суть

мейств Ц , ;рСемейство 
семейства U.1  , семейство
семейства U,*  ̂ .

Семейство в общем случае содержит единственное
. Отметим случаи, когда это У,*** есть У,*** (семей- 

ство H i ) и,когда оно является У ,  (семейство U, j
С ем ^ ство характеризуется тем, что все Y j  суть .
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В частном случае оно может содержать Y f  (семейство 
Наконец,семейство U, характеризуется тем, что все у  
ЯВЛЯЕТСЯ семействами U,** , На 2  -  диаграмме оно
изображается прямой (2 . 12) .

^5. Ф -репер  неособого семейства H t. Цусть

(5 .1 )

система Пфаффа, определяющая расслоение-произведение
, где Ф , -  некоторое неособое (т .е .  

не являющееся семейством U,* * ) семейство Ц^. Аналити- 
че^ски канонизируем репер, полагая i ^ Лд * О,

= Z . При этом начало репера поме­
щается в (щин из фокусов параболического цилиндра, в ка­
честве координатных плоскостей выбираются соответственнс 
J )” , Т"" и А -  плоскости параболического цилиндра отно­
сительно , соответствующего фокусу, в к о т о р ы й  помеше­
но начало репера, и нормировка вектооов репеса производится 
так, чтобы один из фокусов параоодического цилиндра имел 
координаты ( 1, 2 . 1 )• Построенный канонический оепер 
будем называть Ф -репером неоообого семейства Hj* 
семейств Ц®, Ц®  ̂ и.** и ц “ построить

Ф -репер нельзя.
Деривационные формулы ф  -репера неосооого семейства 

которое в общем случае неголономно,имеют вид;

<^Ф, =( Ljf 6 ^

dm ,, g ,  9 к  (2L ^ ;,^ 27^-2
(5 .2 )
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• 3 * 3 * ft

d m ̂  ,  в -  ̂л , ч  L ;, 9 %  к i  0  * ) S 3 )
•» *11 ^

где 9 , 0  . 7 t> 7 t  представляют собой значения форм 6 *
к л  *  Ai .. А* ___  ^  ______ -ГГ П 1* 1 1 ^

ант]
особого семейства U,^ . Вое инварианты являются в общем 
случае функциями шести аргументов и удовлетворяют условиям 
вполне интегрируемости уравнений ( 5 .2 ) .

Фокусы параболического цилиндра суть точки Ф^(0 ,0 ,0 )  
■Ф^а ,^  ,i.)  и точки и Фз определяемые системой

(5 .3 )

откуда видно геометрическое значение инвариантов 7  ̂ и . 
Геометрический смысл остальных внутренних инвариантов не­
особого семейства Hi устанавливаем, выражая их через координв 
ты характеристических точек параболического цилиндра вдоль 
инвариантных подмногообразий и ^^ = 0  . Геометри­
ческое значение внешних инвариантов устанавливается при 
рассмотрении семейств , проходящих через произвольный
элемент а  данного семейства U,  ̂ и не принадлежащих эт о - 
цу семейству. Условия голономности неособого семейства 
имеют в терминах ф -репера вид:

О-
• I • 1 • i

i j  = 7,. *< 7.Ф ;-Ц .*Ц .)-(2 -2  J.-3, ) i ‘  ♦

(5 .4 )

 ̂ ftO,
♦ 3
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'Jio ■ 1го

-  1 / 0  -

фуккиии, стоящие s TcoSwecTBiiM;
• OS' Л - Л . 'V.

« i j .  • h «■ о ' з , - j - 0 ’  l i . -

/̂ 0рИЗа1;ИОННК0 фор?луЛЫ ^  —Г0П0Г& ГОЛОНСМНСГО r’ ’̂-C'C —
0ОГО семейства получаем, полагая в (5 .2 }  © “ =0  nor
выполнении условий ( 5 . 4 ) .  Инварианты Р . р  ,
•3 q  ..J  ̂ Ф '  S  “ i a  ■‘ - l a  , ‘ - ' г » :
‘-'3^1 tfi ^ Н  голономного се.мейства U,  ̂ cooiero вида, удсв- 

летЕоряют, помимо соотносений ( 5 . 4 )  внешним лиффегекнкалв- 
ным уравнениям
dLiл6“.dLlлK(L;(L;-L>L^7j-L:LL.L^)ё“лf;
dUA0‘*dLiA^^(b*(LL-2U,U-^{L^7,-2L‘ ,*2LLv-

dL̂ Aê ĉ/LuA 9'= fu
d^U9^dЦл^=<^Ll(L^vзУi^2L^4.ai::^,^L^Цi--^^

dL L A & ’ * d L ,\ A 8 ^ = a L ^ L ^ (3 L :,-Z .2 J ,. n -2 \ - ̂*̂ u ’
„П й“л е ‘-.

db>e% dL /,A e^  J ,- z : ‘ )}e^^9‘.
Равенства и равносильны ннепши:.; диог.еге;—
циальным уравнениям:

а ] , л = С ,

Произвол голонсзлкого семейства LI,̂  оОыего вида равен 
четырем функциям двух-аргументов, з то время как негслсьо:-- 
ное семейство определяется, как :,а видели, с пгоивв;-
яоы Еосьгли функций шести аргументов.

Отметим некоторые частные классы неосооых семейств Ц- . 
Натуральное уравнение 7з'^ характеризует семейство 12... 

Натуральнее уравнение характеризует семействе i_7 ■
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Сеиейство
• 1 *-1 . характеризуется тем, что фокус 

является характеристической точкой параболического ци­
линдра относительно .

Неособое семейство U,i_ каждого из указанных классов 
определяется с произволом семи функций шести аргументов, ког 
да оно неголономно, и с произволом трех функций двух аргу­
ментов -  в случае голономности.

Натуральные уравнения 7^»0 характеризуют се­
мейство , которое будучи неголономным,определяется с
произволом шести функций шести аргументов,. а в случае голо­
номности -  с произволом двух^функ1Щй двух аргументов.

Натуральные уравнения Ьр*С*^*0 характеризуют семей­
ство для которого фокус ф . описывает линию (семейст-j
во U,j ) .  Неголономное семейство определяется с произ­
волом шести функций ш»сти аргументов. Для голономного семей-* 
ства Ц* фокус Ф о 
лономного семейства

становится неподвижным. Произвол г о -  
U ,*- три функции двух аргументов.
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и.А.ПЕЧНИКОВ

ПФАФФСБЫ 3-СЕ»1ёЯСТЗА nAPASOJjiHECKHX -jJ.XHI 
В TPEx:uEPHoy аф: инноу ПРССГГРАКСТЭь

T'-Jti

8 данной работе, являющейся продолжением работы [ 4 ], 
изучаются неголономные и голономные 3-семейства пасаболичес- 
ких цилиндров в A j  (семейства Li,j ) общего вида. Часть 
приведенных здесь результатов анонсирована в заметках [ 2 ]  -
( 3 ] .  Обозначения и терминология соответствуют принятым в ^4],

§ !• Исследование неособого семейства с помощью 
Z  -диаграмьш  ̂ Семейство li,^ общего зада опре деля ет о я 

системой трех уравнений 11раф({а на формы -5 “  (<х =• 0,1, . . . ,5 ) 
где =

uj|, ,Ĉ *̂ ( i ,  к - 4 ,2 ,3 )  -  формы Пфаффа, стоящие в деривационных 
формулах

d A  =  CJ (Т1. , d m , = c j ,  тк'

пространства ГТ2

, 1, 1)

парасолических ииликд-подвихного репера 
ров в А з .

На Ъ -диаграмме семейству LL,̂  соответствует <с-плос- 
кость в Р5 .

Неособым семейством называется семейство И,  ̂ , не
содержащее _семейства Ц*** . Аналитически это выражается тем, 
что 5 Лч АЙ ^ 0  , и систему Пфаффа, задающую неособое семей 
ство Li,, , можно записать в виде

л
/о Г  = 0 .1,2 .

\ оГ = 3 , и , 5  / ’

где Л л -  произвольные аналитические функции основных ль- 
раметрюв . На 2  -  диаграмме неособому семейству L,j  осст -
ветствует 2-плоскость , не имеющая обших точек с с - г . ; : : -  
костью L j  , точки которой изображают семейства

Произвольные пфаффовы тгодг.погсобраэдя н "ЦА неосоо'.- 
го семейства Ц ,  задаются, ссстветственно, уравнениями

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  176 -

k J *  =  0  fd?*  0 , 1 .2 ) ,

( 1 .3 )

le?  Iгде n , K*‘ -  Функции основных параш тров.
Характеристика параболического цилиндра-элемента не­

особого  семейства Ц д  вдоль произвольного есть кри­
вая

f  с х " ) ' - - г х ^ о

- h V - A l h ‘^ = 0 .

г

\ (1 .4 )

2-плоскость L j  пересекает каждую из 3-плоскостей L j  и 
в единственной точке. Следовательно, через элемент 

неособого семейства Цд проходит единственное семейство
и единственное семейство LJ,̂  , имеющие, соответствен­

но, уравнения:

0 : 0 : i

г !

(1 .5 )

( 1 . 6 )
гЗ »4 _ тг-3  дЯ ч ;

Прямая, проходящая терез точки J  ( 0 : 0  1  ̂Aj^: A^t Л^ ) I
9 ( 0 .-1 : О . Л1 : Л ! : А Г  )  . соответствующие на 2 - -диагра^

\|/-* U MfP и^оЛтажает единственное семейство Ц , ,
СП

ме и изображает единственное семейство ,
проходящее через элемент неособого семейства Цд и принад­
лежащее этому семейству (4^2.

Легко видеть, что любое неособого св о й ств а  Цд
вида Ф - с 9 " = 0  ( c c o n i i )  есть  семейство Ц , ( V i  ) , Л  
любое вида д ^ - c B ^ " = 0  ~ семейство )
Отсюда следует

Теогема 1. В неособом семействе через произволь­
ное , не принадлежащее , проходит единственное
Л1Л* я

 ̂ 2-плоскость пересекает гиперповерхность по
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 ̂1* 7!

кривой четвертого порядка

а '^ - Л ^ а *  = 0

2 Ло ( а ^ ) \ 2 ( л [ - Л ^  ) {a V ^ a  ̂  + 2 “ ) V -

(где 6t = 0 ,1,2;  оГ = 3.4.5’ ;
а."*' -  координаты текущей точки Z  -диаграшш), 

соответствующей совокупности всех %  неосоСого семей- ^
^ 3  ' “ вадое иг которых является либо семейством 

, либо семейством , либо семейством U,^ ,
А -  образующая параболического цилиндра вдоль произволь­

ного неособого С4] , заданного системой ( 1. 3\  есть
прямая

где
^ "  Г» а . 8)

Из (1 .8 ) видно, что любая ооразую4ая параоолического ци­
линдра

X^^C_ 2. i  1 X Л .С)

является Д -  образующей для любого подмногообразия 
принадлежащего заданному системой ’

. 10)

Таким образом, устанавливается взаимно однозначное соот­
ветствие между образующими параболического цилиндра и 
подмногообразиями , являющимися семействами .

 ̂ В работе (4] показано, что через элемент семействе 
(не являющегося Li,j и ) проходит единственное

. В итоге получается следующий результат.
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Теорема 2 . Лпбая обрааувдая параболического цилинд­
ра -  элемента неособого семейства, кроме образующих

[ f  ^ x ‘ / * 2Л , 'x ^ -2 Л
-  Г 

г
( 1. 11)

составляющих характеристику элемента вдоль ^ Ц з  
входит в характеристику параболического цилиндра вдоль 
единственного . Образующие элемента Ъ неособо­
го семейства , входящие в характеристику этого эле­
мента вдоль подмногообразия , назовем Ъ -образую­
щими.

А -  точка параболического цилиндра вдоль произволь- 
неособого семейства есть точка

х ^ =  2 A ! ( h Y - 2 A ! h " f i "
- й V , 7 l ^ r i

яого

( 1 . 12 )

- 2 ( Л ] ^ а 1 ) Ь ^ - 2 А 1 Р - 2 Л

точка (  х / ,£сяи задана некоторая фиксированная 
параболического цилиндра, то при J fX ,
найдется единственной ^  , для которого эта точка явля­
ется А -точкой. Если точка j ( X o f ,  j лежит на
одной ив образующих

2 x ^ - 0 ,
(1 .1 3 )

но для нее Л ^ ( Х р ) +- (Л^+Ло)х 2 ^  ^
ае существует ни одного , для которого эта точка яв­
ляется началом А -репера.

На каждой из образующих (_1-13) найдется по одной 
1, для которой С A j + Лр J  Х'^+Д о * ^  •точке

Эти две точки характеризуются тем, что каждая из них
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началом А -репера для всех , принадлежащих 
, соответствувщему проходящей через нее оосазушей. 

Будем называть указанные точки К  -точка»», оорааующие 
(1 .1 3 ) -  К 'Образупщими, а 1^* , соответствуввее К 
обраауючей -  подмногообразием 

Подмыогообраэие

Характеризуется тем, что диаметральная плоскость, 
параболического цилиндра, проведенная через ооответствую- 
щув е»^ образу1идуо

х ^ = - 5 Л / , (1 .15)

является аффинно средней для диаметральных плоскостей, 
проходящих через К-образующие. Эго будем обозна­
чать а образующую (1 .1 5 ) -  С -образующей. Под­
многообразие y/j  ̂ , одновременно принадлежащее Ц/^ и 1̂ /"^ 
будем называть .

Фокусы параболического цилиндра вдоль произвольно­
го , заданного систе»юй (1 . 3 ) ,  определяются уравне­
ниями;

( 1 с ^ ) ^ - 2 х ^  = 0

k^:  к . :  к =
-л  , - i  , , - г  (1 .15)

: ( \ х U A i X^- х -̂/\\ ) :

Отсюда следует
Теорема Э. Любая точка параболического цилиндре, 

описывающего неособое семейство , является фокусом
относительно некоторого .

В частности, любая точка параболического цилиндра, 
не лежаицая на Z . -образующей, является фокусом для
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некоторого ^ 2i являющегося, неособым семейством Ц 2. •
Поставим в соответствие каждому неособого семейст
ва подмногообразие > яая которого А -точка
указанного 1̂ 1 является фокусом. Это соответствие будем 
называть А Ф  -сетью .

Подмногообразие • соответствующее ( 1 . 3 )
в А Ф  -с е т и , имеет уравнение

- f A t ( h y ( h ^ f ~ 4 A U f ^ n W -

- A i ( h y o i f - h ^ ( h y } r ^ o .

(1 -1 7 )

Любому ll/*  ̂ , не являющемуся , соответствует 
в А Ф  -сети  единственное V z  . Обратное соответствие 
неоднозначно : произвольному 1|/^ соответствуют в общем 
случае четыре Ц̂ 1  .

Имеет место
Теосема 4. Подмногообразие тогда и только тог ­

да принадлежит , соответствз^ющему ецу в АФ  -се т и ,
когда оно является семейством U,^ .

Доказательство этой теоремы вытекает из формул ^1.17) 
и условий т о го , что неособого семейства U,j явля­
ется семейством •

Отметим некоторые частные классы неособых секмйств 
^̂ 3 * , , м

Семейство характеризуется аналитически услови­
ем <'Ai ) ^ - 9 A | A J  -  2 ?  A f  = О . а г<»ометрически -  тем, 
что есть Y * *  .

_СемЛ ство для которого j
О у характеризуется наличием сдвоенного 

Л4г» а . а следовательно, и сдвоенной Z  -образующей.
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Семейство L i,j, для я о ч о р о г о 6Л‘̂ :=(Л1)К54Л'1‘ С, 
характеризуется тем, что все ЦГ~'  ̂ совпадакя мехду со­
бой (а следовательно, и с ) .

Равенство (л^ * 1 А 1 -Л 1 Л ( ) (А 1  f -  6(Ас'Л1-Л1Лг)А1  ̂
* 1 8 ( Л ^ п ^ - А „ ) ~  О характеризует семейство , для ко­
торого V i  есть семейство Ц* (семейство ) .

Равенства Л^*гЛ^-Л1А1=Л1-Л^-Л1Л^=Л1Л[-Л^^0  
характеривуит семейство Д 3 , через элемент которого пос­
ходит одно неособое семейство Ц| , и три семейства . 
При этом кривая (1 .7 )  распадается на четыре прямых (с е -  
иейство и,® ) .

Семейство U,j характеризуется тем, что является 
одновременно семейством и семейством Ц,, ; семейст-
во Lt,j -  тем, Ч'̂ о оно есть одновременно семействе Ll,j и

; семейство U ,j' -  тем, что оно является и семейством 
и семейством Д’; .

§ 2.  Д’анонический репер неосооого семейства Ц  j .
Пусть

-  ~  * ' <• <х -^0 L '' ' '
12. 1)

а -  ‘
Агде -  функиим как основных, так и вторичных пасаме*-

ров,-система Офаффа* определяющая расслоение-пгоиавеление
[ 1] ? * { Ф з < Н * р ,  ф  )  . г д е
л It LJ ^  — AiunYPC4'Rn

некотосое яе-
особое семейство Ц^,  и  -  множество указанное ь Ltj ,  

р -  проекция расслоения. При произвольном сечении г з 
система ( 2 . 1) преврашается в . 1. - , .
Аналитически 4иксируем втооичкые параметры так, чте- 

бы имели место равенства Л*=Лг*Л^ - Л ^  ^ Г * " Г  » '
- Y  ' Твким образом, получаем канонический репер 

неособого семейства , координатное плоскости которо­
го суть, соответственно, Х)~ ГГ~  ̂ Д -п л о«ости  пара­
болического цмлкндра вдоль инвариантного , а векто­
ры нормированы так, чтобы одна из К -точек •лиелв коор­
динаты ( 1 ,  }  , i  ) .  Этот репер будем назьгеать С -репером 
неособого семейства .
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Деривациошше формулы С -репера имеет вид;

к i  0  *) (&  J  В,8 К  В38 0  ' )  т *

0 *  ) » n j  _

cf^,J^^,.(2^,i8^W2KA-i)ei2K;,®^2i^0X^

+ ( L ^ 0 ^-* K ^^0 ' ' ) m j ,

d n i^ »  + Г Ц ^  ,

( 2..2 )

где Bi , 61. В j  ; Lrf , . ^ l i  >.^irf. *. i-J«? j~ . 3 . 3
внутренние инварианты £ 4 ] ;  Кд’ , K̂ j-> ~
внешние инварианты неособого семейства Ll,j .

Условия голономности неособого семейства имевт
5ВД

ф \ • 4
0 .

г 3 < 3

г ^ , н Ц о  + з Ц  = 0 ,
7 js^2 C ,« + 6Li-»-3«CJ,

'  * i Z L i i L j ^ ~ 9  -  0 ,  
n .  2 5 , . з Ц - б 1 \ * 1 1 - в Ъ ^ , -

U . • 1
q^ 5 ^ б 1- 6 В , - 6 Д ;н ? Ц + Я Ц в - 6Ь ^ -18Ц^-

-<Li,TALi,L3V6L,\Lt-i2L;-15«0,

(2 .3 )
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^  i  ^  n

Ht, -  в ц "  ^30 ^ l ( ^ z *  z )  ~
■ i i  = o ,

Вгг ) b

e>3(5L^^-L^,^)*4ii = o ,

где 5 i i  ,
ТЫ раздохений

S i j  , Bio ,  6 JO i t -  кооф]?ициен- 

(2 .4 )d b ^ ‘ b ^ j b  

( x -0 , i , i ;  SC-3AS', k . t . l . i ) '

Равенства ж ^  равносильны уравн«нию

£Ув^л5*+-с/£^Л^% '

Для j ’ oaoHOMHoro семейства U,j инварианты B j.B ,, ,
l J , , L\ .', Ц д . Llaf. Uj£  удовлетворяют, помимо соотно­
шений ( 2 . 3 ) ,  еще шести внешним квадратичным диф1ерении- 
альным уравнениям.

Произвол неголономного семейства общего вида -
девять функций шести аргументов, голономнсго семейства 

и,^ -  три функции,трех аргументов.
Координатные подмнш’ообрезня неособого семейства 

суть, в терминах С -репера;
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Г  = 9 ^ 0 ,

( 2 . в )

Геометрически эти охарактеризованы в § 1.
Характеристики параболического цилиндра вдоль под­

многообразия ( 2 . 6 ) находятся, соответственно, из уравнений

(х ^ ) " -2 х " = | (х Ъ ^ -| х ^ -В з = 0  , (вдоль Y i *  ) ,  ( 2 .7 )

( т М ‘ - 2 1 * - |  С? (вдоль ( 2 . 8 )

= (вдоль Y / ) .  (2 . 9 )

Ms форцуя ( 2 . 7 ) -  ( 2 . 9 ) вытекает геометрическое значение 
инвариантов Bj , , B j • Геометрический смысл осталь­
ных внутренних инвариантов С -репера устанавливаем, выра 
хая их через координаты характеристических точек элемента 
вдоль подмногообразий ( 2 . 6 ) ,  инварианты 6 ^, в*, B j 
а также инварианты > опредеяяеьме из ( 2 . 4 ) .

Натуральное уравнение В^» О характеризует отмечен­
ное в $1 семейство . Равенство й^=0  выделяет семей­
ство Ц ,  , для которого характеристика элемента^ вдоль  ̂
проходит через начало С -репера (семейство ) .^ а т у
ральное уравнение В ^-О  характеризует семейство 
(см . § 1 ). Натуральное уравнение Bj*--! характеризует 
упомянутое 51 семейство .

Натуральное уравнение

« вз fij*- В * - 4 e j  Вз * 9 Bt 65,5^6з -
( 2 . 10)
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характеризует такое реиейство , на алеиенте которого 
имеется точка, являющаяся фокусом вдоль люооро . Се­
мейство этого класса будем называть семейством d,t 
а точку, обладающую укааанным свойством -  главным Локусом 

Каадое из семейств , оудучи'
неголономным, определяется с произволом восемь функций 
шести аргументов, а в случав голономности -  с проиэаолсм 
две функции трех аргументов.

Натуральное уравнения характеризуют семей­
ство . являющееся одновременно семейством и семей­
ством Ц”  (семейство ). Равенства 8  ̂= 8 , =1? харак­
теризуют сем йство H j  , которое является одновременно се­
мейством H j  и семейством (семейство

Натурмьные уравнения характеризуют се­
мейство LL, , главный Локус нотоппро ложи» ил С -оооа -, глав1̂  фокус KOTolDoro лежит на 
зующей (семейство Д , ) ,

Каадое из семейств Д 3 , и Д^ , если онс
неголономно, определяется с произволом семь функций шести 
аргументов, а в случае голономности — с произволом одна 
функция трех аргументов.

Семейство Д^ , для которого О .ха­
рактеризуется тем, что оно является семейством Д') 
главный фокус ̂ оторого  совпадает о началом и -оепеое 
(семейство H j ) .  Ыеголсномное семейство Д ^  определя­
ется с произволом шесть функций шести аргументов, голоном- 
ное -  с произволом четыре функции двух аргументов.
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Н.В.АШШЕВА

KOmflEKCH ЦЕНТРАЛЬНЫХ КРИВЫХ ВТОРОГО ЛСРЯГКА С 
ТРЕХЫЕРНОЫ ЫСВИАФФИННОМ ЛРОСТРАНСГГВЕ

Трехпараметричесхие семейства невысоаденных цент­
ральных кривых второго порядка ( к о н и к п л о с к о с т и  кото­
рых образуют трехпараметрическое семейство, назовем комп­
лексами V, .

Дерлваиионкые формулы репере имеют вкх

dA = , dg. = u j ' , K > - , t . K .  =1,2,3) л:

где формы Лфаффа C«J удовлетворяют уравнениям струк­
туры эквиаффинного пространствь

D c j ‘ 1

и условию эквиафФинности uj  ̂ = с- .
Поместим начало А подвихнсго сепеса (А,е_ > s 

центр конлки. лроме того,  пусть ё^^-АА. и й , - » АА, , где 
Aj и А,  -  точки коники, а вектоп ё .  -  пгоизвсльный век­

тор простганства, не компланасныи с вектсгами /  £ ,
Относительно такого сепеса уравнения коники имеют яид

где \ Ф i  i.
Из условия стационарности коники находим, что Форма 

-  главные ( 0: ,^ ,  у  =1, 2 ) .  Выбирая за независимые ;осмк
ш: исключаем из сассмотгения

случай, когда плоскости коник образуют двупаса.метскческо’. 
семейство. Тогда имее?.-

ujj *А = а^Ц’*, -dA+w,

ujS A u S  in -рг',-
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Буяеы говорить, что прямой M iM j. плоскости коники 
соответствует  некоторое однопараметрическое семейство ко­
ник, если прямая является характеристикой плоскос­
ти коники вдоль этого  семейства. ' '

tfycTb 0 ) принадлежит конике. Диаметру
ДМ соответствует однопараметрическое семейство коник

'*  = 0  Х *'1Г^ = 0 (5 )

Требуя, чтобы диаметр ДМ и касательная к линии цент­
ров однопараметрического семейства (5 ) были сопряжены от­
носительно коники, получаем

Уравнение ( 6 ) в плоскости определяет два (действительных, 
МНИ1Л1Х или слившихся) диаметра коники.

Определение 1. Основным диаметром коники, принадле­
жащей комплексу коник, назовем такой диаметр ДМ , кото­
рому соответствует однопараметрическое семейство коник 
касательной к линии центров, сопряженной этому диаметру 
относительно коники. Точки пересечения коники с ее основ­
ными диаметрами назовем основными точками. Комплекс конин 
будем называть комплексом гиперболического, эллиптическог 
иди параболического типа, если коника, ему принадлежащая 
имеет соответственно два действительных, два мнишх или 
один основной диаметр. Не вполне интегрируемое уравнение

(У^=(? определяет такуг неголономнув конгруэнцию коник
( [ i J .  [ 4 ] ) ,  что плоскость коники является касательной
плоскостью'ДЛЯ неголономной поверхности 
ной уравнением хУ'КО и центром А коники.

Теорема. Если два фокуса неголономной конгруэнции

задан-

коник диаметрально противоположны, то они являются
основными точками комплекса коник.

Доказательство. Фокусы неголономной конгруэнции кони 
[ 1] находятся из уравнений:
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Q ( " C j - ) ( X ^  х ^ -6/ r  ̂ 3̂ *

+ (mj^-*-An^)fx‘ )^ -fn ,*A m j)(x^ )^+rn^- 

^А /я^-А п^)ж *х*’=-0 , 

( x ' ■ f * Z k x ^ x ^ * ( x ^ t - i - 0 ,  x ^ - C .

Пусть точки A^( 1 , о, 0 ) и A (̂-l, О, 0) суть фокусы 
•неголономной конгруэнции коник 1X^=0 • Тогда

a^+nij^-f = 0 ,

Л , - krij^^ О .

(3)

(9)

Чтобы условия ( 8 ) и (9 ) выполнялись одновремекнс. 
необходимо;

т  , *  ̂ О . vlC)

Равенство (10) в силу уравнения ( 6 ) есть услойие тоге 
что точки Ai и -  основные точки комплекса коник.

Следствие 1. -ели фокус неголономной конгруэнции ко­
ник 1Х̂ * О совпадает с основной точкой комплекса коник, 
то и диаметрально противоположная основная точка кс.\плек- 
са коник является фокусом этой неголономнсЕ конгтуэниии 
коник.

Следствие 2. ьсли фокус М неголономной конгруэн­
ции коник о  совпадает с основной течкой комплекса 
коник, то касательные к линиям, описывае!.ам локусо.м М 
неголономной конгруэнции С^=С  и центром коники слнопа^с 
метрического семейства, соответствуюшего диаметру 
параллельны.

Теорема. Для того чтобы все фокусы неголономной кон­
груэнции коник были попарно диа.метрально пготивс-
положными, необходимо и достаточно, чтобы основные точки 
комплекса коник были не определены.

Доказательство. Необходимость. Фокусы неголономной
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конгруэнции коник л>^*0  определяются из си сте»«  урашнений 
( 7 ) .  Пусть два фокуса суть диаметрально расположенные точ­
ки A j  ( 1, 0 . 0 ) и  ̂ О, 0 ) ,  два других -  точки

(О, 1, 0 ) и A i ( 0 ,  - 1 ,  0 ) .  При этом должны выпол­
няться условия ( 8 ) ,  (9 ) и

-*■ п^ +А m О,

i i ~  А 0.

( 11)

(  12)

Ла одновременного выполнения условий ( 8 ) и (9 ) вытекает 
равенство ( 10) ,  а из одновременного выполнения условий 
( 11) и ( 12) вытекает

П + X = О . ( 13)

Два оставшиеся.фокуса находятся из системы уравнений

Ct ^)^ + ZX : к ^ = 0 .
С14)

Условие

4. А -  А = О <15)

обеспечивает диаметральную противоположность двух послед-- 
них фокусов. При условиях ( 1 0 ) ,  (13 ) и (15)  в силу ( 6 ) 
основные точки комплекса коник не определены.

Д остаточность. Грусть основные точки комплекса коник 
не определены. Тогда в силу ( 6 ) должны выполняться усло­
вия ( 10 ) ,  (13)  и ( 1 5 ) .  При этих условиях система уравне­
ний (7 )  примет вид:
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Отсюда видно, 'что если точка М f  Х^, О )  удов­
летворяет системе (1 6 ), то и точка М '( -х ^ , -X ^  0 )  
удовлетворяет этой системе уравнений. Следовательно, все 
фокусы неголономной конгруэнции коник i>^=0 попарно диа­
метрально противоположны.

[ Следствие. Если основные точки комплексов коник не 
определены, то, подмногообразие голономно.

I В самом деле, из условий (1 0 ), (13) и (1Ь) следует 
равенство , которое является условием галономнос-
ти подмногообразия О’ ^=0 .

Будем рассматривать комплексы V j  гиперболического 
типа. Совместим точки л с различными, не лежащими
на одном диаметре, основными точками комплекса коник. Тогда

(17)

^  " г  ’ (18)

Формы и U j стали главными. Поэтому можно положить

i  у t (19)

Касательные ко всем интегральным линиям, описываекаш 
точками Ae(^ot = i , 2 )  и удовлетворяющим уравнению Пфаффа 

, лежат в плоскостях JT̂  , уравнения которых име­
ют вид

~ ( k j -A m j ) ( 6 j -A n j - A k i ) l x ' ’ = 0.

Потребуем, чтобы вектор S j был параллелен линии 
пересечения этих плоскостей. Тогда
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Тостроение репера закончено. Положим

( 20 )

( 21 )

( 22)

Jit ИСК.ЧГЧИМ ИЗ р зсс1ютрения случай TIJA и слу­
чай неопределенности плоскостей Я<х . в тем числе случай :

(23)

Лз уравн“ ний (7 ) и условия (17 ) следует, что в этом случае 
основная точка есть фокус неголономной конгруэнции ко­
ник тГ^=. О .

Так как для любей прямолинейной неголономной кон­
груэнции , лучом которой является основной диа­
метр 44^ , фокусы находятся в точках

T J - j ^ . 0 , o )  , Г ^ ( . о с , 0 , 0 )  ,

то при + точка становится фокусом этой не­
голономной прямолинейной конгруэнции. Следовательно, в 
исклеченном Случае (’23) основная точка коники является 
одновременно к фокусом неголономной конгруэнции коник

О и фокусом неголономной прямолинейной конгруэн­
ции , лучом которой является основной диаметр
A A j . Ансшогичная ситуация для точки А^ наступает при

т ^ - к к  ^ (24)

Этот случай тоже исключен.
Заьыкание систем уравнений (4 ) ,  (19 ) и (22) приводит 

к системе внешних квадратичных уравнений вида:
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( I  ^

rdn̂ -.ir̂ ] e,

tdf,-,ir‘J *4f ir̂ lrM +СзГ1Г*,и̂ 1*(7

[(iic.Tr*! v^Uo,

[ d s c , v 4  *6JiT^v-4 *tj.Cv}lT^] + p-i

Cdpi , B"* 1 * Гuf- = C,

Cd(â -A A.-i, v‘ J* - y , i r ^ J  ^ C у-’ v ]̂=ô

Cd(6^-Ak,-j|ir‘ ]  -y^j -^X^Гtr* p*’] TT*-]*0,

где, в частности .* «

* ^ilAt *ZA(^j^*kt_)-Zai_-Z6f_] + n^Cn -̂rrij )̂ ^

Cl » Ai ( -  X ) -a,-26, ]^ к О & ,-Ъ \ к ^ -

~ k )  + h^r^^~ mj^) -  .

Значения остальных коэ<йициентов для краткости не 
выписываем. Следует иметь в виду, что с учетом с о о ’ но­
шений (1 7 ), (1 8 ) , (2 0 ), (21) система J ) — стандартная
[6 ]  и старший характер ее равен пяти.

Для класса -  О ив (20) вытекает равенство
-  X ) = о  . Случай а^«0 исключен ив рассмотре-
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ншя. Рассиотрнм случай ^ = -  г?̂  .
П косхость, соответствующая точке лу­

ча А  в вориальыой корреляции, описанного этим лучом 
кош лекса СЗ], ш<еет уравнение

Из этого  уравнения вытекает, что для класса Пг,*-1^=0 
олоскость коники соответствует в нормальной корреляции 
точке A i луча указанного комплекса.

Так как асимптотические линии на неголономной повера 
ности определяются уравнением

(26)

то  для рассматриваемого класса координатная линия
О является асимптотической линией на этой 

неголономной поверхности, ‘'■асательная к линии центров
вдоль и *"*  1й ' * 0  параллельна касательной к конике в
точке 4 х  .  Из (24 ) следует* что основная точка коники 

A t для класса есть фокус всех неголономныз^
прямолинейных конгруэнций , описываемых лучом
АА,
I Для класса "fi. ^ ^  касательная плоскость к не­

голономной поверхности пересекает плосвастц
коники по основному диаметру А  А х  •

Присоединяя к системе ( м ) соотношения 
' получим новое конечное соотношение

(27)
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с учетом которого система (П)вновь приводится к стандартной 
Старший характер теперь равен четырем. Следовательно, рас­
сматриваемый класс кокшлексов V j имеет произвол четыре 
функции трех аргументов.

P a c c M O T p iM  к л а с с  к о м п л е к с о в  .о п р е д е л я е м ы й  с о о т ­

нош ени ем  ^  О
Уравнение ~ ■̂ О определяет ка­

сательную плоскость к цилиндру линейчатого комплекса, лу­
чом которюго является основной диаметр ДД], . Следова­
тельно, для класса -/^*0 эта плоскость совпадает с плос­
костью коники.

Найдем уравнение основного цилиндроида Г б ]  этого ли­
нейчатого комплекса. Цилиндроиды комплекса, лучом которо­
го является основной диаметр АА  ̂ , определяются уравне­
нием

« ‘ Г с /й ! 1 -
(28)

Основной цилиндроид характеризуется тем, что направлявшая 
плоскость его совпадает с касательной плоскостью к иилинл- 
ру комплекса, которая в нашем случав совпадает с плоскос­
тью коники. Отсюда и ив уравнения (28) следует, что основ­
ной цилиндроид И№ет в нашем случае уравнения;

О * ' -  =  О  . (29)

Найден аффинный центр линейчатого комплекса, то есть 
собственную точку прикосновения основного
цилиндроида. Касательная плоскость 1 .^-  Cnj*± f j )x^  = О 
цилиндроида в точке М = Д * г е   ̂ должна совпасть с
плоскостью О , соответствующей точке
М в нормальной корреляции. Следовательно, точка 
Q (  , О О )  есть аффинный центр.

T S  как при О точка ребра возврата торса
S Q , лучом которого является основной диаметр
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AAj_ , становится несобственной, то этот тор: вырождается 
в цилиндр, а рее неголономные пряиолинейнш хонгруэыции 

, описывае1ше лучоы A A j , явлдагся цилинд­
рическими. Этот класс комплексов V j  имеет пирогу четырех 
функций трех аргументов [ 6 ] .

Для класса О соотношения (17 ), (2 2 ) при­
мут вид О , ^ X т , . , = - X .

Асимптотические линии на неголономной пэверхности

»*■ О й на неголономной поверхности 
имеет соответственно л^авнения:

•*( flj ♦ -'^1-•fj )"0 »  0 ,
(30 )

irijC'tf ■*■( ■Р̂ ’тУ̂  *  fti Cv^)^ = 0 . (31)

Ив уравнений (2 6 ) ,  (30 ) и (3 1 ) следует, что при 
уравнения 'O ^ » D * * 0  определяют асимптотические линии 
на трех неголоноьдшх поверхностях ,

Так как при п ^ - { ^ = 0  имеем Jo- tUOt ,

и d A  - О  вдоль , то торс V ‘  = V ^ = 0
описываемый основным диаметром A A j , вырюжцается в пря-
цую.

Уравнение (25 ) в рассматриваемом классе становится 
неопределенным. Это означает, что линейчатый комплекс опи­
сываемый лучом ЛАх , является специальным. Центр коники 
совпадает с центрюм луча этого комплекса, а плоскость

Г » ^  -  r t j  - | " з  ^

является касательной плоскостьв к поверхноста, описываемой 
центром луча.

Ив систеьы квадратичных уравнений ( I )  с учетом (27)
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м ед у ет , что класс -(г. “  * О комплекса коник су­
ществует с произволом трех ({ункций трех аргументов.
I Рассмотрим класс ноиплсксов V j , у  которого основ- 
и«е точки не определены, i Тогда наше построение ка­
нонического репера не проходит. Из уравнения (б ) следует, 
Ито тогда

Подмногообразие Т)^*0 голономно, так как Усло­
вия сопряженности направлений в плоскости коники относи­
тельно поверхности и относительно самой кони­
ки совпадает.

Определить произвол существования этого класса автору 
не удалось.
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н. в. АУШЕВА

О СЕМЕЙСТВАХ А;1ГЕБРАИЧЕСКИХ аЛЕМЕЕГОВ ВТОРОГО 
ПОРадКА В ЭКБИАМИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

1Аюгообрааием (h , т ,  п) наэьшается т  -  парамет­
рическое многообразие алгебраических элементов порядка к 
в П -мерном пространстве, плоскости которых образуют 

h -сем ей ство ; алгебраическим элементом порядка к назы 
вается гиперповерхность порядка к , принадлежащая ги­
перплоскости [ 4 ] .  ;

В проективном пространстве Р̂ , многообразия 
-изучались В.С.Малаховским. В настоящей работе m -пара­
метрическое многообразие fZ  -4 In ) алгебраических 
-алсментов второго порядка рассматриваются в эквиаф{;инном 
пространстве

§1 . Инвариантные пря>де многообразия ( т ,  т ,  п
Деривационные формулы репера (А ,5 а . ]  Со., б, С = 1 . . . , п )  
в эквнаффинном пространстве имеют вид:

d A  = о ) ‘^ё,а  > d e „

л t
причем ф ор»« Пфаффа CJ . •'а удовлетворяют уравнениям 
структуры эквиаффинного пространства

в с  в

в соотношению ^  £ j^  = О
Помещая точку А  в центр ( П -2  )-мерной квадри­

ки Q и направляя векторл ( А , Б ,С  = 1 , . . . ,  л -1  ) так 
чтобы они были компланарны ее гиперплоскости •«i-n-i •
получим уравнения этой квадрики в виде:

В= 1 х '’= о. ( 1)

Известным способом получаем, что формы 
 ̂ cJ? 6 0 "  являются главными. Выбирая со*'6060 , « .д

( .̂ гг п ) за независимые, получаем
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И
и> , ( 2)

П а П «  С д и , е (  1 ,
Uf^ * -* ^ 2 . , . . ,л - т (3)

Если задано многообразие { »ri, т ,  п  ) ,  то точив Д 
(центр квадрики Q ) описывает пл -поверхность ( А ) ,  
касателш ая m -плоскость бС.;„_которой параллельна век­
торам Ej ( - Л ^ ё ^ + . Векторы ( <jf«  n '»n »i,„
• ■•. r>- 1 ) параллельны гиперплоскости ^  n -i  и,
значит, параллельны пересечению касательной плоскости J~„, 
и плоскости пересечение обозначим .
Диаметральная ( л - m ) -плоскость <с , сопряженная 
плоскости относительно квадрики <1} , определяет­
ся уравнениями:

а АВ (4)

Выберем подвижной репер таким образом, чтобы вектош  
были параллельны плоскости xL, т , а векторы парал­
лельны плоскости e C n - m  • Ф о р М Ы  U 0 ?  И U > ^  О Т в Н О В Я Т С Я  

главныьм, а коэффициенты уравнений (2 ) и 13) многообпааня 
связаны соотношениями = 0 , i '¥^0
Такая фиксация репера исключает из рассмотрения случай, 
когда в сечении квадрики (3 касательной w -плоскос­
ти получается нецентральная ( m -Z  )-мерная алгебра­
ическая поверхность второго порядка.

Введем ооозначения:

Lr А ^ к
CJa = Д «р ^  '

CJ, ^д ,., W

(5 )

( 6 )

Дусть точка N 
плоскости , отличнаяот
уравнений Пфаффа:

-  некоторая точка 
Рассмотрим систецу
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£ j " - 0 ,  x f 0 ) ^ = 0 ( 7 )

Она определяет согласно [ 5 l  неголономное 
В силу формул (3 ) система уравнений (7 ) принимает вид.:

( 8)

Каждая из интегральных кривых, описываемых точкой А 
и удовлетворяющих уравнениям ( 8 ) ,  касается одной и тоИ 
же ( m - i  )-ш10Скости, определяемой уравнениями:

х " = 0 .  x f  а  • ( 9 )

Квадрика Q пересекается с касательной плоскостью 
по ( т - 2  )-мерной квадрике ;

Х ^ О .  х ‘- = 0 .  = 4 .  (L0)

Поляра точки М о относительно квадрики Q есть  
( т - 2  )-плоскость

1 ji 1 
X .  Х'^" 1  . ( 11 )

Требуя параллельность ( т - 2  )-мерных плоскостей (9 ) и 
( 1 1 ) ,  получим соотношения, связывающие коордмнаты точки

n-m + i ^  о

Cl Л  ̂ . зс оос п ®

которые можно переписать в виде

пэ)

Система уравнений (13 ) имеет ненулевое решение, если
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d e b  и Л  ~ Ь а . ^ ^ Ц - 0 . (14)

>^о уравнение имеет в обшем случае i m - i  ) корней, аах- 
дому корню соответствует прямая, лежащая в плоскости at ^, 
Назовем эти прямые основными. а их точки пересечения с 
квадрикой -  основными точками этой квадрики.

В плоскости <яС существует инвер1«нтный конус,
который строится следующим образом. Пусть M=<4+-X‘̂ £ j ~  
произвольная точка плоскости , Поле пря№х ЛМ
определяет подмногообразие Ц^^(М) , вдоль которого точке 
А описывает линию с касательной AM . Так как с1А-и'*ё^, 

то У^(М) определяется системой

п-1
___  -  =  ± L -
n-rr,*L ^ n-1 •’ (15)

Совокупность точек, для которых касательные к линиям, 
описываемым этими точками вдоль (15 ) ,  параллельны гипер­
плоскости , определяют в конус с верши­
ной в точке А

(16)

где
п

Очевидно, что ( т - 2  ) -мерный конус (16) не вырождается
при m ?2  . Поэтоцу предыдущие рассуждения верны для
Z <т i  п

Прямые, попарно сопряженные относительно обеих алгеб­
раических ( т - 2  )-месных квадрик (11) и (16),  обозначим 

•Главным неголоно'/ным подмногообразием назо­
вем совокупность , вдоль которых точка А описы-
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вает линии с касательными, расположенными в <^т-1 • Оче­
видно, что главное подмногообразие определяется уравнени­
ем .

Теосема 1. Для того  чтобы главгное подмногообразие
было голономным, необходимо и дс^статочно, чтобы основные 
прямые совпадали с пряшми

Доказательство. Для доказательства направим векторы
Г  ------------------------о  по псяьым «1-^  , тогда

Л = 0 , (17)

«ак 2сак

то главное подмногообразие голономно, когда

=  0 . (1 8 )

Из (13 ) и (14 ) с учетом (17) и (18) вытекает, что основ­
ные прхямые стали ^оординатными, т . е .  основные прямые сов­
пали о прямши ^

Пусть теперь основные прямые совпадают с прямыми сС  ̂ ,
Это обеспечивается следующими равенствами;

(19 )

А — — Л
n-t n -«+i •Л”  1 = •

Так как при выполнении условий (19) равенство (18) 
Т2ХХ8 выполняется, то главное по-дуногообраэие голономно. 
Теорема доказана.

§2. «Ыогообразия ( 3 . 3 .  ^  )■ Для
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m = 3 основные точки квадрики Q обладают дополнитель­
ными свойствами, которые приведем в данном параграфе.

Характеристика квадрики (1 ) для некоторого опре­
деляется системой уравнений

х"=0.

с / )=•(?, д/х"=(3 ( 20 )

3 силу (2 ) ,  ( 3 ) ,  ( 5 ) ,  система (20) при c j " - 0  примет вид; 
(теперь с?, f   ̂ л- 2 , л-£ ь = 1 , - - . ,  ' > -3

Лдл х '^гО,  ( x . j x ’'z'^i-aj\jix‘̂ xi^=d

)

( 21)

Отсюда видно, что при n:f-6 характеристика существует для 
любого , принадлежащего главному подмногообразию • 
При п < 6  только вдоль некоторых ЦТ  ̂ принадлежащих , 
квадрика С) имеет характеристики. Совокупность этих ха­
рактеристик есть ( л -3  )-мерное фокальное 1«огообразие

3

^  ̂ '

- 2 а , . А ! ^  з:^х^-2а^л„.^ х ‘̂ ) Л "  , х ' “ = 0,of? I., П-1 «‘ ,"■1 Л,П-̂

х ' * - 0  = i  •
" tj

( 2 2 )
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Оно, в  CBOD очередь, пересекается с касательной 3 -п л ос- 
костьв в  шести точках -  шести фокусах квадрики Q , опрв 
деляеыых системой:

'  ЭС*')Л =0 ,
(23)

"  - ^ = 0 .X  = X а х'^х ^ ‘ i .

Следусщие теоремы устанавливают связь между основны-i 
ми точками и фокусами квадрики (З (ср . §1 работы { .б ] ) -  

Теорема 2» Если фокус квадрики <3 является основно! 
точкой, то и диаметрально противоположная основная точка 
есть фокус квадрики.

Доказательство. Основные точки квадрики Q , при­
надлежащей многообразию ( 3,3 , Л определяются вытека­
ющей из (13) и (14 ) системой уравнений

О. а ^ ^ х -

( Л "  а , .  - Л "  а .  , ) х “\ ^ = а (24 )

Из систем (23 ) и (24 ) утверждение теореьы получается как 
в [ б ] .

Теорема 3 . Если точка М  и диаметрально противо­
положная точка М ' есть фокусы квадрики Q , принадле­
жащей многообразию ( 3, 3, п )^ то они являются и основ­
ными точками квадрики ^

Доказательство. Так как точки М ("х , ж " )  я
-  фокусы квад1жки <3 , то координаты эти

точек Должны удовлетворять системе (2 3 ) :
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А  '•

(25)

лX  5 х Ч О .

п  2 ^ "  ,  , n - Z  | , п - 1

Л
г

:

*-Z(a г i

(26)

f  ft
X

Складывая первые уравнения из (25) и (26), получаем послед­
нее уравнение систеш  (2 4 ). Теорема доказана.

Теорема 4 . Для того чтобы все шесть фокусов квад­
рики , принадлежащей многообразию ( 3, 3, п ) ^ , были 
попа{л10 симметричны относительно центра квадрики, необхо­
димо и достаточно, чтобы основные точки квадрики были не­
определенны.

Доказательство, ^сли основные точки квадрики неопре­
деленны, то уравнениям (24) должны удовлетворять коорди­
наты любой точки, принадлежащей квадрике. <^о возможно, 
когда

®сех а,У ) (27)

Учитывая соотношения (2 7 ), система (23) примет вид:

( Ы  п -2^" . -  н И "  б).
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Всжм координаты точки М удовлетворяют системе 
(28), то и координаты диаметрально противоположной точки 
М ' тоже удовлетворяют втоИ системе. Следовательно, все 

несть точек -  фокусов квадрики Q , попарно диаметрально 
противоположны.

С другой стороны, соотношениям (25) и (26) могут од­
новременно удовлетворять координаты любых двух диаметраль­
но противоположных точек М и М '  соответственно толь­
ко при усяовиях (27 ) ,  которые дают неопределенность основ 
кых точек квадрики 6) , принадлежащей многообразию
( 3 . 3, п )1

§3. Свявность на многообразии ( т ,  т,  п Как пока­
зано в работе [ 2 ] ,  в ( г»-гг> )-рлоскости m -семейства 
(конгруэнции плоскостей) существует для 
инвариантная v Г) ~ т  -  i  )-меряая фокусная алгебраичес­
кая поверхность порядка т  , являющейся геометрическим 
местом фокусов. Относительно построенного в §1 репера 
( п - т - 4 .  )-мерная фокусная поверхность определяется 
системой уравнений

Х®‘  = 0 ,  c / e i / 1 5 * x M l  =  О . ( 2 9 )

Поляра порядка ( л - £  )С 3 ]  центра квадрики (3 от­
носительно фокусной ( n - m  - i  )-поверхности (29) есть 
( n - m - i .  )-мерная квадрика Q'

4. * о , (30)

где

г, ^
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n -m * l n »m ^2 П'- m ^ i  n

n .in * 2 n -fn ^ 3 n n-1 n
(31)

С многообразием ассоциируется m -пара-
?.<етрическое многообразие V т-плоских элементов (элемен­
том является пара; точка А и . т -плоскость ) каса­
тельных к поверхности, списываемой точкой А . Поле (n-m )- 
мерных плоскостей ^ п -т  является оснащением этого многооб­
разия. В каждой точке А определен линейный оператор Рд , 
действующий на векторы в этой точке по следующему закону. 
Если , to
Композиция 7  = Рд*({ является оператором ковариантного 
дифференцирования £71. Задание 7 определяет на V Э'тфин- 
ную связность (X 1 и превращает V в т-мерное псостран- 
ство афт̂ ’инной связности, деривационные ф-ор|цулы которого име­
ют вид;

7 А  а 0)“  € »  ,
(32)

Форш кривизны ( S * )  и кручения (Е ^ )  находятся по фог-- 
мулам

Г * ;  Dco“ -Cu)^cOp ] = 0 ,

Отсюда видно, тензор кручения равен нулю, а.тензор кривиз­
ны находится по формуле

X -  1 л л 
«агг “ 2  ' ’ «-С/ (33)
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Теореыа 5 . Если тензор Вейля t i l  связности f X . ) pa-j 
вен нуле и центр квадрики совпадает с центром квад­
рики Q , то связность О О  -  эквиаффинная t i l .  ^

Доказательство. Как видно из ( 30 ) ,  центр квадрики Q 
совпадает с центром квадрики (3 , когда

£ (34)

для лвбого значения и
"̂ ^̂ ензор Вейля в многообразии касательных п  -плоскос­

тей к гг\ -поверхности выражается формулой

OfiX ifx-*-К|чу . )
А / т  ' - Z  1 •. dff* citt* «  n * l n ^ - i

где

Учитывая (33 ) и (3 4 ), после преобразований получаем

■ ^ 4  * г Т е т ,  )•'Г

+  А i p A  *  Л Д ) ]

Так как тензор Вейля равен кулю, то для тензора кривизны 
свазвостк  имеем
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Вычислим форму объемной кривизны [ l ] :

г ' " ' " ' " ’ -  '

< С “ ' “ ’ > ) - 27Ь , л ; м ; - л ; ) сЛ - 1 . о .

Так как форма кручения и форма объемной кривизны равны
нулю, то связность К  -  эквиаффинная. Теорема доказана.
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T.B .JU flD lH i

О ЛМЕЕЙЧАТЫХ ШЗЕГРУЭВЦИЯХ В ТРЕХМЕРНОЙ И1АГОВОМ 
ПРОСГРАВСТВЕ

В работе рассма?ризах>тся двухпараметрические много- 
об раз ИЯ прямых (конгруэнции) во флаговом прозтраыстве f i j .

Дернвацмоныые формулы наиболее общего подвижного ре­
пера геометрического образа [2 j  во флаговом пространстве 
нмеэт вид:

d'A ®
г —

2 г ё 2  + Й ; ё з ,

с1ёз=

где = со« + 7Г̂

3 -

i-
Q-г^З

CJ, -  первичные формы, -л
вторичные формы Пфаффа, А -  радиус-вектор начала репера̂

-  сильаоизотропный вектор, а бивектор { ё ^ . ё з )  -|
парешлелен изотропной плоскости [ 3]. Уравненая структуры 
трехмерного флагового пространства имеют вид;

D Q ^ = C Q -'Q j'J  . D Q ;  = IQ j Q'I  1 , ( 2)

где ti , j ,  к = 1,2.3 , . j6  k4

§ 1. Натуканокический репер. Выбираем sestTop
оар)Вялельшп( дучу кгигруэнции к помещаем начало pienepa в 
векоторув точку яа луче. Тогда получаем

= 8 А = Л ^ ё ^ ^

где S означает двффервнцироваяие по вто{Я!Чным парамет­
рам. Тогда формы содержат ди^реншелы» Э»***-» .. VW  ̂ ’  J t  f  , j
ТОЛЬКО первичных параметров. Примем фор«й£ и u),
за базисные (исключив тем самым из рассмстр‘̂ ния иилиндри-. 

;кие йснгрузкции):
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otcj^+ p(J*  ̂

i fc j j  . (3)

Уравнение Ci)̂  ■ 0  определяет инвариантное подмно­
гообразие -  полуизотропный цилиндроид^^, так как

Подмногообразие же . Y j  . определяемое'уравнением 
является произвольным. В соответствии с [ 2 ]  будем считать 
конгруэнция отнесенной к этоцу подмногообразию. Внешнее 
ди1Йеренцироваыие систеш  (3) (с  учетом уравнений струк­
туры ( 2 ) )  дает

= C d o c c j f j + f l [ Q ^ c j f ]  +

[ cjI q I ]  ]  + у ['cj^Q  ̂]  =

^ C d v  ]  + i f C Q ^ c j ^ J  ^ i c C u ^ Q ^  ]  + C d A W j  J

Отсюда обычным путем [ 2 ]  получаем

S« =Л̂ ~<хТГ̂ +р1Г̂  ^

(4)

(5 )

( 6)

(7)

(8 )

x) T.e .  цилиндроид [ 4 ] ,  направляхщая плоскость кото­
рого полуизотропна, т .е .  пересекает несобственную пряцую 
во флаговой точке.
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Проведеи фиксацию р  = 1 ,  « О .  При
этом исключаются конгруэнции, у которых цилиндроид =0 
становится полуизотропноК плоскостью. При построении полу- 
кавонического репера полувторичную С2 ]  форму ТГ̂  остав­
ляем нефиксированной и проводим остальные фиксации незави­
симо от  н ее. Такой фиксацией является

ос + А * 0 )  Т Т ^ = 0 .

Уравнение торсов конгруэнции имеет вид;

dA ) = -  j + )^= 0 .  o )

Имея в виду, что в силу (5 )  и (7 )

- Z C j-+ oĉ ) j ‘ = ) ,

проведем фиксацию ос + у = 1, исключив при этом, как вид­
но ив ( 9 ) ,  параболические конгруэнции.

Подставляя результаты проведенных фиксаций в уравне­
ние (4 ) и применяя лемму Картана, получаем

£ j * - d o i - o c c j * - K Q ^  = aeO* + e « ^  ,
( 10)

Внешнее дифференцирование системы (10) с учетом урав­
нений структуры (2 ) дает

С dQ со J] +а ГеоJ w /] + о Г(oj iij 3 Td6 wj ] + 
t e c c o J c o J j + e r c j j Q i j  + e r c j J a ] ! ,

[d6 ,cO i]  + [ d c , c o ; j  + 6 r ( O j C j J l - ^ 8 C c j J a j ]

+ c [ cJ j CoJ ]  + c [ coJ q J ] + C C co/  523 J = 0  ,

откуда получаем

8 с * С и ^ ,  Ss  ̂ S a + 2втг^
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Уравнение соприкасасщейся квадрики полуизотрошюго 
цилиндроида относительно нашего репера имеет вид:

'^ г~  + ^ 0 .  (И )

Полагая с  = £ , Т1̂  = 0   ̂ получаем последншз фикса­
цию полуканонического репера, при которой исключаются кон­
груэнции с таким полуивотропиым цилиндроидом cj^ = Oj со­
прикасающаяся квадрика которого является параболическим 
параболоидом [ 3 ] ,  а не гиперболическим параболоидом, как 
в общем случае.

Уравнение торсов конгруэнции принимает вид:

* и}^)^= О. (12)

Отсюда следует, что регулюсы c j^=0  и = 0
составляют сопряхетаую сеть £4j»  Фокусы конгруэнции нахо­
дятся в точках Fj( -1 , О, 0) и 0, 0 ) .  Следо­
вательно, начало полуканонического репера совмещено с цент­
ром луча, а вектор ^  нормирован так, что

А -  Fj *  Fĵ -A =

Вектор параллелен диаметру особого касательно­
го параболоида [3J

Х з + ОС Z j  + 1 )  х^ = о (13)

- ^ - 0 .регулюса CJ ̂  * L . ^
Урав№ние касательной плоскости к регулюсу и)^ « О

в точке М " А  + j c e . имеет вид:

( R - A  , е ^ , » е 2  + ( 1 -и ^ )е з '+ з € ё ^ )  »£?.

Поэтоцу флаговоцентральная точка*_^ ретулюса c j j  = 0  
имеет абсциссу — 0( . В  точке f/ s A +осё^  , симмет­
ричной с фиаговоцентральной относительно центра луча, ка-

х) В этой точке касательная плоскость регулюса по- 
луизотропна.
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сателквая ояосхость

f R - A , , ё^ - «  + c r i j  ) = 0 (1 4 )

полуиэотропного цилиндроида еО^ = 0  является аскмптоти- 
чесЕО* плоскостью регулюса c o J = 0  . Уравнения фокальиых 
ш юоностей конгруэнции относительно нашего репера имекя 
вид:

х ^ =  c - f - < K ) x ^ , Х з  = е 4 - л ) х ^ . : i s )

Следовательно, векторы и нормированы так, что
аффинкоуглоБке ксэ4х|зициенты и к^ линий пересе­
чения фокальных плоскостей с изотропной плоскостью на еди­
ницу отличаются от абсциссы л  флаговоцеытральной точ ­
ки регулюса = О : ■

к з = - 1 - «  , = i  . '1 6 )

Будем считать [  2 ] оставшийся вторичный параметр не­
которой неизвестной функцией главных параметров. Тогда с 
учетом всех проведенных фиксаций, деривационные форы/лы 
полуканонкческогс репера конгруэнции можно записать так;

d A  = CAiCOj+A^co| )ё^+(«а)*+и)^)ёгЧ(1-о1Ъ а;^-е{Ц )^]ёз ^

,  ,  (17)

с / ё з -

Ург^ввевкя структуры флагового пространства дают

18)

; i 9 )В  tof  = ( -  8 i -  P j + q ) £ u l  col'j ^

<dot=(-e«.B^+Bj^+K j^-Ci+Aj+F2.)w ^ +

+ Са^+о<(Д^ + 2А, + г К ,-2 С ^ -А з+ Р ^ -2 а ^ -1 1 со ^   ̂ -20)
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K i + d i - c ^ + i - o , ( 21)

Система основных внешних дифференциальных уравнений имеет 
вид:

[d А WJ ] + [d ] = [-.4/3Bj-C^*1)  ̂А /26/ - C/jfij/w; J^

fdBiCjf ] + Cd6^uj/]=r-B/2e^-C2+l)+B/e^+F2-q)jrcjj^^]^ 

[dF, cjI J*CdF,cj^]=[ F, (-&i*2KrC,)*F,[-K,*b* J.

l d K i < * > l ] * [ d ( ~ < j I  J = r- (2b ^ - c ^ ^ ±  )  +

■ bC5̂ -Ĉ  + i)C -&i-Pi+C^)2lufco^] _

[dC iU ,^ > fd C 2 w /j= K /2 8^ -V i;-C /C j-e ,-P /jrc j/fijJ  ]  ̂ (22)

C d ( B j + K i - C i ^ ) .  w / C o t d ( ' f i i + 2 K i - 2 C ,  + 2 4 / 4 

^-dCZ&i-F^}, (o^J + (o c ^  x ( e i t 2 K j - 2 q + 2 4 ^  + 28^^

+ 4j-Fj*l)]('3fli-C^ + l)+raj^Ki-Cj+4^ + r^-o(Bpf2K,- 

-C.-F;,-t2A2*2*)^A^(ZB^i-F^-C^)}CcJ^u^] .

Применяя теорему Бахвалова [ 4 ]  к системе (22),  на­
ходим, что широта решения этой системы, определявшей конг­
руэнцию, отнесенную к произвольному семейству регулгсов, 
равна трем функциям двух аргументов, две функции идут на 
задание конгруэнции и одна -  на задание произвольного се­
мейства регулюсов. Геометричесю'е значение инвариантов по- 
лукачонического репера конгруэнции будет выяснено в §§ 4,£.

§ 2 . Канонический репер. Из уравнения (1^) видно,
__ зри IX. г О регулвсы iJ^^O вместе с полуиэотропным
иилиадроидом СО̂ = О образуют сопряхекную сеть. Поэтс.му
что
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при <Xs о  репер становится каноническим.
Репу ЛВС Cl)  ̂= 0  характеризуется теперь также тем, 

что его флаговоцентральная точка совпадает о центром лу-  ̂
ча.

Обозначим инварианты, векторы и дифференциальные фор­
мы канонического репера

* к.
е . ' ,  V . K * ,  в ' ,  с * ,

Деривационные формулы канонического репера конгруэнцш 
имеют вид:

;г»

* 7 -

со ’

■>*Л1

(25)

Уравнения ( 1 8 ) ,  (1 9 ), ( 20 ) ,  (21 ) сводятся к 

♦ г  _ *3 *2..ъ с о ^

р W i* -  ( - ь * -  с * ) c o l  ]  ,

= 0 ,

а система основных внепших дифференциальных уравнений 
имеет вид: .

-• ■»' -  » ’  \jf . ж • -«.-i. ■* 3 *2 .

CdB* со* J * И в *u l  1 =C'B*(2a;-C*^i )* e * fe ‘ * F /-c ;)J f6 j/w  * J ^

E d F *  F;r-Й^2K'<)^FX-K^F*)1[(U;4"J,

fdK *b)iM dK *a)*J  = r - K * ( 2 e * - C * ^ i ) +

* ( в ^ c • * !  x - e ; -  p %  c ;  ) ] [ o f  a l  ]  ^

(29)
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С d c * c 5 / j + rd c*  и>1]= г - с ; г 2 в ; - с ^ 1 )  -

Широта решений системы (29) равна двум функциям 
двух аргументов, что соответствует произволу существова­
ния конгруэнции.

 ̂ 3 , Связь канонического и полуканонического репера. 
Из. геометрической характеристики векторов канонического и 
полуканонического реперов непосредственно следует, что

А =А ^, ё ,= п е /+ ^ ё з * , (30)

где г\ -ф. О , Дифференцируя (30) и используя деривационные 
форцулы обоих реперов, в силу линейной независимости ба­
зисных векторов, получаем

CJ^=  ̂ CĴ at * ( a)^= ,

CC cjI  = c j /  ^

Отсюда вытекают форцулы, вырахаБщие инварианты ка­
нонического репера череа инварианты полуканонического: 

и
q  »C з-C ^ o( ,

К ;  = К з - К , « ,

В г ' б д  . P i ‘ «-~Cc^-Ki) + <x(Ki-F^-C^) + F^-c(^*<xei^ ^

, F /  = « ) * F z ' * z  •
где c/of = со/ .

(32)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  218 -

§ 4 .  Репер регулюса, принадлежащего конгруэнции. 
Положив в деривационных формулах (17) полуканонического 
репера

(3 3 )

и обозначив

(X.
w ] = 0  ‘ coJ=0

•<ll F 1 ,
1 w j = 0 1 lu| = G

= ё

(3 4 )

получим деривационные формулы канонического репера регу­
люса, принадлежащего конгруэнции (cp.CsJ).

d e t  о -  -
T “ =^ ei^ez  > 
cfs

c /e j  X (35)

Найдем формулы; выражающие инварианты репера произ­
вольного регулюса через дифференциальные формы и инвари­
анты канонического репера конгруэнции.

Преаеде всего из формул (33) и (31) имеем

of S = = cJ^  .

в силу £0* = С  инварианты репера произвольного ре­
гулюса конгруэнции вычисляются след^пощим образом;

-  _  _  -* *3
Гг^А.ё^1Вл)_ _• AjCj^-^AzC^t

^  *  Т  т  - T v  »

_  -  *  i
. . .!T1 = _  ~ ~  * 2,

2.
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ш так далее.

Таким образом, вш1вились следующие основные инвариан­
тные дифференциальные формы конгруэнции:

ds = = cjj
a d s  - ,

m d s c cjj =eĵ (H + ,

kds -K*cJ^+KiCo2 = Ktw/+Ki«j  ̂

c d s  -  CjCOj ♦ C ^ u ^ * C ^ c j j ,

+ (Cj -K*)J + w ^ d c j ^ - *
- ( F x ‘^ i * P z  ) f  « 1  f r C i -  +

+(C^~Kf^) o j ^ d u ^ -  u ^clto^  ,

EecTb из этих форм являются линейными.
Находим геометрическую характеристику инвариантов 

репера регулюса, принадлежащего конгруэнции. Ранее было 
показано, что —щ  = - « /  -  абсцисса флаговоцент-

lw ^ -0
ральной точки. Аффинноугловой коэффициент проекции каса­
тельной к геометрическому месту центров лучей регулюса на 
асимптотическую плоскость (R.~A , ё-2. )  ^ О регу-
люса равен Д  . Это дает геометрическую характеристи­
ку инварианта а. . Координата центра соприкасаю­
щейся квадрики рассматриваемого регулюса
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равна tn , откуда вытекает геометрическая харак-
^ери_стика инварианта . Рассматривая линию

, находим, что касательная к ней 
пересекает изотропную плоскость в точке

что дает геометрическую харак-^еристику инварианта в  
Рассматривая линию С =А +£->1 л «  t находим, что

1̂ £Oi = 0
касательная к ней пересекает полуизотропную плоскость в 
точке

с - 0  :
т

т-> т ) . (41)

Так как инварианты Л , т ,  ^ геометрически охаракте­
ризованы, то (41) дает геометрическую характеристику ин­
варианта к . Рассматривая линию D  нахо­
дим, что касательная к ней пересекает асимптотическую 
плоскость регулюса в точке

с - т
± - т ^ + С 1 -  т * + с (42)

что дает геометрическую характеристику инварианта С .
Так как канонический репер является частным случаем 

полуканонического, то приведенные геометрические харак­
теристики дают и характеристики инвариантов канонического 
репера А* , , К * .  Р * .  .

Заметим еще, что точка

К =• A +  (43)

пересечения характеристики асимптотической плоскости регу­
люса с прямой { А ё г . }  совпадает с такой точкой луча 
цилиндроида Т -  А ® которой касательная
плоскость
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f R - A ,  ё ^ ,  л ё ^ * Ы - т * ) е ^ * о - ^ е ^ ) ^ о (44)

цилиндроада совпадает с асимптотической плоскостью регу- 
люса К ® А  +  . Уга же точка является ордина­
той центра соприкасающейся квадрики регулюса R=A*<S€ . 
Отметим некоторые частные классы регулюсов, принадлежащих 
конгруэнции. Регулюс ГП«  О характеризуется тем, что 
центр луча является флаговоцентральной точкой регулюса, 
принадлежащего конгруэнции. Регулюс f  = О -  цилиндро­
ид. Регулюс В = 0  _  характеризуется тем, что годограф

вектора-функции М ~ 6 ^  есть кривая, лежащая в изотроп­
ной плоскости. Регулюсы m  s  ±  1 суть торса. Регулюс 

С = О характеризуется тем, что О. _  Регулюс
к = О , имеет горографом вектор-функции R = e ^  сильно­

изотропную прямую. Регулюс f - C » 0  характеризуется
тем, что касательная годографа вектор^функции f  
параллельна диаметру особого касательного параболоида 
рассматриваемого регулюса.

5 5. Репер полуизотропного цилиндроида, принадле­
жащего конгруэнции. Положив а деривационных формулах (26) 
канонического репера

*2  л

И обозначив

с : = с

i s o

i f

к : #  > УЧ

где к*+
получим деривационные формулы канонического репера пслу- 
изотропного цилиндроида, принадлежащего конгруэнции.

Находим геометрическую характеристику инвариантов 
полуизотропного цилиндроида. Аффинноугловой коэффициент 
характеристики плоскостей f  Й -А , = О равен
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о *инварианту f  . Линия пересечения плоскости 
(К-А*с1Д* c f M с изотропной ппоскостьв 
имеет аффинноугловой коэффициент, равный л *  . 

Рассматривая линии , М *= (Д * + } [  » »  . ^

А/ М «г. л I находим, что касательные к ним
1^1

пересекают изотропную плоскость и плоскость 
соответственно в точках:

( О ___ L -  ■ ___ 1_ )  f  -  3 . *  о  )
 ̂ '  а * Л '  '  а * * 6 *   ̂ с* ' с* '  ̂ ■

Суммируя результаты § 4, 5, получим, что все инва­
рианты канонического репера конгруэнции геометрически 
охарактеризованы.

* _
§ 6 . Частные классы конгруэнций. Конгруэнции A ^ - 0  

определяются с произволом^^ в одау функцию двух аргумен­
тов и характеризуется тем, что центральная поверхность 
является изотропным цилиндром.

Конгруэнции А *  -  А* ^ О определяются с произ­
волом в одну функцию двух аргументов и характеризуются 
тем, что центральная поверхность вырождается в изотроп­
ную плоскость.

Конгруэнции B j »  В * - 0  определяются с произ­
волом, равным четырем функциям одного аргумента, и харак­
теризуются тем, что индикаторная поверхность [ 5 ]  вырож­
дается в изотропную плоскость.

Конгруэнции С * + В * - К *  = 0  характеризуотся
тем, что центр соприкасающейся квадрики регулюса <J j=0  
лежит на прямой, параллельной диаметру особого касательно­
го параболоида этого регулюса (произвол -  одна (функция 
двух аргументов). »  «

Конгруэнции + ^ 2 “  ^
характеризуются тем, что одна из (фокальных поверхностей 
вырождается в линию, а один торс -  в конус. Произвол су -

(2 9 ) .
х ) Широта классов определяется при помоош системы
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ществования таких конгруэнций -  одна г^ункция двух аргу­
ментов.

Конгруэнция -  2 В ‘ - 1 )  +

" l y - B j - K  * + С * - А ^ ) + А* является конгруэнцией Ри- 
бокура.

 ̂ Конгруэнция ( 2 B z - ^ i ) B i ^ ( B * - K * t C ] ) ( A * - F * -  
~ K i . - C j )  = C} является конгруэнцией W

Конгруэнции Bj/4^ =8^/4^ характеризуются соответст­
вием изотропных линий на фокальных поверхностях и опре­
деляются с произволом в одну функцию двух аргументов,
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В .В .С Д тЕ В , Р.Н.ШЕРБМОВ

ЗАМЕЧАНИЯ ПО ГОВОРУ СТАТЬИ В.С.МАЛАХОВСКОГО 
НАЛ ГЕОМЕТРИЯ OCHABibHHMX МНОГООБРАЗИЙ ФИГУР"

"ЛИФФЕРЕНЦИАЛЬ-

Статья В.С,Малаховского опубликована в ротапринтнсм сбор­
нике трудов Калининградского университета "Дифференциальная 
геометрия многообразий фигур" (вы п.2, 1971), В дальнейшем она 
будет фигурировать как "рецензируемая работа" или как [ I ]  .

Автор известен нам как противник развитого в Томске 
"метода репераха подмногообразий" (!^ П ) . Он посвятил свой док­
лад C2l на конференции в 1Л1нске "анализу принципиальных ошибок" 
томских геометров и даже объявил там. указанный метод "порочным".

Учитывая возможные последствия аналогичных выступлений 
В,С.Малаховского, мы решили прокомментировать эту работу.

Прежде всего заметим, что в последнем параграфе В.С.Мала­
ховский получает результаты работ [3 1  (для евклидова пространств!

С41 , L51 , выполненных с помощью МРП. Таким образом, о непра­
вильности результатов этих р>абот не может быть и речи, коль 
скоро автор рецензируемой работы смог полу^шть их своим методом,, 
который он, по-видимому, считает вполне корректным. Отсвда сле­
дует , что целью рецензируемой работы (сам автор о назначении 
данной работы ничего не говорит,, замечая лишь на ст р .5 , что 
в ней "рассматриваются общие вопросы"), по-видимому,является

или 1 / показать, что результаты, получаемые методом репе­
раха подмногообразий, могут быть получены другим, сушественно 
отличающимся от .'̂ РП методом, который автор и предлагает з 
своей работе,

или 2 /  показать, что никакого особого "метода репераха 
подмногообразий" нет, так как он сводится к другим известным 
методам,

или 3 /  показать недостаточную обоснованность 1аРП, состоя­
щую в том, что при работе этим методом пропускался до сих пор 
некоторый вахный шаг (исследование "относительной инвариантно­
сти форм"), в связи о чем автор желает восполнить этот 'пробел"
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и показать,каким способом те же результаты могут быть получе­
ны "правильно".

8 первом случае *вызывает удивление, что автор ограничился 
получекием лишь простейших результатов(( т .е .  построением полу- 
канонического репера [ 6 ]  ) и не проанализировал более слож­
ные и тонкие вещи, полученные с помощью .УРП (см. ,напр., [ 7 ]  ,
[ 8 ]  и др . ) ,

Во втором случае следует заметить, что большинство при­
меняемых в современной математике методов может быть сведено 
к другим (например, к "методу флюксий", а в локальной диф­
ференциальной геометрии -  к "методу внешних форм"). Но тогда 
достаточно было бы заменить в выражении "метод репеража 
подмногообразий" слово "метод" словом "методика", и на этом 
полемика закончилась бы.

В третьем случае цель работы представляется разумной: 
автор ставит перед собой задачу обоснования МРП, стремится 
восполнить пробелы в доказательствах работ [3 ] -  [Б] , 
пытается дать лучшую, чем в [ б ]  , схему, по которой можно 
было бы проводить более строгие доказательства и т . д..
Решение такой задачи весьма необходимо, так как обоснование 
5<РП, данное в [ б ]  , во-первых,неформально, а во-вторых, 
производится с точностью до работ Э. Картана [ 9 ]  и
С.П.Финикова [Ю ] , которые современному уровню строгости 
уже не удовлетворяют( см. ,напр., [И ]  Одной из попыток 
в этом направлении является работа [,12] , авторы которой 
сознают, что и эта работа является скорее постановкой 
проблемы, чем её решением.

Посмотрим же, какое обоснование предлагает В.С.!йлахов- 
ский. Главными в системе предлагаемых им основных понятий 
являются, по-видимому, следующие три: 1/ понятие "относитель­
но инвариантной системы форы Яфаффа на многообразии"
( [ l ]  стр . 7 ) ,  2 /  два новых определения подмногообразия 
или "пфаффова подмногообраэия"( одно из них дано в [1] на 
стр . 13, а второе -  в заметке [2 ]  ) ,  3 /  понятия "квазиканони- 
ческого" и "индуцированно- канонического" реперов. Разберём 
их последовательно.
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Qpejqie всего заметим, что автор рецензируемой работы 
называет "формой на многообразии" не то же самое, что под 
этими словами понимается в теории дифференцируемых много­
образий f'cM.,напр., Именно,формой на многообразии
он называет форму

0 =А*(а.и)й.'' ( 1 )

(формула 2 .1  из t l ]  ,с т р . 7)'. Это выражение является одно­
родным многочленом относительно дифференциалов главных [14] 
параметров, но в коэффициенты входят и главные, и вторичные 

[Г 4 ]  параметры. Поскольку S .С.;1алаховский пользуется сис­
темой понятий, изложенных в [14 ] , ,то он, по-видимому,счи­
тает глав'ше и вторичные параметры независимыми, т .е . ,т а к  
же как и в [15], у него строится главное расслоенное много­
образие, у которого локальными координатами на базе являют­
ся главные параметры,а локальными координатами пространства 
расслоения являются главные и вторичные параметры. В этом 
случае форма ( 1 )  является дифференциальной формой специаль­
ного вида на пространстве главного расслоения (в  ( 1)не вхо­
дят дифференциалы вторичных параметров).

Заметим, что возможна и другая точка зрения на вторич­
ные параметры; их можно считать произвольными $yHKHHHVM 
главных параметров, Тчкая точка зрения особенно ясно про­
слеживается в работах геометров тензорной школы (см .,н ап р ., 

[1 6 ]  , [1 7 ] ) ,  где коэффициенты формул перехода от одного 
репера к другому являются частными производными новых криво­
линейных координат го старым, т .е .  функциями точки много­
образия. Среди работ, выполненных методом внешних форм, 
эта точка зрения последовательно п р о в е д е н а , например,в рабо­
тах С.С.Бгшгенса Гем .,напр., [18 ] )'. Частично она проводит­
ся и в [fi]  (см . стр . 190).

Если первая точка зрения соответствует теории расслоен­
ных пространств [1 9 ], то вторая -  теории пучков [2 0 ] ( т . е .  
фактически рассматривается пучок ростков локальных сечений
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главного расслоенного многообразия).
Перейдём к разбору понятия "относительно инвариантной 

системы форм". Как уже было замечено выше, это -  система 
форм специального вида на пространстве главного расслоения. 
Определение относительно инвариантной системы форм чрезвы­
чайно неудачно по трём причинам. 1 / Оно дано не "внутрен­
ним образом", а через вычислительную процедуру (формулой 
( 2 .2   ̂ рецензируемой работы). 2 /  Операция § 0 “  в этой фор­

муле никак не определена, что такое S гиохио только га­
да ть : или это "вариация" формы 9 “  в смысле С.П.Финикова 
(см . [21 ] ,стр .5& ), или это выражение, возникшее из "били­
нейного коварианта Фробениуса" '( [ ю ]  ,стр .81) * ,  или что- 
нибудь другое- неясно,( Фы ух не говорим о том, что о значе­
нии выражений B^(CL,U,$u), входящих в определение, воооще 
ничего не сказано). В работе, претендующей на построение 
системы основных понятий,такие вещи должны быть точно опреде­
лены. Э/ D .C.лЬлаховский не замечает, что его условие "отно­
сительной инвариантности" означает, что характеристичес..вя 
система линейных форм ( [10] ,гл . IV )для системы уравнений 
Пфаффа 0'*'= о  ( полученной из системы форм ( 1) ) содержит 
только главные формы. С учётом этого замечания, теорема 2.2 
становится тривиальным следствием того известного факта, 
что для вполне интегрируемой системы Пфаффа характеристи­
ческая система уравнений Пфаффа совпадает с исходной (си . (10| 
отр, 31<:), а теорема 2 .1  -  столь же тривиальным следствием 
теоремы 2 .2 .

Известно (см . [10] ,стр .307 , ср. так же [2С] , отр,78), 
что первые интегралы характеристической системы уравнений 
для системы 9 “'^ 0  o6pa3iT3T наименьшее число переменных, 
через которые можно выразить все уравнения системы 3 =0 
так, что и в дифференциалы, и в коэффициенты будут входить 
только переменные это-1 группы, если преобразовывать систему 
9 * =  о  о помощью операций замены* переменных и замены

*  Точная формула для этого "коварианта" приводится, 
например, в 22 ,стр . 24. У С.П.Финикова в IIC1 она приве­
дена только для случая, когда операторы дифференцирования 

d и S перестановочны, т .е .  когда их скобка равна нулю.
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системы G *= О на эквивалентную (си , 1^9" ] ) ,  Поэтому мож­
но сказать , что вторичные парамет{м входят в относительно 
инвариантную систему форм несущественно. т . е .  система 
может быть заменена эквивалентной системой, содержащей толь­
ко первичные параметры. Поэтому сформулированное В.С.!14ала- 
ховским в ^2] определение подмногообразия г  совпадает с 
точностью до замены системы Пфаф|:а на эквивалентную с опреде­
лением, введенным в f s ] . Оно не вызывает возражений, если 
отбросить малоудачную фразу насчет "первой дифференциальной 
окрестности", заимствованную В.С.Малаховским из 23 (с т р .7 ) .

Определение пфаффова подмногообразия из [ 1 ]  вызывает 
значительные возражения. Цитируем его (стр .13  из [ l l  J.

Определение 4 .1 .  Пусть дана система дифференциальных 
уравнений ,

д *  А * /  I л Olrnkti......tn ■
в  S А ( o . ,u ) a  + Я  =0, ,  . ,

5 -
( 2 )

Пфаффовым подмногообразием многообразия или
подмногообразием У ц  называется совокупность интеграль­
ных кривых системы ( 2 )*, принадлежащих многообразию ТТХ „  .

Эго определение неудовлетворительно, так как не опреде­
лено отношение принадлежности меаду интегральными кривыми 
системы ( 2 )  и многообразием ГГТ.^ .

Но, может быть, исходя из доказательства теоремы 4 .1 , 
можно догадаться, что именно понимает автор под "принадлеж­
ностью интегральной кривой системы ( 2 )  многообразию ЛХ„,
Эта теорема формулируется следующим образом:

"Система уравнений ( 2 )  тогда и только тогда определяет 
подмногообразие , когда система форм в  относи­
тельно инвариантна".

Если бы доказательство достаточности условия
теоремы заканчйвалось словами: "следовательно, система ( 2 )  
имеет интегральные кривые; принадлежащие ТТСщ "> ® доказа­
тельство необходимости начиналось бы словами: "предположим, 
что система ( 2 )  имеет интегральные кривые, принадлежащие ТП^

В рецензируемой работе система ( 2 )  обозначена (4 .1^  .
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то легзсо было бы догадаться, что автор понимает под "принад­
лежностью". Но в доказательстве ничего подобного нет. В 
нём говорится  только, что "интегральная кривая относитель­
но инвариаетной системы (2) является интегральной кривой 
системы о  ж О , получающейся из (2) инфинитезималь­
ным изменением вторичных параметров" и о том, что "подмного­
образие инвариантно относительно инфинитезимального
изменения вторичных параметров". Не доказывается,почему это 
эквивалентно "принадлежности интегральных кривых многообра­
зию и не объясняется, что следует понимать под
"им^инитезимальным изменением". По-вццимому, -  "бесконечно­
малое", но замена слов; "бесконечно-малое" на"инфинитези­
мальное" не прибавляет строгости в математической работе.
Вряд ли в современной работе, претендующей на обоснование 
и определение системы основных понятий, можно считать кор­
ректными подобные"доказательства"? Б этом доказательстве 
автор допускает удивительные небрежности. Упоминавшаяся уже 
■система * О " имеет вид = 0  . Уж не вво­
дит ли 5 . с..Малаховский новую интерпретацию выражений S 0 “  
как "б'чсконечно-малых" форм? Во всяком случае, выражение 

бг* = е “  ^ 5 0 *  не является формой Пфаффа, так как оно 
не является однородным многочленом относительно дифференци­
алов, и не является дифференциальной формой в с т е л е  £13] . 
Поэтому "система" 5"* *  О  " не есть система Пфаффа, и 
о каких её интегральных кривых может идти речь? Таким обра­
зом, доказательство теоремы 4 .1  совершенно некорректно и те 

проясняет С1ШСЛ определений 4 .1 , так как последнее при дока­
зательстве не используется.

Заметим ещё, что "интегральные кривые системы (2 ) , принад­
лежащие TR m нельзя понимать как кривые в пространстве
главных параметров , заданные уравнениями

U^ = u 4 t )  , (3)

которые при подстановке в систему (2) обращают её уравнения 
в тождества. Во-первых, потому, что уравнения (3) только в

*  Зто, конечно, не означает, что мы отрицаем эвристичес­
кую ценность рассуждений, используювдх бесконечно-малые. Речь 

идёт только об использовании их в системе основных понятий.
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пространстве главньсс параметров определяют кривую, а в прост­
ранстве всех Г т .е . глазных и вторичных/ параметров, на кото­
ром задана система (2 ) ,  уравнения (3 ) определяют не кривые, 
а многоой'разия. размерности 1+х , где Т, -  число вторич­
ных параметров. Во-вторых, такое понимание привело бы к 
тому, что одна и та же совокупность кривых в пространстве 
главных параметров выступала бы то как , то как ,
тое t  > к •

Таким образом, одно из двух данных В.С..'Малаховским 
определений пфаффова подмногообразия,данное в [ 2 ] ,фактически 
С с точностью до эквивалентности системы уравнений Пфаффа) 
совпадает с определением подмногообразия из [ 6 ]  ,
а другое,дачное в [ 1 ] , совераенно некорректно.

Если использовать определение подмногообразия 
из 16 J  , или аналогичные определения Синцова [301 или 
Г.Брэнчану [3 1 ] , то совершенно ясно, что задание подглного- 
образия эквивалентно заданию в про-странстзе всех главных 
параметров системы уравнений Пфаффа или, что то же самое , 
распределения [13] .

Если же поставить задачу: в каком случае система урав­
нений Пфаффа, заданная на пространстве главного расслоения 
( т . е .  на пространстве главных и вторичных параметров), 
определяет пфаффово подмногообразие на пространстве одних 
только главных параметров, то здесь следует, прежде всего, 
определить:каким образом и в каком смысле дифференциальная 
система на одном многообразии может определять пфаффово под­
многообразие на другом. 3 рецензируемой работе это не опре­
делено.

Здесь могут быть использованы различные концепции. 
Например, если считать вторичные параметры произвольными 
функциями главных ( т .е .  рассматривать пучок ростков локаль­
ных сечений главного расслоения), то любая система форм на 
пространстве расслоения определяет пф.аффсво подмногообразие 
на базе . Каждому конкретному выбору подвижного репера [6 ]  
(или поля реперов [24] ) соответствует конкретный выбор 
пфаффова подмногообразия. Относительная инвариантность сис­
темы форм в таком случае означает (это следует из свойств
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вракте'ристической системы для этой системы форм), что лю- 
ому ко)нкретнсму заданиЕ вторичных параметров как функций 
лавных; соответствует одно я то же подмногообразие.

бС.'ли же считать глазные и вторичные параметры незави- 
:и5Д1ми переменными, то приходим к другой (хотя, конечно, 
квивал1ектноИЗ точке зрения , а этом случае система уравнений 
а прос:транстве всех параметров не определяет, строго гово- 
1К, пфасффова подмногообразия на пространстве главных пара- 
:етроЕ, даже если вторичные параметры не входят явно в сис- 
ему. Сшстема вида (2) определяет некоторый класс пфаффовых 
одмног'ообразий базы. Уравнения пфаффовых подмногоосразий, 
ринадлеежащих этому классу, получаются из системы (2 ), если 
сложит1Ь вторичные параметры произвольными функциями глав­
ах (см.. Сб] ,стр , 189,190). 3 этом случае условие относи- 
ельной инвариантности означает, что класс содержит только 
дно подмногообразие.

Посследкими из введённых В.С..'Малаховским новых понятий,
S котошых мы остановимся,являются "квазиканскический ре- 
5р" ( 1СИ ,стр . 12) и "индуцировано канонический репер'
[1 ]  ,сстр. 13). Знутреннего противоречия в этих опреде- 

гниях жет (если не считать того, что "репер индуиирован- 
зго порядка >) " , к которому относится многообразие TJX* , 
)гл_аояоо определению 3 .2  будет одним и тем же для люоого
П m » полученного оснащением ТП , т .е .  является 
1.ЧЧНЫМ "репером порядка V " .\жогообраэия ЛХ,^). Веда 
)лько ю том, что Б.С. .Малаховский путает введенный им 
[ндуцироаанно-канокичеокий репер" с "пслуканоничеоким 
‘пером*" L6J . JT0 видно из примера п.З в §5. Репер, поду­
шный вз [5] , не является репером никакого порядка в смы- 
le Э.Кшртана ( [9 ] ,см. также [14] ) .  Таким образом,
1пер, тоотроение которого Е.С.Уалаховский в п.З §6 реиен- 
[руемоШ работы заимствует из [ 5 ]  , являясь полукеноничес-■ 
|м, не является квазиканоническим вопреки утверждению 
тора (отр . 17). легко видеть, что для многих многообразий 
т"репе‘ра порядка " , которому соответствует число "сво­
дных вторичных параметров", в точности равное k ( m - U )  . 
едоват’ельно, квазиканонический репер в общем случае не
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сущ ествует.
Резюыируя, иогно сделать следующие выводы по поводу осно­

вного содержания статьи 6 .С .!< ^ аховск ого :
1 . Понятие относительно инвариантной системы форм дав­

но известно и полезно, но предлагаемое автором определение 
неудачно, так как в нём не используются свойства таких сис­
тем , характеризующие их внутренним образом (характеристичес­
кая система содержит только главные формы). Из-за этого дока­
зательства теорем 2 ,1 ,  2 .2  и 3 .1  неоправданно усложнены, 
хотя  сами теоремы весьма тривиальны.

2 . Определение 4 .1  пфаффова подмногообразия и формули­
ровка теоремы 4 .1  неудовлетворительны, а доказательство тео­
ремы 4 .1  некорректно. Теорема 4 .2  тривиальна, если пользова­
ться  определением под>яюгообразия из [ 6 ]  .

3 . Автор путает введённый им в рецензируемой работе 
квазиканонический репер с полуканоническим в смысле [6 ]  .

4 .  В работе много мелких погрешностей и неточностей.
Вот ещё один пример: на стр . 12 утверждается, что геометри­
ческий объект определяет фигуру, но в [25] фигура определя­
ется  как множество точек, а если объект определяет коррелятив­
ный элемент, или нуль-систему, или, наконец, свободный век­
то р , то где тут точечное множество?

В заключение мы считаем себя обязанными сказать следу­
ющее. Вызывают удивление приёмы, которые В.С. Малаховский 
употребляет по отношению к работам предшественников. Если 
ену  не нравится употребляемая ими терютнология, то он заме­
няет её своей, не сравнивая её с принятой ранее терминологией 
и не объясняя, как это принято, почему он считает старую 
терминологию неудачной.Так, например, он говорит об оснащён­
ном многообразии, а не о многообразии, отнесённом к подш о- 
гообразию [6 ], и утверждает, что Р.Н Щербаков и его ^/ченики 
исследовали "оснащённые многообразия", а чешские геометры 
К.Свобода, В. Гавел и И. Коларж [24] "рассматривали инволю- 
тивные оснащённые многообразия некоторых классов "фигур".
Так как понятие "инволютивного оснащённого многообразия" у 
В.С.Малаховского не определяется, то непонятно, что же 
рассматривали чешские геометры. Нежду тем достаточно по-
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смотреть на заголовок их работы, чтобы выяснить, что они за­
нимались "реперажем системы подмногообразий". Румынские гео­
метры Г . Георгиев и И.Попа, оказывается, по Б.С,1'алаховскому, 
исследовали " многообразие индуцирующих фигур". Такой метод 
изло*ен1ИЛ содержания работ предшественников может создать 
ложное впечатление, что все они развивают круг идей, выдви­
нутых автором .

Нельзя,наконец, не отметить некорректность замечания 
В .С .Ж лаховского ( [1 ]  ,стр . 8) по поводу работы [27]
Г .Георгиева и И.Попа. В этом замечании говорится об ошибочно*  ̂
сти однюго из "замечаний" работы [27] . В.С..»!алаховский 
пишет т а к , как будто та система основных понятий, которой 
пользуется он сам, полностью совпадает о той, которой поль­
зуются Г .Георгиев  и И.Попа. А между тем критикуемое В.С. 
Малаховским замечание 1 работы [27J начинается словами:
"В отличие от обычной процедуры" . . .  и т .д . ,  так что надо 
было бы сначала вникнуть в суть предлагаемой в [27] "не­
обычной процедуры", прежде чем объявлять ее ошибочной.
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пера. jiOCKBa, 1963.

10. С.П.Фиников. .'Летод внешних форм Картана в диф­
ференциальной геометрии. :.1.-Л., 1948.

11. А. Svec. Cazian's M îhod of Speciatî C'tLons of
rxQ m es. Чехословацкий матем. ж ., 16 (91 ), 5E4, 1965, 552 -  ьд

12. Р.Н.Щербаков, В.В.Слухаев. Реперах в расслоения.
Данный сборник. ,

13. С. Хелгасон. Дифференциальная геометрия и симмет­
рические пространства. Москва, 1964.

.1 4 . Г.Ф.Лаптев. Дифференциальная геометрия погруженных 
многообразий. Труды itocKOBCKoro матем. об-ва , 2, 1953, 
275-382.

15. Г.Ф.Лаптев.Теоретико-групповой метод дифференциаль 
но-геометрических исследований. Труды третьего всесоюзного 
математического съезда. 3, 1958, 409-418.

16. И.А.Схоутен, Д.Дж.Стройк. Введение в новые методы 
дифференциально-геометрических исследований.М.-Л.,1939-1948.

17. П.К.Рашевский,. Риманова геометрия и тензорный 
анализ. Уосква, 1964.

18. С.С.Бюшгенс. Геометрия векторного поля. Известия 
АН СССР, серия матем., 10, 1946, 73-96.

19. Д.Хьюзмоллер. Расслоенные пространства. \1осква, 197(
20. Р.Годеман. Алгебраическая топология и теория 

пучков. Лосква, 1961.
21. С.П.Фиников. Теория конгруэнций. \1.-Л., 1950. _
22. К.Номидзу. Группы Ли и дифференциальная геометрия, 

лосква, I960.
23. Р.Н.Щербаков, О методе репеража подмногообразий, 

Геом. с б . ,  3 , 1963, 5 -11.
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244. А.Картан. Дифференциальное исчисление. Дифференци- 
шьные.'. формы. iitocKsa, 1971.

С о О . Б.С.^!алаховский. Дифференциальная геометрия много- 
эбразийй фигур и пар фигур в однородном пространстве. Труды 
реом. ссеминара 5ИНИТИ, 2, 1969, 179-205.

266. К. SvcSoda, V. k a vei. I. К М ь. Jjx. mexlnode. au г&рагаое. 
des b^SjitsmQs de. soui . Convri. moih. UnCo. Cowllnae,
;£Г, 4 , i9 6 4 , 1 83 -2 01  .

277. S-h. Cefjeot^Atecr I. Popo. Sux, £a  msihode du .гврвЧо^в* 
el £ o . ibeoxie des vaxie-ies , et^uipauxm ex'u^uesC. Я. Acod. 
Sci.,P<»aTts. 263, 1966, 9 1 1 - 9 1 4 ,

288. Н .Г.Чеботарёв. Теория групп Ди. М.-Л., 1940.
29а. П.К.Рашевский. Геометрическая теория уравнений 

: частнькми производными. М. 1947.
300. Д. 11.Синаев. Исследования по теории.пфаффовых 

1ногооббраэий. Геом. об. Ц , Труды сектора геометрии инст. 
|атематт. а мех., Харьков, 1940, 33-83.

311.&h. l<taoceanM. Studio del iuUmC a n o -
(onomni. Ореха. matemaiUa , Ьисиге^-ti,̂  iQ69 , U8-16S.

Поступила 1 fxapra 1972 r .
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ГьСШ-РИЧйСКЯЯ СК.а»1КАР Н.Г.ТУГАНОБА 3 ТОХКОЫ УНИВЕРСЭТСТЕ

3 1S71 году на заседаниях се(линара были заслушаны и 
обсухдены следующие доклады:

4.П. Е.Т.Ивлев. О проективно-инвариантных линиях мно­
гомерной поверхности с заданным оснащением.

11.П. В.В.Слухаев. О дифференциальной геометрии стацио­
нарного движения идеальной жидкости.

18 .П. Ц.В.Бразевич. Об одном проективно-инвариантном 
классе пар конгруэнций в Pj.

2 5 .П. А .Ё.Масленков. Об одном 2-семейстье пар непересе- 
каюшихся линейных подпространств в А,.

4.Ш. В .И .jfeacaHOB /И ркутск /, Д.З.Кругляков /О м ск/. Ос­
новные 01тределения и обозначения в многомерной дифференциаль­
ной геометрии однородных пространств.

18.Ш. Л .3 .Кругляков /О м ск /. О касательных подпростран­
ствах и характеристиках семейства d -плоскостей в про­
ективном пространстве.

2 5 .Ш. И.Г.1^лин /А бакан /. О некоторых классах римановых 
пространств со специальной структурой тензора кривизны.

1.1У. Н.Н.Горбанев. О некоторых классах квазистационар- 
ных потоков.

8 .1У . А.Ё.|1асленков. Некоторые частные классы многообра­
зий Е(1-г

1 5 .1У. В.И.Яашанов /Иркутск/'. О паре линейчатых поверх­
ностей.

2 2 .1У. В.А.Труппов /И ркутск/. Некоторые вопросы теории 
(2п-2-^-параметричеоких многообразий нуль-пар в А „.

2 9 .1У. Й.£ .Болдырева /Н овосибирск/. О 2-семействах пар 
прямых в Ру.

6 .У. л.В.Львова /Барнаул/. Линейчатая геометрия квази-
э.ътиптического пространства.

13 .У. В.В.Олухаев, Р .Н .гегбаков. Реперах и расслоения.
2 0 .У. Л .3 .Кругляков /О м ск/. З.И. .!аг!таноз /И ркутск/. 0 

трансверсалях в многомерном проективном пространстве.
2 7 .У. Л.З.Круглянсв /О м ск/. О характеристических много­

образиях семейства d -плоскостей в прсективном пространстве
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9-1-Х. Е-Е.Вольпер. Алгебраические многообразия семейст- 
tea пар плоскостей.

1 6 .IX, Е.Т.Ивлеа. Дифференциальная геометрия эквипарамет- 
рических многообразий в прюективном пространстве, связанных 
с многомерной поверхностью.

30. IX. Е.М.Горбатенко. Алгебраический вариант теоремы 
®робениух;а.

2 1 .-Х. М.В.Бразеыич. Об одной классификации пар комплек­
сов в Р з .

2 8 .x . Л.3 . Кр у г л я к о в . Семейства d -плоскостей в Р„ , 
обладающие торсами.

18.X I. А.П.Ерохина. О преобразованиях Егорова.
2 5 .X I. И.А.Печников. О некоторых основных понятиях не- 

1’олономной дифференциальной геометрии.
1б.ХП. В.В.Слухаев. Р.Н.Щербаков. Дифференциально-топо- 

иогическяе аспекты метода Картана.
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