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Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для линейных дискретных 
систем со скачкообразно меняющимися параметрами. Синтезированы стратегии управления при наличии явных 
ограничений на управляющие воздействия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии сводится к решению 
последовательности задач квадратичного программирования. 
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Моделями с марковскими скачкообразными параметрами описывается широкий класс реальных 

систем [1]. В этих моделях предполагается, что смена структуры системы осуществляется в соответ-
ствии с эволюцией марковской цепи с конечным пространством состояний. Решению различных задач 
управления и оценивания для таких систем посвящено значительное количество работ [2–13]. 

Эффективным подходом к синтезу систем управления с ограничениями, получившим широкое 
признание и применение в практике управления сложными технологическими процессами, является 
метод управления с прогнозирующей моделью (управление со скользящим горизонтом) [14, 15]. При-
менению данного метода к управлению дискретными системами с марковскими скачками посвящены 
работы [3, 5, 11–13]. В работах [3, 11–13] рассматривается задача управления по квадратичному крите-
рию дискретными системами при условии, что от состояния марковской цепи зависит только матрица 
управления системы при «жестких» ограничениях на управляющие переменные.  

В настоящей работе рассматривается более общий случай, когда от состояния цепи зависит не 
только матрица управления, но и матрица динамики системы. Получены уравнения синтеза оптималь-
ных стратегий управления с учетом «жестких» ограничений на управляющие переменные. 

 

1. Постановка задачи 
 

Пусть объект управления описывается уравнением 
( 1) [ ( 1)] ( ) [ ( 1)] ( )x k A k x k B k u k       ,                                                   (1) 

где ( ) R xnx k   – вектор состояния, ( ) R unu k   – вектор управления, α(k) (k = 0,1,2,..,ν) – однородная дис-

кретная марковская цепь с конечным множеством состояний {1,2,…, ν}, известной матрицей переход-
ных вероятностей 

,i jP P      , 1,2,...,i j  ,  , ( 1) ( )j ij iP P k k      , ,
1

1j i
j

P



 , 

и известным начальным распределением 

 (0)ip P i    1,i  , 
1

1i
i

p



 . 

Матрицы динамики A[α(k)] и управления B[α(k)] выбираются в соответствии с состоянием αi мар-

ковской цепи α(k) из множеств A = { R : 1,x xn niA i   } и B = { R : 1,x un niB i   } соответственно. 
Предполагается, что состояние марковской цепи в момент времени k доступно наблюдению. 
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На управляющие воздействия наложены ограничения: 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k                                                               (2) 

где ( ) R up nS k  , min max( ), ( ) R pu k u k  . 

На каждом шаге k будем определять закон управления системой (1) при ограничениях (2) из усло-
вия минимума критерия со скользящим горизонтом управления: 

1
1

( ) ( ) ( ) ( 1 ) ( 1 ) ( ), ( )
m

j
i

J k m k E x k i R x k i u k i k Ru k i k x k k 



          


,                 (3) 

где E{…/…} – оператор условного математического ожидания; m – горизонт прогноза, 1 0, 0R R   –

весовые матрицы соответствующих размерностей. 
 

2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 
 

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирующей 
моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом явных 
ограничений на управляющие воздействия. 

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 
шаге k минимизируем функционал (3) по последовательности прогнозирующих управлений u(k/k),..., 
u(k+m−1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k. В качестве управления в момент вре-
мени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний x(k) и 

( ) jk   , т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(k+1) на следующем шаге, 

процедура повторяется для следующего момента k+1 и т.д. 
Дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний {1,2,…,ν} и матрицей переход-

ных вероятностей P допускает следующее представление в пространстве состояний [9]: 
( 1) ( ) ( 1)k P k k      ,                                                             (4) 

где θ(k) = [δ(α(k),1),…,δ(α(k),ν)]T, δ(α(k),j) – функция Кронекера; {υ(k)} – последовательность мартингал-
разностей с условными моментами: 

 ( 1) ( ) 0E k k    ,                                                                  (5) 

     ( 1) ( 1) ( ) diag ( ) diag ( )E k k k P k P k P          . 

С учетом (4) систему (1) можно представить в следующем виде: 
( 1) [ ( 1)] ( ) [ ( 1)] ( )x k A k x k B k u k       ,                                                 (6) 

где матрица динамики A[θ(k+1)] и матрица управления B[θ(k+1)] имеют вид 

1 1
[ ( 1)] ( 1) , [ ( 1)] ( 1)i i

i i
i i

A k k A B k k B
 

 
           ,                                           (7) 

здесь ( 1)i k   (i = 1,2,..,ν) – компоненты вектора θ(k + 1). 

Теорема 1. Вектор прогнозирующих управлений U(k) = [uT(k/k),...,uT(k+m−1/k)]T, минимизирую-
щий критерий (3) при ограничениях вида (2), на каждом шаге k определяется из решения задачи квадра-
тичного программирования с критерием вида 

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y k m k x k G k U k U k H k U k    , 

при ограничениях 

min max( ) ( ) ( ) ( ) U k S k U k U k .                                                          (8) 

Оптимальное управление равно 

( ) 0 ... 0 ( ),
u u un n nu k I U k     

где 

( ) diag( ( ),..., ( 1))S k S k S k m   , 
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min minmin ( ) ( ),..., ( –1)U k u k u k m
     , 

max maxmax ( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k m
      , 

unI  – единичная матрица размерности nu, 0
un  

– квадратная нулевая матрица размерности nu, H(k) и 

G(k) – блочные матрицы, блоки которых равны: 

  ( )
,

1
( ) ( ) ,t t t

t

i i i
t t

i
H k B Q k B R

 


   1,t m ,                                           (9) 

      )1

1

( ,...,
,

1 1 1
( ) ( ) ,t t s t s s

s t t

i i i i i i
t s

i i i
H k B A A Q k B



     

  
      s t ,                       (10) 

, ,( ) ( ),s t t sH k H k  s t ,                                                     (11) 

    11

1

( ,..., )

1 1
( ) ( ) ,t tt

t

ii i i i
t

i i
G k A A Q k B

  

 
     1,t m .                              (12) 

Последовательность матриц ( ,..., ) ( )t si iQ k ( , 1, )s t m  определяется рекуррентными уравнениями 

 1 1 1

11

( ,..., ) ( ,..., )
,..., 1( ) ( ) ( ) ,t s s t s s

t s
s

i i i i i i
i i

i
Q k k R A Q k A  



 
   

 
1, 2t m  , ,s t                  (13) 

 1 1 1

1

( ) ( , )
1

1
( ) ( ) ( ) ,t t t t t

t
t

i t i i i i
i

i
Q k E P k R A Q k A  



 


     1, 1,t m                           (14) 

( )
1( ) ( )m

m

i m
iQ k E P k R                                                            (15) 

c граничными условиями 

( ,..., )
,..., 1( ) ( )t m

t m

i i
i iQ k k R  , 1, 1t m  ,                                                (16) 

где 

     1 2 2 1,..., ( ) diag diag diag diag diag ( )
t s s t t t s s

t
i i i i i i i ik E P P P P P P k E E E E E

   

        ,       (17) 

 10,...,0,1,0,...,0
tiE  , 1,ti   , 1,t m .                                             (18) 

Доказательство. Критерий (3) можно записать следующим образом: 

 1( ) ( 1) ( 1) ( / ) ( / )J k m k E x k R x k u k k Ru k k        

 1 1( 2) ( 2) ( 1/ ) ( 1/ ) ... ( ) ( )E x k R x k u k k Ru k k E x k m R x k m              

  ( –1/ ) ( –1/ ) ( –1), ( –1) ... ( 1), ( 1) ( ), ( )u k m k Ru k m k x k m k m x k k x k k          . 

Введем обозначение 

  11( 1) ( 1) ( / ) ( / ) ( 2) ( 2)k sJ E x k s R x k s u k s k Ru k s k E x k s R x k s  
                

 1( 1/ ) ( 1/ ) ... ( ) ( ) ( 1/ )u k s k Ru k s k E x k m R x k m u k m k                

  ( 1/ ) ( 1), ( 1) / ( 1), ( 1) ( ), ( )Ru k m k x k m k m x k s k s x k s k s                . 

Очевидно, что 

 1 1( 1) ( 1) ( / ) ( / ) ( ), ( )k s k sJ E x k s R x k s u k s k Ru k s k J x k s k s 
                      (19) 

и 
( ) .kJ k m k J                                                                (20) 

Рассмотрим 

 11 ( ) ( ) ( 1/ ) ( 1/ ) ( 1), ( 1)k mJ E x k m R x k m u k m k Ru k m k x k m k m 
               .     (21) 
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Выражая x(k +m) через x(k +m–1) с учетом (6) и (7), будем иметь 

1
( ) ( ) ( 1) ( 1)m m

m
m

i i
i

i
x k m k m A x k m B u k m




            .                              (22) 

Подставляя (22) в (21) и взяв условное математическое ожидание с учетом (4) и (5), получим 

 1
1

( 1) ( 1)m
m

m

i
k m i

i
J x k m A E P k m

 
 


        

 1 1
1

( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1)m m m
m

m

i i i
i

i
R A x k m x k m A E P k m R B u k m

 


             

  1
1

( 1) ( 1) ( 1)m m
m

m

i i
i

i
u k m B E P k m R B R u k m

 



 
         

 
. 

Предположим далее, что для некоторого q верно 

 1 1 1

1

( )

1
( ) ( ) ( )m q m q m q

m q

i i i
k m q

i
J x k m q A Q k m q A x k m q     

 


 


        

   1 1

1

( ,..., )

1 1 1
2 ( ) ( ) ( 1/ )m q m q tt t

t m q

m i i ii i

t m q i i
x k m q A A Q k m q B u k t k   

 

  

    
            

  ( )

1 1
( 1 / ) ( ) ( 1 / )t t t

t

m i i i

t m q i
u k t k B Q k m q B R u k t k

 

   

 
          

 
 

     1
1 ( ,..., )

1 1 1 1
2 ( 1 / ) ( ) ( 1 / )t t s t s s

s t

m m i i i i i i

t m q s t i i
u k t k B A A Q k m q B u k s k

     

      
           ,  (23) 

последовательность матриц )( ,..., ( )t si iQ k m q  ( , 1, )s t m q m    определяется рекуррентными уравнени-

ями 

 1 1 1

1

( ,..., ) ( ,..., )
,..., 1

1
( ) ( ) ( )t s s t s s

t s
s

i i i i i i
i i

i
Q k m q k m q R A Q k m q A  



 


         , 1, 2t m q m    , s t ,  (24) 

 1 1 1

1

( ) ( , )
1

1
( ) ( ) ( )t t t t t

t
t

i q m t i i i i
i

i
Q k m q E P k m q R A Q k m q A  



  


         ,               (25) 

( )

1( ) ( )m
m

i q
iQ k m q E P k m q R      ,                                                (26) 

c граничными условиями: 
( ,..., )

,..., 1( ) ( )t m
t m

i i
i iQ k m q k m q R      , 1, 1t m q m    ,                             (27) 

где 

    1,..., ( ) diag diag diag diag diag ( )
t tt s s

q m t
i ii i ik m q E P P P P P P k m q E E



            

 2 2 1t s si i iE E E
  

    .                                                                (28) 

Покажем, что данная формула верна и для q + 1. Действительно, из (19) следует, что 

( 1) 1( ) ( )k m qJ E x k m q R x k m q
          

( ( 1)/ ) ( ( 1)/ ) ( ( 1)), ( ( 1))k m qu k m q k Ru k m q k J x k m q k m q
                .          (29) 

Подставим в (29) вместо k m qJ   его выражение через (23)–(28), вместо x(k + m – q) – его выражение 

через x(k + m – (q + 1)), используя (6) и (7); вместо θ(k + m – q) – его выражение через θ(k + m – (q + 1)), ис-
пользуя (4); возьмем условное математическое ожидание и, преобразовав выражение, получим, что 

 ( 1) 1

( 1) 1

( 1)
1

( ( 1)) m q

m q

i
k m q

i
J x k m q A   
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( 1) 1 ( 1) 1( )
( ( 1)) ( ( 1))m q m qi iQ k m q A x k m q              

   ( 1) 1

( 1) 1( 1) 1 1 1
2 ( ( 1)) m q t

t m q

m i i

t m q i i
x k m q A A  

  

  

     
         

 ,...,( 1) 1 ( ( 1)) ( 1/ )m q t ti i iQ k m q B u k t k          

  ( )

( 1) 1 1
( 1 / ) ( ( 1)) ( 1 / )t t t

t

m i i i

t m q i
u k t k B Q k m q B R u k t k

 

    

 
           

 
 

     1
1 ( ,..., )

1 1 1 1
2 ( 1 / ) ( ( 1)) ( 1 / )t t s t s s

s t

m m i i i i i i

t s t i i
u k t k B A A Q k m q B u k s k

     

    
            ,  (30) 

последовательность матриц ( ,..., ) ( ( 1))t si iQ k m q   ( , ( 1) 1, )s t m q m     определяется рекуррентными 

уравнениями 

 1 1 1

11

( ,..., ) ( ,..., )
,..., 1( ( 1)) ( ( 1)) ( ( 1))t s s t s s

t s
s

i i i i i i
i i i

Q k m q k m q R A Q k m q A  



 
            ,      (31) 

( 1) 1, 2t m q m     , ,s t  

 1 1 1

1

( ) ( , )( 1)
1

1
( ( 1)) ( ( 1)) ( ( 1))t t t t t

t
t

i i i i iq m t
i

i
Q k m q E P k m q R A Q k m q A  



   



           ,    (32) 

( 1) 1, 1t m q m     , 
( ) 1

1( ( 1)) ( ( 1))m
m

i q
iQ k m q E P k m q R                                             (33) 

c граничными условиями 

( ,..., )
,..., 1( ( 1)) ( ( 1))t m

t m

i i
i iQ k m q k m q R        , ( 1) 1, 1t m q m     ,                 (34) 

где 

  ( 1)
,..., ( ( 1)) diag diag diag diag diag ( ( 1))

t s s

q m t
i i ik m q E P P P P P P k m q             

   1 2 2 1t t t s si i i i iE E E E E
   

      .                                                       (35) 

Формулы (30)–(35) совпадают с (23)–(28), если в (23)–(28) q заменить на q + 1, а значит, согласно 

принципу математической индукции, формулы (23)–(28) верны для всех 1,q m . 

Из (23)–(28) и (20) следует, что  

 1 1 1

1

( )

1
( / ) ( ) ( ) ( )i i i

i
J k m k x k A Q k A x k
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1

( ,..., )

1 1 1
2 ( ) ... ... ( ) ( 1/ )t t t

t

m i i i ii

t i i
x k A A Q k B u k t k

  

  
       

  ( )

1 1
( 1 / ) ( ) ( 1 / )t t t

t

m i i i

t i
u k t k B Q k B R u k t k

 

 

 
        

 
 

     1
1 ( ,..., )

1 1 1 1
2 ( 1 / ) ... ... ( ) ( 1 / )t t s t s s

s t

m m i i i i i i

t s t i i
u k t k B A A Q k B u k s k

     

    
        ,             (36) 

последовательность матриц ( ,..., ) ( )t si iQ k ( , 1, )s t m  определяется рекуррентными уравнениями (13)–(18). 

Выражение (36) можно записать в матричной форме: 

 1 1 1

1

( )

1
( / ) ( ) ( ) ( )i i i

i
J k m k x k A Q k A x k
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2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x k G k U k U k H k U k   ,                                                   (37) 

где G(k) и H(k) определяются соотношениями (9)–(18). 
Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (37) при ограничениях (8), которая эквива-

лентна задаче квадратичного программирования с критерием (3) при ограничениях (2). 
 

Заключение 
 

В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадра-
тичному критерию для линейных дискретных систем со скачкообразно меняющимися параметрами в 
матрицах динамики и управления. Данный подход позволяет в явном виде учесть ограничения на 
управления. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии включает решение последовательности за-
дач квадратичного программирования. Синтезированы стратегии управления с учетом явных ограниче-
ний на управляющие воздействия. 
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Let the control object be described by the equation 
( 1) [ ( 1)] ( ) [ ( 1)] ( )x k A k x k B k u k       ,                                                            (1) 

where ( ) R xnx k  is the vector of state, ( ) R unu k   is the vector of control, α(k) (k = 0,1,2…) denotes a time-invariant Markov chain 

taking values in a finite set of observable states {1,2,…,ν} with the known transition probability matrix ,i jP P     
  , 1,2,...,i j  ,

 , ( 1) ( )j ij iP P k k      , ,
1

1j i
j

P



 , and the initial distribution  (0)ip P i  

 
 1,2,...,i  , 

1
1.i

i
p




  

The state αi of the Markov chain α(k) selects the system matrices A[α(k)] and B[α(k)] from the sets                             A={

: 1,R x xn ni iA 
  } и B={ : 1,R x un ni iB 

  } respectively. It is assumed that the state of the Markov chain is observable at the 
time instant k. 

On control variables the following constraints are imposed:  

min max( ) ( ) ( ) ( )u k S k u k u k  ,                                                                              (2) 

where ( ) R up nS k  , min max( ), ( ) R pu k u k  . 

To control system (1), we synthesize model predictive control strategies. At each step k we minimize the quadratic criterion with a 
receding horizon 

T T
1

1
( ) ( ) ( ) ( 1 ) ( 1 ) ( ), ( )

m
j

i
J k m k E x k i R x k i u k i k Ru k i k x k k



          


                         (3) 

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls u(k/k),…,u(k + m – 1/k), which depend on system’s state and on the 
state of Markov chain at the moment k under constraints (2), where m is a prediction horizon, 1 0, 0R R   are weight matrices of cor-

responding dimensions, k is a current moment. The synthesis of predictive control strategies is reduced to the sequence of quadratic 
programming tasks. 
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