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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность работы. Теория массового обслуживания (ТМО) считается 

одной из стандартных методик исследований операций в промышленном стро-
ительстве, обрабатывающей техники, а также в области телекоммуникаций, 
компьютерной техники и информатики. В настоящее время диапазон примене-
ния моделей массового обслуживания включает в себя не только телекоммуни-
кационные и информационные системы, в том числе проблемы перегруженно-
сти телетрафика, но и производство, управление воздушным движением, воен-
ную логистику, супермаркеты, управление запасами, а также многие другие об-
ласти, которые связаны обслуживанием случайных требований. В монографиях 
российских ученых Г. П. Башарина, К. Е. Самуйлова, а также зарубежных спе-
циалистов E. Gelenbe, G. Pujolle, L. Kleinrock, A. Z. Melikov, M. Schneps-
Schneppe, V. B. Iversen дается подробный обзор современных приложений мо-
делей СМО в области телекоммуникаций, современных компьютерных сетей и 
информационных систем. 

Системы массового обслуживания с неограниченным числом обслужива-
ющих приборов также часто используют в качестве математических моделей 
социально-экономических и демографических процессов. Как правило, в таких 
системах число потенциальных клиентов (страховых и торговых компаний, 
пенсионных фондов, банков и т.д.) считается неограниченным. В реальных тех-
нических системах число обслуживающих приборов конечно, но в случае, ко-
гда вероятностью потери заявки можно пренебречь, такие системы можно ап-
проксимировать бесконечнолинейными СМО. Так, например, в своих работах 
А. С. Морозова, И. Р. Гарайшина, М. Г. Носова использовали системы массово-
го обслуживания с бесконечным числом обслуживающих устройств для описа-
ния математических моделей торговых компаний, процесса изменения числа 
лиц, застрахованных в Пенсионном фонде и описания демографических про-
цессов.  

Классической задачей в ТМО является исследование числа заявок в систе-
ме. В случае систем с большим числом обслуживающих приборов основные ре-
зультаты по исследованию таких процессов изложены в работах D. R. Cox, 
Б. А. Севастьянова, L. Takács, А. А. Назарова, D. L. Iglegart и др. 

В середине ХХ века возник интерес к исследованию потоков в системах и 
сетях массового обслуживания, в том числе выходящих. Здесь следует отметить 
работы по исследованию выходящих потоков P. J. Burke, E. Reich, P. D. Finch, 
которые установили, что выходящий поток для бесконечнолинейной системы с 
пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным распределением вре-
мени обслуживания, также является простейшим. Дальнейшее изучение пото-
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ков в системах развивалось достаточно медленно, так как не были предложены 
общие методы и подходы к их исследованию.  

Одной из модификаций систем массового обслуживания являются системы 
с повторным обслуживанием заявок или системы с обратной связью. Такие 
системы можно применять, как для описания социально-экономических 
процессов, так и для описания процессов дообслуживания в информационных 
системах. Исследованию систем с обратной связью посвящены труды 
A. Z. Melikov, С. Зарядова, R. L. D’Avignon, R. D. Disney, E. A. Foley, 
E. A. Pekoz и др. 

Так как во многих случаях аналитическое решение получить 
затруднительно, поскольку задача настолько сложна, что составление 
уравнений, к которым сводится задача, представляет практически 
неразрешимую задачу, то следует отметить наиболее эффективный метод 
исследования систем с непуассоновскими входящими потоками – метод 
асимптотического анализа, позволяющий получить приемлемое для 
практических приложений решение при определенных условиях относительно 
потока требований, длительностей обслуживания и структуры самой системы. 

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию математиче-
ских моделей потоков (повторных, суммарных) в бесконечнолинейных СМО с 
повторным обслуживанием требований и входящими марковским модулиро-
ванным пуассоновским (ММРР) и рекуррентным (GI) потоками заявок, в том 
числе развитию  асимптотических методов их исследования.  

Цель и задачи исследования. Построение математических моделей сум-
марного потока и потока повторных обращений в бесконечнолинейных СМО 
вида MMPP|M|∞, GI|M|∞ с повторным обслуживанием требований, разработка и 
применение асимптотических методов для их исследования. 

В рамках поставленной цели были сформулированы следующие задачи: 
1. Построить математические модели суммарного потока и потока повтор-

ных обращений в бесконечнолинейных СМО вида MMPP|M|∞, GI|M|∞ с по-
вторным обслуживанием требований. 

2. Разработать модификацию метода асимптотического анализа для: ис-
следования суммарного потока и потока повторных обращений в системах вида 
MMPP|M|∞, GI|M|∞ при предельном условии растущего времени обслуживания; 
исследования суммарного потока обращений в системе MMPP|M|∞ при условии 
растущего времени обслуживания и предельно частых изменениях состояний 
входящего потока. 

3. Разработать комплекс проблемно-ориентированных программ для ими-
тационного моделирования и численного анализа потоков в исследуемых си-
стемах. 
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Научная новизна результатов, изложенных в диссертации, состоит в 
следующем: 

1. Впервые предложены математические модели суммарного потока и по-
тока повторных обращений в бесконечнолинейных СМО вида MMPP|M|∞, 
GI|M|∞ с повторным обслуживанием требований, получены выражения для 
определения точных вероятностных характеристик числа занятых приборов в 
рассматриваемых системах. 

2. С помощью метода асимптотического анализа доказано, что при усло-
вии растущего времени обслуживания число занятых приборов в рассматрива-
емых системах можно аппроксимировать гауссовским распределением, за счет 
нахождения вида асимптотической характеристической функции третьего по-
рядка удалось повысить точность аппроксимации и увеличить область приме-
нимости асимптотического метода в 2 раза. 

3. Предложена модификация метода асимптотического анализа для иссле-
дования суммарного потока и потока повторных обращений в бесконечноли-
нейных СМО вида MMPP|M|∞, GI|M|∞ с повторным обслуживанием требова-
ний, доказано, что исследуемые потоки обращений при условии растущего 
времени обслуживания заявок в системе, а также при условии предельно ча-
стых изменений состояний входящего потока, является пуассоновскими с па-

раметрами λ
1
r t

r
, λ

1
t
r

 соответственно, где параметр λ определяет интенсив-

ность входящего потока. 
4. С помощью разработанного комплекса проблемно-ориентированных 

программ проведена оценка области применимости полученных асимптотиче-
ских результатов. 

Положения и результаты, выносимые на защиту, состоят в следующем: 
1. Математические модели суммарного потока и потока повторных обра-

щений в бесконечнолинейных СМО вида MMPP|M|∞, GI|M|∞ с повторным об-
служиванием требований. 

2. Теоремы о виде асимптотической характеристической функции распре-
деления вероятностей числа занятых приборов в системах вида MMPP|M|∞, 
GI|M|∞ при предельном условии растущего времени обслуживания требований. 
За счет нахождения вида асимптотической характеристической функции треть-
его порядка в 2 раза повышена точность аппроксимации.  

3. Модификация метода асимптотического анализа для исследования сум-
марного потока и потока повторных обращений в системах вида MMPP|M|∞, 
GI|M|∞ при предельном условии растущего времени обслуживания, а также для 
исследования суммарного потока обращений в системе MMPP|M|∞ при условии 
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растущего времени обслуживания и предельно частых изменениях состояний 
входящего потока. 

4. Теоремы о виде характеристической функции распределения вероятно-
стей числа заявок суммарного потока и потока повторных обращений в систе-
мах вида MMPP|M|∞, GI|M|∞ при предельном условии растущего времени об-
служивания, а также при условии растущего времени обслуживания и предель-
но частых изменениях состояний входящего потока. 

5. Оригинальный комплекс проблемно-ориентированных программ, позво-
ляющий провести численный анализ и имитационное моделирование потоков в 
бесконечнолинейных СМО вида MMPP|M|∞ и GI|M|∞ с повторным обслужива-
нием требований. 

Методы исследования. Исследования, предложенные в настоящей дис-
сертационной работе, проводились с использованием аппарата теории вероят-
ностей и случайных процессов, дифференциальных уравнений и теории массо-
вого обслуживания. 

Для исследования числа занятых приборов были использованы: метод 
начальных моментов; метод асимптотического анализа при условии растущего 
времени обслуживания. 

Для исследования суммарного потока и потока повторных обращений в 
системах вида MMPP|M|∞, GI|M|∞ с повторным обслуживанием требований 
применяется метод асимптотического анализа при условии растущего времени 
обслуживания. 

Для исследования суммарного потока в системе MMPP|M|∞ с повторным 
обслуживанием требований был использован метод асимптотического анализа 
при условии растущего времени обслуживания и предельно частых изменений 
состояний входящего потока. 

Имитационное моделирование, как метод, позволяющий определить об-
ласть применимости используемого метода асимптотического анализа. 

С помощью методов математической статистики проводилась обработка 
результатов имитационного моделирования. 

Результаты, представленные в работе, имеют как теоретическое, так и 
практическое значение. 

Теоретическая значимость работы заключается в развитии асимптотиче-
ских методов для исследования потоков обращений в системах вида 
MMPP|M|∞, GI|M|∞ с повторным обслуживанием требований. Доказано, что ха-
рактеристическая функция числа заявок суммарного потока и потока повтор-
ных обращений в систему при условии растущего времени обслуживания имеет 
вид характеристической функции для распределения Пуассона и зависит только 
от интенсивности входящего потока, инвариантна по отношению к его типу. 
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Полученные результаты можно отнести к теоремам о предельных пуассонов-
ских потоках, что является вкладом в развитие теории массового обслужива-
ния, позволяет расширить круг решаемых практических задач. 

Практическая значимость работы. Результаты диссертационной работы 
могут быть использованы для анализа характеристик и управления объектами, 
связанных с обслуживанием случайных требований. Полученные результаты 
могут быть применены для расчета вероятностно-временных характеристик те-
лекоммуникационных и информационных систем, подсистем компьютерных 
сетей с целью повышения их производительности, а также для описания эконо-
мико-математических моделей торговых, страховых систем с целью определе-
ния оптимального режима их функционирования и максимизации дохода. 

Достоверность полученных результатов подтверждается корректным 
применением математических выкладок, осуществленных с использованием 
аппарата теории вероятностей, корректностью методов исследования, что под-
тверждается согласованностью результатов работы с результатами, получен-
ными ранее другими учеными, статистическими экспериментами, проведенны-
ми на основе имитационного моделирования исследуемых систем с помощью 
разработанного комплекса программ. 

Личное участие автора в получении результатов, изложенных в дис-
сертации. Задачи, изложенные в диссертационной работе, были поставлены 
научным руководителем. Автор лично участвовала в получении теоретических 
результатов, численном анализе и разработке комплекса проблемно-
ориентированных программ. 

Связь работы с крупным научным проектом. Значительная часть ре-
зультатов, представленных в данной работе, была получена в рамках выполне-
ния следующих научных проектов: 1) научный проект АВЦП «Развитие науч-
ного потенциала высшей школы (2009 – 2011 годы)» Федерального агентства 
по образованию, проект № 4761 «Разработка методов исследования немарков-
ских систем массового обслуживания и их применение к сложным экономиче-
ским системам и компьютерным сетям связи»; 2) научно-исследовательская ра-
бота в рамках госзадания Минобрнауки РФ на проведение научных исследова-
ний в Томском государственном университете на 2012 – 2013 годы «Разработка 
и исследование вероятностных, статистических и логических моделей компо-
нентов интегрированных информационно-телекоммуникационных систем об-
работки, хранения, передачи и защиты информации» № 8.4055.2011; 3) научно-
исследовательская работа в рамках проектной части государственного задания 
в сфере научной деятельности Минобрнауки РФ № 1.511.2014/К «Исследование 
математических моделей информационных потоков, компьютерных сетей, ал-
горитмов обработки и передачи данных» (2014 – 2015г.).  
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Апробация работы. Основные положения работы и отдельные ее вопросы 
докладывались и обсуждались на следующих научных конференциях: XV Все-
российская научно-практическая конференция «Научное творчество молоде-
жи», г. Анжеро-Судженск, 28-29 апреля 2011 г.; X Всероссийская научно-
практическая конференция с международным участием «Информационные 
технологии и математическое моделирование», г. Анжеро-Судженск, 25-26 но-
ября 2011 г.; XLIX Международная научная студенческая конференция «Сту-
дент и научно-технический прогресс», г. Новосибирск, 16-20 апреля 2011 г.; 
XII-XIV Всероссийская научно-практическая конференция с международным 
участием «Информационные технологии и математическое моделирование» 
г. Анжеро-Судженск, 2013-2015 гг.; 52-й Международная научная студенческая 
конференция МНСК-2014. Математика, г. Новосибирск, 11-18 апреля 2014 г.; 
XVIII Всероссийская научно-практическая конференция «Научное творчество 
молодежи», г. Анжеро-Судженск, 22-25 апреля 2014 г.; 10 Российская конфе-
ренция с международным участием «Новые информационные технологии в ис-
следовании сложных структур», пос. Катунь Алтайского края, 9-11 июня 
2014 г.; II-III Всероссийская молодежная научная конференция «Математиче-
ское и программное обеспечение информационных, технических и экономиче-
ских систем», г. Томск, 2014-2015 гг.; Международная научная конференция, 
посвященная 80-летию профессора, доктора физико-математических наук Ген-
надия Алексеевича Медведева «Теория вероятностей, математическая стати-
стика и их приложения», г. Минск, 2014-2015 гг.; 2-ая Международная школа 
молодых ученых «Новые информационные технологии в исследовании сложных 
структур», г. Анапа, 8-12 июня 2015 г.; 18-я международная конференция «Рас-
пределенные компьютерные и телекоммуникационные сети: управление, вычисле-
ние, связь», г. Москва, 2015 г. 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 17 работ, в том 
числе 5 статей в журналах, включенных в Перечень ведущих рецензируемых 
научных журналов и изданий, в которых должны быть опубликованы основные 
научные результаты диссертаций на соискание учёной степени доктора и кан-
дидата наук. 

Структура работы. Работа состоит из введения, четырех глав, заключения 
и списка использованной литературы (139 наименований). Общий объем рабо-
ты – 150 страниц. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРДЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении описаны актуальность, теоретическая и практическая 

значимость работы, цель и основные задачи исследования, а также приведено 
краткое изложение диссертации. 



9 

  

В первой главе исследуются математические модели суммарного потока и 
потока повторных обращений в марковских системах массового обслуживания 
с неограниченным числом обслуживающих приборов и повторным 
обслуживанием требований. 

В параграфе 1.1 исследуется математическая модель двумерного суммар-
ного потока обращений к обслуживающим блокам в бесконечнолинейных СМО 
с повторным обслуживанием кратных заявок пуассоновского с параметром λ 
потока, то есть в момент наступления события в рассматриваемом потоке в си-
стему одновременно поступают две заявки. Одна из заявок поступает в первый, 
а другая во второй обслуживающие блоки. Время обслуживания является слу-
чайной величиной, распределенной согласно экспоненциального закона с пара-
метрами µ1 и µ2 соответственно. После обслуживания, заявка k-го блока, k = 1, 2 
с вероятностью 1 – rk покидает систему или с вероятностью rk возвращается в 
нее для повторного обслуживания. Состояние системы определяется векто-
ром{i1(t), i2(t), m1(t), m2(t)}, где ik(t) – число занятых приборов в k-ом блоке об-
служивания в момент времени t, mk(t) – число заявок суммарного потока, обра-
тившихся k - му блоку за время t. 

Для распределения вероятностей четырехмерного процесса 
P(i1, i2, m1, m2, t)=P{i1(t)=i1, i2(t)=i2, m1(t)=m1, m2(t)=m2} записана система 
дифференциальных уравнений Колмогорова, решение которой находится с 
помощью производящей функции вида 

   1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0
, , , , , , , ,i i m m

i i m m
F x x y y t x x y y P i i m m t

   

   
     . 

Доказана теорема о том, что четырехмерная производящая функция 
 1 2 1 2, , , ,F x x y y t  числа занятых приборов и суммарного числа заявок в блоках 

имеет вид 

1 2 1 2 1 1 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( 1)( 1) ( 1) ( 1)( , , , , ) exp λ
(1 )(1 ) 1 1
r r y y r y r yF x x y y t y y t

r y r y r y r y
               

1 1 1 2 2 2[μ (1 ) μ (1 )]
1 2

1 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 (1 e )λ
1 1 μ (1 ) μ (1 )

r y r y tr rx x
r y r y r y r y

       
           

 

1 1 1μ (1 )
1 2 2

1 1 2
1 1 2 2 1 1 1

1 ( 1) (1 )λ
1 1 μ (1 )

r y tr r y ex y y
r y r y r y
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1 1 1 2 2 2μ (1 ) μ (1 )1 1 1 2 2 2
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

(1 ) 1 (1 ) 1λ
1 1 1 1

μ (1 ) μ (1 )

r y t r y tr y r r y rx e x e
r y r y r y r y

r r

           
                 

  

1 1 1 2 2 2μ (1 ) μ (1 )1 1 1 2 2 2
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

(1 ) 1 (1 ) 1λ λ
1 1 1 1

μ (1 ) μ (1 )

r y t r y tr y r r y rx e x e
r y r y r y r y

r r

            
                    

 
 

2 2 2μ (1 )
2 1 1

2 1 2 1 2
2 2 1 1 2 2 2

1 ( 1) (1 )λ λ( 1) .
1 1 μ (1 )

r y tr r y ex y y y y t
r y r y r y

                      
Найдены основные вероятностные характеристики рассматриваемой си-

стемы: 
- математическое ожидание числа суммарных обращений к блокам  

λ( ) .
1k

k
m t t

r


  
- дисперсия числа суммарных обращений к блокам определяется выраже-

ниями
 
 

   
   

  μ 1
2 3

λ 1 λ  2 1 .
1 μ 1

k kr tk k
k

k k k

r rD t t e
r r

 
  

 
 

Кроме того, проведено исследование математической модели дохода мно-
гопродуктовой торговой компании при наличии маркетинговой политики. В 
качестве математической модели случайного процесса – изменения числа кли-
ентов компании используется вышеприведенная СМО. На основании числен-
ных примеров определены условия, при которых доход торговых компаний до-
стигает максимума. 

В параграфе 1.2 предложена модификация метода асимптотического ана-
лиза для исследования потока повторных обращений в системе вида M|M|∞ с 
повторным обслуживанием требований при условии растущего времени обслу-
живания.  

Для распределений вероятностей ( , , ) { ( ) , ( ) }P i n t P i t i n t n    двумерного 
марковского потока {i(t), n(t)}, где i(t) – число занятых приборов в момент вре-
мени t, n(t) – число заявок, потока повторных обращений, обратившихся в си-
стему за время t, записана система дифференциальных уравнений Колмогорова, 
осуществлен переход к характеристическим функциям вида 

( , , ) ( , , )jui jwn

i n

H u w t e e P i n t . 



11 

  

Доказано, что асимптотическое приближение характеристической функ-
ции числа заявок потока повторных обращений в рассматриваемую систему за 
время t, при условии растущего времени обслуживания, имеет вид 

( ) λ ( 1)( , ) { } exp
1

jw
jwn t rt eh w t M e

r
 

   
 

. 

Аналогичные исследования проведены для суммарного потока обращений 
в систему. Показано, что асимптотическое приближение характеристической 
функции числа заявок суммарного потока m(t) в рассматриваемую систему за 
время t, при условии растущего времени обслуживания, имеет вид 

( ) λ ( 1)( , ) { } exp
1

jv
jvm t t eh v t M e

r
 

   
 

. 

Вторая глава посвящена исследованию потока повторных обращений в 
бесконечнолинейных СМО с марковским модулированным пуассоновским 
(MMPP), рекуррентным (GI) входящими потоками и повторным 
обслуживанием требований. А именно, разработке модификации метода 
асимптотического анализа при асимптотическом условии растущего времени 
обслуживания. 

Время обслуживания в указанных системах является случайной 
величиной, имеющей экспоненциальный закон распределения вероятностей с 
параметром µ. Завершив обслуживание заявка, с вероятностью 1 – r покидает 
систему или с вероятностью r возвращается для повторного обслуживания. 

В параграфе 2.1 исследуется число занятых приборов в системе с входя-
щим MMPP-потоком, заданным управляющей цепью Маркова ( ) 1,k t K  с мат-

рицей инфинитезимальных характеристик [ ], ν, 1,kq k K Q , матрицей услов-

ных интенсивностей [λ ], 1,kdiag k K Λ . 
Доказана теорема о моментах 1–3 порядка процесса i(t) – числа занятых 

приборов в рассматриваемой системе ( ( ) 0,1, 2,...i t  ) в стационарном режиме. 
Теорема 2.1. Пусть [ (1), (2),..., ( )]R R R KR  – вектор стационарного рас-

пределения вероятностей состояний цепи Маркова k(t), определяемый решени-

ем системы уравнений 
1

,
0


 

RE
RQ

[λ ], 1,kdiag k K Λ , [ ], ν, 1,kq k K Q , I – 

единичная матрица размерности K K , E – единичный вектор-столбец размер-
ности 1K  . 

Тогда начальные моменты числа занятых приборов при стационарном 
функционировании системы MMPP|M|∞ определяются выражениями 
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1

μ 1
M i

r



RΛE , 

         1 12 μ 1 2 μ 1 2μ 1M i r r r 
             RΛ Q I Λ I I Q I E , 

     13
1 23μ 1 ( 3 μ(1 ) ) (3 3μ(1 ) )M i r r r

           Q I m Λ I m Λ I RΛ E, 

  1]1μ[  QIRΛm1 r ,        1 1
μ 1 2 μ 1 2μ 1r r r

 
             2m RΛ Q I Λ I I Q I . 

С помощью метода асимптотического анализа при условии растущего 

времени обслуживания, то есть 1
μ
 , или μ 0 , доказано, что стационарное 

распределение вероятностей числа занятых приборов в системе MMPP|M|∞, 
можно аппроксимировать гауссовским распределением со следующими 
параметрами 

   
1κ

μ 1
a M i

r
 


,     

22 1 2κ +κσ
μ 1

M i a
r

  


, 

где 1κ  RΛE , 2 2κ  f ΛE , вектор f2 удовлетворяет условию 2 0f E  и является 
решением неоднородной системы линейных алгебраических уравнений 
 1 2κ 0  R Λ I f Q . 

Кроме того, построено асимптотическое приближение характеристической 
функции третьего порядка, имеющее вид 

   
 

 
 

2 3
31 1 2 κκ (κ κ )( ) exp

(1 ) μ 2 1 μ 6 1 μ
ju jujuh u u

r r r

      
    

H E , 

где 3 1 2 3κ κ 2κ   f ΛE , а вектор f3 удовлетворяет условию 3 0f E  и является 
решением неоднородной системы линейных алгебраических уравнений 

1 2 2 1 3( κ 2κ ) 2 ( κ ) 0     R Λ I I f Λ I f Q . 
С помощью численных примеров, доказано, что применение асимптотики 

третьего порядка расширяет область применимости данного метода в два раза. 
В параграфе 2.2 проводится аналогичное исследование системы GI|M|∞. 

Рекуррентный поток заявок задан функцией распределения длин интервалов 
между моментами поступления заявок A(x). Рассматривается двумерный 
марковский случайный процесс     ,z t i t , где z(t) – случайный процесс, 

принимающий значения равные длине интервала от момента t до момента 
поступления следующей заявки входящего потока, случайный процесс i(t) –
 число занятых приборов в системе. 
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Для распределения вероятностей значений полученного марковского про-
цесса ( , , ) { ( ) , ( ) }P z i t P z t z i t i   , записана система дифференциальных урав-
нений Колмогорова  

( , , , ) ( , , ) (0, , ) μ ( , , ) μ(1 )(1 ) ( , 1, )P z i n t P z i t P i t i rP z i t i r P z i t
t z z

  
       

  
 

(0, 1, )( ) μ ( , , )P i tA z i P z i t
z

 
 


, где 0,i   . 

Доказана теорема о начальных моментах случайного процесса i(t). 
Теорема 2.4. Пусть A(x) – функция распределения вероятностей длин ин-

тервалов между моментами поступления заявок в систему, 

0

( ) (1 ( ))
z

R z A x dx    – стационарное распределение величины перескока, где 

0

1

(1 ( ))
z

A x dx
 


 имеет смысл интенсивности входящего потока. 

Тогда начальные моменты числа занятых приборов при стационарном 
функционировании системы GI|M|∞ определяются выражениями 

λ{ }
μ(1 )

M i
r




,      (2.33) 

 
2 λ (μ(1 )){ } 1

μ(1 ) 1 (μ(1 ))
A rM i

r A r





        
, α

0
(α) ( )zA e dA z


   . (2.34) 

Методом асимптотического анализа проведено исследование числа заня-
тых приборов в рассматриваемой системе. 

Для характеристической функции числа занятых приборов построена 
гауссовская аппроксимация вида 

2
( ) 2( )( ) { } ( , ) exp

(1 ) 2(1 )
jui t ju juh u M e H u

r r
  

     
    

, 

где 

0

1

(1 ( ))
z

A x dx
 


, 2 2(0)f     , 2

2
0

(0) ( ( ) ( ))f A z R z dz


    . 

Результаты параграфов 2.1, 2.2 согласуются с известными результатами, 
что при высокой загрузке системы число занятых приборов имеет гауссовское 
распределение вероятностей. 

На численных примерах, показано, что при уменьшении значения пара-
метра µ, точность гауссовской аппроксимации распределения вероятностей 
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числа занятых приборов в системе увеличивается. Кроме того, отмечено влия-
ние вероятности возвращения заявки в систему на точность аппроксимации, а 
именно, при увеличении вероятности возврата, область применимости также 
увеличивается. 

Одному из главных результатов диссертационной работы посвящены пара-
графы 2.3-2.4, где проводится исследование потоков повторных обращений в 
описанных системах. 

Параграф 2.3 посвящен исследованию потока повторных обращений в си-
стеме ММРР|M|∞. Для распределения вероятностей 

( , , , ) { ( ) , ( ) , ( ) }P k i n t P k t k i t i n t n     трехмерной цепи Маркова {k(t), i(t), n(t)}, 
где n(t) – число заявок, потока повторных обращений, обратившихся в систему 
за время t, записана система дифференциальных уравнений Колмогорова и 
осуществлен переход к частичным характеристическим функциям вида 

( , , , ) ( , , , )jui jwn

i n
H k u w t e e P k i n t , для которых записано дифференциальное 

матричное уравнение вида 
( , , ) ( , , )μ( 1 (1 ) ) ( , , )[( 1) ]jw ju juu w t u w tj re r e u w t e

t u
 

      
 

H Η Η Λ Q ,  

где ( , ) [ (1, , ), (2, , ),..., ( , , )]u t H u t H u t H K u tΗ  – вектор-строка. 
С помощью метода начальных моментов получены выражения, характери-

зующие моменты первого и второго порядка числа заявок потока повторных 
обращений в систему за время t при её стационарном функционировании. 

Доказана теорема о виде характеристической функции числа заявок пото-
ка повторных обращений в рассматриваемую систему за время t, при условии 
растущего времени обслуживания. 

Теорема 2.9. Пусть [ (1), (2),..., ( )]R R R KR  – вектор стационарного рас-
пределения вероятностей состояний цепи Маркова k(t), определяемый решени-

ем системы уравнений 
1

,
0


 

RE
RQ

 вектор-функция 

( , , ) [ (1, , , ), (2, , , ),..., ( , , , )]u w t H u w t H u w t H K u w tH , удовлетворяет матричному 
дифференциальному уравнению (2.51). 

Тогда асимптотическая характеристическая функция числа заявок потока 

повторных обращений  ( )( , ) jwn th w t M e , при условии растущего времени об-

служивания, то есть при μ 0 , имеет вид  

κ ( 1)( , ) exp
1

jwr t eh w t
r

      
, κ   R Λ E . 
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Аналогичная теорема доказана в параграфе 2.4. для системы GI|M|∞ с 
повторным обслуживанием требований.  

Результаты исследования позволяют сделать вывод о том, что поток 
повторных обращений в системах вида MMPPM|∞, GI|M|∞ при условии 
растущего времени обслуживания, имеет распределение Пуассона, с 

параметром λ
1
r t

r
, где λ – имеет смысл интенсивности входящего потока. 

В третьей главе посвящена разработке асимптотических методов 
исследования суммарного потока в бесконечнолинейных системах с 
входящими марковским модулированным пуассоновским и рекуррентным 
потоками заявок и повторным обслуживанием требований. 

Совокупность заявок, обратившихся в систему для повторного и 
первичного обслуживания, будем называть суммарным потоком обращений, 
далее – суммарный поток. Такие потоки могут быть использованы при 
проведении анализа потоков различных социально-экономических систем, где 
наблюдается эффект повторного обращения, например, потоков клиентов в 
различных торговых сетях, страховых компаний, справочных службах и т.д. 

В параграфах 3.1, 3.3 проводится исследование суммарного потока 
обращений в системах вида MMPPM|∞, GI|M|∞, при асимптотическом условии 

растущего времени обслуживания, то есть 1
μ
 , или μ 0 . 

Доказаны теоремы о том, что асимптотическое приближение 
характеристической функции числа заявок суммарного потока обращений, 
поступивших в систему за время t для повторного и первичного обслуживания, 
при условии растущего времени обслуживания, имеет вид характеристической 

функции для распределения Пуассона с параметром λ
1

t
r

, где λ – имеет смысл 

интенсивности входящего потока.  
В параграфе 3.2 для исследования суммарного потока в системе вида 

MMPPM|∞ предлагается оригинальная модификация метода асимптотического 
анализа при условии растущего времени обслуживания и предельно частых 
изменений состояний входящего потока.  

В четвертой главе приводится описание комплекса проблемно-
ориентированных программ для проведения численного анализа и имитацион-
ного моделирования потоков в бесконечнолинейных СМО вида MMPP|M|∞ и 
GI|M|∞ с повторным обслуживанием требований. 

Были разработаны численные алгоритмы для реализации методов 
нахождения начальных моментов и асимптотического анализа 
бесконечнолинейных СМО с повторным обслуживанием требований. 
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Для определения области применимости метода асимптотического анали-
за, разработан программный модуль имитационного моделирования рассматри-
ваемых систем и потоков, результат работы которого изображен на Рисунках 
4.2, 4.3. 

     
Рисунок 4.2. – Анализ результатов 
имитационного моделирования для 

потока повторных обращений 

Рисунок 4.3. – Анализ результатов 
имитационного моделирования для 

суммарного потока обращений 
Приведем примеры анализа численных и статистических результатов про-

веденного имитационного моделирования. 
Пример. Рассмотрим СМО вида ММРР|M|∞. Пусть MMPP-поток, задан 

следующими параметрами 

1

0,5 0,3 0,2
0,2 0,6 0,4
0,5 0,3 0,8

 
   
  

Q , 

















1000
050
001
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вероятность возвращения заявок в систему r=0,5. 
Проведем исследование применимости метода асимптотического анализа 

при условии растущего времени обслуживания и предельно частых изменений 
состояний входящего потока, тогда, полагая Q=N·Q1, получаем следующий ре-
зультаты (Таблица 4.7). 

Таблица 4.7 – Область применимости асимптотических результатов 
для потока суммарного потока обращений в условии растущего вре-
мени обслуживания и предельно частых изменений состояний входя-
щего потока при Q=100·Q1 

μ 0,5 0,1 0,01 
Δ 0,0130 0,0097 0,0082 
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Пример. Рассмотрим СМО вида GI|M|∞. Пусть на вход поступает рекур-
рентный поток, в котором длины интервалов между моментами поступления 
заявок имеют Гамма-распределение с параметром формы α=0,5 и параметром 
масштаба β=2,5, вероятность возвращения заявки в систему r=0,1. 

Рассмотрим систему при условии растущего времени обслуживания, тогда, 
используя заданные параметры, имеем результат, приведенный в таблице 4.8. 

Таблица 4.8 – Область применимости асимптотических результатов 
для потока повторных обращений в условии растущего времени об-
служивания при r=0,1 

μ 0,5 0,1 0,01 
 Δ 0,0252 0,0090 0,0082 

В Заключении сформулированы основные результаты и выводы, полу-
ченные на основе настоящей диссертационной работы. 
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