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Рассматривается последовательная процедура, которая позволяет оценить неиз-
вестные параметры устойчивого процесса авторегрессии с непрерывным време-
нем. Одним из ее преимуществ является способность контролировать средне-
квадратическую точность (СКТ) оценок. Для проверки согласия выборочных 
свойств полученных оценок с теоретическими результатами проводилось модели-
рование по методу Монте-Карло. 
Ключевые слова: авторегрессионный процесс, среднеквадратическая точность, 
последовательное оценивание, момент остановки, метод наименьших квадратов 
(МНК). 
 
Актуальность задач прогнозирования в современных условиях доста-

точно высока. Качество их решения может в значительной степени по-
влиять на принятие того или иного решения в различных сферах деятель-
ности. Регрессионные модели используются в решении прикладных фи-
зических и экономических задач при моделировании спроса, доходности 
акций, прецессии земной оси [1] и т.д. 

Рассмотрим задачу оценивания параметров модели, описываемой си-
стемой линейных дифференциальных стохастических уравнений 

t t tdX AX dt BdW                                                (1)  

с начальным условием  0 1 (0),..., (0)pX X X . Здесь А и В – матрицы по-

стоянных коэффициентов размера p × p, tW –стандартный p-мерный ви-
неровский процесс. К этой задаче сводится задача оценивания парамет-
ров стационарного гауссовского процесса авторегрессии p-го порядка 
(AP(p)) 

 1

1 ...p p

t t p t tdx x x dt dW                                       (2) 

с рациональной спектральной плотностью, имеющей вид
2 2( ) | ( ) |f Q i    . 

Известно, что таким процессом можно аппроксимировать любой ста-
ционарный гауссовский процесс. Процесс (2) можно представить в виде 
(1), если положить 
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Одним из основных методов оценивания вектора неизвестных парамет-
ров 1( ,..., )p    

 
является метод наименьших квадратов (МНК), соглас-

но которому оценка ˆ
T  имеет вид [7] 

1

0

ˆ
T

T T s t p
M X d X   ,

0

T

T s sM X X ds  ,                       (3) 

где 
i

a  обозначает i-ю координату вектора столбца 1( ,..., )pa a a  ; TM – 

выборочная информационная матрица Фишера, 1
TM  – обратная к ней, 

если она не вырождена, и 1 0TM    – в противном случае. Асимптотиче-

ские свойства вектора оценок ˆ
T  по методам максимального правдопо-

добия и наименьших квадратов изучались в ряде работ [1–2]; однако, эти 
свойства могут нарушаться при малых и умеренных объемах данных. 
Поэтому представляет интерес задача неасимптотического анализа 
свойств оценок [3–7].  

В данной работе предложена одноэтапная процедура оценивания, ис-
пользующая усеченное правило остановки наблюдений и позволяющая 
контролировать СКТ оценок. Эта процедура, как и предложенная в [6, 7], 
является последовательной модификацией оценок МНК и может исполь-
зоваться при наличии некоторой априорной информации о параметрах. 
Однако, в отличие от процедуры, предложенной в [6, 7], она применима и 
в случае объема выборки, недостаточного для достижения даже мини-
мального порогового значения Н. 

При построении последовательного плана будет использоваться сле-
дующая лемма, доказанная в [7], дающая оценку нормы уклонения оцен-
ки (3) от ее истинного значения. 

Лемма 1. Пусть матрица TM  в (3) невырождена. Тогда квадрат нормы 
уклонения оценки (3) удовлетворяет неравенству 

2 22ˆ
T T TM m     ,

0

T

T s sm X dW                              (4) 

Как было показано в [7] (см. лемму 3), с вероятностью 1 существует 
предел 

lim TT
M T F


 ,                                               (5) 
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где F – положительно определенная матрица. Отсюда следует, что мно-

житель 2
TM   в правой части (4) монотонно убывает с ростом T, причем 

2lim 0T
T

M 


 . Это позволило использовать в работе [7] следующий план 

оценивания  ,     , где 

1 22 1
( ) inf 0 : , [0, ]TH t M t T

H
        

 
, 0H                 (6) 

 
( )

1
( )

0

.
H

H s t p
H M X d X



                                       (7) 

Момент остановки наблюдений в последовательном плане (6)–(7) явля-
ется случайной величиной, зависящей от выбора порога H, которая может 
принимать достаточно большие значения. В прикладных задачах длитель-
ность реализации процесса, используемая для идентификации неизвестных 
параметров, часто ограничена некоторой величиной T. В этом случае вме-
сто последовательной оценки (6)–(7) будем использовать усеченный по-
следовательный план, определенный следующими формулами: 

   min ( ),N H H T  ,                (8) 

   

( )
* 1

( ) ( )
0

N H

N H s t N T Tp
H M X d X

    .               (9) 

Предложенная процедура (8)–(9), обладает следующими свойствами, 
описанными в теоремах, приведенных ниже. 

Асимптотическое поведение средней длительности процедуры дает 
следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть ( )N H определяется формулой (8), начальное усло-

вие в уравнении (1) таково, что 
8

0sup E X





  . Тогда для любого 

компакта K  
1

2 2
0

( )
lim sup 0
H K

N H
E F

H


 
  . 

Найдем верхнюю границу для СКТ оценки вектора неизвестных па-

раметров  1 ,..., p
     в уравнении (2) с помощью последовательного 

плана (8)–(9). 
Теорема 2. В условиях теоремы 1 для любого компактного множества 

K    
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2*sup ( ) 1 (1) ,K

K

a
E H o

H


                              (10) 

где     1 22sup , ,K
K

a trF F 


      (1) 0o   при H  . 

Для проверки согласия выборочных свойств оценок (8) – (9) с теоре-
тическими результатами теорем 1, 2 проводилось моделирование по ме-
тоду Монте-Карло, включавшее 50 повторений процедуры при различ-
ных значениях порога H , определяющего момент остановки ( )H   . 

Численное моделирование проводим для случая р=2, т.е.  для стоха-
стического процесса 

 1 2t t t tdx x x dt dW      .                                 (11) 
В матричной форме процесс имеет вид t t tdX AX BW  , где 

2 1

0 1 0 0
; ; ;

0
t

t
t

x
X A B

x

     
            


 

tW  – стандартный двумерный винеровский процесс, причем 
2t tW w . 

Множество устойчивости   
процесса (11) задается равенством 

  2
1 2 2 1 1, : , 0 , 0.

2
              

 

2 2

1 2 1

, ,
2 2

F diag
  

      

1
2

44
1 22

2

2 1
F    




, поэтому при больших H  средняя длительность 

процедуры оценивания удовлетворяет соотношению 
44

1 2

2

2 1
( )E H H

  





 
для всех  1 2, K     , 0  . При этом СКТ 

оценивания равномерно по компакту K  определяется неравенством (10), 

причем   1 22 44
2 2 2(1 ) 1trF F          . Априорную область для 

параметров модели 1  и 2  зададим следующим компактом

  1 2 1 2, : 0,6 0, 2; 0,6 0,2К             . Максимизация функции 

    по этой области дает следующую постоянную

 max 6,002399k K
a


    , используемую в теореме 2. 

В табл. 1 приводятся результаты численного моделирования значений 

оцениваемых параметров 1  и 2 . Здесь H  – величина порога,  *N H
 
– 
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выборочная средняя длительность процедуры, * ( )N H H  – удельная 

средняя длительность и 
1 22F 

 
ее асимптотическое теоретическое зна-

чение. 
При сравнении последних двух строк табл. 1 видно, что с увеличени-

ем величины порога H  выборочная характеристика *( )N H H  стремит-
ся к теоретическому значению, что свидетельствует о согласии результа-
тов моделирования с утверждением теоремы 1. Выборочные характери-
стики, касающиеся точности последовательных оценок, полученных по 
50 реализациям процедуры с порогом 300H  , представлены в табл. 2. 
 

Таблица  1  
Результаты численного моделирования 

 

1  –0,3 –0,3 –0,3 –0,3 –0,3 

2  –0,2 –0,2 –0,2 –0,2 –0,2 

H  50 100 300 500 1000 

*( )N H  100,1 131,2 232 315,6 605,6 

*( )N H
H

 2,002 1,312 0,773 0,631 0,606 

1
22F   0,60024 0,60024 0,60024 0,60024 0,60024 

 
Таблица  2  

Результаты численного моделирования 
 

1  -0,3 -0,4 -0,5 -0,2 -0,2 -0,2 

2  -0,2 -0,2 -0,2 -0,3 -0,4 -0,5 

 *
1SD   0,0010 0,0045 3·10–5 0,0001 0,0047 0,0002 

 *
2SD   2·10–5 0,0008 7·10–6 0,0001 0,0011 0,0001 

 **
1SD   0,0006 0,0001 0,0070 0,0009 0,0020 0,0048 

 **
2SD   0,0010 0,0005 2·10–5 0,0032 0,0003 0,0019 

  H   0,0200 0,0200 0,0200 0,0200 0,0200 0,0200 
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Здесь наряду со значениями параметров модели 1  и 2 , в следующих 
за ними строках, приводятся СКТ полученных последовательных оценок. 

В строках  **
1SD   и  **

2SD   даются среднеквадратические уклонения 

обычных оценок МНК (3), вычисленных по реализации длины T. При 

этом значение T находилось из условия 
50

*

1

1
(50) (50)

50 i
i

Т N N


   , где 

(50)iN  определяет длительность последовательной процедуры в i-м экс-

перименте,   H   – верхняя граница доверительной области для сред-

неквадратической точности последовательной оценки. Результаты чис-
ленного моделирования показывают хорошую согласованность с теоре-
тическими результатами. Сравнение последовательных и обычных МНК 
оценок показывает, что они близки по точности. При этом, однако, сле-
дует учитывать, что последовательные оценки позволяют контролиро-
вать СКТ путем выбора порога H . Заметим, что при моделировании 
оценок МНК с фиксированной длительностью наблюдений Т , эта дли-
тельность выбиралась с помощью последовательной процедуры. 
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