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О КОММУТИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТАХ ГРУППЫ

Изучены некоторые свойства тривиально коммутирующих и нетривиально
коммутирующих элементов группы. Установлена их связь с множеством ин-
волюций группы. Показано, что множество нетривиально коммутирующих
элементов конечной группы образует коммутативный нормальный делитель.
Исследован вопрос о мощности множества тривиально коммутирующих
элементов конечных и обобщённо диэдральных групп.

Ключевые слова: группа, инволюция, коммутирующий элемент, сопряжён-
ный элемент, обобщённо диэдральная группа.

Работа над одной из задач IV студенческой олимпиады по алгебре Московско-
го государственного университета (2009 год) стала началом небольшого исследо-
вания свойств коммутирующих элементов произвольной группы.

1. Определения и простейшие свойства тривиально коммутирующих
и нетривиально коммутирующих элементов

Пусть 〈G, ⋅〉 есть произвольная неединичная группа.
Определение 1. Элемент g называется тривиально коммутирующим, если он

не коммутирует ни с каким элементом, кроме самого себя и единицы [1].
Определение 2. Элемент, не являющийся тривиально коммутирующим, будем

называть нетривиально коммутирующим.
Очевидно, каждый элемент центра группы является нетривиально коммути-

рующим элементом.
Множества всех тривиально коммутирующих элементов, нетривиально ком-

мутирующих элементов и инволюций группы будем обозначать соответственно
через U, W, J.

Предложение 1. U ⊂ J.
Доказательство. В группе для каждого неединичного элемента g всегда су-

ществуют два элемента, с которыми он коммутирует: e и g–1. Если g ∈ U, то
g = g−1. Значит, g ∈ J. #

Очевидно, если |G| = 2, то |U| = |W| = 1.
Для всех остальных абелевых групп |U| = 0, W = G. Поэтому дальше нас будут

интересовать неабелевы группы.
Непосредственные вычисления показывают, что в S3 ровно три тривиально

коммутирующих элемента:
U = {(12), (23), (13)}.

В группе кватернионов Q8 множество U является пустым.

2. Свойства элементов U и W произвольной группы

Отметим некоторые свойства элементов U и W произвольной группы.
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Предложение 2. 
1) Элемент, сопряжённый тривиально коммутирующему элементу, есть триви-

ально коммутирующий элемент; элемент, сопряжённый нетривиально коммути-
рующему элементу есть нетривиально коммутирующий элемент:

∀u ∈U  ∀w∈W  ∀g∈G  (ug∈U ∧ wg∈W).
2) Произведение двух тривиально коммутирующих элементов есть нетриви-

ально коммутирующий элемент:
u1∈U ∧ u2∈U ⇒ u1u2∈W.

Доказательство.
1) а) Выясним, какие элементы группы коммутируют с элементом ug.
Пусть uga = aug, где a ∈ G. Имеем

gug–1a = agug–1 ⇒ ug–1ag = g–1agu ⇒ 
1 1g gua a u

− −
= .

Так как u ∈U, то
1ga e

−
=  или 

1ga u
−

= .
Следовательно,

a = e или a = ug,
то есть ug – тривиально коммутирующий элемент.

б) Пусть w ∈ W, тогда по определению
∃a∈G (wa = aw ∧ a ≠ e ∧ a ≠ w).

Отсюда
wg–1ga = ag–1gw ∧ gag–1 ≠ geg–1 ∧ gag–1 ≠ gwg–1 ⇒

gwg–1gag–1 = gag–1gwg–1 ∧ ag ≠ e ∧ ag ≠ wg ⇒
wgag = agwg, где ag ≠ e, ag ≠ wg,

то есть wg – нетривиально коммутирующий элемент.
2) Пусть u1, u2 ∈U.
Если u1 = u2,

то u1u2 = e ∈ W.
Пусть теперь u1 ≠ u2 и u1u2 = v. Предположим, что v – тривиально коммути-

рующий элемент, тогда
o(v) = o(u1) = o(u2) = 2 ⇒

v = v–1 ⇒ u1u2 = (u1u2)–1 = u2
–1u1

–1 = u2u1,
что противоречит определению 1. Следовательно, v – нетривиально коммути-
рующий элемент. #

Теорема 3. Если множество тривиально коммутирующих элементов конечной
группы не пусто, то их ровно половина: пусть |G| = n, |U| ≠ 0, тогда |U| = |W|.

Доказательство. Рассмотрим U = {u1, …, us} и u*∈U. Согласно предложе-
нию 2,

{u1u*, …, usu*} ⊂ W.
Следовательно, |U| ≤ |W|.

С другой стороны, так как
Z(u*) = {e, u*},

то  |G/Z(u*)| = n/2.
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Легко видеть, что отображение
f : {u*g | g∈G} → G/Z(u*),

такое что f (u*g) = gZ(u*),
является биекцией.

В силу предложения 2,
|U| ≥ |{u*g | g∈G}| = n/2.

Следовательно, |U| ≥ |W|. Таким образом, |U| = |W|. #
Следствие 4. Пусть |G| = n, U ≠ ∅. Тогда
1) ∀w∈W  ∀u*∈U  ∃u′, u″∈U (w = u*u′ = u″u*).
2) Множество тривиально коммутирующих элементов совпадает с множест-

вом инволюций группы: U = J.
3) |G| = n = 4q + 2.
Доказательство.
1) Согласно теореме 3, U = {u1, …, un/2}. Пусть u*∈U.
Тогда

{u*u1,…, u*un/2} = {u1u*,…, un/2u*} = W.
2) Согласно предложению 1, U ⊂ J. Предположим теперь, что найдётся инво-

люция j, которая является нетривиально коммутирующим элементом. Тогда, со-
гласно пункту 1) данного следствия,

j = u*uk, где u* ≠ uk.
Имеем

j = j–1 ⇒ u*uk = (u*uk)–1 = uk
–1(u*)–1 = uku* ⇒ u*uk = uku*,

что противоречит определению 1. Значит, J ⊂ U. С учётом предложения 1, полу-
чаем U = J.

3) Согласно [2, с. 28, № 3.13], n/2 = 2q + 1, то есть n = 4q + 2. #
Обратимся теперь к нетривиально коммутирующим элементам.
Теорема 5. Пусть |G| = n, U ≠ ∅. Тогда W есть коммутативный нормальный

делитель группы G.
Доказательство. Воспользуемся критерием подгруппы. Пусть a, b∈W. За-

фиксируем u*∈U. Имеем
ab–1 = u′u*(u″u*)–1 = u′u″∈W.

Далее:
[a, b] = (u*ui)–1(u*uj)–1(u*ui)(u*uj) = (uiu*uj)2 = uk

2 = e.
Заметим, наконец, что, согласно предложению 2,

∀w∈W  ∀g∈G (wg∈W). #
Обратимся теперь к произвольным группам.
Предложение 6. Пусть 〈A, ⋅〉 – абелева группа, имеющая инволюции, 〈D(A), ◦〉

– обобщённо диэдральная группа [2, с. 15−16, № 1.46]. Тогда множество U триви-
ально коммутирующих элементов группы D(A) является пустым.

Доказательство. По определению
D(A) = {(a, ε) | a ∈ A, ε = ± 1; (x, ε1) ◦ (y, ε2) = (xyε1, ε1ε2)}. 

Легко видеть, что множество всех инволюций J группы D(A) есть
{(a, –1) | a∈A} ∪ {(a, 1) | a∈A, o(a) = 2}.

Убедимся, что ни одна из инволюций группы D(A) не является тривиально
коммутирующим элементом.
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Пусть a*∈A, o(a*) = 2. Тогда
∀a∈А ((a, –1) ◦ (a*, 1) = (aa*, –1) = (a*a, –1) = (a*, 1) ◦ (a, –1)).

Таким образом, в группе D(A) нет тривиально коммутирующих элементов. #
Теорема 7. Пусть D(A) – обобщённо диэдральная группа, где группа A не со-

держит инволюций. Тогда множество всех тривиально коммутирующих элемен-
тов U группы D(A) есть множество {(a, –1)| a∈A} и |U| = |W|.

Доказательство. Покажем, что
∀a∈А (|Z(a, –1)| = 2).

Пусть g∈A и
(a, –1) ◦ (g, ε) = (g, ε) ◦ (a, –1).

Отсюда
ag–1 = gаε = аεg.

При ε = 1 получаем
ag–1 = аg ⇒ g–1 = g ⇒ g = e

(так как инволюций в А нет), то есть (g, ε) = (e, 1).
Если ε = –1, то

ag–1 = а–1g = (ag–1)–1 ⇒ ag–1 = e, то есть g = a.
Следовательно, (g, ε) = (a, –1).

Так как других инволюций в D(A) нет, то
U = {(a, –1)| a∈A}.

Согласно определению 2, W = {(a, 1) | a∈A}, отсюда |U| = |W|. #
Теорема 8. Пусть 〈G, ⋅〉 – группа, множество инволюций J которой не пусто, и

множество H = G\J является её подгруппой, H ≠ {e}. Тогда
1) H – коммутативный нормальный делитель G; |G/H| = 2;
2) Множество тривиально коммутирующих элементов U группы G совпадает с

J и |W| = |U|;
3) G ≅ D(H).
Доказательство.
1) Каждый элемент g группы G либо принадлежит Н, либо J. Так как

∀g∈H ∀h∈H (hg∈H),
то убедимся, что

∀j∈J ∀h∈H (jhj = h–1).
Достаточно заметить, что jh∈J. Действительно, если jh∉J, то jh∈Н. Отсюда

j∈Н, что противоречит условию теоремы. Таким образом, jh∈J, то есть jh = h–1j.
Следовательно, H G.
Вычислим индекс подгруппы Н в группе G. Предположим, что произведение

двух различных инволюций есть инволюция: пусть j ≠ k, и jk = j *, где
o(j) = o(k) = o(j *) = 2. Тогда

∀h∈H (j *hj * = h–1 = (jk)–1h(jk) = kjhjk = h) –
получили противоречие. Следовательно,

∀h∈H (jH = kH),
то есть |G/H| = 2.

Вычислим [h1, h2]. Имеем
[h1, h2] = (jh1j)⋅(jh2j)h1h2 = (h1h2)–1h1h2 = e.

Пункт 1) доказан.
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2) Пусть j∈J. Так как
∀h∈H (jh = h–1j),

то (jh = hj ⇒ h–1j = hj ⇒ h = e).
Если k∈J, k ≠ j, то

(jk = kj ⇒ (jk)2 = jkkj = e),
где jk∈H (смотри доказательство пункта 1) данной теоремы), (jk) ≠ e – получили
противоречие.

Следовательно,
∀j∈J  (Z(j) = {e, j}), то есть U = J.

Отсюда W = H.
Так как |G/H| = 2, то |U| = |W|. Пункт 2) доказан.
3) Убедимся, что

∀j∈J  〈H, j〉 = {h, hj | h∈H}.
Достаточно заметить, что

h1(h2 j)–1 = h1jh2
–1 = h1h2j,

(h2j)h1
–1 = h2h1j;

(h1j)(h2j)–1 = h1h2
–1.

Так как
∀k∈J (kj∈H),

то k = hj. Следовательно, ∀j∈J (G = {h, hj | h∈H}).
Зададим отображение f : G → D(H), такое, что

∀h∈H f (h) = (h, 1), f (hj) = (h, –1).
Очевидно, что  f – биекция. Проверим сохранение операции:

f (h1h2) = (h1h2, 1) = (h1, 1)◦(h2, 1) = f (h1)◦f (h2),
f (h1h2 j) = (h1h2, –1) = (h1, 1)◦(h2, –1) = f (h1)◦f (h2 j),

f (h1 jh2) = f (h1h2
–1j) = (h1h2

–1, –1) = (h1, –1)◦(h2, 1) = f (h1j)◦f (h2),
f (h1 jh2 j) = f (h1h2

–1) = (h1h2
–1, 1) = (h1, –1)◦(h2, –1) = f (h1j)◦f (h2 j).

Таким образом, G ≅ D(H). #
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Let G be an arbitrary group. An element g is trivially commuting if it does not commute with
any other elements but itself and unity. We call an element as non-trivially commuting if it is not
trivially commuting. Sets of all trivially commuting elements, non-trivially commuting elements,
and involutions of the group are denoted by U, W, J.

Proposition 1. U ⊂ J.
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Proposition 2.
1) An element conjugate to a trivially commuting element is a trivially commuting element;

an element conjugate to a not trivially commuting element is a non-trivially commuting element
элемент: ∀u∈U  ∀w∈W  ∀g∈G (ug∈U  wg∈W).

2) A product of two trivially commuting elements is a non-trivially commuting element:
u1∈U,  u2∈U ⇒ u1u2∈W.

Theorem 3. If the set of trivially commuting elements of a finite group is not empty, they are
exactly half to the group: let |G| = n, |U| ≠ 0, then |U| = |W|.

Corollary 4. Let |G| = n, |U| ≠ 0, then
1) ∀w∈W ∀u*∈U ∃u′, u″∈U (w = u*u′ = u″u*);
2) U = J;
3) |G| = n = 4q + 2.
Theorem 5. Let |G| = n, |U| ≠ 0, then W is a commutative normal divisor of the group G.
Proposition 6. Let 〈A, ⋅〉 be an Abelian group with the involution and 〈D(A), ◦〉 be a general-

ized dihedral group. Then the set U of trivial commuting elements of the group D(A) is empty.
Theorem 7. Let 〈D(A), ◦〉 be a generalized dihedral group and let the group A have no involu-

tions. Then the set U of trivially commuting elements of the group D(A) is the set {(a, –1)| a∈A},
|U| = |W|.

Theorem 8. Let 〈G, ⋅〉 be a group, the set of involutions J of the group G be not empty, and
the set H = G\J be a subgroup, H ≠ {e}. Then

1) H is a commutative normal divisor of G; |G/H| = 2;
2) The set U of trivially commuting elements of the group G coincides with J and |W| = |U|;
3) G ≅ D(H).

Keywords: group, involution, commuting element, conjugate element, generalized dihedral group.
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