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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ДОЛИ 
С УЧЕТОМ АПРИОРНОЙ ДОГАДКИ 

Т. О. Кошевая 
Томский государственный университет 

E-mail: tomakoshevaya@gmail.com 

Введение 

Большое число работ посвящено статистическому оцениванию доли эксперимен-
тов, в которых наступило некоторое интересующее для исследователя событие. Это 
связанно с широким применением, например, в задачах оценивания доли брака и про-
верки гипотез о ней и т.д. В связи с необходимостью сокращения объема дорогостоя-
щих экспериментов и повышение точности оценивания при фиксированном объеме 
наблюдений многие работы были посвящены разработке методов использования апри-
орной информации (см., например,[1]). В данной работе рассматривается ситуация, ко-
гда на основании опыта или знаний, эксперт или исследователь выдвигает некоторое 
предположение о значении искомой доли экспериментов, в которых наступило интере-
сующее событие. С целью увеличения точности или надежности результата хотелось 
бы разумным способом учесть априорную информацию. В данной работе предлагаются 
статистические оценки доли с учетом априорной догадки и анализируются их свойства 
при конечном объеме наблюдений. 

Структура оценки 

Пусть  – независимые результаты эксперимента объема n, а ( )1, , nX X P P B  – 

вероятность наступления в данном эксперименте некоторого события B. Пусть в каче-
стве возможного значения вероятности P выступает априорная догадка . Задача за-

ключается в построении такой оценки для неизвестной вероятности, которая будет 

учитывать совместно непараметрическую оценку 

ap
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1
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   X  и , здесь 

 – индикаторная функция. 
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Следуя работам [1,2], рассмотрим комбинированную оценку вида 

 ˆ ˆ(1 ) aP P p     , (1) 

где λ – оптимальный весовой коэффициент, который выбран из условия минимума 

среднеквадратической ошибки (СКО) и определяется выражением 2 ˆ( ) [ ]S M P P   2
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Здесь 2 (1 )P P   , aP p    величина отклонения априорной догадки от истин-

ного значения искомой вероятности. Весовой коэффициент λ изменятся в пределах 
 и показывает какое влияние оказывает каждое из слагаемых в комбинирован-

ной оценке. 
0   1

Формулу (1) можно записать как 

  ˆ ˆ ˆ
aP P P p     . (3) 

В этой формуле исходной является оценка , а априорная догадка  выступает в 

качестве дополнительной информации, которой располагает исследователь до проведе-
ния эксперимента. В соответствии с (3) минимум СКО представим в виде: 

P̂ ap
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где дисперсия ˆ (1 )DP P P n   характеризует точность оценки P̂ , а коэффициент (  

показывает, во сколько раз уменьшается СКО комбинированной оценки (1) по сравне-
нию с . 

1 ) 

P̂

Величина    2 2ˆ ˆDP DP    в (4) задает выигрыш в точности оценивания за счет 

привлечения априорной догадки , если исходной оценкой является . ap P̂

Адаптивные оценки 

Практическое использование комбинированной оценки (1) затрудняет то обстоя-
тельство, что, как правило, оптимальный коэффициент λ в (2) неизвестен. Решением 
этой проблемы является построение адаптивных комбинированных оценок вероятности 
путем замены неизвестного значения λ на его статистическую оценку. Но при такой 
замене нарушаются оптимальные свойства оценок, поэтому требуется ответить на во-
прос, при каких условиях адаптивные комбинированные оценки являются предпочти-
тельнее обычной оценки  по величине СКО. P̂

Случайная величина  имеет гипергеометрическое распределение с параметрами 
( ). Заменим неизвестное P на 

ˆnP
, ,n P N P̂  и в качестве первой оценки λ возьмем 
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где  – оценка отклонения, а оценка дисперсии имеет вид ˆ ˆ
aP p  
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Подставляя 1̂  в (1), получаем первую адаптивную комбинированную оценку 

1 1
ˆˆ ˆ ˆ( a )P P P    p . В отличие от  данная оценка является смещенной. СКО оценки  

можно вычислить по формуле 

P̂ 1̂P
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В качестве второй оценки λ возьмем 

 
1

2
2

( 1)ˆ ˆ1 4
( )

N
n

N n


 

     


 ,  

где неизвестную дисперсию 2 (1 )P P    заменим её максимальным значением, рав-

ным 0, 25( ) ( 1)N n N  . Подставляя 2̂  в (1), получаем вторую адаптивную комбини-

рованную оценку 2 2
ˆˆ ˆ ˆ( )aP P P p   . Эта оценка также является смещенной, а ее СКО 

вычисляется по формуле 
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где 
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Введем отношение для сравнения СКО оценок 
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Значения этих отношений позволяют рассчитать формулы (5) и (6) в зависимости 
от значений N, P, n и . Величины  и  позволяют выделить интервалы значений 

Р, при которых эти отношения меньше единицы. Наличие таких интервалов для Р со-
вместно с объемом наблюдений n и значениями  указывают условия, при которых 

адаптивные комбинированные оценки предпочтительнее обычной оценки 

ap 1S 2S

ap

P̂  по вели-
чине СКО. 

Т а б л и ц а  1  
Интервалы для P, соответствующие S1 < 1 (N = 50) 

 n 1 2 3 4 5 

ap  P 

0,1  (0;0,428) (0;0,405) (0;0,389) (0;0,383) 

0,2  (0;0,428) (0;0,456) (0;0,493) (0;0,507) 

0,3  (0;0,441) (0;0,585) (0,100;0,607) (0,125;0,596) 

0,4  (0;0,481) (0,162;0,690) (0,181;0,682) (0,175;0,682) 

0,5   (0,255;0,745) (0,235;0,765) (0,248;0,752) 

0,6  (0,519;1) (0,310;0,838) (0,318;0,819) (0,318;0,825) 

0,7  (0,559;1) (0,415;1) (0,393;0,900) (0,404;0,875) 

0,8  (0,572;1) (0,544;1) (0,507;1) (0,493;1) 

0,9 

P 

 (0,572;1) (0,595;1) (0,611;1) (0,617;1) 

  

n  6 7 8 9 10 

ap P  

0,1 (0;0,386) (0;0,392) (0;0,402) (0;0,418) (0,002;0,453) 

0,2 (0,058;0,504) (0,074;0,497) (0,077;0,495) (0,075;0,497) (0,075;0,505) 

0,3 (0,123;0,591) (0,123;0,586) (0,129;0,581) (0,131;0,580) (0,132;0,582) 

0,4 (0,184;0,672) (0,189;0,667) (0,191;0,663) (0,195;0,660) (0,196;0,660) 

0,5 (0,251;0,749) (0,258;0,742) (0,261;0,739) (0,265;0,735) (0,266;0,734) 

0,6 (0,328;0,816) (0,333;0,811) (0,337;0,809) (0,340;0,805) (0,340;0,804) 

0,7 (0,409;0,877) (0,414;0,877) (0,419;0,871) (0,420;0,869) (0,418;0,868) 

0,8 (0,496;0,942) (0,503;0,926) (0,505;0,923) (0,503;0,925) (0,495;0,925) 

0,9 

P 

(0,614;1) (0,608;1) (0,598;1) (0,582;1) (0,547;0.998) 

 
Использовать таблицу 1 можно следующим образом. Выбираем по строкам нуж-

ный уровень априорной догадки, а по столбцам – требуемое количество наблюдений. 
Например, при  и  на пересечении получаем интервал (0,248;0,752) для 

значений P, оценки которых имеют S1 < 1. 

0,5ap  5n 

 71



Пустые ячейки соответствуют случаю равенства СКО и S1 = 1. Комбинированная 
оценка совпадает по построению с обычной оценкой при 1n   и любых , при  

совпадение имеет место только при . Аналогичным образом используется таб-

лица 2, если применяется оценка . 

ap 2n 
0,5ap 

2̂P

Т а б л и ц а  2  
Интервалы для P, соответствующие S2 < 1 (N = 50) 

 n 1 2 3 4 5 

ap  P 

0,1 (0,016;0,926) (0,018;0,685) (0,019;0,551) (0,021;0,483) (0,022;0,445) 

0,2 (0,040;0,934) (0,038;0,728) (0,039;0,639) (0,041;0,600) (0,045;0,567) 

0,3 (0,057;0,935) (0,049;0,728) (0,053;0,744) (0,070;0,691) (0,086;0,656) 

0,4 (0,065;0,934) (0,057;0,869) (0,088;0,809) (0,118;0,763) (0,131;0,741) 

0,5 (0.067;0,933) (0,075;0,925) (0,145;0,855) (0,165;0,835) (0,194;0,806) 

0,6 (0,066;0,935) (0,131;0,943) (0,191;0,912) (0,237;0,882) (0,259;0,869) 

0,7 (0,065;0,943) (0,218;0,951) (0,256;0,947) (0,309;0,930) (0,344;0,914) 

0,8 (0,066;0,960) (0,272;0,962) (0,361;0,961) (0,400;0,959) (0,433;0,955) 

0,9 

P 

(0,074;0,984) (0,315;0,982) (0,449;0,981) (0,517;0,979) (0,555;0,978) 

  

 n 6 7 8 9 10 

ap  P 

0,1 (0,023;0,421) (0,024;0,405) (0,025;0,394) (0,026;0,388) (0,027;0,389) 

0,2 (0,051;0,541) (0,057;0,524) (0,062;0,515) (0,066;0,513) (0,069;0,518) 

0,3 (0,095;0,638) (0,102;0,623) (0,109;0,613) (0,115;0,610) (0,119;0,613) 

0,4 (0,147;0,719) (0,158;0,707) (0,165;0,697) (0,172;0,692) (0,177;0,691) 

0,5 (0,208;0,792) (0,222;0,778) (0,230;0,770) (0,236;0,764) (0,240;0,760) 

0,6 (0,281;0,853) (0,293;0,842) (0,303;0,835) (0,308;0,828) (0,309;0,823) 

0,7 (0,362;0,905) (0,377;0,898) (0,387;0,891) (0,390;0,885) (0,387;0,881) 

0,8 (0,459;0,949) (0,476;0,943) (0,485;0,938) (0,487;0,934) (0,482;0,931) 

0,9 

P 

(0,579;0,977) (0,595;0,976) (0,606;0,975) (0,612;0,974) (0,611;0,973) 

 
На следующих рисунках приведены графики зависимостей отношений СКО и 

средних значений оценок от Р. 
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Рис. 1. Зависимость отношений СКО от P, , , 10n  0,5ap 

50N   

Рис. 2. Зависимость среднего значения оценки от P, 10n  , 

, 0,5ap  50N   (1 – P̂ , 2 – P̂ , 3 – 1̂P , 4 – 2̂P ) 

 

  
Рис. 3. Зависимость отношений СКО от P, 10n  , 

,  0, 25ap  50N 
Рис. 4. Зависимость отношений СКО от P, , 

, 

10n 
0,75ap  50N   

На рисунках можно заметить на сколько проигрывают адаптивные комбинирован-
ные оценки оптимальной  по СКО при замене оптимального весового коэффициента 

на его оценки. Так же можно выделить области значений Р, при которых оценки ,  

предпочтительнее по СКО обычной оценки 

P̂

1̂P 2̂P

P̂ . Эти области зависят от выбора априор-
ной догадки  и объема наблюдений n и отражены в таблицах 1 и 2. Сравнение оце-

нок  и  показывает, что имеются области значений Р , в которых  предпочти-

тельнее по СКО обычной оценки и . Так, из рис. 1 следует, что в интервале 

(0,266;0,734) S2 < S1 в среднем на 6,035%. 

ap

1̂P 2̂P 2̂P

P̂ 1̂P

 
Автор выражает благодарность и признательность своему научному руководителю 
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О ВЛИЯНИИ УЧЕТА АПРИОРНОЙ ДОГАДКИ В ОЦЕНИВАНИИ 
СРЕДНЕГО ПРИ НЕИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИИ 
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Введение 

Вероятностные характеристики случайных величин часто представляются в виде 
линейного функционала от функции распределения, которая неизвестна. Располагая 
ограниченным объемом наблюдений над случайной величиной, исследователь стре-
мится улучшить точность оценки искомого функционала за счет привлечения дополни-
тельной (априорной) информации. На основании своего опыта и предыдущих исследо-
ваний он может предположить, что значение искомого функционала равно некоторому 
числу. Это и есть априорная догадка. В связи с этим возникает вопрос как ее использо-
вать для повышения точности оценки? 

В работах [1–5] предложены адаптивные комбинированные оценки, учитывающие 
совместно непараметрическую оценку функционала и априорную догадку, а также ис-
следованы их асимптотические свойства. Целью данной работы является исследование 
свойств оценки линейного функционала в виде математического ожидания при конеч-
ных объемах наблюдений. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу оценки функционала вида: , по выборке 

 из нормального распределения с неизвестными параметрами, т.е. 

. Априорной догадкой выступает значение Ψ. Воспользовавшись оценка-

ми, предложенными в [3], возьмем в качестве оценки среднего 
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ˆ( )J n n J   , /nb n   q, функции  удовлетворяют соотношению определен-

ному в работе [3]: 
k

 , , 1( ) ( ( ))k kq x xq q x 2( ) /(1 )q x x x  {1,2,3,...}k , 0 ( )q x x , 1x R , 
2̂  – выборочная дисперсия,  является оценкой величины отклонения априорной до-

гадки от истинного значения . 
̂
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