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УДК 519.2 
 

Ю.Г. Дмитриев, Ж.Н. Зенкова 
 

ЯДЕРНАЯ ОЦЕНКА ПЛОТНОСТИ 
НЕРАВНОПЛЕЧНО СИММЕТРИЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Предлагается ядерная оценка неизвестной плотности распределения, модифицированная с учетом знания ее неравноплечной симмет-
рии относительно известного центра. Показана сходимость оценки к истинной плотности в среднеквадратическом. 

 
При обработке статистических данных нередко возникает 

необходимость построения оценки неизвестной функции 
плотности распределения исследуемой случайной величины. 
На практике очень часто возникают ситуации, когда сущест-
вует дополнительная информация о случайной величине, 
например ее положительности, ограниченности, непрерывно-
сти, симметричности, моментах и пр. Источником этой ин-
формации могут служить условия эксперимента, теоретиче-
ские выводы, физический смысл анализируемой случайной 
величины и т.д. Следовательно, возникают задачи учета до-
полнительной информации при построении оценок плотно-
сти, а также исследовании качества модифицированных ста-
тистик.  

 
 

c
pS -неравноплечная симметрия  

функции распределения 
 
Пусть случайная величина ξ имеет функцию рас-

пределения F(x) с плотностью f(x) относительно меры 
Лебега на прямой  x∈R. 

Определение. Будем говорить, что функция рас-

пределения (ф.р.) F(x), x∈R, обладает свойством c
pS -

неравноплечной симметрии  относительно центра c с 
известным весом 

 
( ),cFp =                                     (1) 

 
если она удовлетворяет условию 
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где функция )(xS  – непрерывна, монотонно убывает и 

удовлетворяет требованиям  
 

( ) )()(1 xSxS =− , ( ) 01 ccS = , ( ) ,ccS =  

где 
( ),)(minarg0 xFc

Rx∈
=  ( ))(maxarg1 xFc

Rx∈
= . 

 
Заметим, что при  
 

( ) 0,5p F c= = , xcxS −= 2)(  

 
получим обычную симметрию  
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относительно центра c . 

Оценка c
pS -неравноплечно  

симметричной функции плотности 
 
Пусть { }1,  ...,  NX X X=  – последовательность неза-

висимых одинаково распределенных наблюдений над 
случайной величиной ξ (выборка объема N) с неизвест-
ной ф.р. F(x), x∈R, обладающей свойством (2).  

Оценка плотности f(x) по выборке Х  с учетом свой-

ства c
pS -неравноплечной симметрии строится по фор-

муле 
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где fN(x) – ядерная оценка плотности Розенблатта–
Парзена, K(t) – ядро оценки (обычно это некоторая 
плотность распределения вероятностей), hN – параметр 
размытости [1]. 

Формулу (4) можно также представить в виде 
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Теорема 1 [2]. Если ядро  
 

K(t)≥0, t∈R,                               (8) 
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hN – последовательность положительных величин, та-
кая, что 
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то в любой точке непрерывности функции f(x) 
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Теорема приводится без доказательства. 
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Теорема 2. Пусть плотность f(x) непрерывна и об-
ладает свойством (2). Тогда при выполнении условий 
(8)–(11) 
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Доказательство. Пользуясь (13), получим 
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Пусть x≤с. Применим свойство (2), которое для 

плотностей имеет вид 
 

( ),)()()()( xSfxSxpxf ′=                       (15) 

где  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
−

−

≤
−

−
=

.,
1

;,
1

)(
cx

p
p

cx
p

p

xp  

 
Будем иметь 
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Для x > c доказательство строится аналогично. 
Теорема доказана. 
Таким образом, модифицированная оценка (4) явля-

ется асимптотически несмещенной. 
В [2, 3] показано, что если выполняются условия 

(8)–(12), плотность K(t) имеет все моменты,  
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Теорема 3. Пусть плотность f(x) непрерывна и об-

ладает свойством (2), ядро K(t) имеет все моменты. 
Тогда при выполнении условий (6), (7), (11)  
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Доказательство. Пусть x ≤ с, тогда, воспользовав-
шись (15), получим 
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следовательно, 
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Применив формулу (19), получим 
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В [4. С. 145] показано, что для непрерывной на R 

плотности f(x) при выполнении условий теоремы 1 для 
достаточно больших N 
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где { }yxyxyx ≠== :0,:1),(δ  – функция Кронекера. 

В данном случае 1),(δ =yx  лишь при x = S(x), что 

возможно только тогда, когда x = c = S(с). Таким обра-
зом, выражение (21) принимает следующий вид: 
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По условиям теоремы ,lim ∞=
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Значение f(c) < ∞ в силу интегрируемости f(x), тогда 
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из чего следует (20). 

Для случая x > c доказательство строится аналогично. 
Теорема доказана. 
Таким образом, использование дополнительной ин-

формации об c
pS -неравноплечной симметрии случай-

ной величины позволяет получить асимптотически не-
смещенную модифицированную ядерную оценку плот-
ности с нулевым в асимптотике среднеквадратическим 
отклонением.
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