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УДК 519.865 
 

Н.С. Демин, А.В. Маркелова 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭКЗОТИЧЕСКОГО ОПЦИОНА ПРОДАЖИ  
В БИНОМИАЛЬНОЙ МОДЕЛИ В СЛУЧАЕ ПРИТОКА И ОТТОКА КАПИТАЛА 

 
Проводится исследование стоимости опциона, портфеля и капитала для экзотического опциона продажи Европейского типа в 
случае притока и оттока капитала в биномиальной модели финансового (B,S)-рынка. 

 
В случае стандартных опционов купли и продажи с пла-

тежными функциями ( )NSf соответственно ( ) ( )+−= KSSf NN  

и ( ) ( )+−= NN SKSf  { }( )max ,0a a+ =  [1], где NS  – стои-

мость рискового актива в момент исполнения N, К – огово-
ренная цена исполнения, выплаты по опционам могут быть 
достаточно большими, что представляет существенный риск 
для инвестора. Одним из способов ограничения этого риска 
является решение задачи относительно платежных функций, 
которые предусматривают выплаты, не превышающие задан-
ную величину 2K , т.е. относительно функций соответствен-

но для опционов купли и продажи вида 

( ) ( ){ }1 2min ,N Nf S S K K+= −  и ( ) ( ){ }1 2min ,N Nf S K S K+= − . 

Опцион купли предъявляется к исполнению, если NS  пре-

вышает 1K , опцион продажи предъявляется к исполне-

нию NS  меньше 1K , если при этом выплаты ограничены 

величиной 2K . Опционы с платежными функциями подобно-

го типа относятся к классу экзотических опционов [2, 3]. 
В данной работе проводится исследование для экзотического 
опциона продажи в случае возможного оттока и притока ка-
питала в биномиальной модели рынка на основе комбинатор-
ного метода [4, 5]. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим финансовый рынок, в котором обра-

щаются ценные бумаги двух видов – безрисковые и 
рисковые. Пусть { }0 1,  ,  ...,  NB B B  и { }0 1,  ,  ...,  NS S S  – 

эволюции цен соответственно безрискового и риско-
вых активов в промежутке времени [0,N], причем 

 

1n nB B+ = ρ , 1 1n n nS S+ += ξ ,  0,n N= ,        (1) 

 
где 1ρ >  – некоторая постоянная, а величины kξ  могут 

соответственно принимать только два значения: u и d. 
Очевидно, что если 1 rρ = + , r > 0, то r – это постоян-

ная процентная ставка. Пусть для рискового актива 
u > 1 – сдвиг цены вверх, а 0 < d < 1 – сдвиг цены вниз. 
Будем предполагать d u< ρ < , что необходимо для 

предотвращения арбитража, т.е. получения прибыли 
без риска [1]. Пусть nβ  и nγ  – соответственно количе-

ство (доля) безрисковых активов и рисковых активов, 
суммарная стоимость которых (капитал) равна 
 

n n n n nX B S= β + γ .                           (2) 

 
Предполагается, что возможен отток (например, на 

налоги, операционные издержки, накладные расходы) 

и приток (например, за счет дивидендов от акций) ка-
питала, который характеризуется последовательностью 

0ng ≥  с 0 0g = . При этом если 0ng > , то имеется от-

ток, а если 0ng < , то происходит приток капитала. 

Преобразование портфеля ( ),n nβ γ  в ( )1 1,n n+ +β γ  проис-

ходит с учетом значения 1ng + , т.е. 1 1,n n+ +β γ  должны 

быть такими, что  
 

1 1 1n n n n n nX g B S+ + +− = β + γ .                  (3) 

 
Предполагаем, что последовательность ng  пропор-

циональна рисковой составляющей капитала с коэф-
фициентом с, т.е. 1 1n n ng c S+ += γ . В следующий момент 

времени n+1 за счет изменения цен активов цена этого 
портфеля становится равной  

 

1 1 1 1 1(1 )n n n n nX B c S+ + + + += β + + γ .            (4) 

 
Целью игры на финансовом рынке является дости-

жение за счет управления портфелем описанным выше 
способом равенства ( )NN SfX = , где N – срок испол-

нения опциона, а ( ) 0f ⋅ ≥  – функция выплат. 

Рассматривается Европейский опцион продажи эк-
зотического типа с функцией выплат  

 

( ) ( ) ( ){ }1 2min ,P
N N Nf S f S K S K+= = − ,       (5) 

 

где NS  – стоимость рискового актива в момент испол-

нения опциона N, 1K  – оговариваемая в момент заклю-

чения контракта цена реализации рискового актива в 
момент исполнения, а 2K  – величина ограничения вы-

плат, причем 2 10 K K< < . 

 
Основные результаты 

 
Введем обозначения: 
 

( )
0

0B , , (1 )
N

k k N k
N

k k
k N p C p p −

=

= −∑ , 
( )

*

1

up p
c

∧ ∧

=
ρ +

,  (6) 

 
(1 )c dp

u d

∧ + ρ −
=

−
, 

(1 )
1

u cq p
u d

∧ ∧ − + ρ
= − =

−
, 

( ) ( )1 1d uc− < < −ρ ρ , 
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1
1 ( ) ln lnP

N k
k

K uj k
dS d −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

1 2
2 ( ) ln lnP

N k
k

K K uj k
dS d −

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, 0,k N= ,       (7) 

 
где [D] – целая часть числа D. 

Утверждение. В случае произвольной функции вы-

плат ( )Sf  портфель ( )1 1 1,k k k+ + +π = β γ  и капитал kX  

определяются формулами 
 

( ) ( )1 1
1 ( )

k k k k
k

k

f S u f S d
S u d

+ +
+

−
γ =

−
,                    (8) 

( ) ( )1 1
1 ( )

k k k k
k

k

uf S d df S u
B u d

+ +
+

−
β =

ρ −
,                   (9) 

( ) ( )1
1 1k k k k kX p f S u q f S d

∧ ∧
−

+ +
⎡ ⎤= ρ +⎢ ⎥⎣ ⎦

,           (10) 

( ) ( )( )

0

j N k jN k
N k j j N k j

k N k
j

f S C p q f Su d
− −− ∧ ∧

− − − −
−

=

= ρ ∑ .   (11) 

 
Доказательство данного утверждения проводится 

аналогично доказательству следствия 1 в [5]. 
Теорема 1. Стоимость опциона NP , портфель 

( )1 1 1,P P
k k k+ + +π = β γ  и капитал P

kX  определяются форму-

лами  

1
2 1P B 1, , B 1, ,P P

N N

K j N p j N p
∧ ∧⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ρ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

* *

0 2 1(1 ) B 1, , B 1, ,N P Pc S j N p j N p
∧ ∧⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

*
2

21 B 1, ,P
N

K j N p
∧⎡ ⎤⎛ ⎞

+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟ρ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,                 (12) 

( ) ( )

( )

*
1

1 2

*

1

1 B 1, 1,

– B 1, 1,

N kP P
k

P

c j k N k p

j k N k p

∧− −
+

∧

⎡ ⎛ ⎞
γ = − + + − − −⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞

+ − − +⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦
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2

2

1 ( )( )
( )

( ) 1

1 2
1

1

( )

PP
P

P

N k j kj k
j k

N

j kN k

N k N k
k

C p p

K Kd u
du d S d

− − −∧ ∧

+−

− − −

⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞× − −⎨ ⎬⎜ ⎟ρ − ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
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1

1 ( )( )
( ) 1

PP
P

N k j kj k
j k

NC p p
− − −∧ ∧⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1 ( ) 1

1
1 ( )

Pj kN k

N k N k
k

Kd u
du d S d

+−

− − −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞× −⎨ ⎬⎜ ⎟ρ − ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
,           (13) 

( )

( )

1
1 2

1

B 1, 1,

B 1, 1,

P P
k N k

k

P

K j k N k p
B

j k N k p

∧

+ −

∧

⎡ ⎛ ⎞β = + − − −⎜ ⎟⎢ρ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

( )2
21 B 1, 1,P

N k
k

K j k N k p
B

∧

−

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − + − − +⎜ ⎟⎢ ⎥ρ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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1

1

1 ( )( )
( )

1

( ) 11
1

1

PP
P

P

N k j kj k
j k

N k

j kN k
k

N k N k
k k

C p p

S d K u
dB S d

− − −∧ ∧

− −

+− +

− −

⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

22

2

1 ( )( )
( )

1 1

PP
P

N k j kj k
j k

N kC p p
− − −∧ ∧

− −
⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 ( ) 11
1 2

Pj kN k
k

N k N k
k k

S d K K u
dB S d

+− +

− −

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟× − ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
,            (14) 

( )

( )

1
2

1

B 1, 1,

B 1, 1,

P P
k N k

P

KX j k N k p

j k N k p

∧

−

∧

⎡ ⎛ ⎞= + − − −⎜ ⎟⎢ρ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

( )2
21 B 1, 1,P

N k

K j k N k p
∧

−

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − + − − −⎜ ⎟⎢ ⎥ρ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( )

( )

*

2

*

1

(1 ) B 1, 1,

B 1, 1,

N k P
k

P

c S j k N k p

j k N k p

∧
−

∧

⎡ ⎛ ⎞
− + + − − −⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞

− + − − −⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦
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1

1

1 ( )( )
( )

1

( ) 1

1

1

PP
P

P

N k j kj k
j k

N k

j kN k
k

N k N k
k

C p p

S d K up
dS d

− − −∧ ∧

− −

+− ∧

− −

⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× − +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

22

2

1 ( )( )
( )

1 1

PP
P

N k j kj k
j k

N kC p p
− − −∧ ∧

− −
⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 ( ) 1

1 2

Pj kN k
k

N k N k
k

S d K K up
dS d

+− ∧

− −

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟× − ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.             (15) 

 
Доказательство. Согласно (10), с учетом (5), (7), 
 

( )

( )

11
( 1)

1 1
0

1 ( 1)

j N k jN k
N k j

k N k
j

j N k j N k

f S C p q

f Su d

− − −− − ∧ ∧
− − −

+ − −
=

− − − − − −

= ρ ×

× = ρ ×

∑
 

( )

( )

( )
1

2

1
1

1 1

P

P

jj k N k j
j j N k j

N k
j j k

C p q K Su d
− − −∧ ∧

− − −
− −

=

× − +∑  

2 11
( 1)

2 1
0

P j N k jj
N k j

N k
j

K C p q
− − −− ∧ ∧

− − −
− −

=

+ ρ ∑ .            (16) 

 
Пусть 
 

1
1 1

( ) ln lnP
N k

K uj k
dSd − −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
             (17) 

 
есть то наибольшее целое, для которого 
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( )1
1 0j N k jK Su d − − −− > , 

а 

1 2
2 1

( ) ln ln 1P
N k

K K uj k
dSd − −

⎡ − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
         (18) 

 
есть то наименьшее целое, для которого 
 

1
1 2

j N k jSu d K K− − − > − . 

 
Тогда формула (16) может быть представлена в виде 

 

( )Sf 1k+ =
1

2

1( )
( 1)

1 1

( )

P

P

j
N k jj k

N k j
N k

j j k

K C p q
− − −∧ ∧

− − −
− −

=

ρ −∑  

( ) ( )( )

( )

( )
1

2

1

1

1

(1 )
1

1 1

P

P

j N k j
j k

N k j
N k

j j k

pu p dS c C
c c

− − −∧ ∧

− −
− −

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ + ρ +
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

( )2 1 1
( 1)

2 1
0

C j
j k N k j

N k j
N k

j
K C p q

− − − −∧ ∧
− − −

− −
=

+ ρ ∑ .         (19) 

 
Учитывая (6), получаем  
 

( ) ( 1)
1 1 2B ( ), 1,N k P

kf S K j k N k p
∧

− − −
+

⎡ ⎛ ⎞= ρ − − −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
 

1B ( ) 1, 1,Pj k N k p
∧ ⎤⎛ ⎞− + − − −⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

( )
*

1

2

*

1

1 B ( ), 1,

B ( ) 1, 1,

N k P

P

c S j k N k p

j k N k p

∧− −

∧

⎡ ⎛ ⎞
− + − − −⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞

− + − − +⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦

 

( 1)
2 21 B ( ), 1,N k PK j k N k p

∧
− − − ⎡ ⎤⎛ ⎞+ ρ − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.       (20) 

 
Очевидно, что 
 

1

1
11

ln ln ( ) 1( )

k

P P
N k

k

S S u

K u j kj k dS ud − −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

2

1 2
21ln ln 1 ( )( )

k

P P
N k

k

S S u

K K u j kj k dS ud − −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎛ ⎞= + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

1

1
1ln ln ( )( )

k

P P
N k

k

S S d

K u j kj k dS d −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

2

1 2
2ln ln ( )( )

k

P P
N k

k

S S d

K K u j kj k dS d −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎛ ⎞= =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

Использование этих формул в (20) приводит к то-
му, что 

 

( )1k kf S u+ = ( 1)
1

N kK − − −ρ ×  

2 1B ( ), 1, B ( ), 1,P Pj k N k p j k N k p
∧ ∧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞× − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )
*

1

21 B ( ), 1,
N k P

kc S u j k N k p
∧− − ⎡ ⎛ ⎞

− + − − −⎢ ⎜ ⎟
⎢ ⎝ ⎠⎣

 

*

1B ( ), 1,Pj k N k p
∧ ⎤⎛ ⎞

− − − +⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦

 

( 1)
2 21 B ( ), 1,N k PK j k N k p

∧
− − − ⎡ ⎤⎛ ⎞

+ ρ − − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,     (21) 

 

( )1k kf S d+ = ( 1)
1

N kK − − −ρ ×  

2 1B ( ) 1, 1, B ( ) 1, 1,P Pj k N k p j k N k p
∧ ∧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + − − − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )
*

1

21 B ( ) 1, 1,
N k P

kc S d j k N k p
∧− − ⎡ ⎛ ⎞

− + + − − −⎢ ⎜ ⎟
⎢ ⎝ ⎠⎣

 

*

1B ( ) 1, 1,Pj k N k p
∧ ⎤⎛ ⎞

− + − − +⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦

 

( 1)
2 21 B ( ) 1, 1,N k PK j k N k p

∧
− − − ⎡ ⎤⎛ ⎞+ ρ − + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.     (22) 

 

Так как ( ) ( )B( , , ) B 1, , 1
N ii i

Ni N p i N p C p p −= + + − , то 

использование (21) и (22) в (8) дает, что 
 

( ) ( )1 1
1 ( )

k k k kp
k

k

f S u f S d
S u d

+ +
+

−
γ =

−
= 

( ) ( )
*

1

21 B 1, 1,
N k Pc j k N k p

∧− − ⎡ ⎛ ⎞
= − + + − − −⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣
 

( )
*

1B 1, 1,Pj k N k p
∧ ⎤⎛ ⎞

− + − − +⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦

 

22

2

2 2

1 ( )( )
( )

( ) 1 ( )
1 2

1 1

1
1

( )

PP
P

P P

N k j kj k
j k

N
k

j k N k j k

kN k N k

C p p
S u d

K K u dS u

− − −∧ ∧

− − −

− − − −

⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟ −⎝ ⎠

⎧ ⎫−⎪ ⎪× − −⎨ ⎬
ρ ρ⎪ ⎪⎩ ⎭
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1

1 1

1 ( )( )
( )

( ) 1 ( )
1

1 1

1
1

( )

PP
P

P P

N k j kj k
j k

N
k

j k N k j k

kN k N k

C p p
S u d

K u dS u

− − −∧ ∧

− − −

− − − −

⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟ −⎝ ⎠

⎧ ⎫⎪ ⎪× − =⎨ ⎬
ρ ρ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

( ) ( )
*

1

21 B 1, 1,
N k Pc j k N k p

∧− − ⎡ ⎛ ⎞
=− + + − − −⎢ ⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣
 

( )
*

1– B 1, 1,Pj k N k p
∧ ⎤⎛ ⎞

+ − − +⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦
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22

2

2

1 ( )( )
( )

1

( ) 1

1 2

1
( )

PP
P

P

N k j kj k N k
j k

N N k

j k

N k
k

dC p p
u d

K K u
dS d

− − − −∧ ∧

− −

+

−

⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟ ρ −⎝ ⎠

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞× − −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 

11

1

1 ( )( )
( )

1
1

( )

PP
P

N k j kj k N k
j k

N N k

dC p p
u d

− − − −∧ ∧

− −
⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟ ρ −⎝ ⎠

 

1 ( ) 1

1

Pj k

N k
k

K u
dS d

+

−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞× −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

,                       (23) 

 
т.е. пришли к (13). Использование (21) и (22) в (9) дает, что 
 

( ) ( )1 1
1 ( )

k k k kp
k

k

uf S d df S u
B u d

+ +
+

−
β =

ρ −
= 

( ){

( ) ( )

( 1)
1

2 1

1

( )

B 1, 1, B 1, 1,

N k

k

P P

K u d
B u d

j k N k p j k N k p

− − −

∧ ∧

= − ρ ×
ρ −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + − − − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( ) ( )( 1)
2 21 B 1, 1,N k PK u d j k N k p

∧
− − − ⎡ ⎤⎛ ⎞+ − ρ − + − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

22

2

11

1

1 ( )( )
( )( 1)

1 1

1 ( )( )
( )

1

1

1

PP
P

PP
C

N k j kj k
j kN k

N k

N k j kj k
j k

N k

K d C p p

C p p

− − −∧ ∧
− − −

− −

− − −∧ ∧

− −

⎡ ⎛ ⎞− ρ − −⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢⎣

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

22

2

1 ( )( )
( )( 1)

2 1 1

PP
P

N k j kj k
j kN k

N kK d C p p
− − −∧ ∧

− − −
− −

⎤⎛ ⎞+ ρ − +⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎥⎦

 

( )
2

2

2

1
1

1

* ( )
1 ( )

1

1 ( )*

1 ( )* ( ) *
( ) 1

1

1

1

1

P
P

P

PP
C

j k
N k j k

k N k

N k j k

N k j kj k
j k

N k N k
k

c S ud C p

p

KC p p
B

∧− −
− −

− − −
∧

− − −
∧ ∧

− − −

⎡
+ + ×⎢

⎢⎣

⎛ ⎞
× − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎫⎤⎛ ⎞ ⎪⎥− − = ×⎬⎜ ⎟ ⎥ ρ⎝ ⎠ ⎪⎦⎭

 

( ) ( )2 1B 1, 1, B 1, 1,P Pj k N k p j k N k p
∧ ∧⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + − − − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( )2
21 B 1, 1,P

N k
k

K j k N k p
B

∧

−

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − + − − +⎜ ⎟⎢ ⎥ρ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

11

1

1

1 ( ) 1( )
( )

1

( ) 1

1

1

PP
P

P

N k j k N kj k
j k k

N k N k
k

j k

N k
k

d S
C p p

B

K u
dS d

− − − − +∧ ∧

− − −

+

−

⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

22

2

2

1 ( ) 1( )
( )

1

( ) 1

1 2

1

,

PP
P

P

N k j k N kj k
j k k

N k N k
k

j k

N k
k

d S
C p p

B

K K u
dS d

− − − − +∧ ∧

− − −

+

−

⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟× − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

т.е. пришли к (14). Использование (21) и (22) в (10) да-
ет, что 
 

( ) ( )1
1 1

P
k k k k kX p f S u q f S d

∧ ∧
−

+ +
⎡ ⎤= ρ +⎢ ⎥⎣ ⎦

= 

( ) ( )

1 ( 1)
1

2 1B 1, 1, B 1, 1,

N k

P P

p K

j k N k p j k N k p

∧
− − − −

∧ ∧

⎧⎪= ρ ρ ×⎨
⎪⎩

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + − − − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
22

2

11

1

1 ( )( )
( )( 1)

1 1

1 ( )( )
( )

1

1

1

PP
P

PP
P

N k j kj k
j kN k

N k

N k j kj k
j k

N k

K C p p

C p p

− − −∧ ∧
− − −

− −

− − −∧ ∧

− −

⎡ ⎛ ⎞+ ρ − −⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢⎣

⎤⎛ ⎞− − −⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎥⎦

 

( ) ( )

( )

1

2

1

1 B 1, 1,

–B 1, 1,

N k P
k

P

c S u j k N k p

j k N k p

∧− −

∧

⎡ ⎛ ⎞− + + − − −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

( )
2

2

2

1
1

1

1 ( )* ( ) *
1 ( )

1

1 ( )* ( ) *
( ) ( 1)

1 2

1 1

1

PP
P

PP
C

N k j kj k
N k j k

k N k

N k j kj k
j k N k

N k

c S u C p p

C p p K

− − −
∧ ∧− −

− −

− − −
∧ ∧

− − −
− −

⎡ ⎛ ⎞⎢− + − −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞ ⎥− − + ρ ×⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

 

( )
22

2

1 ( )( )
( )

2 11 B 1, 1, 1

PP
C

N k j kj k
j kP
N kj k N k p C p p

− − −∧ ∧ ∧

− −

⎫⎡ ⎤⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞× − + − − − − +⎢ ⎥⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

 

( ) ( )

\\

( 1)
1

2 1B 1, 1, B 1, 1,

N k

P P

q K

j k N k p j k N k p

∧
− − −

∧ ∧

⎧⎪+ ρ ×⎨
⎪⎩

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + − − − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( )

( ) ( )

1

* *

2 1

1

B 1, 1, B 1, 1,

N k
k

P P

c S d

j k N k p j k N k p

− −

∧ ∧

− + ×

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× + − − − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

( )( 1)
2 21 B 1, 1,N k PK j k N k p

∧
− − − ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞+ ρ − + − − =⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎭

 

( )

( )

1
2

1

B 1, 1,

B 1, 1,

P
N k

P

K
j k N k p

j k N k p

∧

−

∧

⎡ ⎛ ⎞= + − − −⎜ ⎟⎢ρ ⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

( )2
21 B 1, 1,P

N k

K j k N k p
∧

−

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − + − − −⎜ ⎟⎢ ⎥ρ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( )

( ) ( )
* *

2 1

1

B 1, 1, B 1, 1,

N k
k

P P

c S

j k N k p j k N k p

−

∧ ∧

− + ×

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× + − − − + − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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11

1

1

1 ( )( )
( )

1

( ) 1

1

1

PP
P

P

N k j k N kj k
j k k

N k N k

j k

N k
k

d SC p p p

K u
dS d

− − − −∧ ∧ ∧

− − −

+

−

⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

22

2

2

1 ( )( )
( )

1

( ) 1

1 2

1

,

PP
P

P

N k j k N kj k
j k k

N k N k

j k

N k
k

S dC p p p

K K u
dS d

− − − −∧ ∧ ∧

− − −

+

−

⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟× − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
т.е. пришли к (15). Рациональная стоимость опциона, 

по определению, 0P P
N X= . Поэтому, используя фор-

мулу (15) при k=0, получим (12). 
Теорема доказана. 
 

Свойства решения 
 

Следствие. Пусть 
~ ~ ~~

1 1P , , ,P P P
N k k kX + +γ β  есть пределы 

1 1P , , ,P P P
N k k kX + +γ β  при 2 1K K↑ . Тогда 

 
~

1 1P 1 B( 1, 1, )N P
N K j N p

∧
− ⎡ ⎤= ρ − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

*

0 1(1 ) 1 B( 1, 1, )N Pc S j N p
∧⎡ ⎤

− + − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

,           (24) 

( )
~

1 11 B( 1, 1, )P N P
kX K j k N k p

∧
− ⎡ ⎤= ρ − + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

– ( )
*

1(1 ) 1 B( 1, 1, )N k P
kc S j k N k p

∧
− ⎡ ⎤

+ − + − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

,    (25) 

( ) ( )
*~

1

1 11 1 B( 1, 1, )
N kP P

k c j k N k p
∧− −

+

⎡ ⎤
γ = + − + − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

11

1

1 ( )( )
( )

1 1

PP
P

N k j kj k
j k

N kC p p
− − −∧ ∧

− −
⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 ( ) 1

1

( )

Pj kN k

N k N k
k

Kd u
du d S d

+−

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× − ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ − ⎝ ⎠⎝ ⎠
,           (26) 

( )
~

1
1 1B( 1, 1, )P P

k N k
k

K j k N k p
B

∧

+ −β = + − − +
ρ

 

11

1

1 ( )( )
( )

1 1
( )

PP
P

N k j k N kj k
j k k

N k N k
k

d S
C p p

u d B

− − − −∧ ∧

− − −
⎛ ⎞+ − ×⎜ ⎟ ρ −⎝ ⎠

 

1 ( ) 1

1

Pj k

N k
k

K u
dS d

+

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
.                        (27) 

Доказательство. По определению 2 ( )Pj k  – то наи-

большее целое, для которого 1 2
j N k j

kS u d K K− − > − . Если 

2 1K K↑ , то 2 ( )Pj k N k= − . Тогда, согласно (2), 

( ) ( )
*

2 2B( 1, 1, ) 0, B( 1, 1, ) 0C Cj k N k p j k N k p
∧ ∧

+ − − = + − − = . 

С учетом этого формулы (12)–(15) переходят в 
формулы (24)–(27). 

Поскольку при 2 1K K=  платежная функция (5) пе-

реходит в платежную функцию для стандартного оп-
циона продажи, то формулы (24)–(27) определяют пол-
ное решение задачи хеджирования в случае стандарт-
ного опциона продажи с оттоком и притоком капитала. 

Лемма. Для функции ( )1
P

kf S+  справедливы свойства: 

1) ( )1 0,    0P
kf S S+ ≥ > ; 

2) ( )1
P

kf S+  – невозрастающая функция; 

3) если  0S >  такое, что  ( )1 0P
kf S+ >  при 

 0 S S< < , то ( )1
P

kf S+  – убывающая функция при 

0  S S< < , т.е. ( ) ( )1 2 1 1
P P

k kf S f S+ +>  для 2 1 S S S< < < ; 

4) ( )1 0P
kf S+ > , если выполняется условие 

1
1 2 1

N kK K Su K− −− < < , и ( )1 0P
kf S+ =  в противополож-

ном случае. 
Доказательство. Свойства 1) и 2) следуют из (1). 

Свойство 3) следует непосредственно из (16). Очевид-
но, согласно (16), что свойство ( )1 0P

kf S+ >  выполняет-

ся, если ( )1 1Pj k N k< − − , ( )2 1Pj k N k< − − .  

Согласно (17), ( )1 1Pj k N k< − − , если 

( )1
1

ln 1 lnN k

K uN k
dSd − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞> − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, что приводит к усло-

вию 1
1

N kK Su − −> .  

Согласно (18), ( )2 1Pj k N k< − − , если 

( )1 2
1

ln 1 lnN k

K K uN k
dSd − −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞< − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, что приводит к усло-

вию 1
1 2

N kSu K K− − > − .  

Объединяя условия, получаем 1
1 2 1

N kK K Su K− −− < < . 

Лемма доказана. 
Теорема 2. В случае опциона продажи его стои-

мость, капитал и составляющие портфеля обладают 
следующими свойствами: 

1) 1 10,     0,       0,      0P P P
N k k kP X + +≥ ≥ β ≥ γ ≤ ; 

2) 0,NP >  если 1 2 0 1
NK K S u K− < < ; 

3) 1 k 10,   0,   0P P P
k kX + +> β > γ < , если 1 2 1

N k
kK K S u K−− < < . 

Доказательство. Так как ( )0PN f S= , то свойство 

P 0N ≥  следует из (16)–(18). Из (12) получаем, что 

свойство P 0N >  выполняется при выполнении условия 

1 2,  P Pj N j N< < , которое с использованием (7) при 

0k =  приводит к условию 1 2 0 1
NK K S u K− < < . Свой-

ство 1) для 1
P
k+γ  следует с учетом свойств 1) и 2) лем-

мы. Из свойства 4) леммы следует, что ( )1 0P
k kf S u+ > , 

если 1 2 1
N k

kK K S u K−− < < , и ( )1 0P
k kf S u+ = , если 1

N k
kK S u −≤  

или 1 2
N k

kS u K K− ≤ − . Аналогично ( )1 0P
k kf S d+ > , если 

1 2 1
N k

k
dK K S u K
u

−⎛ ⎞− < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, и ( )1 0P
k kf S d+ = , если kN

k1 u
u
dSK −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤  
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или 1 2
N k

k
dS u K K
u

−⎛ ⎞ ≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Тогда с учетом свойства 3) 

леммы следует свойство 2) для 1
P
k+γ . 

Пусть ( )
( )1 1

1
1

Pj k

N k
k

K uk
dS d

+

−

⎛ ⎞Φ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( )
( )2 1

1 2
2

Cj k

N k
k

K K uk
dS d

+

−

− ⎛ ⎞Φ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Из (7) следует, что ( ) 1
1 1 ln lnP

N k
k

K uj k
dS d −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ < ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

( ) 1 2
2 1 ln lnC

N k
k

K K uj k
dS d −

⎛ ⎞− ⎛ ⎞+ > ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. Следовательно, 

( )1 1

1

Pj k

N k
k

K u
dS d

+

−

⎛ ⎞> ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 
( )2 1

1 2

Pj k

N k
k

K K u
dS d

+

−

− ⎛ ⎞< ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Поэтому для 

( )1
Pj k  и ( )2

Pj k , определяемых формулами (7), 

( )1 0kΦ <  и ( )2 0kΦ > .  

Тогда свойство 1) для 1 P
k+β  следует из (14). Очевид-

но, что 
 

( ) ( )2 1B 1, 1, B 1, 1, 0P Pj k N k p j k N k p
∧ ∧⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − − + − − >⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,  

так как ( ) ( )2 1
P Pj k j k N k< < −  по их определению, т.е. 

выполняется условие 1 2 1
N k

k
dK K S u K
u

−⎛ ⎞− < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Третье слагаемое в (14) больше нуля, поскольку 

( )1 0kΦ < . Последнее слагаемое в (14) тоже больше 

нуля, так как ( )2 0kΦ > . Поскольку N k N k
k k

dS u S u
u

− −⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

то свойство 2) для 1
P
k+β следует из (14). Свойство 1) для 

k
PX  следует с учетом свойств 1) и 2) леммы. Свойство 

3) для k
PX  следует с учетом того, что 

1 2 1
N k

kK K S u K−− < < , 1 2 1
N k

k
dK K S u K
u

−⎛ ⎞− < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

N k N k
k k

dS u S u
u

− −⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Теорема 2 доказана. 
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