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Рассматриваются дискретные динамические системы, заданные на графе-цирку-
лянте, функционирование которых определяется пороговыми функциями. Полу-
чены общие свойства графа функционирования системы. В случае значности си-
стемы p = 2 проведена классификация всех состояний системы в зависимости
от длин серий нулей и единиц. Как результат, получены некоторые свойства
циклов функционирования и нижняя оценка количества компонент связности.
Для произвольного значения p сформулирован критерий существования непо-
движных точек, определены их вид и количество.
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Введение
Динамические системы в целом и дискретные динамические системы в частности

моделируют различные явления и объекты. С помощью теории динамических систем
можно охарактеризовать процесс, который описывает система, тем самым спрогнози-
ровать поведение объекта (явления) в будущем. Например, можно определить, к каким
последствиям приведёт какой-либо процесс: к негативным или же, напротив, к пози-
тивным. Одним из объектов, которые моделируют дискретные динамические системы,
являются генные сети.

1. Постановка задачи
1.1. Г р а ф ф у н к ц и о н и р о в а н и я

Дискретной динамической системой называется пара (Ω, A), где Ω —множество
состояний системы, а A— отображение, действующее на множестве состояний:

A : Ω→ Ω.

Функционированием дискретной динамической системы с начальным состояни-
ем ω ∈ Ω назовём бесконечную последовательность ω, A1(ω), A2(ω), A3(ω), . . . , где
A1(ω) = A(ω); Ai+1(ω) = A(Ai(ω)) для i ∈ Z+.

Графом функционирования (или графом состояний) дискретной динамической си-
стемы называют ориентированный граф H = G(V,D) с петлями, где

V = Ω; D = {(ω1, ω2) : ω1, ω2 ∈ Ω, A(ω1) = ω2}.
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Согласно [1], каждая компонента связности графа функционирования представля-
ет собой единственный контур (возможно, петлю), к которому присоединены деревья,
ориентированные к корню.

Любой контур этого графа будем называть циклом фунционирования. Для любого
состояния ω из цикла функционирования длины r верно Ar(ω) = ω. Любую вершину
с петлёй будем называть неподвижной точкой. Другими словами, если ω—неподвиж-
ная точка, то A(ω) = ω. Висячую вершину графа функционирования будем называть
истоком, т. е. если ω—исток, то для любого ω′ ∈ Ω имеем A(ω′) 6= ω.

Задача анализа функционирования дискретных динамических систем состоит
в определении качественных характеристик графа функционирования по заданным
множеству всех состояний Ω и отображению перехода A. К качественным характери-
стикам графа состояния относятся, например, следующие:

1) характеристики компонент связности (циклов функционирования);
2) характеристики неподвижных точек;
3) максимальная длина цикла графа функционирования;
4) максимальная длина цепи в графе функционирования;
5) характеристики истоков.

1.2. Д и н а м и ч е с к а я с и с т е м а ц и р к у л я н т н о г о т и п а
Рассматриваются динамические системы, заданные на графе-циркулянте [2, 3].
Граф-циркулянт — ориентированный граф Gn,k (1 6 k 6 n) с множеством вершин

V = {0, 1, . . . , n− 1} и множеством рёбер D = {(i, j) : i, j ∈ V, (i− j) mod n 6 k}.
Определим множество всех состояний Ω и отображение перехода A.
Каждой вершине i графа-циркулянта сопоставим значение xi из множества Zp =

= {0, 1, . . . , p − 1}. Состоянием назовем кортеж, составленный из значений всех вер-
шин графа-циркулянта: (x0, x1, . . . , xn−1), т. е. |Ω| = pn. Если состояние имеет вид
(x, x, . . . , x), то будем обозначать его (x̃).

Определим отображение A, действующее на Ω следующим образом:

A((x0, x1, . . . , xn−1)) = (y0, y1, . . . , yn−1),

где yi вычисляется по правилу

yi =


xi + 1, если

k∑
j=1

xi+j < T и xi < p− 1,

xi − 1, если
k∑
j=1

xi+j > T и xi > 0,

xi иначе.

(1)

Здесь и далее все операции в индексах выполняются по модулю n.
В этом случае также говорят, что yi принимает значение симметричной порого-

вой функции с пороговым значением T ∈ Z. Аргументами этой функции являются
значения вершин, дуги из которых входят в i-ю.

Такая постановка была рассмотрена ранее [2 – 4] при пороговых значениях T = 1
и k. В этих случаях действие отображения A совпадает с действиями аддитивного и
мультипликативного (при p = 2) автомата соответственно.

Введём отношение эквивалентности на множестве всех состояний Ω. Будем гово-
рить, что X ∼ X ′, если X ′ получено из X циклическим сдвигом. Таким образом, всё
множество Ω разбивается на классы эквивалентности. В силу симметричности графа-
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циркулянта и пороговой функции все состояния одного класса эквивалентности обла-
дают одинаковыми характеристиками функционирования. Поэтому без ограничения
общности при рассмотрении функционирования системы можно считать, что для лю-
бого начального состояния X = (x0, x1, . . . , xn−1) имеем x0 6= xn−1 (если X 6= (x̃)).

Набор параметров дискретной динамической системы p, n, k, T полностью задаёт
множество состояний Ω и отображение перехода A, а значит, и граф функционирова-
ния. Граф функционирования системы с таким набором параметров будем обозначать
Hp(n, k, T ). На рис. 1 приведён пример такого графа.
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Рис. 1. Пример графа функционирования H2(4, 3, 2)

В работе исследуется функционирование дискретной динамической системы
Hp(n, k, T ). В частности, рассматриваются циклы функционирования и неподвижные
точки системы.

2. Общие свойства графа функционирования
Одним из параметров систем рассматриваемого вида является пороговое значе-

ние T ∈ Z. Следующая лемма характеризует граф функционирования в зависимости
от значеня параметра T .

Лемма 1.
1) Если T 6 0, то A((x0, . . . , xn−1)) = (max(0, x0 − 1), . . . ,max(0, xn−1 − 1)).
2) Если T > (p−1)k, тоA((x0, . . . , xn−1)) = (min(p−1, x0+1), . . . ,min(p−1, xn−1+1)).
3) Если 0 < T 6 (p− 1)k, то граф функционирования содержит цикл

(dT/ke − 1, dT/ke − 1, . . . , dT/ke − 1)↔ (dT/ke , dT/ke , . . . , dT/ke) .

Доказательство. Пункты 1 и 2 следуют из определения отображения A. Дока-
жем пункт 3. Пусть 0 < T 6 (p− 1)k.

Положим X = (x0, x1, . . . , xn−1) = (dT/ke − 1, dT/ke − 1, . . . , dT/ke − 1). Тогда

для любого i ∈ {0, . . . , n− 1} верно
k∑
j=1

xi+j = k (dT/ke − 1) = k dT/ke − k < T . Значит,

выполнено yi = xi + 1, т. е. A(X) = (dT/ke , dT/ke , . . . , dT/ke).
Аналогично, еслиX = (x0, x1, . . . , xn−1) = (dT/ke , dT/ke , . . . , dT/ke), то для любого

i ∈ {0, . . . , n − 1} верно
k∑
j=1

xi+j = k dT/ke > T . Значит, выполнено yi = xi − 1, откуда

A(X) = (dT/ke − 1, dT/ke − 1, . . . , dT/ke − 1).

Следствие 1. Пусть p = 2. Тогда
1) если T 6 0, то A(X) = (0̃) для любого X ∈ Ω;
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2) если T > k, то A(X) = (1̃) для любого X ∈ Ω;
3) если 0 < T 6 k, то граф функционирования содержит цикл (0̃)↔ (1̃).
Лемма 2. Hp(n, k, T ) ∼= Hp(n, k, (p− 1)k − T + 1).
Доказательство. Обозначим T̂ = (p− 1)k − T + 1. Введём функцию ϕ : Ω→ Ω

следующим образом: ϕ(X) = ((p− 1)− x0, (p− 1)− x1, . . . , (p− 1)− xn−1). Докажем,
что ϕ—изоморфизм графов Hp(n, k, T ) и Hp(n, k, T̂ ). Очевидно, что ϕ— биективное
отображение (так как ϕ(ϕ(X)) = X).

Пусть A1, A2 — отображения, задающие графы функционирования Hp(n, k, T ) и
Hp(n, k, T̂ ) соответственно. ОбозначимX = (x0, x1, . . . , xn−1), A1(X) = (y0, y1, . . . , yn−1),
A2(ϕ(X)) = (ŷ0, ŷ1, . . . , ŷn−1). Покажем, что ϕ(A1(X)) = A2(ϕ(X)). Возможны четыре
случая:

1) yi = 0. Следовательно,
k∑
j=1

xi+j > T ⇒
k∑
j=1

(p − 1) − xi+j 6 (p − 1)k − T < T̂ .

Поскольку значение xi равно 0 или 1, то ŷi = p− 1.

2) yi = p − 1. Следовательно,
k∑
j=1

xi+j < T ⇒
k∑
j=1

(p − 1) − xi+j > (p − 1)k − T > T̂ .

Поскольку значение xi равно p− 2 или p− 1, то ŷi = 0.
3) 0 < yi < p− 1, xi = yi − 1. Следовательно,

k∑
j=1

xi+j < T ⇒
k∑
j=1

(p− 1)− xi+j > (p− 1)k − T > T̂ ,

откуда ŷi = p− yi − 1.
4) 0 < yi < p− 1, xi = yi + 1. Следовательно,

k∑
j=1

xi+j > T ⇒
k∑
j=1

(p− 1)− xi+j 6 (p− 1)k − T < T̂ ,

откуда ŷi = p− yi − 1.
Заметим, что если yi = xi, то значение yi равно p− 1 либо 0.
Таким образом, ϕ(A1(X)) = A2(ϕ(X)) для всех X ∈ Ω, откуда следует, что ϕ—

изоморфизм.

Следствие 2. При p = 2 имеем H2(n, k, T ) ∼= H2(n, k, k − T + 1).
В силу лемм 1 и 2 при изучении качественных характеристик графов функциони-

рования достаточно рассматривать пороговые значения

1 6 T 6

⌊
(p− 1)k + 1

2

⌋
,

в частности, при p = 2

1 6 T 6

⌊
k + 1

2

⌋
.

3. Циклы функционирования
Рассмотрим случай p = 2. При этом |Ω| = 2n, а пороговая функция задаётся сле-

дующим образом:

yi =


1, если

k∑
j=1

xi+j < T ,

0, если
k∑
j=1

xi+j > T .
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В силу результатов предыдущего пункта считаем, что 1 6 T 6 b(k + 1)/2c. При рас-
смотрении функционирования системы будем также полагать, что для любого началь-
ного состояния X ∈ Ω \ {(0̃), (1̃)} выполнено x0 = 0, xn−1 = 1.

Серией состояния X назовём максимальную по включению последовательность
компонент xi, xi+1, . . . , xi+l−1, таких, что xi = xi+1 = · · · = xi+l−1. Число l называется
длиной серии. Количество серий состояния X будем обозначать b(X).

Лемма 3. b(A(X)) 6 b(X).
Доказательство. Пусть A(X) = Y = (y0, y1, . . . , yn−1). Покажем, что если

yi 6= yi+1, то xi+1 = yi+1. Пусть yi = 0 , yi+1 = 1. Тогда

k∑
j=1

xi+j > T ;
k∑
j=1

x(i+1)+j =
k+1∑
j=2

xi+j < T.

Следовательно, xi+1 = 1. Аналогично для yi = 1.
Получили xi+1 = yi+1. Таким образом, имеем, что если yi и yj —начала двух раз-

личных серий в Y , то xi и xj лежат в различных сериях состояния X. Следовательно,
количество серий в X не меньше количества серий в Y .

Следствие 3. Если состояния X1 и X2 лежат в одном цикле функционирования,
то b(X1) = b(X2).

3.1. С о с т о я н и я с д л и н н ы м и с е р и я м и
СостояниеX из Ω\{(0̃), (1̃)} будем называть состоянием с длинными сериями, если

длина каждой серии из нулей не меньше k − T + 1, а длина каждой серии из единиц
не меньше T .

На множестве состояний с длинными сериями определим инъективную кодирую-
щую функцию ψ:

ψ((0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s0

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−T+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

. . . 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
sb−2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−T+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
sb−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

)) = (s0, s1, . . . , sb−2, sb−1).

Лемма 4. Пусть состояние с длинными сериями X кодируется вектором
(s0, s1, . . . , sb−1). Тогда состояние A(X) (или некоторое эквивалентное ему) кодируется
вектором (s1, s2, . . . , sb−2, sb−1, s0).

Доказательство. Пусть X — состояние с длинными сериями, которое кодиру-
ется согласно условию леммы. Рассмотрим X и A(X):

X = . . . 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2i

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−T+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s2i+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2i+2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−T+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s2i+3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

. . .

A(X) = . . . 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s2i

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−T+1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2i+1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
s2i+2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−T+1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2i+3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
T

. . .

Очевидно, что A(X) — состояние с длинными сериями. Нетрудно видеть, что A(X)
(или некоторое эквивалентное ему) кодируется вектором (s1, s2, . . . , sb−2, sb−1, s0).

Следствие 4. Любое состояние с длинными сериями лежит в цикле графа функ-
ционирования, который состоит только из состояний с длинными сериями.

Доказательство. Из леммы 4 следует, что если состояние X кодируется векто-
ром (s0, s1, . . . , sb−1), то состояние A2(X) или некоторое эквивалентное ему кодируется
вектором (s2, s3, . . . , sb−1, s0, s1). Это означает, что X ∼ A2(X), откуда следует, что X
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лежит в цикле графа функционирования. В силу леммы 4 очевидно, что все состояния
этого цикла — состояния с длинными сериями.

Заметим, что максимальная длина цикла, состоящего из состояний с длинными
сериями, равна 2n. Она достигается, когда X и A(X) не эквивалентны и (n, k+ 1) = 1.
В общем случае для циклов, состоящих из состояний с длинными сериями, длина
цикла нацело делит 2n.

Так как каждый цикл функционирования содержит состояния не более чем из двух
классов эквивалентности, подсчитав количество этих классов эквивалентности для со-
стояний с длинными сериями, можно получить оценку снизу количества циклов функ-
ционирования (а значит, и компонент связности).

Утверждение 1. Число компонент связности в графе H2(n, k, T ) не меньше, чем

1 +
bn/(k+1)c∑

i=1

P̃ (n− (k − 1)i, 2i),

где P̃ (a, b) —число циклических разбиений a на b слагаемых.
Доказательство. Пусть X — состояние с длинными сериями, ψ(X) =

= (s0, s1, . . . , sb−1). Сумма компонент этого вектора равна (n− (k − 1)b/2).
По лемме 4 и следствию 4 каждому циклическому слову соответствует хотя бы один

цикл, а значит, хотя бы одна компонента связности. Отсюда следует, что количество
компонент связности, состояния цикла которых содержат b серий, не меньше

P̃ (n− (k − 1)b/2, b) .

Для подсчёта всех компонент связности необходимо учесть различные количества
серий состояния:

bn/(k+1)c∑
i=1

P̃ (n− (k − 1)i, 2i).

Верхний предел суммирования равен bn/(k + 1)c, так как минимальная сумма длин
двух соседних серий равна k + 1.

Для завершения доказательства осталось учесть тривиальный цикл (0̃)↔ (1̃).

Наилучшие результаты эта нижняя оценка показывает при (n, k + 1) = 1. В этом
случае учитываются все циклы, состоящие из состояний с длинными сериями, так как
каждый класс эквивалентности целиком попадает в один и тот же цикл.

Подсчёт числа циклических разбиений

В полученной нижней оценке числа компонент связности фигурирует число цик-
лических разбиений. Приведём формулу для подсчёта этого числа.

Теорема 1.

P̃ (n, k) =
1

k

∑
16d6k,
k

(k,n) |d

(
(d, k)n/k − 1

(d, k)n/k − (d, k)

)
.

Доказательство. Воспользуемся леммой Бернсайда

|X/G| = 1

|G|
∑
g∈G
|Xg| ,
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где X —некоторое множество; G—подгруппа симметрической группы, действующей
на множестве X; Xg —множество элементов из X, которые g оставляет на месте.

Положим X —множество упорядоченных разбиений числа n на k слагаемых, G =
= {g1, g2, . . . , gn} 6 Sk —подгруппа перестановок сдвига, где gi —перестановка, сдвига-
ющая на i позиций.

Лемма 5.

|Xgi | =


(

(i, k)n/k − 1

(i, k)n/k − (i, k)

)
, если k/(i, k)

∣∣n,
0 иначе.

Доказательство. Для того чтобы gi оставляла некоторое слово длины k
на месте, нужно, чтобы период этого слова делил i нацело. Поэтому если i - k, то
|Xgi | = |Xg(i,k)|.

Если i|k, но (k/i) - n, то не существует упорядоченного разбиения, которое gi остав-
ляет на месте: |Xgi | = 0.

Пусть теперь i|k и (k/i)|n. Тогда |Xgi | равно числу упорядоченных разбиений числа
in/k на i слагаемых, то есть

|Xgi | =
(
in/k − 1

in/k − i

)
.

В итоге имеем

|Xgi | =


|Xg(i,k)| , если i - k,(
in/k − 1

in/k − i

)
, если i|k и (k/i)|n,

0 иначе.

Заметим, что если i|k, то i = (i, k), из чего и следует утверждение леммы.

Покажем, что
(k/(i, k))

∣∣n⇐⇒ (k/(k, n))
∣∣ i.

Действительно,

(k/(i, k))
∣∣n⇐⇒ k

∣∣ (i, k)n⇐⇒ (k/(n, k))
∣∣ ((i, k)n/(n, k)).

Так как k/(n, k) и n/(n, k) взаимно просты, то (k/(n, k))
∣∣ (i, k), что выполнено тогда

и только тогда, когда (k/(k, n))
∣∣ i. Применяя лемму Бернсайда к значениям мощностей

множеств Xgi , получаем

P̃ (n, k) = |X/G| = 1

|G|
∑
g∈G
|Xg| = 1

k

∑
16d6k,
k

(k,n) |d

(
(d, k)n/k − 1

(d, k)n/k − (d, k)

)
.

Теорема доказана.

3.2. С о с т о я н и я с к о р о т к и м и с е р и я м и
Состояние X будем называть состоянием с короткими сериями, если длина каж-

дой серии из нулей не больше (k− T ), а каждой серии из единиц— не больше (T − 1).
Лемма 6. Пусть состяние X = (x0, x1, . . . , xn−1) лежит в цикле графа функцио-

нирования, Y = A(X) = (y0, y1, . . . , yn−1). Тогда если xi 6= xi+1, то xi = yi.
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Доказательство. Пусть xi = 1. Рассмотрим X и Y :

X = . . . 0 0 1 1 . . . 1 1 0 0 . . . 0 0 1 1 . . . ,

Y = . . . yi1 . . . yi . . . yi2 . . .

Пусть yi 6= xi. Следовательно, yi = 0. Очевидно, что yj 6 yi для всех i1 < j < i2.
Это значит, что yj = 0 для всех i1 < j < i2 и в Y серий меньше, чем в X. Но X и Y
лежат в одном цикле. Противоречие c леммой 3.

Аналогично для xi = 0.

Теорема 2. Если состояние лежит в цикле графа функционирования, то оно яв-
ляется либо состоянием с длинными сериями, либо состоянием с короткими сериями.

Доказательство. Предположим обратное; тогда существуют две подряд идущие
серии b1 и b2, такие, что b1 —короткая, а b2 —длинная. Положим i+ 1 —индекс начала
серии b1; пусть b1 — серия из нулей, а b2 — серия из единиц.

Рассмотрим yi. Так как длина серии b1 не превосходит k− T , а серии b2 —не мень-

ше T , то
k∑
j=1

xi+j > T , откуда следует, что yi = 0. Это противоречит лемме 6.

Аналогично рассматривается случай, когда b1 — серия из единиц, а b2 —из нулей.

Следствие 5. Все циклы функционирования делятся на три типа:
— тривиальный цикл (0̃)↔ (1̃);
— циклы, состоящие из состояний с длинными сериями;
— циклы, состоящие из состояний с короткими сериями.

3.3. П о с т р о е н и е ц и к л о в с к о р о т к и м и с е р и я м и
Состояния с короткими сериями в системах с большими параметрами можно стро-

ить из подходящих систем с меньшими параметрами, используя одну из следующих
двух конструкций. Обозначим вес состояния (количество ненулевых компонент)W (X).

Теорема 3. Пусть имеется q систем; Xi — состояние с длинными сериями в си-
стеме с параметрами ni, ki, Ti и отображением Ai. Тогда если существуют такие k и T ,
что для любого 0 6 j 6 q − 1 выполняются следующие условия:

k = kj +
q−1∑
i=0

ni − nj,

T = Tj +
q−1∑
i=0

W (Xi)−W (Xj),

W (X) = W (Aj(Xj)),

то состояние X = X0X1 . . . Xq−1 лежит в цикле графа функционирования системы

с параметрами n, k, T , где n =
q−1∑
i=0

ni, и является состоянием с короткими сериями.

Доказательство. Покажем, что A(X) = A0(X0)A1(X1) . . . Aq−1(Xq−1). Пусть
Xi = (xi0, x

i
1, . . . , x

i
ni−1), A(X) = (y0, y1, . . . , yn−1). Рассмотрим yi. Без ограничения общ-

ности будем полагать, что 0 6 i 6 n0 − 1. Тогда

yi = 0⇐⇒
n0−1∑
j=i+1

x0
j +

n1−1∑
j=0

x1
j + . . .+

nq−1−1∑
j=0

xq−1
j +

k0−(n0−i−1)∑
j=0

x0
j > T ⇐⇒

⇐⇒
n0−1∑
j=i+1

x0
j +

q−1∑
j=1

W (Xj) +
k0−(n0−i−1)∑

j=0

x0
j > T ⇐⇒

k0∑
j=1

x0
i+j > T0.
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Так как все переходы равносильны, то и yi = 1⇐⇒
k0∑
j=1

x0
i+j < T0.

Получили требуемое: A(X) = A0(X0)A1(X1) . . . Aq−1(Xq−1).
В силу того, что W (Xi) = W (Ai(Xi)), очевидно, что верно и

A2(X) = A2
0(X0)A2

1(X1) . . . A2
q−1(Xq−1).

Значит, найдётся такое i, что Ai(X) = X. Отсюда следует, что X лежит в цикле графа
функционирования системы с параметрами n, k, T .

Теперь покажем, что X — состояние с короткими сериями. Длина самой длинной
серии из единиц не превосходит max(W (Xi)). Так как Ti > 0, то T > max(W (Xi)).

Длина самой длинной серии из нулей не превосходит max(ni − W (Xi)); k − T =

= k0 +
q−1∑
j=1

(nj −W (Xj))− T0. Так как ki − Ti > 0, имеем k − T + 1 > max(ni −W (Xi)).

Получили, что все серии в X короткие.

Теорема 4. Пусть состояние X0 лежит в цикле графа функционирования систе-
мы с параметрами n0, k0, T0 и отображением A0. Тогда если W (X0) = W (A0(X0)),
то состояние X = X0 X0 . . . X0 X0︸ ︷︷ ︸

m

лежит в цикле графа функционирования систе-

мы с параметрами n = mn0, k = k0 + ln0, T = T0 + lW (X0) и является состоянием
с короткими сериями для всех 0 < l < m.

Доказательство. Покажем, что A(X) = A0(X0)A0(X0) . . . A0(X0). Пусть A(X) =
= (y0, y1, . . . , ymn′−1), X0 = (x0, x1, . . . , xn0−1). Рассмотрим yi. Без ограничения общно-
сти будем полагать, что 0 6 i 6 n0 − 1. Тогда

yi = 0⇐⇒
k∑
j=1

xi+j =
k0∑
j=1

xi+j + lW (X0) > T ⇐⇒
k′∑
j=1

xi+j > T0.

Так как все переходы равносильны, yi = 1⇐⇒
k0∑
j=1

xi+j < T0. Получили требуемое:

A(X) = A0(X0)A0(X0) . . . A0(X0). В силу того, что W (X0) = W (A0(X0)), очевидно,
что верно и A2(X) = (A0)2(X0) (A0)2(X0) . . . (A0)2(X0). Так как X0 лежит в цикле,
за конечное число шагов вернёмся в X.

То, чтоX — состояние с короткими сериями, доказывается аналогично предыдущей
теореме.

4. Неподвижные точки
Вновь рассматриваем случай p = 2.
Частным случаем циклов функционирования являются неподвижные точки. На-

помним, что X является неподвижной точкой, если A(X) = X. Для того чтобы
X = (x0, x1, . . . , xn−1) была неподвижной точкой, необходимо и достаточно:

— если xi = 0, то
k∑
j=1

xi+j > T ,

— если xi = 1, то
k∑
j=1

xi+j < T .

Докажем критерий существования неподвижных точек в системе, а также, если
они существуют, укажем их количество. Сначала докажем необходимые леммы, уста-
навливающие свойства неподвижных точек.
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Лемма 7. Если состояние X = (x0, x1, . . . , xn−1) является неподвижной точкой
системы с параметрами n, k, T , то xi = xi+k+1.

Доказательство. Пусть xi = 0 для некоторого i. Так как X —неподвижная

точка, то
k∑
j=1

xi+j > T . Так как T > 0, среди 1, 2, . . . , k найдётся хотя бы одно j, такое,

что xi+j = 1. Выберем наименьшее такое j и обозначим его j′. Снова, в силу того,

что X —неподвижная точка, верно
k∑
j=1

x(i+j′)+j < T . Заметим, что в силу выбора j′

выполняется
k∑

j=j′+1

xi+j > T − 1; с другой стороны, имеем

T >
k∑
j=1

x(i+j′)+j =
k∑

j=j′+1

xi+j +
j′+k∑
j=k+1

xi+j ⇒
k∑

j=j′+1

xi+j = T − 1;
j′+k∑
j=k+1

xi+j = 0.

Так как k + 1 6 j′ + k, верно xi+k+1 = 0 = xi.
Аналогично, если xi = 1.

Следствие 6. Если состояние X = (x0, x1, . . . , xn−1) является неподвижной точ-
кой системы с параметрами n, k, T , то xi = xi+r(k+1) для любого r из Z+.

Лемма 8. Если состояние X = (x0, x1, . . . , xn−1) является неподвижной точкой
системы с параметрами n, k, T , то xi = xi+(n,k+1).

Доказательство. Пусть k + 1 = r(n, k + 1) и n = q(n, k + 1). Заметим, что r
и q— взаимно простые числа. Докажем, что существует такое j > 0, что k + 1 делит
((n, k + 1) + jn) нацело. Запишем

(n, k + 1) + jn

k + 1
=

1 + jq

r
= w,

где w ∈ R+.
По свойству взаимно простых чисел существуют a, b ∈ Z, такие, что ar + bq = 1.

Тогда a′r + b′q = 1 для a′ = a+ qt, b′ = b− rt при любом t ∈ Z. В силу того, что r > 1
и q > 1, можно выбрать t так, чтобы выполнялись условия a′ > 0, b′ < 0. Возьмём
w = a′ и j = −b′ (при таком t); получим, что k + 1 делит ((n, k + 1) + jn) нацело.

Обозначим j′ = ((n, k + 1) + jn)/(k + 1). Тогда xi+j′(k+1) = 0 по следствию из лем-
мы 7; (i+ (n, k + 1) + jn) ≡ i+ (n, k + 1) (mod n).

Следствие 7. Если состояние X = (x0, x1, . . . , xn−1) является неподвижной точ-
кой системы с параметрами n, k, T , то xi = xi+r(n,k+1) для любого r ∈ Z+.

4.1. К р и т е р и й с у щ е с т в о в а н и я н е п о д в и ж н ы х т о ч е к
Теорема 5. Пусть система задана параметрами n, k, T . Тогда неподвижные точ-

ки в системе существуют в том и только в том случае, когда выполняется каждое из
следующих трёх условий:

1) (n, k + 1) > 1;
2) k + 1− (k + 1)/(n, k + 1) > T ;
3) (k + 1)/(n, k + 1) нацело делит T .
Доказательство. Необходимость. Пусть X —неподвижная точка.
1) Если (n, k + 1) = 1, то по лемме 8 X = (0̃) или X = (1̃). Противоречие, так как

(0̃) и (1̃) не являются неподвижными точками.
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2) Пусть k + 1 − (k + 1)/(n, k + 1) < T и существует хотя бы одно такое i, что

xi = 0. Тогда по лемме 8 X имеет вид (. . . , 0,

(n,k+1)︷ ︸︸ ︷
. . . , 0 ,

(n,k+1)︷ ︸︸ ︷
. . . , 0 , . . . ,

(n,k+1)︷ ︸︸ ︷
. . . , 0︸ ︷︷ ︸

k+1

, . . . ).

Отсюда следует, что
k∑
j=1

xi+j 6 k + 1 − (k + 1)/(n, k + 1) < T , а это означает,

что xi = 1. Противоречие.
3) Пусть k′ = (k + 1)/(n, k + 1) не делит нацело T и существует хотя бы одно i,

для которого xi = 0. Тогда существуют такие t, q из {0, 1, . . . , k′}, что
i+(t+1)(n,k+1)∑
j=i+t(n,k+1)+1

xi+j 6=
i+(q+1)(n,k+1)∑
j=i+q(n,k+1)+1

xi+j.

Отсюда следует, что существует такое r (1 6 r < (n, k + 1)), что xiq 6= xit , где
iq = i + q(n, k + 1) + r; it = i + t(n, k + 1) + r. Очевидно, что |it − iq| кратно
(n, k + 1), тогда по лемме 8 имеем xiq = xit . Противоречие.

Достаточность. Пусть выполнены все три условия. Построим неподвижную точку.
Обозначим Tk = T (n, k + 1)/(k + 1). Рассмотрим состояние

X = (

(n,k+1)−Tk︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0 ,

Tk︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

(n,k+1)−Tk︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0 , . . . ,

Tk︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1).

Легко убедиться, что X —неподвижная точка.

4.2. К о л и ч е с т в о н е п о д в и ж н ы х т о ч е к
Теорема 6. Пусть система задана параметрами n, k, T , которые удовлетворяют

условию существования неподвижных точек. Тогда количество неподвижных точек

равно
(

(n, k + 1)

Tk

)
, где Tk = T (n, k + 1)/(k + 1).

Доказательство. Как следует из леммы 8 и теоремы5, неподвижная точка
задаётся первыми (n, k + 1) компонентами, сумма которых должна быть равна Tk.

Обратно: пусть сумма первых (n, k+ 1) компонент состояния X = (x0, x1, . . . , xn−1)
равна Tk, а все остальные компоненты получены повторением первых (n, k+ 1) компо-
нент необходимое число раз. Покажем, что X —неподвижная точка системы. В силу
свойств состояния X можно провести следующие преобразования:

k∑
j=1

xi+j =
k + 1

(n, k + 1)

(n,k+1)∑
j=1

xi+j − xi+k+1 =
k + 1

(n, k + 1)

(n,k+1)∑
j=1

xi+j − xi =

=
k + 1

(n, k + 1)

(n,k+1)−1∑
j=0

xj − xi = T = xi.

Отсюда
k∑
j=1

xi+j =

{
T − 1, если xi = 1,
T иначе.

Это означает, что X —неподвижная точка.
Следовательно, неподвижная точка однозначно задаётся расстановкой Tk единиц

на первых (n, k + 1) позициях и других неподвижных точек, кроме состояний такого

вида, не существует. То есть число неподвижных точек равно
(

(n, k + 1)

Tk

)
.
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4.3. О б о б щ е н и е н а с л у ч а й п р о и з в о л ь н о г о p

Результаты о неподвижных точках в случае p = 2 можно обобщить на случай
произвольного p. Из определения (1) следует, что если состояние X в системе c пара-
метрами p, n, k, T является неподвижной точкой, то либо xi = 0, либо xi = p − 1 для
любого i (в противном случае значение xi изменится). Теперь понятно, что так как
значения всех компонент в неподвижной точке делятся на p−1, то рассмотрение непо-
движных точек при произвольном значении p эквивалентно случаю двоичной системы
с параметрами n, k, dT/(p− 1)e.

Теоремы о неподвижных точках можно обобщить следующим образом.
Теорема 7. Пусть система задана параметрами p, n, k, T . Тогда неподвижные

точки в системе существуют в том и только в том случае, когда выполняется каждое
из следующих трёх условий:

1) (n, k + 1) > 1;
2) k + 1− (k + 1)/(n, k + 1) > dT/(p− 1)e;
3) (k + 1)/(n, k + 1) нацело делит dT/(p− 1)e.
Теорема 8. Пусть система задана параметрами p, n, k, T , которые удовлетворяют

условию существования неподвижных точек. Тогда количество неподвижных точек

равно
(

(n, k + 1)

Tk

)
, где Tk =

dT/(p− 1)e(n, k + 1)

k + 1
.

Доказательства теорем 7 и 8 аналогичны доказательствам теорем для p = 2.

Заключение
В ходе работы основным предметом изучения были циклы графа функциониро-

вания дискретных динамических систем заданного вида. Отдельно, как частный слу-
чай циклов функционирования, рассмотрены неподвижные точки (циклы длины 1).
Для них получено полное их описание при произвольном значении p: необходимое и
достаточное условие их существования, их количество и вид.

Циклы функционирования в общем случае рассматривались для систем с парамет-
ром p = 2. Установлено, что любой цикл функционирования либо полностью состо-
ит из состояний с длинными сериями, либо полностью— из состояний с короткими.
Для состояний с длинными сериями доказано, что любое из них лежит в цикле гра-
фа функционирования. Построены две конструкции для получения состояний с ко-
роткими сериями, лежащих в циклах, из состояний систем с меньшими значениями
параметров.

В дальнейшем планируется получить полное описание всех циклов из состояний
с короткими сериями и с помощью этого улучшить оценку количества компонент связ-
ности графа функционирования.
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