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УДК 512.541+512.553.12 

Е.А. Тимошенко 

 

О ПЕРЕСЕЧЕНИЯХ T-РАДИКАЛОВ В КАТЕГОРИИ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 

 

Доказана теорема, устанавливающая связь между пересечением «непериодических» T-радикалов категории абелевых групп и 

тензорным произведением групп, порождающих эти T-радикалы. 

 

Все встречающиеся в работе группы – абелевы. Бу-

ква p обозначает некоторое простое число; P – множе-

ство всех простых чисел; Z(p) – циклическая группа 

порядка p. Периодическая часть и p-компонента груп-

пы A обозначаются t(A) и Ap соответственно. 

Сначала напомним ряд определений и фактов из 

теории радикалов [1. Гл. 1]. Говорят, что в категории 

абелевых групп задан идемпотентный радикал ρ, если 

всякой группе A поставлена в соответствие её подгруп-

па ρ(A) так, что для любого гомоморфизма групп 

ϕ :  A→B  справедливо включение ϕ(ρ(A))⊂ρ (B), при-

чём выполнены свойства:  

P1. ρ(ρ(A))=ρ (A) для любой группы A.  

P1*. ρ(A/ρ(A))=0 для любой группы A. 

Пусть ρ – идемпотентный радикал. Класс R(ρ) всех 

групп A, для которых выполнено равенство ρ(A)=A , 

называется ρ-радикальным; класс P(ρ), определяемый 

равенством ρ(A)=0, – ρ-полупростым. Идемпотентный 

радикал однозначно определяется как своим радикаль-

ным, так и своим полупростым классом. Заметим, что 

всякий радикальный класс замкнут относительно рас-

ширений, прямых сумм и гомоморфных образов, а вся-

кий полупростой – относительно расширений, прямых 

произведений и подгрупп. 

Идемпотентные радикалы можно естественным обра-

зом частично упорядочить: ρ≤σ тогда и только тогда, ко-

гда ρ(A)⊂σ(A) для любой группы A. В этом случае всякое 

множество идемпотентных радикалов имеет точную 

нижнюю и точную верхнюю грань. Например, радикаль-

ный класс пересечения (точной нижней грани) ρ∧ σ двух 

идемпотентных радикалов ρ и σ совпадает с пересечени-

ем радикальных классов R(ρ)∩R(σ). Отметим также, что 

большему идемпотентному радикалу соответствует 

больший радикальный и меньший полупростой класс. 

Пусть F – некоторая группа. Через WF (A) мы обо-

значим сумму всех подгрупп B группы A таких, что 

B⊗F=0. Тогда WF – идемпотентный радикал, а его 

радикальный класс R(WF) содержит те и только те 

группы A, для которых A⊗F=0 [2. С. 203]. Далее этот 

радикал называется T(F )-радикалом. 

Зафиксируем ещё одну группу V. Через HV  (A) бу-

дем обозначать пересечение всех подгрупп B группы A 

таких, что Hom(V, A/B)=0. В этом случае HV также яв-

ляется идемпотентным радикалом, а его полупростой 

класс P(HV) содержит в точности все те группы A, для 

которых Hom(V, A)=0 [2. С. 203]. Далее, его радикаль-

ный класс R(HV) содержит группу A тогда и только то-

гда, когда всякий ненулевой гомоморфный образ этой 

группы содержит некоторый ненулевой гомоморфный 

образ группы V; следовательно, HV есть наименьший 

идемпотентный радикал, радикальный класс которого 

содержит группу V [3. С. 110]. Таким образом, можно 

сказать, что этот радикал порождается группой V. 

Предложение 1. Для любых групп F и G справед-

ливо равенство WF ∧ WG=WF⊕G . 

Доказательство следует из очевидного равенства 

R(WF⊕G )=R (WF)∩R(WG). 

В [4. С. 299–300] дано описание всех T(F )-ради-

калов категории абелевых групп. В частности, ради-

кальный класс R(WF) содержит непериодические груп-

пы тогда и только тогда, когда группа F периодическая. 

Все такие радикалы WF находятся во взаимно одно-

значном соответствии со всевозможными разбиениями 

множества простых чисел P на три попарно непересе-

кающиеся множества: L (те p, для которых Fp=0), M 

(те p, для которых Fp – ненулевая делимая группа) и N 

(те p, для которых p-компонента Fp не является дели-

мой). Соответствующий этому разбиению радикал WF 

можно описать следующим образом: класс R(WF) со-

держит группу A тогда и только тогда, когда A/t(A) яв-

ляется p-делимой группой для всех p∈M, а сама группа 

A является p-делимой для всех p∈N. Таким образом, 

WF (A) – это наибольшая подгруппа группы A, имеющая 

данные свойства. 

Убедимся, что всякий такой T(F )-радикал можно 

представить в виде радикала HV. 

Предложение 2. Пусть F – периодическая группа, 

(L, M, N ) – соответствующее разбиение множества P. 

Тогда WF=HV, где V=X⊕Y  (при этом X – аддитивная 

группа рациональных чисел, знаменатели которых вза-

имно просты со всеми p∈L, а Y есть прямая сумма 

групп Z(p) по всем p∈M ). 

Доказательство. Ясно, что WF (V )=V ; поэтому 

HV≤WF. Допустим, что HV<WF, т.е. существует группа 

A такая, что A∈R(WF) и A∉R(HV). Тогда среди всех не-

нулевых гомоморфных образов группы A найдётся 

группа B такая, что Hom(V, B)=0 (при этом, очевидно, 

B∈R(WF)). 

Пусть p – простое число. Рассмотрим три случая. 

1. p∈L. Из Hom(V, B)=0 следует Bp=0, так как X 

имеет Z(p) своим гомоморфным образом. 

2. p∈M. Из равенства Hom(V, B)=0 получаем 

Hom(Z(p), Bp)=0, а это возможно лишь в случае Bp=0. 

3. p∈N. Условие B∈R(WF) означает, что p-компо-

нента Bp делима. В этом случае из равенства Hom(X, 

B)=0 сразу следует Bp=0. 

Получили, что B – группа без кручения. Следова-

тельно, она p-делима для всех p∉L. Поэтому равенство 

Hom(X, B)=0 возможно лишь при B=0. Полученное 

противоречие доказывает требуемое равенство WF=HV. 

Теорема 1. Пусть F и G – периодические группы, 

WF=HV и WG=HU (где группы V=X1⊕Y1  и U=X2⊕Y2  

выбираются так, как это делалось в условии предложе-

ния 2). Тогда WF ∧ WG=HV⊗U . 

Доказательство. Пусть идемпотентным радикалам 

WF, WG и WF ∧ WG=WF⊕G  соответствуют разбиения (L1, 
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M1, N1), (L2, M2, N2) и (L, M, N ). Тогда, как нетрудно 

видеть, имеем 

L = L1∩ L2,  N=N1∪N2, 

M = (M1∩M2)∪ (L1∩M2)∪ (M1∩ L2), 

и остаётся показать, что WF⊕G=HV⊗U . 

В самом деле, X1⊗X2≅X , где X есть аддитивная 

группа рациональных чисел, знаменатели которых вза-

имно просты со всеми p∈L. Далее группа Y1⊗Y2  изо-

морфна прямой сумме групп Z(p) по всем p∈M1∩M2. 

В свою очередь группа X1⊗Y2  (Y1⊗X2 ) изоморфна 

прямой сумме групп Z(p), где p пробегает множество 

L1∩M2 (соответственно M1∩ L2). Таким образом, 

V⊗U≅X⊕Y , где Y есть прямая сумма групп Z(p) по 

всем p∈M. Отсюда, по предложению 2, следует равен-

ство WF⊕G=HV⊗U . Теорема доказана. 

Чтобы усилить утверждение теоремы 1, нам пона-

добится следующая 

Лемма. Пусть V, U и C – абелевы группы, причём 

P(HV)=P(HC). Тогда P(HV⊗U )=P(HC⊗U). 

Доказательство. Если A∈P(HV⊗U ), то имеем 

Hom(V, Hom(U, A))≅Hom(V⊗U , A)=0, 

т.е. Hom(U, A)∈P(HV). Отсюда Hom(U, A)∈P(HC) и, сле-

довательно,  

Hom(C⊗U , A)≅Hom(C, Hom(U, A))=0. 

Таким образом, P(HV⊗U )⊂P(HC⊗U). Обратное 

включение доказывается аналогично. 

Теорема 2. Пусть F и G – периодические группы, 

WF=HC и WG=HD. Тогда WF ∧ WG=HC⊗D . 

Доказательство. Пусть V и U – «канонические» 

(см. теорему 1) группы, для которых WF=HV и WG =HU. 

Тогда нам достаточно показать, что из равенств HV=HC 

и HU=HD следует HV⊗U=HC⊗D .  

В самом деле, учитывая коммутативность тензорно-

го произведения абелевых групп, из равенств 

P(HV)=P(HC) и P(HU)=P(HD) по предыдущей лемме 

получаем 

P(HV⊗U)=P(HC⊗U)=P(HC⊗D ). 

Следовательно, HV⊗U=HC⊗D . Теорема доказана. 

Отметим, что результат теоремы 2 легко обобщает-

ся (по индукции) на случай пересечения любого конеч-

ного семейства «непериодических» T-радикалов. 
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