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12 ВВЕДЕНИЕ

Нелинейные осцилляторы встречаются в раз�
личных областях современной физики, химии,
биофизики, электротехники, электроники и т.д.
Разработан широкий круг аналитических методов
для исследования динамики осцилляторов как со
слабой, так и с сильной нелинейностью [1]. Во
многих случаях помимо нелинейности важную
роль играет диссипация (или вязкое трение).

В простейшем случае нелинейность и дисси�
пация проявляют себя в уравнении вида

(1)
где P – зависимая переменная (сдвиг или коорди�
ната осциллятора), положительные феноменоло�
гические коэффициенты γ,  и β характеризуют
соответственно вязкие, упругие и нелинейные
свойства осциллятора, n – степень нелинейности,
точки над P обозначают производные по времени. 

В пренебрежении нелинейностью ( )
уравнению (1) соответствуют два характеристи�

ческих корня:  =  Если 
имеем два комплексно сопряженных корня  =

=  что соответствует движению в
режиме затухающих колебаний. В противном
случае оба корня вещественны и линейная дина�
мика происходит в сугубо релаксационном режи�
ме. Тогда говорят, что осциллятор переторможен. 

В отсутствие диссипации ( ) уравнение (1)
интегрируется в квадратурах. То же самое можно
сказать о ситуации, когда можно пренебречь
инерционным слагаемым 
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ствует слабой диссипации или осциллятору с вы�
сокой добротностью. Здесь хорошо зарекомендо�
вали себя методы прямого разложения (или после�
довательных приближений), перенормировки,
многих масштабов, а также подходы Ван�дер�По�
ля, Линштедта–Пуанкаре и Крылова–Боголюбо�
ва–Митропольского [1]. В другом противопо�
ложном случае  соответствующем силь�
ной переторможенности, надежно проявили себя
методы пограничного слоя, включающие подхо�
ды многих масштабов и сращивания асимптоти�
ческих разложений [1]. 

В ряде случаев представляет интерес случай
слабой переторможенности, при котором пара�
метр вязкости γ незначительно превышает пара�
метр упругой возвращающей силы  Условие
слабой переторможенности приближенно выра�
жается двойным неравенством

(2)

Слабопереторможенный нелинейный осцил�
лятор находит свои приложения в биофизике
( ) [2], динамике параметра порядка сегнето�
электриков типа смещения ( ) в окрестно�
сти температуры фазового перехода [3] и, воз�
можно, в космологии ( ) [4]. 

В случае слабой переторможенности линейная
динамика осциллятора является сугубо релакса�
ционной. Однако нелинейность при превышении
определенного порога  по начальному сдвигу 
способна внести качественные коррективы, а
именно: сделать динамику квазиколебательной
(рисунок). 

В биофизических приложениях квазиколеба�
тельная динамика слабопереторможенного ос�
циллятора Дюффинга ( ) соответствует эф�
фекту суперкомпенсации [2]. В этом случае пара�
метр P, отложенный по оси ординат на рисунке,
определяется как  где f – мгновенное
значение частоты сердечных сокращений (ЧСС),
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измеряемое в ходе восстановления после нагруз�
ки на организм,  – равновесное значение
ЧСС. Допустим, что для конкретного организма

 = 60 уд./мин, а сразу по окончании действия
относительно слабой нагрузки  = 75 уд./мин.
Тогда  = 15 уд./мин. В этом случае ор�
ганизм восстанавливается релаксационным обра�
зом, без прохождения фазы суперкомпенсации
(пунктирная кривая на рисунке). Пусть затем этот
же организм подвергли интенсивной внешней
нагрузке, так что величина  = 120 уд./мин пре�
высила пороговое значение  = 105 уд./мин. То�
гда  = 60 уд./мин, что превышает по�
рог  = 45 уд./мин. В этом случае

 и при восстановлении наблюдается фаза
суперкомпенсации (см. локальный минимум
сплошной кривой на рисунке). 

В общем случае уравнение (1) при условии (2)
не имеет аналитического решения. Для прибли�
женного аналитического исследования (1) при
условии (2), несмотря на то что есть малый пара�
метр  нельзя в качестве затравоч�
ного использовать решение линейного уравне�
ния, соответствующего  так как нелиней�
ность здесь качественным образом изменяет
характер движения. Здесь, по�видимому, уместна
аналогия с тем, что теорией возмущений нельзя
пользоваться, например, при описании фазовых
переходов. Однако существуют аналитические ре�
шения уравнения (1) при фиксированных значе�
ниях степени переторможенности  Анализу
данных ситуаций и посвящена настоящая работа. 

ВЫДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СЛУЧАЕВ

Уравнение (1) часто называют уравнением Эм�
дена–Фаулера [5]. Оно привлекает к себе значи�
тельное внимание в связи с исследованиями
различных физических процессов и вопросов
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интегрируемости [6]. Причем в общем случае рас�
сматриваются ситуации, когда коэффициенты в (1)
явно зависят от времени [5–7]. В настоящей работе
мы ограничимся случаями постоянных коэффици�
ентов, однако рассмотрим как однокомпонентные,
так и многокомпонентные модели.

Представим P в виде

(3)

где

(4)

α и ε – подлежащие определению постоянные. 
Следуя [8], назовем данную подстановку пре�

образованием Куммера–Лиувилля. 
После подстановки (3) и (4) в (1) будем иметь

где штрих над R обозначает производную по ξ. 
Полагая здесь равными нулю коэффициенты

при R ' и R, а также приравнивая друг другу степе�
ни ξ при R '' и Rn, придем к системе уравнений

Разрешая ее относительно α, ε и γ, найдем

(5)

(6)

При этом R удовлетворяет автономному диф�
ференциальному уравнению, интегрируемому в
квадратурах:

(7)

Таким образом, при условии (5) уравнение (1)
оказывается интегрируемым. Его решение выра�
жается соотношениями (3), (4), где α и ε опреде�
ляются согласно (6), R – результат интегрирова�
ния (7). 

ОДНОКОМПОНЕНТНЫЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ 
С КВАДРАТИЧНОЙ И КУБИЧЕСКОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

В настоящем разделе рассмотрим две основные
нелинейности (квадратичную и кубическую), чаще
всего встречающиеся в различных приложениях. 

1. Квадратичная нелинейность. Положим в (1)
 Тогда, как видно из (5) и (6), 

(8)
а решение уравнения (7) выражается через эллип�
тические функции Якоби [9]. Используя (3), (4) и
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P
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Pth

Линейная (P0 < Pth), релаксационная, динамика сдви�
га (пунктирная кривая); нелинейная (P0 > Pth), квази�
колебательная, динамика (сплошная кривая). На�
чальные условия соответствуют конечным сдвигам
P(0) = P0 и нулевым скоростям P(0) = 0 при t = 0. 
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полагая β > 0,  запишем решение (1) для данного
случая в виде

(9)

где эллиптический тангенс  = 
  – эллиптические синус и косинус

соответственно,  ≈  –

модуль эллиптической функции; постоянные A и
B определяются из начальных условий. 

2. Кубическая нелинейность. В этом случае
 (осциллятор Дюффинга), 

(10)

(11)

Здесь   ≈  а постоянные A и B,
как и выше, определяются из начальных условий. 

Заметим, что в обеих интегрируемых ситуаци�
ях степень переторможенности удовлетворяет
условию (2), т.е. является слабой. 

Остановимся на решении (11) несколько по�
дробнее. Рассмотрим начальное условие вида

(12)
которое соответствует рисунку. 

Используя (11) и (12), можно выписать явные
формулы для постоянных A и B. Однако они весь�
ма громоздки и неудобны для приложений. Что�
бы упростить вычисления, используем разложе�
ние в ряд Фурье для эллиптического косинуса

[10]. Для модуля  в данном разложении
можно ограничиться одним только первым чле�
ном, что сохранит точность в пределах 1%. Тогда
после несложных преобразований из (11) и (12)
будем иметь 

(13)

где параметр a связан с начальным значением 
сдвига  соотношением

(14)

Здесь  
Рассмотрим вначале случай малых начальных

значений сдвига  Как видно из (14), эта
ситуация формально соответствует пределу

 Тогда (13) принимает вид

Данное выражение, как и следовало ожидать,
описывает сугубо релаксационный процесс вос�
становления, без прохождения через фазу супер�
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компенсации (пунктирная кривая на рисунке).
Легко видеть, что оно совпадает с решением ли�
неаризованного уравнения (1) ( ) при услови�
ях (12). 

Найдем теперь пороговое значение  при
превышении которого возвращение к равновес�
ному состоянию происходит через фазу супер�
компенсации. Для этого положим в (13)  То�
гда  если  Отсюда  Ис�
пользуя (14) и связь между  и  будем иметь
соответствующее условие:

(15)

При  и  как видно из (1), эффектив�

ная жесткость осциллятора  =  + 
возрастает, поэтому при больших начальных от�
клонениях эффективная степень переторможен�
ности  может стать меньше единицы, что и
приводит к переходу релаксационной динамики в
релаксационно�колебательную. 

Более подробно анализ динамики слабопере�
торможенного осциллятора с кубической нели�
нейностью проведен в [11]. 

МНОГОКОМПОНЕНТНАЯ 
СИСТЕМА ПЕРЕТОРМОЖЕННЫХ 

ОСЦИЛЛЯТОРОВ ДЮФФИНГА

Рассмотрим обобщение (1) на случай много�
компонентной системы нелинейно связанных
переторможенных осцилляторов с кубической
нелинейностью. Запишем такую систему в виде
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где все коэффициенты положительны и постоянны. 
Как видно, система (16) инвариантна относи�

тельно инверсии  
Преобразование вида (3), (4) переводит (16) в
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альных уравнений для  при условиях 
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Рассмотрим далее сферически симметричный
случай:

(20)

Тогда (19) примет вид

(19a)

где вектор�столбец  =  

Перейдем к N�мерной сферической системе
координат [12]

(21)

Тогда гамильтониан (19а) и соответствующий ему
лагранжиан запишутся в виде
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движения
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Общее решение (26) имеет вид

(27)

где модуль эллиптического косинуса 

 – корни полинома

(28)

Теперь, последовательно интегрируя цепочку
(15) с  до  будем иметь
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отклонения Pj0 каждого осциллятора меньше по�
рогового значения, тем не менее дальнейшее при�
ближение каждого из них к положению равнове�
сия происходит в синхронном релаксационно�
колебательном режиме, через фазу суперкомпен�
сации. Этот эффект понятен, так как при посто�
янных во времени углах  и ϕ можно провести та�
кое преобразование поворота N�мерной сферы,
что все компоненты, за исключением одной, об�
ратятся в нуль. Тогда имеем сугубо однокомпо�
нентный случай, рассмотренный в третьем разде�
ле настоящей статьи. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные в настоящей работе интегри�
руемые случаи уравнения Эмдена–Фаулера (1),
соответствующие (5), описывают движение пере�
торможенных нелинейных осцилляторов. При�
чем в ситуациях квадратичной и кубической нели�
нейностей переторможенность слабая, т.е. удовле�
творяется условие (2). С дальнейшим увеличением
степени нелинейности параметр переторможенно�
сти  растет и выходит за рамки интервала (2). 

Здесь мы ограничились исследованием лишь
случая кубической нелинейности для многоком�
понентного осциллятора, хотя предложенная
здесь схема, восходящая к преобразованию (3),
(4), позволяет исследовать и многокомпонентные
ситуации с произвольной степенью нелинейности. 

За рамками предложенного подхода остаются
ситуации, когда нелинейность представляется в
виде полинома некоторой степени. Развитие со�
ответствующей теории на данный случай могло
бы позволить рассмотреть случай, когда возвра�
щающая нелинейная сила имеет вид функции,
разложимой в ряд Тейлора. 

Естественным образом возникает вопрос о по�
строении теории возмущений для движения не�
линейных переторможенных осцилляторов на
основе рассмотренных здесь затравочных точных
решений. Построение такой схемы способствова�
ло бы построению приближенных решений при
заполнении всего интервала (2) значений пара�
метра переторможенности. 

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Минобрнауки России по гранту
№ 14.B37.21.0911.
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