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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îñíîâíîé öåëüþ èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðíîé òåîðèè. Èíûìè ñëîâàìè � ýòî ñâåäåíèå èçó÷åíèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóð, óñòðîåííûõ áîëåå ¾ïðî-

ñòî¿. Îäíîé èç êîíñòðóêöèé, îñóùåñòâëÿþùèõ òàêîå ñâåäåíèå, ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàë. Èñòîðè-

÷åñêè, ïåðâûì ðàäèêàëîì ñòàë íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë àññîöèàòèâíîé êîíå÷-

íîìåðíîé àëãåáðû.

Ïåðâîíà÷àëüíî öåëüþ èçó÷åíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð íàä ïîëåì áûëè ïîñòðîåíèå è

êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â äàëüíåéøåì

ïðîèçîøåë ïåðåõîä îò èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ñòðóêòóð, ïîñòðîåííûõ ñïåöèàëüíûì îá-

ðàçîì, ê èññëåäîâàíèþ íåïîñðåäñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ àêñèî-

ìàòè÷åñêè. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð áûëà ïîñòðîåíà ê íà÷àëó 20 âåêà.

Ðåøàþùóþ ðîëü ïðè ýòîì ñûãðàë ðàäèêàë � íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì áûëî ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ ðàäèêàëà è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóê-

òóðíûõ òåîðåì íà êîëüöà è àëãåáðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ìàêñèìàëüíîñòè è ìè-

íèìàëüíîñòè äëÿ èäåàëîâ. Â òî æå âðåìÿ ñ ðîñòîì îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóð

ðîñëî ÷èñëî ïîÿâëÿþùèõñÿ âîïðîñîâ, à íàáîð èçâåñòíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ïðèìåíè-

ìûõ â îáùåì ñëó÷àå, ñîêðàùàëñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â òðèäöàòûõ-ñîðîêîâûõ ãîäàõ ïðîøëîãî

âåêà áûë ïðåäëîæåí ðÿä ðàäèêàëîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñòðóê-

òóðíûå òåîðåìû ñîâðåìåííîé òåîðèè êîëåö.

Â õîäå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè êîëåö, ìîäóëåé è àáåëåâûõ ãðóïï, ïîíÿòèå ðà-

äèêàëà áûëî àêñèîìàòèçèðîâàíî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîå è àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ

íàïðàâëåíèå òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé � èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ðàäèêàëîâ â êàòå-

ãîðèÿõ êîëåö è ìîäóëåé è âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè. Îäíàêî, ¾êëàññè÷åñêèå¿ ðàäèêàëû

ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿþò ñâîå çíà÷åíèå è èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â ñòðóêòóðíîé òåîðèè

êîëåö.

Â ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ãðóïïû, êàê ïðàâèëî, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ âìåñòå ñ èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ. Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ ïðè èçó÷åíèè

ñâÿçåé ìåæäó àáåëåâîé ãðóïïîé è åå êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå çàâè-

ñèìîñòåé ìåæäó ñâîéñòâàìè ãðóïïû è ñòðóêòóðîé åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Êàê óæå

áûëî îòìå÷åíî, â ñòðóêòóðíîé òåîðèè êîëåö âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðàäèêàëû, â ÷àñòíîñòè,

ðàäèêàë Äæåêîáñîíà è íèëü-ðàäèêàë. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ðàäèêàëîâ

êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðûõ ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëèñü êîëü-

öà ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï, ÿâëÿåòñÿ òðóä Ð. Ïèðñà [19]. Â íåì ðàññìàòðèâàëèñü

ïðèìàðíûå àáåëåâû ãðóïïû, èõ ãðóïïû ãîìîìîðôèçìîâ è êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Òàêæå

â [19] ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ýëåìåíòîâ èç ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà êîëüöà ýí-

äîìîðôèçìîâ ïðèìàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû â òåðìèíàõ èõ äåéñòâèÿ íà ãðóïïå: áûëè äàíû

õàðàêòåðèçàöèè ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ïðÿìûõ ñóìì öèêëè÷åñêèõ
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p-ãðóïï è ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûõ p-ãðóïï. Â äàëüíåéøåì ýòî íàïðàâëåíèå áûëî ðàçâèòî â

ðàáîòàõ Ì. Äóãàñà [14], Ä. Õàóçåí è Ä. À. Äæîíñîíà [16,17] è äðóãèõ àëãåáðàèñòîâ.

Çàäà÷àìè èçó÷åíèÿ ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà è íèëü-ðàäèêàëà êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïï

áåç êðó÷åíèÿ íà÷àë çàíèìàòüñÿ Ï. À. Êðûëîâ [5]. Èì áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, õàðàêòå-

ðèçóþùèå ðàäèêàë Äæåêîáñîíà è íèëü-ðàäèêàë êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ

êîíå÷íîãî ðàíãà, àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûõ è âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, à

òàêæå íåêîòîðûõ êëàññîâ ñìåøàííûõ ãðóïï ( [5,6,8]). Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü íàèáîëåå èíòå-

ðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàííîì íàïðàâëåíèè, âîøëà â ìîíîãðàôèþ Ï. À. Êðû-

ëîâà, À. Â. Ìèõàëåâà è À. À. Òóãàíáàåâà [7]. Â [7] òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû îòêðûòûå

ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ðàäèêàëàìè êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè,

çàäà÷à îïèñàíèÿ ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç

êðó÷åíèÿ. Ðÿä ïðîáëåì õàðàêòåðèçàöèè íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ðàäèêàëîâ êîëåö ýíäîìîð-

ôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáîçíà÷åí â [9].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèå âåäåòñÿ ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì. Ðàññìàòðèâà-

åòñÿ íèëü-ðàäèêàë êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó-

÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ òàêîé ãðóïïû êîëüöîì ìàòðèö

äàíà åãî õàðàêòåðèçàöèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ñóììîé âñåõ íèëüïîòåíòíûõ èäå-

àëîâ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Èçó÷àåòñÿ ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ îä-

íîðîäíîé ñåïàðàáåëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ. Òàêæå â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

ñèëüíî íåîáðàòèìîãî ýíäîìîðôèçìà àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è ñ åãî ïîìîùüþ èññëå-

äóþòñÿ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàäèêàëîâ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ

âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ê îñíîâíûì

ðåçóëüòàòàì ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå:

• Îõàðàêòåðèçîâàí íèëü-ðàäèêàë êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìîé àáåëåâîé

ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ñóììîé âñåõ åãî íèëüïîòåíòíûõ

èäåàëîâ.

• Äàíû êðèòåðèè ñîâïàäåíèÿ ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ îäíîðîä-

íîé ñåïàðàáåëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ñ åãî èäåàëàìè H(G) è H(G) ∩
F (G).

• Îïèñàíû ñèëüíî íåîáðàòèìûå ýíäîìîðôèçìû âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ

àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ è èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ôàêòîðêîëåö êîëåö ýíäîìîð-

ôèçìîâ òàêèõ ãðóïï ïî èäåàëó âñåõ ñèëüíî íåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ.

• Èçó÷åíû ñâÿçè èäåàëîâ êîëüöà îáîáùåííûõ ìàòðèö è êîëåö, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ

îíî ïîñòðîåíî. Óêàçàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ èäåàëîâ êîëüöà îáîáùåííûõ ìàòðèö
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ïî èäåàëàì ñîñòàâëÿþùèõ åãî êîëåö, îïèñàíû âçàèìîñâÿçè ðåøåòîê èäåàëîâ êîëüöà

îáîáùåííûõ ìàòðèö è êîëåö, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îíî ïîñòðîåíî.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷å-

ñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àáå-

ëåâûõ ãðóïï è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ

ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íà-

ó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, íà íàó÷íîì

ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà,

íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé òðåõñîòëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ëåîíàðäà Ýéëå-

ðà (Òîìñê, 2007 ã.), íà Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ¾Àáåëåâû ãðóïïû¿, ïîñâÿùåííîì 95-

ëåòèþ Ë.ß. Êóëèêîâà (Áèéñê, 2010 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîì ìîëîäåæíîì íàó÷íîì ôîðóìå

¾Ëîìîíîñîâ-2011¿ (Ìîñêâà, 2011ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òå-

íèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 60-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâà (Íîâîñèáèðñê, 2011ã). Ïî

òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 9 ðàáîò [20] � [28].

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñïèñêà

îáîçíà÷åíèé, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 82 ñòðàíèöàõ. Áèáëèî-

ãðàôèÿ ñîäåðæèò 28 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ãðóïïû � àáåëåâû, êîëüöà � àññîöèàòèâíûå è èìåþùèå

åäèíèöó, ìîäóëè � óíèòàðíûå.

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè ðåøàåìûõ â ðàáîòå çàäà÷, à òàêæå òå-

çèñíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá àáåëåâûõ ãðóïïàõ, êîëüöàõ

ýíäîìîðôèçìîâ, êîëüöàõ îáîáùåííûõ ìàòðèö è ðàäèêàëàõ, èñïîëüçóåìûå â ïîñëåäóþùèõ

ãëàâàõ, à òàêæå ðÿä ðåçóëüòàòîâ î êîëüöàõ îáîáùåííûõ ìàòðèö. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñî-

áðàí ðÿä íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèé è ôàêòîâ èç òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï è

èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ, ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå êîíå÷íîé òîïîëîãèè â êîëüöå ýíäîìîð-

ôèçìîâ è òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ðàçëîæèìûõ â ïðÿìóþ ñóììó

àáåëåâûõ ãðóïï êîëüöàìè îáîáùåííûõ ìàòðèö.

Â �2 èçó÷àþòñÿ ñâÿçè èäåàëîâ êîëüöà îáîáùåííûõ ìàòðèö è êîëåö, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

ïîñòðîåíî êîëüöî îáîáùåííûõ ìàòðèö. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå êîëüöà îáîáùåííûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà 2. Ïóñòü R, S � êîëüöà,M � R-S-áèìîäóëü, N � S-R-áèìîäóëü. Ïóñòü ñóùåñòâó-

þò áèìîäóëüíûå ãîìîìîðôèçìû ϕ : M ⊗S N −→ R è ψ : N ⊗R M −→ S. Äëÿ ëþáûõ

n ∈ N è m ∈ M ïîëîæèì mn = ϕ(m ⊗ n) è nm = ψ(n ⊗m). Ïóñòü ãîìîìîðôèçìû ϕ è ψ

òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè: (mn)m′ = m(nm′) è (nm)n′ = n(mn′)
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(m,m′ ∈M, n, n′ ∈ N). Ïóñòü

K =

{(
r m

n s

)
|r ∈ R, s ∈ S,m ∈M,n ∈ N

}
.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö K îáðàçóåò

àññîöèàòèâíîå êîëüöî, íàçûâàåìîå êîëüöîì îáîáùåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2.

Ïóñòü I ⊂ R, J ⊂ S. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: M(I) = {m ∈M | mN ⊂ I},
M(J) = {m ∈M | Nm ⊂ J}, N(I) = {n ∈ N | Mn ⊂ I}, N(J) = {n ∈ N | nM ⊂ J}. Ñâÿçè
ìåæäó èäåàëàìè êîëüöà K è èäåàëàìè êîëåö R è S îïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R, J � èäåàë êîëüöà S. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìíîæåñòâà MIJ ⊂M , NIJ ⊂ N , ÷òî

(
I MIJ

NIJ J

)
� èäåàë

êîëüöà K;

2)

(
I M(I) ∩M(J)

N(I) ∩N(J) J

)
� èäåàë êîëüöà K;

3)

(
I IM +MJ

NI + JN J

)
� èäåàë êîëüöà K;

4) NIM ⊂ J è MJN ⊂ I;

Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå èçîìîðôèçìà ïîäõîäÿùèõ ðåøå-

òîê. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâà âñåõ ëåâûõ, âñåõ ïðàâûõ è âñåõ äâóñòîðîííèõ èäå-

àëîâ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà T ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äåäåêèíäîâûìè ðåøåòêàìè. Îáîçíà÷èì

èõ L(T ), R(T ) è D(T ) ñîîòâåòñòâåííî. Íà êàæäîé èç ðåøåòîê L(K), R(K) è D(K) îïðå-

äåëèì îòíîøåíèå ∆ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ èäåàëà L (îäíî èëè äâóñòîðîííåãî) êîëüöà

K îáîçíà÷èì I(L) = {x ∈ R | ∃A = (aij) ∈ L : a11 = x} è J(L) = {y ∈ S | ∃A = (aij) ∈ L :

a22 = y}. Äëÿ èäåàëîâ L1 è L2 (îäíî èëè äâóñòîðîííèõ) ïîëîæèì L1∆L2 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà I(L1) = I(L2) è J(L1) = J(L2). Åñëè L1 =

(
I1 M1

N1 J1

)
è L2 =

(
I2 M2

N2 J2

)
, òî

L1∆L2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî I1 = I2 è J1 = J2. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ∆ áóäåò êîíãðóýíò-

íîñòüþ íà êàæäîé èç ðåøåòîê L(T ), R(T ) è D(T ). Äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ L(R)×L(S),

R(R)×R(S) è D(R)×D(S) áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåòêàìè ñ
”
ïîêîîðäèíàòíûìè“ îïåðàöèÿìè.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5.

1. Ðåøåòêà L(R) × L(S) (ñîîòâ. R(R) × R(S)) èçîìîðôíà ôàêòîððåøåòêå L(K)/∆

(ñîîòâ. R(K)/∆).

2. Â ðåøåòêå D(R)×D(S) ïîäìíîæåñòâî D(R, S) ïàð èäåàëîâ, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøå-

íèÿìè ïóíêòà 4) òåîðåìû 2.4, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäðåøåòêîé, èçîìîðôíîé ôàêòîð-

ðåøåòêå D(K)/∆.
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Â ïîñëåäíåì, òðåòüåì, ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è õàðàêòå-

ðèçàöèè èçó÷àåìûõ â ðàáîòå ðàäèêàëîâ (ðàäèêàë Äæåêîáñîíà, âåðõíèé è íèæíèé íèëü-

ðàäèêàëû, ðàäèêàë Ëåâèöêîãî), à òàêæå íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà â ïðèìåíåíèè ê êîëüöàì

ýíäîìîðôèçìîâ è îáîáùåííûõ ìàòðèö. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàäèêà-

ëîâ.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè ïðîèçâåäåíèå åãî íåíóëåâûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ

íåíóëåâûì èäåàëîì. Èäåàë P êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè R/P � ïåðâè÷íîå

êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 3.3 [10]. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ êîëüöà R íàçûâàåòñÿ

ïåðâè÷íûì ðàäèêàëîì èëè íèæíèì íèëü-ðàäèêàëîì êîëüöà R. Ïåðâè÷íûé ðàäèêàë êîëüöà

R áóäåì îáîçíà÷àòü P (R).

Èäåàë, ñîñòîÿùèé èç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ íèëü-èäåàëîì.

Îïðåäåëåíèå 3.7 [10]. Íàèáîëüøèé íèëü-èäåàë êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íèëü-ðàäèêàëîì

êîëüöà R. Íèëü-ðàäèêàë êîëüöà R áóäåì îáîçíà÷àòü N(R).

Èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî n, ÷òî In = 0. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x1x2 . . . xn = 0 ïðè ëþáûõ x1, x2, . . . xn ∈ I.
Èäåàë L êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì, åñëè êàæäîå åãî êîíå÷íîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïîðîæäàåò â R íèëüïîòåíòíîå ïîäêîëüöî (ïîä ïîäêîëüöîì êîëüöà R ïîíèìàåò-

ñÿ ïîäãðóïïà åãî àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, íî íå

îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó êîëüöà R).

Îïðåäåëåíèå 3.8 [1]. Íàèáîëüøèé ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûé èäåàë êîëüöà R íàçûâà-

åòñÿ ðàäèêàëîì Ëåâèöêîãî èëè ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì ðàäèêàëîì êîëüöà R. Ðàäèêàë

Ëåâèöêîãî êîëüöà R áóäåì îáîçíà÷àòü L(R).

Âî âòîðîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñèëüíî íåîáðàòèìîãî ýíäîìîðôèçìà àáåëåâîé ãðóï-

ïû áåç êðó÷åíèÿ è ñ åãî ïîìîùüþ èññëåäóþòñÿ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìûõ

è ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ. Â �4 äàíî îïðåäåëåíèå ñèëüíî íåîáðàòèìîãî ýíäî-

ìîðôèçìà, äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ è ïðèâåäåí ðÿä ïðèìåðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ýíäîìîðôèçì α ∈ E(G) ñèëüíî íåîáðàòèì ñëåâà (ñïðàâà), åñëè ðàâåíñòâî βαg = ng (αβg =

ng), ãäå g ∈ G, β ∈ E(G) è n ∈ N , âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà g = 0.

Â ïðèìåðå 4.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà G = Z ⊕ Q. Êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G

èçîìîðôíî êîëüöó òðåóãîëüíûõ ìàòðèö:

(
Z 0

Q Q

)
. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñèëüíî

íåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
0 0

Q 0

)
, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóþò ýíäîìîðôèçìû, íåîáðàòèìûå íè â êîëüöå ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G, íè

â êîëüöå åå êâàçèýíäîìîðôèçìîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåîáðàòèìûìè â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ 4.1.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàþò ñâÿçè ìåæäó ñèëüíî íåîáðàòèìûìè ýíäîìîð-
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ôèçìàìè ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G, àííóëÿòîðîì åå ïñåâäîöîêîëÿ è èäåàëîì åå ïîýëåìåíòíî

íèëüïîòåíòíûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Íàïîìíèì, ÷òî òåðìèí ¾pfi-ïîäãðóïïà¿ îçíà÷àåò ÷èñòóþ

âïîëíå èíâàðèàíòíóþ ïîäãðóïïó.

Îïðåäåëåíèå 4.3 [7]. Ïñåâäîöîêîëåì ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G íàçûâàåòñÿ ÷èñòàÿ ïîä-

ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè åå ìèíèìàëüíûìè pfi-ïîäãðóïïàìè. Îáîçíà÷åíèå: SocG.

Ñâîéñòâî 7. Åñëè α � ñèëüíî íåîáðàòèìûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G, òî α SocG = 0.

Â ðàáîòå Ï. À. Êðûëîâà [6] îïðåäåëåí èäåàë N (G) êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G

êàê ñóììà âñåõ èäåàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïîýëåìåíòíî íèëüïîòåíòíûõ ýíäîìîðôèçìîâ, ò.å.

òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ ν, ÷òî äëÿ êàæäîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò m ∈ N ñî ñâîéñòâîì νmg = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò èäåàë ñîäåðæèò íèëü-ðàäèêàë N(E(G)) êîëüöà E(G).

Ñâîéñòâî 8. Åñëè α ∈ N(G), òî α ñèëüíî íåîáðàòèì.

Â ïðèìåðå 4.6 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ãðóïïû G =
∞⊕
n=1

An, ãäå An � ãðóïïû ðàíãà 1

è òèïà tn = (n, n, . . . , n, . . .) (n ∈ N), âêëþ÷åíèÿ èç ñâîéñòâ 7 è 8 ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèëüíî íåîáðàòèìûå ýíäîìîðôèçìû âïîëíå ðàç-

ëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ âïîëíå

ðàçëîæèìîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïï ðàíãà 1. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñåïàðà-

áåëüíîé, åñëè êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì åå âïîëíå

ðàçëîæèìîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì. Â ñëó÷àå ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ýòè êëàññû îïðåäeëÿþòñÿ è

èçó÷àþòñÿ â [4, §85-87]. Äëÿ äàííûõ êëàññîâ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ îêàçûâàëîñü âîçìîæíûì
îïèñàòü ñèëüíî íåîáðàòèìûå ýíäîìîðôèçìû â òåðìèíàõ èõ äåéñòâèÿ íà ïðÿìûõ ñëàãàå-

ìûõ ðàíãà 1, à òàêæå ïîëó÷èòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñòðîåíèè ôàêòîðêîëåö ïî èäåàëó âñåõ

ñèëüíî íåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Îïèñàíèå ñèëüíî íåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ â òåðìèíàõ èõ äåéñòâèÿ íà ïðÿìûõ ñëà-

ãàåìûõ ðàíãà 1 âïîëíå ðàçëîæèìûõ è ñåïàðàáåëüíûõ ãðóïï äàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü G � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, G =
⊕
i∈I
Ai �

åå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1 è πi : G → Ai � åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè

(i ∈ I). Ýíäîìîðôèçì α ∈ E(G) ñèëüíî íåîáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ

èíäåêñîâ i, j ∈ I (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íåðàâåíñòâî πiαAj 6= 0 âëå÷åò t(Ai) > t(Aj).

Ñëåäñòâèå 5.2. Ýíäîìîðôèçì α ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû G ñèëüíî íåîáðàòèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ åå ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A, B ðàíãà 1 íåðàâåíñòâî

παA 6= 0 (π : G→ B � íåêîòîðàÿ ïðîåêöèÿ) âëå÷åò t(A) < t(B).

Èç äàííîãî îïèñàíèÿ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ìíîæåñòâî Q(G) âñåõ ñèëüíî íåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ ñåïà-

ðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà E(G).

Ïîñëåäíèé ôàêò ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ôàêòîðêîëüöî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ñåïà-

ðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ïî èäåàëó âñåõ åå ñèëüíî íåîáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü Ω(G) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òèïîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 ãðóïïû áåç êðó÷å-

íèÿG. ÏóñòüG� âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà,G =
⊕

t∈Ω(G)

Gt � åå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå,
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òî åñòü Gt � îäíîðîäíàÿ âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà òèïà t (t ∈ Ω(G)), íàçûâàåìàÿ òàêæå

îäíîðîäíîé êîìïîíåíòîé ãðóïïû G. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òèïà t ÷åðåç G(t)

îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, òèïû êîòîðûõ áîëüøå

ëèáî ðàâíû t, à ÷åðåç G∗(t) � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû

G, òèïû êîòîðûõ ñòðîãî áîëüøå t. Ïîäãðóïïû G(t) è G∗(t) áóäóò âïîëíå èíâàðèàíòíûìè

â ãðóïïå G. Äëÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû G è òèïà t ∈ Ω(G) ñïðàâåäëèâ èçîìîðôèçì

Gt
∼= G(t)/G∗(t) (ñì. [12, �86]. Èñõîäÿ èç ýòîãî, äëÿ ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû G îáîçíà÷èì

Gt = G(t)/G∗(t).

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü G � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà

E(G)/Q(G) ∼=
∏

t∈Ω(G)

E(Gt)

è, êðîìå òîãî, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà E(G) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé àääèòèâíûõ

ãðóïï êîëüöà
∏

t∈Ω(G)

E(Gt) è èäåàëà Q(G).

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà íå îáîáùàåòñÿ íà òîò ñëó÷àé, êîãäà G � ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà.

Îäíàêî ñïðàâåäëèâ ìåíåå ñèëüíûé ôàêò.

Ñëåäñòâèå 5.6. Ïóñòü G � ñåïàðàáåëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà ôàêòîðêîëüöî

E(G)/Q(G) èçîìîðôíî ïîäêîëüöó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏

t∈Ω(G)

E(Gt), ãäå Gt=G(t)/G∗(t)

äëÿ êàæäîãî òèïà t.

Â �6 èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ íèëüïîòåíòíîñòè èäåàëà Q(G) âñåõ ñèëüíî íåîáðàòèìûõ ýí-

äîìîðôèçìîâ ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1), 2), 3) è 5) ñëåäóþùåé òåîðåìû

èçâåñòíû èëè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàäèêàëîâ

è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7]).

Òåîðåìà 6.5. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñåïàðàáåëüíóþ ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ G ðàâíî-

ñèëüíû:

1) P (E(G))m = 0;

2) L(E(G))m = 0;

3) N(E(G))m = 0;

4) Q(G)m = 0;

5) Ω(G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ m-ìàêñèìàëüíîñòè.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â �7 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ðàäè-

êàëà Äæåêîáñîíà êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ îäíîðîäíîé ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [6]. ×åðåç H(G) îáîçíà÷àåòñÿ

ìíîæåñòâî òåõ ýíäîìîðôèçìîâ α ∈ E(G), äëÿ êîòîðûõ αx = 0 ïðè âñåõ x ∈ D(G) (D(G)

� äåëèìàÿ ÷àñòü ãðóïïû G) è äëÿ ëþáîãî x ∈ G \ D(G) èç òîãî, ÷òî hp(x) < ∞ ñëåäóåò
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hp(αx) > hp(x), ãäå ÷åðåç hp(x) îáîçíà÷åíà p -âûñîòà ýëåìåíòà x. ×åðåç F (G) îáîçíà÷àåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G, îáðàç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êîíå÷íîãî

ðàíãà â G.

Èç ðåçóëüòàòîâ [6] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîé ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G

ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ H(G) ∩ F (G) ⊆ J(E(G)) ⊆ H(G). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî

ïàðàãðàôà � êðèòåðèè ñîâïàäåíèÿ ðàäèêàëà J(E(G)) êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ îäíîðîäíîé

ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ñ èäåàëàìè H(G) è H(G) ∩ F (G).

Òåîðåìà 7.7. Äëÿ îäíîðîäíîé ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) J(E(G)) = H(G);

2) äëÿ èäåàëà H(G) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (∗);
3) ðàäèêàë J(E(G)) çàìêíóò â êîíå÷íîé òîïîëîãèè êîëüöà E(G).

Òåîðåìà 7.11. Äëÿ îäíîðîäíîé ñåïàðàáåëüíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) J(E(G)) = H(G) ∩ F (G);

2) äëÿ ëþáîãî α ∈ J(E(G)) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå ãðóïïû G, G = A⊕ B, ãäå
A � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî Imα ⊆ A.

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íèëü-ðàäèêàë è äðóãèå íàäíèëüïîòåíòíûå ðà-

äèêàëû êîëåö ýíäîìîôðèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû êîëüöîì ìàòðèö îõàðàêòå-

ðèçîâàí åãî íèëü-ðàäèêàë è ïîêàçàíî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ñóììîé âñåõ åãî íèëüïîòåíòíûõ

èäåàëîâ.

Ïóñòü G � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì, åñëè ðàçëîæåíèå

G =
⊕
i∈I
Ai ãðóïïû G â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1 çàôèêñèðîâàíî, ìû áóäåì îòîæ-

äåñòâëÿòü êîëüöî E(G) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîëüöîì ìàòðèö. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû

ìàòðèöû [αij], ñîîòâåòñòâóþùåé ýíäîìîðôèçìó α ∈ E(G), îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: αij = πiαπj, ãäå πi è πj � åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè ãðóïïû G íà ñëàãàåìûå Ai è Aj

ñîîòâåòñòâåííî. Ñ öåëüþ ñîêðàòèòü è óïðîñòèòü äàëüíåéøèå çàïèñè ïðèìåì ñëåäóþùåå

ñîãëàøåíèå: äëÿ ýëåìåíòîâ i, j ∈ I áóäåì ïèñàòü i ≤ j (i < j), åñëè t(Ai) ≤ t(Aj) (ñîîòâ.

t(Ai) < t(Aj)).

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî ν(E(G)) êîëüöà E(G). Ïóñòü α = [αij] ∈ E(G). Ïîëîæèì

α ∈ ν(E(G)), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) èç αij 6= 0 ñëåäóåò j < i;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n = n(α), ÷òî ñðåäè ëþáûõ òàêèõ n ýëåìåíòîâ

αi1j1 , αi2j2 , . . . , αinjn ìàòðèöû α, ÷òî i1 ≤ j2, i2 ≤ j3, . . . , in−1 ≤ jn, õîòÿ áû îäèí ðàâåí íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ν(E(G)) ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò âû-

áîðà ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû G. Ìû íå áóäåì íåïîñðåäñòâåííî äîêàçûâàòü íåçàâèñèìîñòü êîí-

ñòðóêöèè îò âûáîðà ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû G, ïîñêîëüêó ýòîò ôàêò âëå÷åò îñíîâíàÿ òåîðåìà

äàííîãî ïàðàãðàôà.
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Íàïîìíèì, ÷òî N0(K) îáîçíà÷àåò ñóììó âñåõ íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ íåêîòîðîãî êîëü-

öà K, P (K) îáîçíà÷àåò åãî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë, L(K) � åãî ðàäèêàë Ëåâèöêîãî è N(K)

� åãî íèëü-ðàäèêàë.

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü G � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, ïóñòü âûáðàíî

åå ðàçëîæåíèå G =
⊕
i∈I
Ai â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îïðåäåëåíî

ìíîæåñòâî ν(E(G)). Òîãäà ν(E(G)) = N0(E(G)) = P (E(G)) = L(E(G)) = N(E(G)).

Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Ï.À. Êðûëîâà, ïðîôåññîðà Ñ.ß. Ãðèíøïîíà

è ïðîôåññîðà À.Ð. ×åõëîâà çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííûå âî âðåìÿ åãî âûñòóïëåíèé

íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Àâòîð âûðàæà-

åò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîöåíòó Â.Ì. Ìèñÿêîâó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷, âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîìîùü â îôîðìëåíèè íàó÷íûõ còàòåé è äèññåð-

òàöèè.
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