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УДК 658.512

Ю.И. Параев, Т.И. Грекова, А.В. Рощин

РЕШЕНИЕ ТЕРМИНАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ ОДНОСЕКТОРНОЙ ЭКОНОМИКОЙ

Получено аналитическое решение терминальной задачи оптимального

управления односекторной экономикой на конечном интервале времени,

связанной с максимизацией непроизводственного потребления и выходом на

заданный уровень фондовооружённости. Найдены необходимые условия

существования оптимального управления, а также условия, когда это управ-

ление включает в себя магистраль.

Ключевые слова: производственная функция Кобба – Дугласа,

фондовооружённость труда, непроизводственное потребление, оптималь-

ное управление, магистраль, горизонт.

Рассматривается динамическая задача оптимального управления односектор-
ной экономикой с использованием производственной функции Кобба – Дугласа
[1]. Управление заключается в распределение произведённого продукта на накоп-
ление (инвестирование) и непроизводственное потребление. Проблема состоит в
выборе такого управления, при котором обеспечивается максимум непроизвод-
ственного потребления за планируемый конечный период производства и, кроме
того, требуется выход на заданный уровень фондовооружённости. Получено
полное аналитическое решение задачи. Найдены необходимые условия, т.е. ог-
раничения на период производства, начальную фондовооружённость и парамет-
ры задачи, при которых существует оптимальное управление. Работа является
продолжением [2], поэтому некоторые промежуточные результаты приводятся
без доказательства.

1. Постановка задачи

Предполагается, что состояние экономики характеризуется величинами k(t) −
фондовооружённость труда (ФВ) и c(t) − непроизводственное потребление (НП).
Изменение этих величин описывается уравнениями [1,2]

0
, (0) 0;k uF k k k= −µ = >� (1)

(1 ) , (0) 0.c c u F c= δ + − =� (2)

Здесь μ > 0 – коэффициент амортизации, δ > 0 − норма дисконтирования,
F(k) = Akα − производительность труда, А – масштаб темпа производства (А > 0),
α − коэффициент эластичности по основным фондам. Управляющим параметром
является коэффициент u, который определяет долю валового продукта, которая
идёт на увеличение ФВ. При этом всегда

0≤ u ≤1. (3)

Предполагается, что планируемый период производства [0,Т] задан и конечен.
Решение уравнения (2) на этом интервале можно записать в виде
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( )

0

c( ) e (1 ) ( ) ,

T

T t
T J u u F k dt

δ −
= = −∫[ ]  (4)

т.е. J u[ ]  есть НП на интервале [0,Т] при управлении u.

Терминальная задача: в течение заданного интервала времени [0,Т] найти та-
кое управление u(t) с учетом (3), при котором функционал (4) максимален и вы-
полняется условие

k(T) ≥ kT, (5)

где kT − какое-то заданное значение, называемое горизонтом.
Решение уравнения (1) при постоянном u на интервале времени [t0, t) с началь-

ным условием k(t0)=k0 имеет вид [2]

0 0( ) ( )
0( ) (1 ) ,

t t t tuA
k t e k e

−βμ − −βμ −β β
= − +

µ
(6)

где β = 1−α. Если u(t) = 0, то

0
( )

0( ) ( ) .
t t

k t k t e
−µ −

= (7)

Поскольку при u = 1 lim ( ) / ,
t

k t А
β

→∞
= µ то обычно предполагается, что k(t0) и

kT < (A/μ)1/β.
Если значения k(T) = kT и Т заданы, то можно выделить интервал [N1, N2] на-

чальных значений k0, из которых можно попасть в точку k(T) = kT . Нижнюю и
верхнюю границы этого интервала можно получить в результате интегрирования
уравнения (1) при  u(t) = 1 и при u(t) = 0 соответственно. В результате, согласно
(6) и (7), получается

2 21 1
( , ) ( 1),  ( , ) .Т Т Т

T T T T

A
N N T k  k e e N N T k  k e

β β β βμ βμ μ
= = − − = =

µ

При большом Т значение N1 может быть отрицательным, тогда его следует заме-
нить на 0.

Если N1 > 0, то для k0 < N1 терминальная задача не имеет решения. Если k0 ≥ N2,
то при любом управлении выполняется условие (5). При этом максимум функ-
ционала (4) достигается при u(t) = 0, т.е. весь валовой продукт идет на НП. В этом
случае J[0] = G(k0;0,T), где

2 1

1

( )( )
( - )

1 2

1
( ; , ) .

t t

Т t e
G k t t Ak e

− δ+αμ −
δα −

=
δ +αμ

Поэтому далее считаем, что k0 принадлежит интервалу [N1, N2]. При этом управ-
ление должно содержать отрезки, когда u(t) > 0. Можно выделить значение

0

1
ln(1 / ),

T
T k A

β= − −μ
μβ

при котором N1(T0,kT) = 0. Можно также построить кривые

2 21 1
( ) ( , ) , ( ) ( , ) .t t

T T

A A
n t  N T k e n t N T k e
β β −βμ −μ⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠

При этом всегда n1(t) ≤ k(t) ≤ n2(t).



16 Ю.И. Параев, Т.И. Грекова, А.В. Рощин

2. Решение терминальной задачи

Применение принципа максимума Понтрягина приводит к структуре опти-
мального управления, полученной в [1, 2]. Интервал [0, T] точками t1 и t2

(0 < t1 < t2 < T)  разбивается так, что

1 1

oc 1 2

2 2

при 0 ,

( ) при ,

при .

u t t

u t u t t t

u t t Т

< <⎧
⎪

= < <⎨
⎪ < <⎩

(8)

Здесь величины u1 и u2 принимают значения 0 или 1 в зависимости от начального

и конечного условий,  
oc

0
k

u
F

μ αμ
= = >

μ + δ
 − особое управление. Интервал време-

ни [t1, t2], в течение которого имеет место особое управление, соответствует уча-
стку сбалансированного равновесного состояния экономики, который называется
магистралью. На этом интервале решение уравнения (1) постоянно и равно

oc
0.

A
k
β α
= >
μ + δ

Интервал времени [0, t1] соответствует выходу на магистраль, интервал [t1, t2]
− движению по магистрали (если она существует), интервал [t2, Т] − заключитель-
ному этапу (сходу с магистрали и достижение заданного горизонта). Обозначим
длительность этих интервалов как Т1 = t1, Т2 = t2−t1, Т3 = Т−t2. В соответствие с та-
ким разбиением  функционал (4) можно представить в виде суммы

J = J1[0, t1] + Jос[t1, t2] + J2[t2, T], (9)
где, в частности,

1 2
( ) ( )

ос 1 2 oc oc[ ,  ] (1 ) .
Т t Т t

e e
J t t Ak u

δ − δ −

α −
= −

δ

В основном решении предполагается, что магистраль существует. Поэтому
момент времени t1 определяется из условий: k(0)=k0, k(t1)=koc, а момент времени t2

− из условий: k(t2)=koc, k(Т)=kT.
Возможно также вырожденное решение, когда магистраль не существует.

В этом случае оптимальное управление имеет вид

{ 1 3

2 3

при 0 ,
( )

при ,

u t t
u t

u t t Т

< <

=

< <

(10)

где t3 − момент переключения управления, u1 и u2 принимают значения 0 или 1 в
зависимости от начального и конечного условий.

Дальнейшее решение зависит от значений магистрали koc и горизонта kТ.

3. Магистраль приходит выше горизонта (kТ < koc)

Если магистраль существует, то в (8) u2 = 0, длительность интервала времени
[t2, Т] равна

ос

3

1
ln 0

Т

k
Т

k

⎛ ⎞
= ≥⎜ ⎟
μ ⎝ ⎠

и 
2 2 ос 2
[ , ] ( ; , ).J t Т G k t Т=
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Кроме того, на этом интервале k(t) = n2(t), т.е. кривая n2(t) является линией пе-

реключения.

Длина интервала [0, t1] зависит от начального условия и равна

0

0 oc

oc
1 1 1 0

0

0 oc

oc

1
ln при ,

( )
1
ln при .

A k
k k

A k
t T T k

k
k k

k

β

β

⎧ ⎛ ⎞−μ
<⎜ ⎟⎪μβ −μ⎪ ⎝ ⎠= = = ⎨

⎛ ⎞⎪ >⎜ ⎟⎪ μ⎩ ⎝ ⎠

(11)

Кроме того,

{ 0 oc

1 1 0

0 oc

1 при ,
( )

0 при .

k k
u u k

k k

<

= =

>

  и { 0 oc

1 1

0 1 0 oc

0 при ,
[0, ]

( ;0, ) при .

k k
J t

G k T k k

<

=

>

(12)

Типичные решения приведены на рис. 1, а. Кривые 1 и 2 соответствуют реше-
нию с магистралью.

Необходимым условием существования магистрали является неравенство
Т1(k0) + Т3 ≤ T. (13)

Если Т0+Т3 ≤ T, то магистраль существует для всех k0 из интервала [0, N2]. По-
скольку значение Т3 фиксировано, то равенство t1=t2 или равенство Т1(k0) = T−Т3

позволяет получить интервал значений k0, для которых управление содержит ма-
гистраль. Этот интервал соответствует неравенству

X1(T−T3) <k0 < N2,

где 
1 oc
( ) tA A

Х t k e
β β βμ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠

(см. кривую 3 на рис. 1, a). Для значений k0, которые не попадают в этот интервал,
т.е. удовлетворяют неравенству

N1 < k0 < X1(T−T3),
имеет место вырожденное решение. При этом в (10) u1=1, u2=0. Момент переклю-
чения t3 определяется из условия k(t3) = n2(t3) и равен

3 2 0

1
ln 1 ( ) 0.t N k

A

β βμ⎛ ⎞= + − ≥⎜ ⎟μβ ⎝ ⎠

0 t1 t2 t3 T

N1

X1

kос

N2

k

1

2

3

4

n1

n2

kТ

а

0 t1 t2 t3 T

N1

kос

N2

k

1

2
3

4

n1

n2

kТ

б

X2

Рис. 1. Решение терминальной задачи: a – 
ocT

k k< ; б – 
ocT

k k>
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При этом 2

3

2 0

( )

1 ( )

N
k t

N k
A

β
β

β β

=
µ

+ −

(см. кривую 4 на рис. 1, а). Кроме того, J1[0,t3]=0, J2[t3,T]=G(k(t3); t3,T). Области
значений k(0) и T, для которых справедливы разные варианты управления, пред-
ставлены на рис. 2, а. Видно, что магистраль существует только для Т>T3.

Тривиальное

решение

Вырожденное

решение

Нет решения

Основное решение

с магистралью

0 T3 T

N1

N2

kТ

kос

k0

X1 N1
Нет решения

Основное решение
с магистралью

X2Вырожденное

решение

Тривиальное

решение

N2

0 T3 T

kТ

kос

k0

а б

Рис. 2. Области значений k0 и T для вариантов решения терминальной задачи:

a – 
ocT

k k< ; б – 
ocT

k k>

4. Магистраль приходит ниже горизонта (koc<kТ)

Если магистраль существует, то в (8) u2=1, длительность интервала времени
[t2, Т] равна

ос

3

1
ln 0.

Т

uA k
Т

uA k

β

β

⎛ ⎞−μ
= ≥⎜ ⎟
μβ −μ⎝ ⎠

J2[t2,T] = 0 и на этом интервале k(t) = n1(t), т.е. кривая n1(t) является линией пере-

ключения.
Решения на интервале [0, t1] совпадают с приведенными выше. Типичные ре-

шения приведены на рис. 1, б. Кривые 1 и 2 соответствуют решению с магистра-
лью.

Необходимым условием существования магистрали является неравенство (13).
Поскольку значение Т3 фиксировано, то равенство Т1(k0) = T− Т3  позволяет полу-
чить интервал значений k0, для которых управление содержит магистраль. Этот
интервал соответствует неравенству

N1<k0< X2(T−T3),

где X2(t) = koce
μt  (см. кривую 3 на рис. 1, б). Для значений k0, которые не попадают

в этот интервал, т.е. удовлетворяют неравенству

X2(T−T3) < k0 < N2,

имеет место вырожденное решение. При этом в (10) u1 = 0, u2 = 1. Момент пере-
ключения t3 определяется из условия k(t3) = n1(t3) и равен
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При этом 0
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k t
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β
β

β β

=
µ

+ −

J1[0,t3]=G(k0; 0,t3), J2[t3,T]=0 (см. кривую 4 на рис. 1, б). Области значений k(0) и T,
для которых справедливы разные варианты управления, представлены на рис. 2, б.
Видно, что магистраль существует только для Т > T3.

Заключение

Получено аналитическое решение терминальной задачи оптимального управ-
ления односекторной экономикой на конечном интервале времени, связанной с
максимизацией непроизводственного потребления и выходом на заданный уро-
вень фондовооружённости. Можно отметить, что в отличии от общей задачи [2]
решение терминальной задачи от коэффициента дисконтирования зависит только
величина магистрали.
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The analytical decision of a terminal problem of a one-sector optimal management of the
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