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ПРЕДИСЛОВИЕ

Пособие состоит из пяти глав.
В первой главе рассматриваются разностные схемы для уравнений эл

липтического типа. Подробно изучается теория метода сеток на примере 
задачи Дирихле для уравнения Пуассона.

Теория метода сеток решения краевых задач для уравнений параболи
ческого типа дается во второй главе. В ней на примерах первой и третьей 
краевых задач изучаются вопросы аппроксимации, устойчивости и схо
димости разностных схем.

В третьей главе приводится метод установления для численного ре
шения задачи Дирихле в случае уравнения Лапласа. Исследуется ско
рость сходимости явного метода установления с применением теории 
рядов Фурье.

Четвертая глава посвящена разностным методам численного решения 
уравнений гиперболического типа. На примере волнового уравнения ис
следуются вопросы аппроксимации и устойчивости разностных схем.

Методы решения интегральных уравнений, а также примеры задач, 
которые приводятся к таким уравнениям, изучаются в пятой главе.

Пособие содержит подробный разбор примеров решения соответст
вующих задач. В конце каждой главы учебного пособия даются варианты 
заданий и список цитируемой литературы.

Авторы выражают искреннюю благодарность аспирантам ММФ ТГУ
О.С. Осипову и С.А. Проханову за компьютерный набор и правку текста 
пособия, а также коллективу кафедры вычислительной математики и 
компьютерного моделирования механико-математического факультета 
Томского государственного университета за поддержку.



1. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

1.1. Типы дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка. Постановка граничных задач

Дифференциальные уравнения в частных производных имеют широ
кий круг приложений в математической физике, технике, акустике и дру
гих областях знаний. Они описывают более многообразные и сложные 
процессы, чем обыкновенные дифференциальные уравнения. Для них 
характерны значительное разнообразие в постановке начальных и гра
ничных задач и большая размерность. Чаще всего получить решение для 
таких уравнений в явном виде не удается, а если это возможно для неко
торых уравнений, то формула часто оказывается достаточно сложной и 
требует больших вычислений. Поэтому для решения дифференциальных 
уравнений в частных производных очень эффективными являются при
ближенные методы. Среди них можно выделить метод сеток, вариацион
ные методы и метод интегральных соотношений [1].

В данном разделе основное внимание уделяется дифференциальным 
уравнениям в частных производных второго порядка и методу сеток. Вы
бор предмета исследования объясняется тем, что на примере таких урав
нений легче проследить идеи приближенных методов.

Дадим классификацию линейных дифференциальных уравнений в ча
стных производных второго порядка [1, 2]. Пусть и(х,у)  -  функция не
зависимых перемененных х, у. Предположим, что переменные х, у  меня
ются в некоторой выпуклой области G, ограниченной кусочно-гладким 
контуром Г .

Определение 1. Говорят, что в области G задано линейное дифферен
циальное уравнение второго порядка для функции и(х,у) ,  если для лю
бой точки (х , у ) из области G имеет место соотношение

Lu s  а(х,у)ихх +2Ь(х,у)иху+ с(х,у)иуу + d(x,y)ux + 

+l(x,y)uy +g(x,y)u(x ,y)  = f ( x , y ) ,
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где а(х, у) ,  b(x,y) ,  с(х,у) ,  d(x , y) ,  l (x,y) ,  g ( x , y ) -  коэффициенты 
уравнения, f ( x , y )  -  свободный член уравнения. Эти функции известны,

и считается, что они определены в замкнутой области G = G U Г .
Введем величину 5(дг,>’) по формуле

5 (х,у)  = Ь1 (х,у)~ а ( х , у ) -с ( х , у ) . (1.1)
Определение 2. Говорят, что в области G уравнение L u -  /  имеет эл

липтический, гиперболический или параболический тип, если в любой 
точке (х , у) из G выполняется соответственно

8(jc,>’) < 0 , 5(х,>,) > 0 ,  8(л:,>') = 0.
В зависимости от типа дифференциального уравнения по-разному ста

вятся граничные условия, связанные с ним. Задание граничных условий 
предназначено для того, чтобы из семейства всех функций, удовлетворяю
щих уравнению Lu = f  , выделить одну-единственную функцию -  решение.

Для уравнений эллиптического типа распространенными являются 
условия следующих грех видов:

1) граничные условия первого рода состоят в задании значений иско
мой функции на границе Г области G, т.е.

и ( * ,Д  =Ф(Л/), (1.2)

где M e  Г , ф(М) -  известна;
2) граничные условия второго рода заключаются в задании на контуре 

Г значений нормальной производной от искомой функции и( х , у ) , т.е.

^  = Ф, (А /), (1.3)
OYI р

где М  е Г , Ф,(Л/) -  определена;
3) граничные условия третьего рода комбинируют на Г значения ис

комого решения и нормальной производной от него, т.е.

ъ { х , у ) ^  + ${х,у)и^  =ф2(А /), (1.4)

где M e  Г , a(x , v ) , fi(x,y) -  известные функции, такие что

, ф2{М)  -  задана.
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Задача нахождения решения уравнения Lu = /  , удовлетворяющего 
условиям (1.2), (1.3), (1.4), называется соответственно первой, второй или 
третьей граничной задачей. Для случая первой граничной задачи искомое
решение и(х,у)  е С2 (G )flC ^G j, для второй фаничной задачи -  

и(х,у)  е С2 (G )n C  (g ) , при решении третьей фаничной задачи -

M(x ,^ )e C 2(G )n C 1 (G).

Отметим, что уравнения эллиптического типа описывают стационар
ные процессы, которые не меняются с течением времени.

Напротив, уравнения гиперболического и параболического типов 
описывают процессы, меняющиеся с течением времени, т.е. нестацио
нарные процессы. Для этого типа уравнений переменную у  для удобства 
обозначим буквой t (время).

Пусть область G = G U Г будет прямоугольной, т.е.
G = |(x ,? ) ,a < x < 6 , 0 < /< 7 ' | ,

Г = х = а, х -  b, t = 0, t = Г}.
В силу того что одним из методов решения первой фаничной задачи 

для уравнений эллиптического типа является метод установления [1-3], 
дадим постановку задачи Коши и трех типов краевых условий для урав
нения параболического типа.

В случае задачи Коши задается условие
u(x,0) = \\i(x), (1.5)

где а<х <Ь  , т.е. требуется в области G = {(*,/), а < х < b,T > t > 0} най

ти функцию u (x ,^ )e C 2(G )flc (G j, удовлетворяющую уравнению па

раболического типа
Lu = f

и при 1 = 0 -  начальному условию (1.5).
При постановке соответствующей краевой задачи в области G искомая 

функция и(х,у)  е С2 (G )D c (g )  удовлетворяет в G уравнению Lu = f ,

при / = 0 -  начальному условию (1.5) и одному из фаничных условий: 
а) в случае 1-й краевой задачи

и(а,у) = щ(1),  и(Ь,у) = ч>г(/)\  (1.6)
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б) для 2-й краевой задачи
ди 
дх

в) для третьей краевой задачи

ди
дх

аЛ‘) ^ +а1 (0 м 

T°(O fj+T> (Ow

!&(0;

= у. (0>
а

= У:(0>

(1.7)

( 1.8)

и(х , у ) е  C2( G ) n c ‘^G), причем для ст0, а ,, т0, т, выполняются уело-

ВИЯ

К  (0 |+ К  (' )| > 0 > К  (01+Iх. (01 > 0 •
Заметим, что у  , ф ,, ф2, g , , g2, у ,, у2 -  известные функции своих 

аргументов.
Примерами уравнений эллиптического и параболического типов яв

ляются соответственно уравнение Пуассона
дги дги , .

и уравнение теплопроводности
ди , . д2и

Покажем, как уравнение
и,=а-и„ (1.9)

возникает в качестве математической модели распространения тепла в 
тонком стержне, вытянутом вдоль оси ох [4, с. 215-218].

с  Ц  с .;  о
Дх х -------►

Пусть стрежень полностью теплоизолирован, за исключением концов, 
и поток тепла распространяется по нему только в направлении ох. Пусть 
с -  площадь поперечного сечения стержня, а и(х,() -  температура
стержня в точке х в момент времени (. Известно, что количество тепла, 
протекающего в единицу времени через сечение, которое перпендику
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лярно оси стержня, есть ( - к - с и х), где к > 0 -  коэффициент теплопро
водности. Тогда если градиент температуры их < 0 , т.е. если температура 
слева выше, чем справа, то в полном соответствии с интуитивными пред
ставлениями тепло через это сечение будет течь слева направо. Рассмот
рим элемент стержня длины Дх . В единицу времени в этот элемент через
сечение х втекает количество тепла, равное величине (~ксих)| , и выте

кает через сечение х + Дх количество тепла (-Асих)|̂  ^  . Другими сло
вами, количество тепла в элементе длины Дх изменяется на величину

Далее, из элементарной физики известно, что количество тепла, кото
рым обладает элемент, пропорционально его массе и температуре и равно
5 с Дх р и , где 5 — удельная теплоемкость материала стержня, р -  плот
ность стержня, т.е. масса в единице объема. Получаем, что производная по 
времени от количества тепла в элементе стержня длины Дх равна q, т.е.

ясДхры, =(ксих) 1 ^ - ( к с и х)[.  (1.10)
Переходя в (1.10) к пределу при Дх -» 0 , будем иметь

и , =— ( к и х) ( 1.11)
5'Р

Уравнение (1.11) сводится к (1.9), если к не зависит от х. При этом 
а = k / ( s  p ) .

Для выделения единственного решения уравнения (1.9) необходимо 
задать некоторые начальные и граничные условия, Рассмотрим их. До
пустим, что длина стержня равна 1 и его левый конец находится в точке 
х = 0 . Пусть в начальный момент времени / = 0 известно распределение 
v|/(x) температуры в стрежне, т.е.

w(x,0) = ц/(х), 0 < х S 1. (112)
Допустим, что концы стержня поддерживаются при постоянной тем

пературе
и(0,/) = ф,, и(1,*) = ф2, (1.13)

где ф ,, ф2 — заданные константы. Соотношения (1.12)—(1.13) есть соот
ветственно начальные и граничные условия. Следовательно, получили 
следующую физическую формулировку задачи: имеется стержень дли
ны 1, концы которого поддерживаются при постоянных температурах ф,,



Ф2. Начальное распределение \у (х) температуры вдоль стержня извест

но. Требуется найти температуру u(x,t)  любой точки стержня х в произ
вольный момент времени t > 0.

Описанная постановка задачи допускает некоторые варианты. Изме
няя граничные условия или само уравнение, можно моделировать рас
пределение температуры в неоднородном стержне, когда р = р(х) ,
к = к (х ) , s = s(x ). Тогда вместо (1.9) получается уравнение с переме
ненными коэффициентами. Если, например, считать, что правый конец 
стержня изолирован, то поток тепла обратится в нуль и граничные усло
вия (1.13) примут вид

и(0,?) = ф,, их (1,?) = 0 . (1.14)
Возможны и другие варианты. Отметим, что уравнение теплопровод

ности (1.9) служит математической моделью и для целого ряда других 
физических процессов, например диффузии газа.

Вывод уравнения (1.9) распространяется на случаи двух и трех изме
рений. Так, в двумерном случае вместо (1.9) получается уравнение

и, = a(uxx+Uyy) ,  (1.15)

где а = к/ ($р ) , к, s, р не зависят от х,у,  t. Уравнение (1.15) можно рас
сматривать как математическую модель изменения температуры 
u(x,y, t )  в тонкой плоской пластинке. Пусть для определенности пла
стинка представляет собой единичный квадрат 
G = {(*,.у), 0 < х < 1, 0 < .у < l} .

Простейшим видом граничных условий для (1.15) являются условия 
Дирихле

u(x,y, t )  = y(x , y)  для (х,>>)еГ, (1.16)
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Г = Г, + Г2 + Г3 + Г4, т.е. задание температуры на всех четырех сторонах 
пластинки. Для уравнения (1.15) начальное условие имеет вид

и(х,у,0) = ц ( х , у ) . (1.17)

Здесь Ф (*,>’), \\i(x,y) -  известные функции.
Из физических соображений ясно, что при граничных условиях (1.16), 

каково бы ни было начальное распределение температуры (1.17), со вре
менем должно установиться некоторое окончательное стационарное рас
пределение. Оно определяется только граничными условиями (1.16). Во 
многих задачах определение такого стационарного состояния представ
ляет основной интерес. Поскольку стационарное решение и(х,у)  не за
висит от времени /, то оно должно удовлетворять уравнению (1.15) при 
и, = 0 , т.е. уравнению Лапласа

U* +Uyy = °-
Уравнение Лапласа является примером эллиптического уравнения.
Таким образом, если в задаче о распределении температуры требуется 

найти только стационарное решение, то можно его находить двумя спо
собами:

1) решать уравнение (1.15) относительно u = u(x,y , t ) при условиях 
(1.16), (1.17) до выхода на стационарный режим;

2) определять стационарное решение и = и(х , у ) уравнения Лапласа 
при условиях (1.16).

1.2. Метод сеток

1.2,1. Постановка задачи Дирихле для уравнения Пуассона

В выпуклой области G с гладкой границей Г определяется функция 
и(х,у) е С2 (G )D c (g )  , удовлетворяющая в G уравнению

82и д2и , ч .
О '* )

а на границе области -  условию Дирихле (первому условию)
и(х, Д .  = ф(х,>-), (1.19)

функции ф (х,у) ,  f ( x , y )  -заданные функции из пространства С (g )  .
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1.2.2. Замена дифференциальной задачи разностной

Сетка и сеточные функции. Классификация узлов

Для решения задачи (1.18), (1.19) применим метод сеток. Предполо
жим, что граница области G имеет такой же вид, как в [5, с. 7] (рис. 1.1). 
Покроем область G сеточной областью ап,. Она получается, если прове
дем прямые

*(Л) h  =0,±1,±2,..., \  > 0 ;

УЬг) = /Л >  Л = 0, ±1, ±2, —, hi > 0.
Пересечение указанных прямых дает узлы сетки (у, -hx, j 2 h2),  у,, 

у2 =0,±1,±2,... на плоскости (х , у) . Из рис. 1.1 видно, что сетка регу
лярна как по направлению ох, так и оу.

В [5, с. 7] отмечается, что среди узлов сеточной области будут разли
чаться узлы 2 типов: внутренние a h и граничные уh, т.е. со* = соА + .

В [5, с. 7] к числу внутренних относят те узлы сетки, которые попали 
внутрь области G, а к числу граничных принадлежат узлы, являющиеся
точками пересечения прямых x\h) = у, )\ , x\Ĵ  = у2h2 ; у',,у2 = 0,±1,±2,...,
с фаницей Г .

Заметим, что это не единственный вариант классификации узлов. 
В данной работе для удобства изложения метода сеток для уравнений 
эллиптического типа рассмотрим следующую классификацию узлов.

Определение 3. Назовем соответствующий узел сетки соседним по 
отношению к некоторому узлу (у, 1\ , у2 ^ ), если он отстоит от узла

(у, /г,, у21%) на расстоянии шага сетки в направлении соответствующей 
оси.

Определение 4. Узел (у, /г,, у2 ) назовем внутренним, если четыре

соседних по отношению к нему узла принадлежат G .
Узел ( j i hl, j 2h1) назовем граничным узлом сетки, если, по крайней

мере, один из соседних с ним узлов не принадлежит G .
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Рис. 1.1

На рис. 1 .1* - внутренние узлы сеточной области, а х -  ее граничные 
узлы.

Заметим, что количество внутренних узлов, расположенных на соот
ветствующих прямых х<л}, у, = 0,±1,+2,..., или Ул), j 2 = 0,±1,±2,..., 
будет неодинаковым для области, изображенной на рис. 1.1. Поэтому не 
можем указать, до какого значения меняются у, и j 2 .

Если область прямоугольная G = {(х,у),а й х <.Ь,с <. у  < d ] , то гра
ничные узлы сеточной области уЛ совпадают с соответствующими узла
ми границы Г . В этом случае число внутренних узлов , расположен

ных на прямых у, =0,±1,±2,... (или / Л), j 2= 0,±1,±2,...), будет 
одинаковым. Поэтому можно определить

, - \ { хл ’Ул) ’хл =УЛ J ,  =0,±1,..,±(Л/,-1),
С0А -  <

\  = j 2h2, j 2 =0,±\, . . . ,±(N1- \ ) , h2 = - ^ j -

В дальнейшем для области, изображенной на рис. 1.1, будем исполь
зовать следующее соглашение: не будем указывать количество внутрен
них узлов, а просто отметим, что соответствующий узел является внут-
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ренним. Например, ( j , k)  e a h. Вернемся к задаче (1.18)—(1.19). Заменим 

область G непрерывного изменения аргументов (х , у ) дискретным мно
жеством точек Xj = j  h , ук = к -l (для удобства записи переобозначим

J\ = J ’ J i - k ,  h = h ,  h j = l ), j , k  = 0,±1,±2......Вместо функции u(x,y)
будем рассматривать сеточную функцию uj k , j ,k  = 0,±1,±2,....

Разностная схема для внутренних и граничных узлов.
Исследование погрешности аппроксимации

Выберем произвольный узел е со* или (j ,k)e<oh. Запишем

уравнение (1.18) в узле (х^, ук):

Предположим, что решение задачи Дирихле (1.18)—(1.19)

( w * +/) ’ ( W * -/) н™ О41-*). ( j - U ) ,  (Л* + 0>
U  л -  О-

Запишем значение решения и(х,у)  задачи (1.18)—(1.19) в указанных 
соседних точках и применим разложение по формуле Тейлора функции и 
в окрестности узла (х,, ук):

( 1.20)

и (х,.у) е С4 (g )  . Рассмотрим соседние с узлом ( j ,k)  узлы (х,+й,.у4),

+

( 1.21)
, 0 < 0, < 1;

(1.22)
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Из формул (1.21)—(1.22) легко получить так называемые разностные 
соотношения, аппроксимирующие производные I, II и т.д. порядков.

Из (1.21), если брать соседний узел + h,yk), очевидно, что

h д2и
h 2 йс2 ,

ди
дх

,Х  =  Xj + 0 2Й, 0  <  6 2 <  1.

Будем рассматривать в качестве соседнего узел (:с/ -  h,yk). Тогда

, — 1 < 03 <0.
ди
дх

u{xj,yk) - u { x j - h , y k) h d 2u 
h + 2 дх2

Если в качестве соседних взять узлы {xj +h,yk) и (Xj -  h,yk) и вы

честь из разложения и[х} +И,ук) соответствующее разложение 

и (х; -  h, ук), то получим

u{x j+h,yk) - u ( Xj- h , y k) h2 д3и

(xi-n)

ди
дх 2 h

h2 д3и
3! дх3

, - 1<04 <1.
,^+М.л)

Рассуждая аналогичным образом, можно получить из (1.22) формулы
„ дидля аппроксимации производной —  :

ду

ди
ду (w*)

ди
ду

_u(xj , yk + l ) - u ( x n yk) I д2и 
I 2 ду2

u { x j , y k ) - u ( x r y k - l )  i t f u

,0 < т, <1;
(w*+t i')

/
+  —

ди
ду

-1<т, <0;

21 3! ду (w*+vO

Для аппроксимации производной 

(1.21). Из нее очевидно следует

д2и
дх2

воспользуемся формулой
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д2и
а 7

»{xJ +h,yk) - 2 u ( x j , yk) + u(xJ - h , y k)

w * )

h2 д4и
П а й

h 2

, -1<0J <1.

(1.23)

(*у+в3*.л)
Из (1.22), соответственно, находим

д2и\ “ ( w *  + Q ~ 2» ( w * )  + 4 W *  - / )

(*у-л)
/2

11 д4и
12 Эу4

(1.24)

— 1 < т5 < I .
(лу ,л +т , - / )

Подставим в (1.20) формулы (1.23) и (1.24). Получим 
u(xj +h,yk) - 2u ( x j , y k) + u(xi - h , y k) 

h2 4 

“ (* > .Л + 0 ” 2в(ху»л) + и(*я>'*“ /) (1.25)

h2 д4и

(ху + в 5- * . д )

1 1 . ^
’1 2 'ф 4

е со..

__ ^4
Из предположения о том, что и(х,>Л е С4 (G ), следует, что —-  и' ' Pbrдх4

будут ограничены и соответствующие члены с этими производными вд \  
ду

(1.25) можно записать в виде 0(/z2 + /2) . Формула (1.25) представляет со
бой неоднородную систему линейных алгебраических уравнений, причем 
число уравнений совпадает с количеством внутренних узлов сетки.

Если в (1.25) пренебречь членами о(/г2+ /2), то решением системы

(1.25) будет сеточная функция uj k или разностное решение, которое отли

чается от решения и(хр ук) задачи (1.18)—(1.19) на величину 0(/гг + /2) •

Итак, для каждого внутреннего узла сетки юА можно записать разно
стную схему вида
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= fj,k>{j>k ) e ®h- О-26)
Схема имеет шаблон «крест» [6, с. 6] и кроме значений решения во 

внутренних узлах содержит его значения в граничных узлах уА.
Если рассматривается область вида, изображенного на рис. 1.1, то 

кроме погрешности аппроксимации для внутренних узлов необходимо 
учитывать погрешность определения функции и в узлах ук, которые не 
попадают на Г :

Если (j , k ) совпадает с соответствующим узлом ( / ,£ ') ,  то значение 

и в узле yh определяется точно. Если ( j , k)  не совпадает с

направлении соответствующей оси (рис. 1.2).
В соответствии с ситуацией, изображенной на рис. 1.2, очевидно, что

“L всР|м’ где Л/ е Г ; или и\в, * ф|м,, где В 'е  у*, М ' е Г .

Пусть узел М  = м ( х у , у к. ) , тогда В = в{хг ,ук. - 5 , ) ,  где б, -  рас
стояние от узла В до узла М в направлении оси оу. Предположим, что

где
(1.27)

( j ' , k’),  то в качестве узла (j ' ,k')  берут ближайший к узлу ( j , k)  узел в

Рис. 1.2

Применим разложение по формуле Тейлора функции

и (В) в окрестности узла М. Получим

(1.28)
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или

м(В) = ф (М )- 5J ди
1 7 ф г-у)

где у  = ук.+т6-1, -1 < т 6 < 0 . (1.29)

Из (1.29) видим, что погрешность, которая получается, когда 
и\в « ф|м , имеет 1-й порядок относительно /, т.к. 5, соизмеримо с /. Ана
логично можно показать, что погрешность вычисления и\в, * ф| будет 

Итак, в целом погрешность метода, которая складывается из по
грешности для внутренних узлов и погрешности определения значений 
решения для узлов из yh, будет иметь первый порядок относительно h, I,
т.е. 0 (h  + l).

Получим формулу Коллатца повышения порядка аппроксимации в 
граничных узлах. Точность вычисления uJk при ( j , k)  е yh можно уве

личить, если воспользоваться еще одним значением и(х,у)  в точке А 
(внутренний узел на рис. 1.2).

Имеем M'(xf ,yk.),  B'(xf - 8 , у к. ) , A’(xf  - h - 8 , y k,),  где 8 -  рас
стояние от узла В' до точки М ' . Тогда

и(В') = u(xf  - 5 , ук.) = Ф 

где М  -  некоторая точка между М'  и В ' , 

и (■А) = и (*/ - s " ■ Уы-) = Ф М -

82 д2и

1! дх

и- 21 дх 

(5 + h f d 2u
2! дх2

(1.30)

(1.31)

где М -  некоторая точка между точками М'  и А . 
диИсключая из (1.30) — (М ‘) с помощью формулы (1.31), получим 
дх

и(В') = ^ П  + 5 -и{АК о(И2). 
h + 8

(1.32)

Отбрасывая в (1.32) величину 0{h2) , получим разностное граничное 

условие, аппроксимирующее граничное условие (1.19) в узле (j , k ) e y h с 

погрешностью порядка 0 ( h 2) :
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/z-cp(M') + 5-«,
« , * =— — 1-------— ■ (1-33)JM h + 5 v '

Формулы (1.27) и (1.33) можно записать для любого узла ( j , k)  е yh .
Таким образом, если в практических расчетах использовать систему раз
ностных уравнений (1.26), (1.33), то погрешность определения значений 
решения на сетке со * = coft + уЛ будет иметь порядок 0 ( h 2 + /2) .

1.2,3. Исследование корректности постановки 
разностной задачи

Исследуем, является ли разностная задача (1.26), (1.27) корректно по
ставленной. Воспользуемся определением корректности из [7, с. 290], 
введенным по аналогии со случаем дифференциальных уравнений. Пред
варительно отметим, что разностная задача (1.26), (1.27) может быть за
писана в компактном виде [5]:

= (1-34)
где

U j+\,k ~ ^ U j,k  +  U j-\,k U J,k +1 ~ ^ U j,k + U j,k-1

* K*. (./»*)6 yh,
h 12 -, ( j , k ) e  a h,

’ (1-35)
[ % * >

Здесь uih] e Uh, f {h) e Fh , Uh, Fh -  пространства сеточных функций ре
шений и правых частей.

Определение 5. Разностная схема (1.34) называется корректно постав
ленной, если:

1) ее решение существует и единственно при любых правых частях 
/ <Л) е Fh ;

2) существует постоянная Мх > 0 , не зависящая от h и такая, что при 

любых / (Л) е Fh справедлива оценка

И л 5 " - И Ь  <L3«
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Свойство 2, означающее непрерывную зависимость, равномерную от
носительно h, решения разностной задачи от правой части, называется 
устойчивостью разностной схемы.

Итак, согласно определению 5 исследование корректности задачи
(1.26), (1.27) предполагает доказательство существования и единственно
сти решения и выполнения неравенства (1.36).

Поскольку разностная схема представляет собой систему разностных 
уравнений, в которой число уравнений равно числу неизвестных, то ре
шение задачи существует. Однозначная разрешимость разностной задачи 
следует из теоремы, получившей название «принцип максимума» 
[1, с. 185]. Приведем эту теорему без доказательства.

Теорема (принцип максимума). Каждое решение разностного урав
нения

4^ = 0, С/»*)ею*,
принимает свое наибольшее и наименьшее значение в некоторых точках yh.

С доказательством теоремы можно познакомиться в [1, с. 184-185]. 
Применим теперь принцип максимума к доказательству однозначной 

разрешимости разностной схемы (1.34), (1.35). Допустим, что разностная
задача имеет два решения u\h) и u[h). Тогда = м[Л) -и[к) удовлетворят 

однородной разностной задаче Lhz{k] = 0, в которой f j k = 0 , ф|? = 0 .

Покажем, что z ^  = 0 . Тогда (1.34), (1.35) будет иметь единственное ре
шение. Если бы zh ф 0 , то тогда свое наибольшее и наименьшее значение
zh по теореме принимала бы на yh. Но z(/,) =0 на yh. Значит, и всюду в
(Oh = coh + yh будет zw = uf^ -  u[h* = 0, т.е. разностная задача (1.26), (1.27) 
однозначно разрешима.

В [1, с. 186-188] показывается, что неравенство (1.36) справедливо, 
если нормы в пространствах Uh и Fh ввести по правилу

H L =m; f  I k l l ,  = т “ к.*1+ т “ к*1-
При этом константа М, из (1.36) имеет следующий вид:

А/, = m ax |l,--(a2+62) | ,

где а, b определяются при построении мажоранты для сеточной функции 
u(h) по правилу Г'ершгорина [1, с. 186-188].

19



Итак, проведенные выше исследования позволяют сделать вывод о 
корректности разностной задачи.

1.2.4. О методах решения систем разностных уравнений

Перепишем разностные уравнения (1.26), записанные для внутренних 
узлов, в виде:

Ajj<uj+\jk + Bj.kuj.b +CjkUj_lk +Djkujktl +ElkUjk_] — f j k, (1-37)
где

A --L s — 2 .-1  r —L П - 1  F - 1л ).к -  h 2 ’  Dj.k -  h l  / 2  ’  ' - Л *  _  h l ’ u i.k ~  j2 ’  С Л *  _  j2 ’

( j ,  k ) e  соЛ, а затем разрешим (1.37) относительно Uj k .
Получим

/.*  A, k C,k D, k E jk

a i.k " a *  Bj.k В]к BJk

для любого узла (j,  к) e mh.

В случае, когда область G -  прямоугольник, систему разностных 
уравнений (1.38) можно решать с помощью прямых методов [8], или спе
циально разработанным методом -  методом матричной прогонки 
[1, с. 188-191]. Значения решения в узлах ( j , k ) e y h в этом случае опре
деляются из граничных условий Дирихле (1.19).

Если область G имеет вид, изображенный на рис. 1.1, то система раз
ностных уравнений (1.38) имеет число уравнений, совпадающее с коли
чеством внутренних узлов, а неизвестных uj k будет больше. В их число
будут входить также значения ujk для узлов (_/',*) е yh . Чтобы замкнуть
систему (1.38), добавляем к ней разностные граничные условия вида
(1.27) или (1.33).

Для решения полученной системы разностных уравнений рекоменду
ется использовать итерационные методы [2, с. 431-434], например метод 
простой итерации [2, с. 432-433]. Применяя к решению системы разност
ных уравнений (1.38), (1.33) метод простой итерации, получаем следую
щие итерационные формулы:

j.k  ° j k  & j,k & j,k
0-39)
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для узла (у 'Д )ем Л и

(т.л h-4>(M') + 8-u{”}lk — О = — J-------y-u , j 40)
J’k h + 5

для узла ( j ,k)  е yh . Здесь т = 0,1,2,... -  номер итерации.
Чтобы осуществить итерационный процесс по формулам (1.39), (1.40), 

необходимо задать начальные приближения для значений решения во внут
ренних и граничных узлах. Это можно сделать несколькими способами. На
пример, в качестве ufl  для узла (у ,к) е уА возьмем значение и у к, для узла 

(у 'Д ')е Г  из граничного условия Дирихле, причем в формуле (1.40) узел 
(/ , к ') -  граничный узел Г , ближайший к узлу (у ,к )е  yh в направлении 

соответствующей оси. Далее для узла (у, к ) е шА можно принять

(о) и„.„+и„u\L = min______ max

J,k 
где

= min и,,.,; a „ = max и , , ,
J'.k'eT J ’k max /.*■« Г '•*

т.е. при задании и*0] в узле ( j , k)  е оэЛ должен выполняться принцип мак
симума (минимума).

После задания для всех (у,А) е со* по формулам (1.39), (1.40) на

ходим и^к, (у'Д)есо/,, затем определяем и12}  и т.д. Счет продолжается 
до тех пор, пока не выполнится неравенство

max - u{rt\ < е(у.фед, I hk J'k I
и полученное решение не будет удовлетворять разностной схеме. Как 
показано в [2, с. 431-433], процесс простой итерации, определяемый фор
мулами (1.39), (1.40), сходится при любом начальном приближении. При
мер, иллюстрирующий изложенный материал, будет рассмотрен ниже.

1.2.5. Пример решения задачи Дирихле 
для уравнения Лапласа методом сеток

Проиллюстрируем применение изложенной выше теории на примере. 
Пример. Требуется найти функцию и(х,у)  е С2 ( С ) П с ( с ) , удовле

творяющую уравнению Лапласа
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0 * £ - «
для (х , у ) е G и на границе Г области G условию

M(x’J;)|r = *2 'У2- О-42)
Здесь область G представляет собой внутренность круга радиуса 4, т.е.

G = {(x,.y)e/?\ х2+у2 < 16}, 
а граница Г -  окружность радиуса 4, т.е.

r  = j ( x j ) e / f J, х 2+у2 = 16}.
Решение. Задачу (1.41), (1.42) запишем в операторном виде

Lu = f ,  (1.43)
где L -  линейный дифференциальный оператор, действующий на функ
цию и по правилу

дги д2и
Т Т  + ХТ> ( x , y)eG,  дх ду (1-44)
и(х,у), ( х , у)еГ,

Lu =

а правая часть/ имеет вид
[О, {x,y)eG,

/ Н  : , , г  (1-45)|х  у  , (х ,^)бГ .
Поставленную задачу (1.41), (1.42) или (1.43)—(1.45) будем решать ме

тодом сеток [9]. Для этих целей покроем расчетную область G = G U r 
ортогональной сеткой. Выбирая шаги hx =hl =h по осям абсцисс и ор
динат и проводя прямые, параллельные осям координат, получим сетку 

={(хп ук), X j = j - h , j =  0,±1,±2,..., yk =k-h, к = 0,±1,±2,...}.
Так как оси координат являются осями симметрии для задачи (1.41)-

(1.42), то её решение достаточно найти в области Gi = G, U Г ,, где 

G1=|(x,_y), х > 0, у  > 0, х2 + у 2 < 1б},

T ^ { ( x , y ) e R 2, х2+у2 =\б}.

На рис. 1.3 представлена сетка, построенная в Gi для h = 1.
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(1.0) (2,0) (3,0) 11(4,0)

Рис. 1.3

Точки пересечения линий сетки между собой и с границей называем 
узлами сетки. Узлы, попавшие на границу и отстоящие от неё менее, чем 
на шаг h, называем граничными. Их совокупность обозначаем через уЛ и 
на рис. 1.3 отмечаем «крестиками». Остальные узлы называем внутрен
ними, а их совокупность обозначаем через соЛ. На рис. 1.3 внутренние 
узлы выделены «кружочками». Нетрудно видеть, что в целом сетка 
(Oh = + уЛ не является равномерной.

Следуя [5], функцию, определенную в узлах сетки соь , называем се
точной и в дальнейшем обозначаем так: u(h), ujk -  приближенное (чис

ленное) решение разностной задачи; [и\ ,  и(хг ук) -  значения точного
решения в узлах сетки. Здесь j ,  к пробегают множество номеров узлов 
сетки.

Заменяя в задаче (1.41), (1.42) производные по формулам численного 
дифференцирования, получим следующую разностную задачу:

Lhuw = f (h), (1.46)
где

(xj ,yk) еюЛ,
■2Uj,k +Uj_lk | uJMl - 2 u Jk+ujk^

*J.k> (xr yk) e y h\
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(1.47)
fO, (Xj,yk) e  ш„,

Iх; ' У к > ( X j , y k ) e y „ .

Определим порядок погрешности аппроксимации дифференциальной 
задачи (1.41), (1.42) разностной задачей (1.46), (1.47) [5, с.11-13]. Для
этой цели разложим u(xJ±x,yk), u[xj ,yk±,) по формуле Тейлора в окре

стности точки офаничиваясь четвертой производной. Подстав
ляя полученные выражения в (1.46), (1.47), находим, что пофешность 
аппроксимации 5 /(А) имеет представление

[s/Л5/'(*)

где bfxh) -  пофешность уравнения, 8/2<Л)
ловия и

bfxm = h 8 и
к Г а й

- пофешность фаничного ус- 

h2 8*и

■Ц’-л)
12 ду4

„(ОXj_ 1 < х}1' < xJ+x, ук_х < у (к1> < ук+х. Пофешность фаничного условия 6/2<А)
требует отдельного рассмотрения. Пусть имеется фрагмент фаницы 
(рис. 1.4).

Рис. 1.4

По приведенной выше классификации здесь A(Xj_x, y k )  -  внутренний 
узел, B(xt ,у к), М(х1 + Ь,ук) -  фаничные узлы. Если фаничное условие 
представить как

u l k = f ( M ) ,  M e  Г „  

т.е. переслать в фаничный узел В значение решения с фаницы Г , , то 
тогда
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Итак, если и(х, у) е С4 4 (G), то |s / (/,)| < к-h2, а |8/2<А)| < Q ■ h . Чтобы
повысить порядок погрешности аппроксимации в граничных узлах до
второго, будем использовать формулу Коллатца [1, с. 14-16]:

h-u(x, +8,ук) + 8-и(х, , ,у . ) ,
и(хрУк) =-----K- J- ....L-Til-.- .. £}'»> + (Ккг). (1.48)

п + о
Тогда погрешность аппроксимации дифференциальной задачи (1.41),
(1.42) разностной схемой (1.46), (1.47), где на границе применяется фор
мула (1.48), будет иметь в целом второй порядок относительно h. Други
ми словами,

= max(|5/j(*)|,|5/2(',||) = C-h2, С = const.

Для исследования корректности постановки разностной задачи (1.46)- 
(1.48) требуется показать, что её решение существует и единственно в 
некотором классе Uh сеточных функций -  решений с введенной нормой
I • 1Ц и при этом выполняется неравенство [1, с. 16-17]:

<*)|| c u . W f W
ю„ - м ' ¥  \ -  с1-49)

Здесь Мх = const, не зависит от шага h и правой части f <h). Так как 
разностная задача (1.46)—(1.48) представляет собой систему уравнений, в 
которой число уравнений равно числу неизвестных, то решение такой 
системы существует. Единственность решения вытекает из теоремы 
«принцип максимума» [9, с. 17-18].

Докажем выполнение неравенства (1.49), т.е. устойчивость разност
ной схемы. Для этого определим нормы в пространствах сеточных функ
ций Uh и Fh следующим образом:

1i/*4 = т а х и ,4 ,lb, т I '•*!

IK1L =maf K * l+mf l ^ l -
В рассматриваемом примере f jk| = 0 .

■>' 1(0А

Тогда

1 И к = т ^ 1 -
Введем



zw  = m a x |/ J .
Ya '

Будем иметь
( u ^ + z ^ )  I = f jk I +m ax|/M|> 0  (1.50)
\ Пук it* у* *

И

l a ( m(A,+ z (,,)) | = 0 .
'  Лю,

Тогда согласно теореме «принцип максимума» заключаем, что сеточная 
функция u{h) + 2 (/,) принимает наименьшее и наибольшее значение в точ
ках у h. Согласно (1.50) на yh выполнено неравенство

uw +z(h)> 0.
Значит, u{h) + z(h> > 0 всюду в ш  .

Аналогично можно показать, что (м(А) < 0 на а ь  Следователь

но, на (йи = юА + yh справедливо, что
u ^ + z w > 0 , 
u{h)- z w i  0

или
|М<*>| <  2 (*> ,

т.е.
|г/А,| < m a x i /J  = | | / ('!)|| .I I и \JJ-k I IK Hf*

Отсюда получаем
т м \ и „ \ й \ Г \

или

I k i  Ф <Л)|| •II lly* г  IIf,
Таким образом, устойчивость рассматриваемой схемы (1.46)—(1.48) 

показана с константой М { = 1.
В случае h = 1 выпишем систему разностных уравнений (1.46)—(1.48) 

в явном виде. Для этой цели занумеруем точки сетки, представленной на 
рис. 1.3, начиная с номера (0,0) и шагая слева направо и снизу вверх. Бу
дем иметь множество номеров узлов сетки: (0,0), (1,0), (2,0), ..., (0,1), 
(1,1),..., (2 ,4).

Система разностных уравнений для определения значений прибли
женного решения в узлах сетки будет иметь следующий вид:
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а) для внутренних узлов сетки: 

иоо ~  2 ^ M i . o  + M o , i ) ;

м/.о = ^'(“ /+1,о + “ ,-1.0 ~‘r '2Uj |), j  — 1,2,3, 

uok — — (2м, k + uok_| + w01+]), A = 1,3,

+  UJ M \  +  1 )• j  =  :2; k  =  ] *2 ;

б )  для граничных узлов сетки:
м . .  =  х2у 2\ = 0 ;

4 -° ^  1(4,0) м э,з = * у ,
l (V7,3)  ’

« 0 . 4 =  * У |  = 0 ;
1(0,4) “ 2,4 =  * у

1(2,712)  ’

М4,1 = * ^  L / i s . i )  ’
«1 .4

гч"
кII

Id,VTs) ’

« 4 , 2 =  *  ^  i (V i2 ,2 )  ’

« 4 , 3 = хгу 2\ Г ; 
l (3 ,V7)

(1.51)

(1.52)

Mu = ug(ui 4,m, 2, Vl5 -3);

«2,3 “ (̂«2,4 ’ «2,21 ̂ 12 3),
M32 =ug(ui2,ul2, J \2-3) ;

из,\ = u g (u 4 \ , uu , y f \ 5  - 3 ) .

Здесь ug(a,b,d) = h â . d~  .
/г +  d

Вводя номер итерации m> О, на основании формул (1.51)—(1.52) по
лучаем следующие итерационные формулы, позволяющие с заданной 
точностью е определить значения численного решения в точках юн :

С , = ^ « ’,о + ^ о + 2 М« ) ;у  = 12,3;

=^(2«,(,Г = 1.2,3;
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u ^ x)=-{u%{k+u % +u % +u % ) J  = \,2-,k = \,2\ 

< Г °  =ug{uXi, u ^ \ ^ 5 -  3):

«Й+1> =ug(u2Ay 2m2\J T 2 -3 )  

u i T } = u g ( u ^ u % , J n - 3 )
(1.53)

ulT '] -3), m> 0.
Для применения формул (1.53) в численных расчетах полагаем 

и(°1 = 0 для (х; ,ук) е  со*. Вычисления организуем следующим образом:
1) при т = 0 по формулам для граничных узлов сетки рассчитываем 

значения решения uj k в точках границы;
2) по формулам Коллатца (последние четыре формулы в (1.53)) опре

деляем значения и*”+1) в граничных узлах;

3) с помощью формул (1.53) находим решение и}"+1) во внутренних 
узлах сетки (xr yk) e  a h;

4) вычисляем тах_ м(Д+|> -и(х , , ук)\ = р . Если р < е , то вычисления

прекращаем. Если р > е ,  то полагаем и*"1 =м‘"+|) и затем продолжаем
вычисления со второго пункта.

По описанному алгоритму была составлена программа, по которой за
тем проводились численные расчеты. Результаты представлены ниже в 
виде таблиц. В табл. 1.1 приведены значения приближенного решения в 
узлах сетки со* при h = 1. Значения точного решения

и(х,у) = х2у 2 +1(256 -  (х2 + у 2 )2); (х,у) е G ,
О

задачи (1.41)—(1.42), вычисленные в тех же узлах (Xj,yk) е со л, даны в 
табл. 1.2.

При е = 0,001 процесс вычислений сходится за 73 итерации.
Как следует из табл. 1.1, 1.2, максимум модуля разности между точ

ным решением и приближенным достигается в узле (3,1) и составляет 
при h = 1 величину 8,6082.
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Т а б л и ц а  1.1

« 0 ,0 = 24,0835
« 1 .0 = 24,0836 « 2 ,0 = 22,6721 « 3 ,0 = 15,6139 « 4 ,0 = 0,0000

«0 ,1 = 24,0836 = 24,7895 « 2 ,1 = 25,4954 «3,1 = 19,8918 « 4 ,1 = 15,0000

« 0 ,2 = 22,6721 « 1 .2 = 25,4954
« 2 ,2 = 34,6284 « 3 ,2 = 43,7614 “ 4,2 = 48,0000

« 0 .3 = 15,6139 « 1 .3 = 19,8919 « 2 ,3 = 43,7614 « 3 ,3 = 63,0000
« 4 ,3 = 63,0000

« 0 ,4 = 0,0000 « 1 ,4 = 15,0000 « 2 ,4 = 48,0000

Т а б л и ц а  1.2

“о,о = 32,0000 « 1 .0 = 31,8750 U 2,0 = 30,0000 « 3 ,0 = 21,8750 « 4 ,0 = 0,0000

« 0 ,1 = 31,8750 « и = 35,5000 « 2 ,1 = 32,8750 «3 ,1 = 28,5000 «4 ,1 = 11,8750

« 0 .2 = 30,0000 « 1 ,2 = 32,8750 « 2 ,2 = 40,0000 « 3 ,2 = 46,8750 « 4 .2 = 46,0000

« 0 ,3 = 21,8750 « 1 ,3 = 28,5000 М2,3 = 46,8750 « 3 ,3 = 72,5000 « 4 ,3 = 97,8750

« 0 .4 = 0,0000 « 1 ,4 = 11,8750 « 2 ,4 = 46,0000

Вычисления проводились и при других значениях шага h. В силу гро
моздкости таблицы значений полученного при этом решения не приво
дятся. Укажем лишь, что при А = 0,5 максимум модуля разности между 
точным и приближенным решением равен 3,4198, а при h = 0,25 состав
ляет 1,0562.

Процесс вычислений в первом случае ( h = 0,5) сходится за 232 итера
ции, а во втором (h = 0,25) -  за 780 итераций. Другими словами, при из
мельчении шага сетки наблюдается сходимость приближенного решения 
к точному, хотя при этом существенно возрастает время расчета.

1.3. Лабораторные задания

Задание. С помощью метода сеток решить задачу Дирихле для урав
нения Пуассона. Численное решение определить в области G с границей 
Г, которая задается соответствующим образом в каждом варианте. Ис
следовать вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости числен
ного решения к точному.
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где Г

где Г

где Г

где Г

где Г

Вариант № 1

дги д2и | ,
_  + 2 . |п |* Ы

и\Т =0,5(х + у)2,

= |(х ,у): у  = - 0,5х2+3, 0<х<\[б,  0 < ,у < з |.

Вариант № 2 

д2и д2и

и | г =

= {(д:, : у  = -0 ,15х2 + 0,6, 0 < х < 2 , -0 ,6  < .у < 0 ,б |.

- + т т  =  о д

Вариант № 3

д2и 8ги 
дх2 ду2

“ | г  =  4 х1 У1 +  1 >

:{(дг,у): у  = х2-1, 0<х< 1, -l<y<l].

Вариант № 4 

д2и дги 
^ + ^ " 0’25-

и\Т = л/о, 25х2 + у2,

■■{(х,у): у  = 0,25х2, у < 2 } .

Вариант № 5

д2и д2и _х 
~ д ^ + ~ д ^ ~ е  ’

м |г =  в -°-5(1+,)

: |(х ,у ): у  = - 0,5х2+3, 0< х< л/б , 0 < < з |
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где Г

где Г

где Г

где Г

где Г

Вариант № б

д2и дги . .
—г + —Г = ° Л  дх2 ду2

"1г

О , у ) :  +  =  0 < ^ < 2 } - .

Вариант № 7 

82и д2и
' д 7 + ' д / ~  ’ ’

и\Г = -0 ,5х2 +у2,

= {(*,>0: у  = -0,5х2 +1, 0< *< л/2 , - l < ^ < l ) .

Вариант № 8 

д2и д2и
i ? V =0,6'
и|г = sin(xy),

= {(х,,у): х2+у2 = 1, 0 < х < 1, 0 < ^ < l} .

Вариант № 9

д2и д2и __{х+у) 
дх2 ду2 

и\г = е - ^ \

= |(х ,>>): у  =  ~ 0 , 5 х 2 + 2 ,  0 < х < 2 ,  0 < y < 2 j .

Вариант № 10

д2и д2и 
'дх2+~ду2 ~ ’ ’
«|г = е~°Аху,

= {(*>.v): У = х 2-4,  0<х<2,  -4 < у < о}.



где Г

где Г

где Г

где Г

где

Вариант № 11 

д2и д2и
i ? V =<u
и|г — sin(0,1лу),

= {(х,^): х2 +(j>2 -9 )  = О, 1 < х < 3, 0 < у < 3 } .

Вариант № 12

д2и дги
---- 7  + ---- 7  =  0 ,6 ,
дх2 ду2

= {(*,.У): У = х 2 - 4 , 0 < х < 2, - 4 < у < - \ ) .

Вариант № 13 

д2и д2и ,л , . 

«|г = ^ ,

=  { (* ,> » ): У -  0 , 5 х 2 — 1, 0  <  х  <  у/ l ,  - l < > - < l ) .

Вариант №14

82и д2и 
—г + — 7 = 0,7, дх2 ду2
и\Г = |smxy|,

= |(х ,у): х2+у2 = 2, 0 < x ^ V 2 , -1 < y < 4 l ^ .

Вариант № 15 

д2и д2и
i ? V 0’5’
"1г = «"•

= {(*>.У): >' = -х 2+0,2, 0<x<yj0^2,  -!<>>< 0,2}.
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Вариант № 16

дги дги . ,

где Г = {(>,у): у  = 0,5л:2-2 , 0<х<2,  -2 < ^ < о}.

Вариант №17

д2и д2и 
—7 + —г = 0,4, 
дх ду
м|г = cos(xy), 

где Г = {(х,у) : х2+у2 = 1, 0<х<1,  —1 < >> < l | .

Вариант № 18

д2и д2и л 
---- 7  + ---- Г  =  °>дх ду
и\Г = 2х2-4 ,

где Г = {(х,у): х2 + у 2 = 4}.

Вариант № 19 

д2и д2и

9

Вариант № 20

д2и д2и _ 
дх2 ду1
и\г = 2х2 +2х - 2у ~4 ,  

где Г = {(х,^): х2 +у2 = 4},
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2. МЕТОД СЕТОК РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

2.1. Метод сеток решения задачи Коши

Пусть и(х,у) -  функция независимых переменных х ,у .  Предполо
жим, что (х , у ) меняются в некоторой области G , ограниченной кусоч
но-гладким контуром Г .

Определение 1 [1, с. 142-144; 2, с. 692-693; 7, с. 373-376]. Говорят, 
что в области G задано линейное дифференциальное уравнение в част
ных производных второго порядка для функции и(х, у ) , если для любой
точки (х,у)  из области G имеет место соотношение

Lu = а(х, у)иа + 2 l(x, y)uv  + Ь(х, у)и^  + с(х,у)их +
+d(x,y)uy + g(x,y)u(x,y)  = f ( x , y ) . (2.1)

Формула (2.1) -  каноническая форма записи линейного дифференци
ального уравнения второго порядка.

Для проведения классификации уравнений вида (2.1) составим сле
дующее соотношение:

5(х, у) = /2 (х , у) -  а(х, у)Ь(х, у). (2.2)
Определение 2. Говорят, что уравнение (2.1) в области G будет пара

болического типа, если для любой точки (х, у) из области G будет вы
полняться соотношение

6 ( х , ^ )  =  0 .

Уравнения параболического типа описывают нестационарные про
цессы. После замены дифференциальных уравнений и соответствующих 
краевых условий (если решается I, II или III краевая задача) разностными 
уравнениями получаем, что соответствующий численный метод сводит
ся к решению системы линейных алгебраических уравнений и основная 
проблема, возникающая при реализации численного метода, заключается 
в решении упомянутой системы.

Фактическое решение сеточных уравнений осуществляется шагами по 
времени, и если разностная схема явная [1, с. 148-149; 2, с. 732-733], то 
решение находится легко. Однако при этом может возникнуть явление 
неустойчивости вычислительного процесса к ошибкам округления, кото
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рое не позволяет получить приближенное решение с удовлетворительной 
точностью. Явление неустойчивости проявляется в том, что ошибки округ
ления, допущенные при вычислениях на некотором временном слое, затем 
быстро возрастают по абсолютной величине и, как правило, сильно иска
жают приближенное решение. Поэтому для уравнений параболического 
типа проблема устойчивости [1, с. 151-154; 2, с. 733-736; 3, с. 491-495] 
является одной из основных, наряду с проблемой сходимости [4, с. 31-33].

При численном решении параболических уравнений с соответствую
щими начальными и граничными условиями можно, кроме явных, ис
пользовать неявные разностные схемы. Последние в основном абсолют
но устойчивы, но не всегда удобны для применения, т.к. требуют специ
альных методов для реализации (прогонки или какого-либо итерационно
го метода).

Вначале остановимся на вопросах замены параболических уравнений 
сеточными уравнениями, а также на вопросах устойчивости, сходимости 
и оценки качества явных и неявных разностных схем.

Дадим постановку задачи Коши для уравнения параболического типа. Для 
удобства дальнейшего изложения материала обозначим у через t (время).

Ищется функция u(x, t)&C*(G)r\C(G) , удовлетворяющая диффе
ренциальной задаче [7, с. 377]:

L u - F , (2.3)
где

ди , . дги . . ди . . .- —  а(х, t)—у  -  с(х, ()~—  g(x, t)u(x, t), 
dt дх дх

Lu = • (x,t) e G;
u(x, 0), х е Г;

G = {(jc,/) (—oo < x < +oo,0 < t < oo}, 
Г = {(x,r) | -oo < x < +oo,? = 0}. 

Покроем область G равномерной сеткой
ю / п  = { ( x j ’lk ) \ x j = j h , j  = 0 , ± \ , tk =кх,к = 0 , 1 , 2 , . . . } .

Рассмотрим два варианта решения задачи Коши:
1) вариант с использованием явной разностной схемы;
2) вариант, в котором применяется неявная разностная схема.
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2.1.1. Построение явной и неявной разностных схем 
методом неопределенных коэффициентов

1. Построим явную разностную схему [6, с. 191-195] с шаблоном
2

О 1

методом неопределенных коэффициентов (МНК).
Цифрами 0, 1, 2, 3 обозначены номера узлов, входящих в шаблон. Ко

ординаты каждого узла следующие:
О(Xj,tk); \(Xj+h,tk)\ 2{xj,tk +x)\ 3(Xj-h, tk).

Запишем схему с неопределенными коэффициентами с, :

= /о + 0 (т 2,/?3), (2.4)
»=0

и распишем сумму из формулы (2.4);
c0u(xr tk) + clu(xi +h,tk) + c2u(Xj,tk +%) + ciu(xJ - h , t k) =

ди , , d 2u , . ди . . . Л|
—  -  Ф ,  О -  с(х,.0 — ~ g(x, t)u(x, t) | , +

+0( t 2,/;3). (2.5)
Разложим функцию и , входящую в левую часть (2.5), в окрестности узла 
(Xj,tk) по формуле Тейлора, предполагая, что и (х, t) € С23 (G ):

c0u(Xj,tk) + cl \u(Xj,t„)+ dÛ Xf tk) + 8 U{gx2 <k)Y  + ° ( hi) | +

^ ^ 1  + 0 ( t2) K  
dt 1! f

+cAu(xj ,tk) +

_ [  du(xt,tk) h  d2u(x tk) h 2 , з \ , +c,\u(Xj,tk) ------ ^ ------  + -----^ -------  + 0(h3)}
dx dx2
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\du(x,,tk) d2u(x tk ) du(xt,tk) 
- - a ( Xj,tk)---- — ------ c(Xj,tk)-

dt dx2

-g c v * )« c v * )}  •

dx

(2.6)

n  , , du du d2uПриравнивая коэффициенты при и , а также при — ,— ,—-  в левой
dt dx dx

и правой частях соотношения (2.6), получим
c0 + c]+c2+ci — —g0,
с2т = 1,

c,/»-c3A = -c0,
-  /з2 - h2 с, — + c, —  = - a a. 

. 1 2 3 2 0

(2.7)

Отметим, что в (2.7) используются обозначения g0 = g(xj , tk),  
с0 =с(хг 1к) и а0 =a(Xj,tk). Решая систему (2.7) относительно неизвест

ных коэффициентов с}, j  = 0,3, очевидно, будем иметь

2й
фг,,/*) ф с ,,^ )

с, = -------—  + — 1-----
3 Ьг 2 h

(2 .8)

Подставляя полученные значения dj, j  = 0,3, из (2.8) в (2.4), имеем

~g(Xj,tk) +
2a{Xj, tk) 1  ̂ / ч ( c{xn tk) a{x,,tk)^

u(Xj,tk) +
2 h

xu{xj + h,tk) + -  u(xt , tk + t) +
2 h

(2.9)xu(xj — h,tk) = f (X j  ,tk) + 0(x2,h3).
После несложных преобразований запишем явную разностную схему

..*+1 ..к  _ к ‘■s..к , к
U j  U )  _* “ /-I 2 U j + U H  j U j+\ U j-1 _ *  k _ r k  

т ' h2 1 2 h
j  = 0,±1,.,.; к = 0,1,. (2 .10)
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Добавим к схеме (2.10) разностную аппроксимацию начального условия
«j =«o(Xj), j  = 0,±l,.... (2.11)

На рис. 2.1 показана сетка, в узлах которой ищется решение разност
ной задачи (2.10)—(2. II).

0 х*

Рис. 2.;

А -  узел сетки с координатами xJt tk . Решение задачи (2.10)—(2.11) 
находится слоями по времени.

Для определения значений решения разрешим (2.10) относительно

+igjUk, + i f j k , j  -  0,±1,...; к = 0,1..... (2.12)
и добавим начальное условие

и® =и0(*,-); /  = 0,11,.... (2.13)

Вначале определим значения и° из (2.13) на нулевом временном слое. 
Далее, полагая к = 0, находим из (2.12):
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у' =  0 ,± 1 .......

Затем при к = 1,2,... определяем соответственно и2, j  = 0,± 1,... и1 ... .
2. Методом неопределенных коэффициентов построим неявную раз

ностную схему с шаблоном:
О

1

0(x; ,? J ; 1 ( X j + h , t k) ;  2(xj,tk - x ) ;  3 ( X j - h , t k ) .  

Схема с неопределенными коэффициентами имеет вид

] Г с ^ = / 0 + О ( Т 2 , / 7 3 )

/=0

или более подробно ее можно записать следующим образом:
c0u(xJ,tk) + clu(xJ +h,tk) + c2u(xJ,tk - x )  + c}u(xj - h , t k)--

I ди д2и ди= - — a(x,t)—T -c(x , t )~— g(x,t)u(x,t)
1 dt дх дх

(2.14)

(2.15)+0(x2,h1).
Предположим, что u(x,t) s C l ( G) . Разлагая функцию и , входящую в

левую часть соотношения (2.15), по формуле Тейлора в окрестности узла
/ \ . . Зи д2и ди(х, Л  I и приравнивая коэффициенты при и,— ,—- , —  в левой и правой
w  ’ дх дх dt
частях (2.15), будем иметь

_ , ч _ / v ди(х tk) t f  д и(х tk) h 2
спи (xn tk ) + с, \ и (х,,л + — ------- - — + -----Ц — - —
0 v J к) 1 I V 1 ’ дх 1! дх2 2 !

+с,

dx 1!

d u { x j > h ) x'  

dt 1!

+ 0(h}) +

+  0 ( т 2 ) +

+c,
W  dx 1! dx2 2!
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du(xr tk) d2u(x tk) du(x,,tk)
■~a(Xj,tk)---- — ------ c(Xj,tk)-

dt d xd x 1

-g(.Xj,lk)u(Xj,tk),
c 0  +  c ,  + c 2 + c 3 = - g 0,

c[h - c }h = - c 0,

~c2 т = 1,
_ h2 _ h2 c, —  + c, —  = -a 0.

. 1 2 3 2 0
Из системы (2.16) легко определяем

So=. giXj, tk)+^ h l +L  г,

(2.16)

2А
1 a(x,,tk) c(x,,tk)

с, = — ; С, = ------^—  + — ----- .
2 т 3 h 2 h

Подставляя полученные значения коэффициентов в (2.14), запишем неяв
ную разностную схему

г J И2 J 2 h
(2-17)

j  = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ; * = 1 , 2 , . . . .

Разностная аппроксимация начального условия имеет вид
u]=ua{Xj) J  = 0,±1...... (2.18)

На методах реализации неявных разностных схем остановимся позже.
Рассмотрим наиболее типичное уравнение параболического типа -  урав

нение теплопроводности в однородной среде или уравнение диффузии
du(x,t) j ,  .5  и
— -----= ц (х .О -гт , а < х < Ь  , 0 < t < T  ,

dt dx
(2.19)

где и -  температура, ц2 = — , к -  коэффициент теплопроводности, с -
рс

удельная теплоемкость, р -  плотность, а, Ь -  левый и правый концы 
отрезка изменения пространственной переменной х ; t = 0 -  момент на
чала процесса, t = Т -  момент окончания процесса; в случае уравнения
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2 dдиффузии и -  это концентрация диффундирующего вещества; |л = —,

d  -  коэффициент диффузии, с -  коэффициент пористости среды [7, 
с. 378-379].

Постановка задачи Коши для параболического уравнения была приве
дена выше. Сформулируем три типа краевых задач для уравнения тепло
проводности [1, с. 159; 5].

Первая краевая задача

В области G = [ ( x , t ) \ a<x<b,0<t<T}  требуется найти функцию 

и(х, t) е С,2 (G) п С (С ), удовлетворяющую уравнению теплопроводности

2.2. Постановка краевых задач 
для уравнения теплопроводности

(2.20)

начальному
и(х, 0) = и0(х),а< х<Ъ (2.21)

и граничным условиям
u(a,t) = q>l(t),0 <t <Т\  
u(b,t) = q>2(t),0<t <Т. 

Отметим, что и0(х) , ф,(/)> ф2(0 -  заданные функции.

(2.22)
(2.23)

Вторая краевая задача

В области G требуется определить функцию и(х, t)&C^ (G) п  С1 (G) , 
удовлетворяющую уравнению теплопроводности

dt дх
начальному

^  = ц2( х ,0 ^ т  + / ( * ,0 ;  а < х < Ь ,  0 < t <T  , (2.24)
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и граничным условиям

- <Pi(0»0 <t <Т; (2.26)
дх

~ ~ Т ~  = Фг(0>0 <t <Т. (2.27)
дх

Третья краевая задача

В области G требуется найти функцию u(x,t) е С,2 (G )r\C l (G), удов
летворяющую уравнению теплопроводности

~  = \> }{x,t)^- + f {x , t ) ,  a < x < b ,  0 < t < T  , (2.28) 
dt дх

начальному
а(л:,0) = и0(л:), а<х <Ь  (2.29)

и граничным условиям

а  + a u (a,t) =  ф,(0, 0  <t <Т; (2.30)
дх

^ д и ^ )  + р (А)/) = ф ( 0 ) 0 < / < г . (2 .3 !)
дх

Отметим, что а 0, а , , Р0, (3, -  заданные числа, причем а 2 + а 2 > 0 , 
Ро+Р?>0.

Опишем физический процесс для случая первой краевой задачи. Это 
процесс теплопередачи по длинному тонкому стержню, лежащему вдоль 
оси Ох от х = а до х - b  (ось стержня и ось Од: совпадают). Предпола
гается, что в точке х -  а температура изменяется со временем по закону 
Ф ,(/), а в точке х - b  по закону ф2(г). В начальный момент времени 
функция и0(х) задает начальное распределение температуры вдоль 
стержня. Тогда распределение температуры вдоль него в последующие 
моменты времени определяется решением первой краевой задачи (2.20)- 
(2.23), причем u(x,t) означает температуру стержня в некоторой точке х 
в момент времени t . По аналогии с первой краевой задачей можно опи
сать физические процессы для второй и третьей краевых задач соответст
венно.

и(х,0) = и0(х), a < x < b  (2.25)
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2.2.1. Численное решение первой краевой задачи

Применим метод сеток для численного решения задачи (2.20)-(2.23). 
Для этого покроем область G равномерной сеткой х со,, где

={Xj\xj=a + j h , j  = 0,Ny,  cot

Тм  = - .
т

Для аппроксимации уравнения теплопроводности можно воспользо
ваться явной разностной схемой (2.10):

икГ '- и к, . ,-2г/*+и* . . --------
-jL- r L - № )  Л.

i  = 0, М -1 , (2.32)
или неявной разностной схемой (2.17):

м*-и*-' , -2м‘ +и* . --------
^ 7 ^ - W )  hl  - J =

к = 1М  (2.33)

Аппроксимация члена в узле (x l,tk) имеет одинаковый вид как в 
дх '

явной, так и в неявной схемах. Схемы различаются за счет аппроксима
ции члена

ди
~dt Ь л )‘

В явной схеме используется разность вперед, а в неявной -  разность на
зад. Можно также применить центральную разность для аппроксимации 
ди
эГ

“ /+1 — 1» —------ -— . Тогда получим так называемую схему Ричардсона

и, ~и< . и* , -2 и ‘ +м* . --------
- ( » ; )  ы - .....+ / ; . ; = i . a ' - i .

к -  l .M -l. (2.34)
Запишем разностную аппроксимацию краевых условий:

u°j =uo(Xj),j = 0,N-, (2.35)

С  = Ф,('*♦■X « Г  = Ф2('*♦■)>* = 0,М-1-  (2.36)
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Выберем из этих трех разностных схем наилучшую с точки зрения по
грешности аппроксимации и устойчивости. Вначале рассмотрим вопрос о 
погрешности аппроксимации схемы Ричардсона (2.34).

Перепишем разностные схемы (2.32)-(2.34) в обозначениях А.А. Са
марского [4]:

= n 4 , + / >  (-М )6 ®*; (2.37)
и7 = ^ « ь + / .  (2.38)

и„ = ц2ма + /  , (*, /) е соЛт (2.39)

и добавим начальное условие
и(х,0) = и0(х),  х е со*, (2.40)

где
и - и  и - й  й - й

и, = ------ , ит = ------ , и„ = -------,
Т Т I X

и , -2 и j +Uj_,
= —-------г---- — ,

й = ик*', и = и*, й = и*'1.
Определение 3. Схема (2.37),(2.40) устойчива, если для решения этой 

задачи справедлива оценка

М 1о> - С'1Мо |+С2 ^ 1 И ?')|,2)’ ?еС0”  <2-41)
где С,,С2 -  положительные постоянные, не зависящие от т и И; 

111(0 ’1 1 (2) ~ некоторые нормы на слое (на сетке со,,).
Пусть /  = 0. Тогда оценка

M ld )  £C ilk ||.  (2-42)
выражает устойчивость схемы (2.37), (2.40) по начальным данным.

Если и0(х) = 0, то неравенство

М и - ^ ^ И ' Ч г )  (2-43)
означает устойчивость схемы по правой части.

Оценка (2.41) для решения задачи (2.37), (2.40) выражает устойчи
вость схемы по начальным данным и по правой части.

Представим решение задачи (2.37), (2.40) в виде суммы и = й + й , где 
й -  решение однородного уравнения с начальным условием

" ,  =  •
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u(x,Q) = u0(x), (2.44)
а й -  решение неоднородного уравнения с однородным начальным условием

и(х,0) = 0. (2.45)
Для исследования устойчивости схемы (2.37) по начальным данным 

надо для решения задачи вида (2.44) получить оценку (2.42) в сеточной 
норме Z.2K ) . Решение задачи и будем искать в виде гармоники. Се
точная норма определяется следующим образом:

N 1(1) Н И ’  M  =

N -1

( u , v )  = Y UJVl h -

В случае системы дифференциальных уравнений в частных производ
ных, когда решение соответствующей разностной задачи есть вектор -

функция, т.е. й = (ut, ..., uN ) , при исследовании устойчивости разностной 
схемы по начальным условиям получается так называемая матрица или 
оператор перехода с к -го на (Л + 1)-й временной слой G(т) [3, с. 518-
519; 14, с. 145-149], т.е. иш  =G(t)«* .

2.2.2. Теория устойчивости разностных схем 
по начальным данным

Приведем без доказательства некоторые условия устойчивости, полу
ченные Дж. фон Нейманом и его учениками [8].

Теорема 1 (необходимый признак устойчивости фон Неймана). Если 
разностная схема устойчива, то собственные значения Xj матрицы пере
хода G(r) схемы удовлетворяют условиям

. . [0 < т < At,
X, <1 + 0(т) при < —  (2.46)

1 U  = U n ,

где А,,,Х2,...,Х„ -  собственные значения матрицы перехода G (t) , с -  по
стоянная, не зависящая от шагов сетки.

Условие (2.46) является необходимым условием устойчивости фон 
Неймана. В простейших задачах условие (2.46) применяется в виде
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| < 1. В некоторых задачах бывает так, что компоненты точного реше

ния с ростом времени t возрастают экспоненциально, а условие |>^| < 1
не допускает такого роста. В таких случаях используется условие (2.46).

Приведем без доказательства еще два условия, которые являются не 
только необходимыми, но и достаточными условиями устойчивости [8].

Теорема 2. Если матрица перехода G(т) является нормальной, то ус
ловие фон Неймана является не только необходимым, но и достаточным 
условием устойчивости.

Утверждение теоремы 2, в частности, справедливо при п = 1. Отсюда 
следует, что для разностных схем, аппроксимирующих одно дифферен
циальное условие, необходимое условие устойчивости по начальным 
данным будет и достаточным.

Теорема 3. Если элементы матрицы G(г) равномерно ограничены при 
всех 0 < х < At и все ее собственные значения , за исключением, быть 
может одного, принадлежат некоторому кругу, лежащему внутри единично
го круга, т.е. для 0 < т < Дг, |я,; | < у < 1 при j  = 2, п , то условие фон Нейма
на будет не только необходимым, но и достаточным для устойчивости.

2.2.3. Исследование вопросов аппроксимации, устойчивости 
и сходимости разностной краевой задачи первого рода

Обозначим разность между численным решением соответствующей 
разностной задачи и* и точным решением и(х}, tk) исходной задачи че
рез z*, т.е.

где v|y, (xj,tk) -  функция погрешности аппроксимации, причем

u(x/,tk +x)-u(xJ>tk - т )  ^   ̂ n
(2.49)
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Предположим, что функция u(x,t) е C,(G) . Разлагая функцию и , вхо
дящую в (2.49), в окрестности узла (Xj,tk) по формуле Тейлора, получим

И2

~------------------ +

! j u m(xj ,tk) + ̂ - u 'y (x,tk) - 2u ( x j ,tk) + u(xj ,tk) -hu ' ( xJ>tk)
+ _  + 

(•*>'*) {Xj ' tk) + ~ ^ U (*>'*) Û XjJ ^  + TU^XjJ ^+ _  _  _ ^ _ + 

т2 т3 т2- J ii{xj >tk) + — u{xj , t ) - u ( x p tk) + xu(xj ,tk) -  —  u(xj ,tk)
+ - ± --------------------- О------------------------------------------------------------6 ---------------- +

2т
. 3

т"Ы ) + — --------------- +
2т

где x e ( x j t x j+h) ,  ~х е (Xj - h , Xj), t e ( t k,tk + 1 ) , l e ( t k - x , t k) ,  =

, d2u ди .. d2uи =— г  и т.д., и= —  , и = —т и т.д. 
дх2 dt dt2

По теореме о среднем [13] найдутся такие х е (xj - h , x j +/?) и

Т е (tk - x , t k +т), что функцию погрешности можно записать в виде

, \ 2/ , \ 5V * ^ * )  du{Xj,tk)V|/,(jcy,/*) = ji ( х ,Л ) ----—2------------- ---- + f { x J,tk) +

h2y.2(xj,tk) d 4u(x,tk) т2 d1u{xJ,7)
+ 12 dx4 6 dt3

ди 2 у чд2и „ или, учитывая, что —  = ц ( x , t ) - ^  + J  , получим

( 2 .5 0 )
12 дх 6 dt
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Таким образом, разностная схема (2.34) аппроксимирует уравнение 
теплопроводности со вторым порядком как по х , так и по h .

Аналогичным образом можно показать, что для явной схемы (2.32) 
функция погрешности аппроксимации v)i1(xj ,tk) = 0(x + h2) и для неяв
ной разностной схемы (2.33) \y}(Xj,tk) = 0(x + h2) . Сравнивая (2.32),
(2.33) и (2.34) с точки зрения погрешности аппроксимации, нетрудно 
видеть, что предпочтительной является схема Ричардсона -  трехслой
ная разностная схема, имеющая второй порядок погрешности и по т , и 
по h .

Исследуем названные схемы на устойчивость по начальным данным. 
Например, применим распространенный прием исследования разностных 
схем с постоянными коэффициентами, называемый методом гармоник 
[14, с. 145-149]. Метод не является достаточно обоснованным (не учиты
вается влияние граничных условий и правой части), но позволяет найти 
необходимые условия устойчивости [3, с. 490-491; 15, с. 275].

Будем искать решение задачи Коши

или, сокращая на Xke‘J‘f левую и правую части последнего соотношения, 
будем иметь

гик - 2 и к+ик
(2.51)

и )  = “ о( * у ) >

в виде
ик =A V *,

где X -  число, которое должно быть определено, /' = V-T 
Подставляя (2.52) в (2.51), получим 

А.*+УЛ - X keiJV

(2.52) 

Ф е  [ 0 , 2 я ] .

или

(2.53)

Используя тригонометрическую формулу
e‘v +е-‘* = 2 cos ф ,
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перепишем (2.53) следующим образом:

А = 1 - 4 ^ ( ц * ) 25т 2| .  (2.54)

Необходимое условие устойчивости фон Неймана имеет вид

|А|<1 или 1 -4 — (ц‘ ) 

Из определения модуля следует

< П .

(2-55)
hi V J J  2 

Сначала рассмотрим правое неравенство

h2 v j I  " 2
Последнее соотношение, очевидно, справедливо при Vx, /г > 0 . 

Теперь запишем левое неравенство из (2.55):

—1 <1 — 4 Дг (ц* )2 sin2 — 
hiy 2

или

Отсюда следует, что

hlK J} 2 2 
Последнее неравенство можно преобразовать к виду

Окончательно необходимое условие устойчивости примет вид

р - м ) ’ 4 -  <2 5 «

Для случая одного уравнения необходимое условие устойчивости являет
ся и достаточным. Итак, явная схема (2.32)-условноустойчива.

Покажем, как проводится исследование устойчивости неявной раз
ностной схемы (2.33) по начальным условиям методом гармоник. Ре
шение задачи находим в виде (2.52). Подставляя последнее в (2.33), бу
дем иметь
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■=W) кат __________
h2

Сокращая обе части последнего соотношения на X е'п , получим 
/ * \2

----- -- -4  ---'j—'ksm2 —. Отсюда находим множитель перехода X :
х h 2

Х =----------- !------------, (2.57)
1 +4^у(ц* )2 sin2 — 

h2^ j} 2
Очевидно, что |А,| < 1 при любых x,h > 0 . Из этого делаем вывод о том, 
что условие устойчивости выполняется для X , определяемого соотноше
нием (2.57), при любых шагах по времени и пространству. Следователь
но, неявная разностная схема абсолютно устойчива [4].

Абсолютная устойчивость неявной разностной схемы является основ
ным преимуществом таких схем. При выборе временного шага г руко
водствуются единственным соображением -  необходимой точностью 
расчета, а не требованием устойчивости [8].

В работе А.А. Самарского и А.В. Гулина рассматривается обобщение 
двух вышеприведенных схем -  однопараметрическое семейство схем с 
весами:

j  = \ , N - \ , k  = 0,Л/-1,
и ) = u Q( X j ) ,  j  = О , N ,

где сг -  произвольный действительный параметр [8].
Шаблон у приведенного семейства разностных схем -  шеститочеч

ный. При а  = 0 из этого семейства выделяется явная схема, при ст = 1 -  
чисто неявная. При сг = 0,5 получается симметричная разностная схема 
(неявная). В [8, с. 278] дана оценка погрешности аппроксимации однопа
раметрического семейства схем при различных значениях ст .

Кроме того, показано, что все схемы семейства с ст > 0,5 являются 
абсолютно устойчивыми [8, с. 279].

С помощью метода гармоник можно показать, что явная схема Ри
чардсона не является устойчивой и поэтому не может быть использова
на при численном решении краевых задач для уравнения теплопровод
ности.
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Поэтому с учетом погрешности аппроксимации и устойчивости схе
мы (2.32) и (2.33) имеют преимущество перед схемой Ричардсона (2.34). 
Сравнение схем (2.32) и (2.33) с точки зрения погрешности аппрокси
мации не дает преимущества ни одной из них, т.к. и та и другая имеют 
первый порядок по т и второй -  по Н. Явная схема -  условно устойчи
ва, неявная -  абсолютно устойчива. С этих позиций неявная схема 
предпочтительнее. Но неявную схему сложнее реализовать, т.к. она 
требует специальных методов для проведения вычислений (прогонки 
или итерационных методов). Реализация явной схемы осуществляется 
достаточно просто.

2.2.4. Алгоритм численного решения первой краевой задачи

—  = ц (x,t)— f  + f ( x , t ) , a < x < b  , 0<t  <Т ; (2.58)

Для численного решения первой краевой задачи 
ди 2 д2и

и(х,0) = мо(д0, а<х<Ь;  (2.59)
м(а,?) = ф,(/), 0 < /< Г ; (2.60)
и (М  = Фг(0, 0 < t < T  (2.61)

выберем явную разностную схему (2.32) (можно с такой же вероят
ностью взять неявную схему (2.33), но ее будем применять при чис
ленном решении третьей краевой задачи). Запишем разностную 
краевую задачу, аппроксимирующую дифференциальную задачу 
(2.58)—(2.61):

j  = \ , N - \ ;  к = 0 , М - \ ;  (2.62)

= "о(*j )> J ~ (2.63)

»o*+1 =Ф,('*+,Х * = 0 ,М -1 ; (2.64)

4 +’ =Ф2(г*+1), * = 0 ,Л /-1 . (2.65)
Для удобства проведения вычислений разрешим (2.62) относительно и*"1:

« Г 1 = u j  + ) г  « I  -  Ц + « я  ) + * / ; * ’
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«о‘+‘ =Ф, ('*+,)>* = 0 ,Л /-1 ; 

и * '= Ф г ('*♦.). к = 0^Г ~1 .

j  = l , N - \ ,  к = О,М - I -, 

«° = мо(*j)> У = о ,^ ;

(2 .66)

(2.67)

(2 .68) 

(2.69)
Алгоритм решения задачи (2.66)-(2.69) таков: сначала определяем 

значения решения на нулевом временном слое с помощью начального 
условия (2.67). Далее переходим на первый временной слой. Для этого в 
(2.66) полагаем к = 0:

Значения и‘0 на левой границе и и\  на правой границе определяем 
с помощью (2.68) и (2.69) соответственно. Затем переходим на второй 
временной слой, полагая в (2.66) к = 1, и определяем и2 через соот
ветствующие значения и\ , полученные на предыдущем шаге. Значе

ния ul и и2 определяем из (2.68) и (2.69) при к = 1. Этот процесс вы
числений продолжается до к = М  -1 включительно по ранее изложен
ной схеме.

Итак, рассмотрен алгоритм численного решения задачи (2.62)-{2.65) 
на равномерной сетке с помощью явной схемы. Шаг по времени т выби
рается из условия устойчивости (2.56).

2.3. Метод сеток решения третьей краевой задачи 
для уравнения теплопроводности

2.3.1. Постановка задачи и выбор численного метода

В области G = {(х,*)| 0 < t < Т,а < х < 6} с границей

Г -  {(лг, ?)|/ = 0,| а <х<Ь\  0 < / <Т; х = а,х = £>} требуется определить

функцию u{x,t) е С2( G) r \ C\ G) , удовлетворяющую уравнению тепло
проводности

y = t,iV -l.
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ди lr , д ги ,
= ^ + У-70)dt дх

начальному условию
и(х,0) = и0(х) (2.71)

и соответствующим фаничным условиям

|^ - а о ( О и ) и =  «,(*); (2.72)

^ - Р о ( 0 « ] |^ = Р , ( 0 -  (2.73)

Для численного решения задачи (2.70)—(2.73) покроем область G се
точной областью с равномерной сеткой

= й Л х с о т ,

где

=a + ( j  + ̂ ) h , j  = - l , N , h  = ^ -

Т
шт = Лт,* = 0,Л/}, М = -

На рис. 2.2. показаны области G и шЛт.
На рис. 2.2 значком о обозначены внутренние узлы сеточной области, 

ж -  граничные узлы и □ -  фиктивные узлы. Фиктивные узлы имеют ко

ординаты (x.,,/t+l,), (х д ,,^ ,) , где x_ , =a “ , xN = b + . Как видим,

hпространственная сетка на величину — смещена относительно фаниц

х = а и х = b . Множество граничных узлов обозначим укт.
Запишем неявную разностную схему, аппроксимирующую уравнение 

теплопроводности, а также разностные аналоги для начальных и фанич- 
ных условий:

к к-\
\ 2 :и*—и*-1 , 1Ч2 — 2ик +ик,) )

..

j  = l , N- l ,  к = \,2,...,М; (2.74)

и]=и0(Х]) ,  у = оГ^; (2.75)
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Но .«-■ _ * «о +И-1 » jfc = l,A f; (2.76)
h 0 2 1

Wg.-  4 - |  _ p* «м + “"d. = p*, д. = . (2 .7 7 ) 
h 2

Рис. 2.2

2.J.2. Оценка погрешности аппроксимации 
неявной разностной схемы

Оценим порядок погрешности аппроксимации разностной схемы
(2.74)-(2.77). Для этого перепишем разностную задачу в операторной 
форме

Lhum = F (ft), (2.78)
где
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Предположим, что и(х, t) е С24 (G ). Рассмотрим

u(Xi,tk)-u(Xj , tk -т ) « ( * ,  +  * Л )

2u(xj ,tk) - u ( x / - h , t k)
(2.79)

г/Ц,0),
, h . , h . , h . , h . u(a + - , h ) ~ u ( a - - , t k) u(a + - , t k) + u ( a - - , t k)

---------- - -------- :----------------------- « „ ( '* ) ----------- 1 --------r ----------- 2------- ,

---------- 2 -------- ------------ 2---------- p  ( ,  } ----------- 2 ---------------------2------- _

Разлагая функцию и,  входящую в (2.79) в окрестности узлов ( * ,л )  

для базовой схемы, (х,,0) -  для начального условия, (a,tk) -  для лево

го граничного условия, (Ь,(к) -  для правого граничного условия, будем
иметь



___________ dx 2 dx

&u(xJttk) | h* 84u(x, tk)
6 dx3 + 24 ay4

- 2 ы ( х , , г * )  +  ф ^ )

, du(Xj,tk) h1 8 u(Xj,tk) | /j3 d3u(Xj,tk) h4 84u(x, tk) 
dx______2 5x2_____ 6 cbc3_____24 dr4

u ( X j  0 )  +  0 ,

h d u  h d u  h d w(x,rA) h d u  h d и
2 dx 8 dx2 48 dx3______ j 2 dx 8 dx2 |

h h

h3 83u(x , tk) 
48 dx3

x=a,t=lt  O t )

h_8u h2 82u ( x \ t k) 
u . 2  dx 8 dx1

h du 
2 dx h2 d2u(x“ ,tk)

*8 a?  ’

h d u  h d u  h 8 u(x,tk) hdu h 82uи H--------1----- —tH----------- r------и H----------------- r-
2 dx 8 dx 48 dx3_______ 2 dx 8 dx2

h

d3u(x, tk) 
48__ dx3

x=b,l~lt  3  o O k )

Ф Л ) + Ь Ц ± >
________ 2 ox

57



h2 d2u(x,tk) N hdu(b,tk) h2 d2u(x,tk)
8___ dx2

■ + u(b,tk)~ —
2 dx 8 dx

Полученные соотношения можно переписать в таком виде:

где

ди
dt

-|д  2(x,t) д_и
дх2

x d2ti(xr t )  h2
2 dt2 24^

dAu(x,tk) 54и (*,?*)
дх4 

и(хЛ0) + 0,

Г ди

дх4

- а 0(О«
h2 ' diu(x, tk) 93m (x,/j)'

(“■'*)+ 48 <6

h

А2 , ,
- у а о ( '* )

d2u(x’,tk) д2и(х”*,?*)
cbc2 Эх

(2 .80)

t L(*.'»)+ 48

/
d \ ( x , t k) Э3м(х,?*)

Эх3 dx1
\ J

~ э. й )
d2u(x,tk) д2а(х,?А)

Зх Эх

Г e ( / * - V A), х е (х ; ,х .+/?), i  e {x j - h , x j )\

-  (  h )  =  f  h  x €  a,a + — L x e  a —  ,a
{ 2)  { 2

* i h .. h . x e (a, a + —) , x е ( а - - , а ) ;
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x e |  M  + ! j ,  x e ( b - ^ , b  |;

x e | b,b + ̂ ~j ,  3c 6 f b - ^ , b

По теореме о среднем найдутся такие е (х; -  h, х, + h) , 

^2,^3 е ( а - ^ , а + ^ \ ,  £4,£5 e {b ~ ^ , b  + ̂ j ,  что (2.80) можно переписать

в виде

Lh\.u\

f U Л  ' М * , А  *■ , (г , / ‘К,Л)
2 dt2 12Ц (* 'Л )  <Эх4 '

м0(х;) + 0,

„■ г ’и & л )
24 а 1 4 0 * & > •

/■■ Э М У . )
11 24 & ’ 4 Ь 1

=<*>Обозначим вектор пофешности (невязки) 8F :

2  a?2 ^
-------- ( А )
5F =

12 Эх4

24 ах3 дх2

h1 d \ ( ^ , t k) h2 „ , \ £ Ч ^ 5 Л )
24 5х3 4 0'  * йх2

\г

--------( А )Компоненты 5F имеют следующие значения: 
; d2u(xj , t )

~У2 
82F(h) = 0,

5,f«» =
2 3* 10 Эл:

5 3F (A)= — 
3 4

1 £ Ч ^ л ) _ „  „  ч £М 4зЛ ) 
6 ах3 0 * ах2

(2.81)
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h2(  1 д Ч ^ Л ) d2u ( ^ h )
6 a*3 ~ Po('*}'  & 2

-mОценим норму вектора невязки 5F  в пространстве С(©,„): 

||5FW|| = Tnax(||51F <*)||,||52F (A)||,||63F (*)||)||54F ,'’)| |) ,

где

= шах
'.« т *

x d2u(x,t) u  _ х d4u(x,t)
2 dt2 12 дх4

. -t< —max 
2

d2u(x, t)
Эг

A2+ —  max 
12 x’ M ; max

d4u(x, t )
&

= t  Л/, + А2 Л/2 < (т + h2) M},

M, = —max
2 '.*«»*■

Э2и(х,г)
Эг

Л/, = — max u.2 (x,/) max

max'.*6Y*

ЙХ

1 Э u(x,t) d u(x,t)
-------1— L - a J t ) -----
6 cbc Эх

M3 = max(A/p M2) .

I K ^ ’lhO; 

!L
4 V

1< A — max 
24 '.'«г*.

1M,  = — max 
24 '.«r*.

53« (x ,f)

Эк3
+ A2 — max |a 0 (f )| max 4 ,6T„ 1 ov (-лет*1

Э2ц(х,г)
ax2

= h2M4+h2M s <M6h2,

d>u(x,t)
dx

; A/s = — max[a0(/)|max
4  isy* . 1 ’ o r 6Yh

Э2и(х,?)
Эх

M6 =max(M4,M5) . 
Аналогичным образом можно показать, что

||83f w | |< a2m 9,
где
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М9 = max(M7, М%),

М1 = — шах 
24

Ранее было показано, что схема (2.74) абсолютно устойчива по на
чальным данным. Следовательно, решение разностной задачи сходится к 
решению соответствующей дифференциальной задачи.

2.3.3. Метод прогонки для определения численного решения

Перепишем схему (2.74), собрав коэффициенты при , ы*, и*+| со
ответственно таким образом, чтобы при и и*+| они равнялись бы 1.

Иг
Для этого обе части (2.74) умножим н а ----- г • В результате будем иметь

Система (2.82) имеет трехдиагональную матрицу, следовательно, для 
решения соответствующей краевой задачи можно использовать метод 
прогонки [4].

Добавим к формулам (2.82) и (2.83) разностные краевые условия
(2.75)-(2.77), предварительно преобразовав их к виду

(2.82)
где

:“ -7 Т 5 -Л ‘. (2‘83>

j  = \ , N - l ,  k = \ , M .

(2.84)

(2.85)

(2 .86)
где

2  - h a k0 

2 + hak0 ’
2  - h a [

2 + hak0 ’
2/га*

(2.87)
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(2.88,
2 + АЙ '  2 + ftp;

Как известно [4], метод прогонки состоит из двух этапов: прямой 
прогонки и обратной прогонки. Прогонка осуществляется по формуле

(2.89)

j  - N , N  - 1 .....0; k = \ , М  ; Рк, Qk -  прогоночные коэффициенты, которые
определяются на первом этапе метода прогонки. Для этого подставляем 
(2.89) в (2.82) и выражаем и* через и*+ |. Будем иметь

И ЛИ

И  Р', -  В) )и‘ = -С ‘и‘„ + D‘ - А ‘$ .
Из последнего соотношения выражаем ик :

где

или

р к ----------- L------ О " ___________
' +1 А ) Р ) - В )  АкРк -  Вк

ukj = /£ ,и )+1 + £*+1, (2.90)

С- „ k _ D j - A j Q j

C k АкПк -  Г)к
pk = ___ Zi___  o k = №  ‘ (2 91 'I
•/+l g k - A kPk ’ 1 Bk - A kPk ’

у =  0 ,1 ,...,jV  - 1 ;  k =  \ M  .

Для того чтобы воспользоваться формулой (2.91), необходимо опре
делить Р0* , Qk . Очевидно, что эти прогоночные коэффициенты опреде
ляются по формулам (2.85) (из левого граничного условия), т.е.

* = 2 - ^  —
0 2 + hak0 2 + ha0 К ’

Остальные прогоночные коэффициенты находятся по формулам
(2.91). Рк , Q k определяются через P k, Q k ; Рк , Q k2 через Рк , Q k и т.д. 
После завершения первого этапа метода прогонки (прямой прогонки) 
проводится второй этап (обратная прогонка), на котором определяются 
значения решения по формуле (2.89). При j  -  N  имеем

» 4 - . = ^ 4 + f i £ -  (2-93)
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В (2.93) содержится две неизвестные величины: ukN_t , «* . Добавим к 
(2.93) правое граничное условие (2.86). Исключая из полученной системы 
м*_,, получим

* с ." ,‘ ы N
Далее с помощью прогоночной формулы (2.89) последовательно опреде
ляются г4ч ,г4_2 >•••>»*,, к =1 ,2 ,...,М .

Метод прогонки осуществляется шагами по времени. Сначала при 
к = 0 вычисляются коэффициенты А° , В ° , С ° , D° , j  = 1, N  - 1 .  Далее, 

при к = 1, находим прогоночные коэффициенты Р'0 , g,, по формулам

(2.92), а затем />', Q\ по формулам (2.91). На втором этапе 

находим u'N из (2.94), а затем с помощью прогоночной формулы опреде

ляем u'N_\,u'N_2 . После этого вычислительный процесс повторяется 
на втором временном слое при к = 2 , далее для к = 3.....к = М  .

Возникает вопрос об устойчивости метода прогонки.
Устойчивость метода прогонки зависит от того, обращается ли в ноль 

знаменатель В* -  А*Р- в формулах (2.91) для нахождения Рк , Q) .

Покажем, что для возможности применения метода прогонки доста
точно, чтобы коэффициенты системы (2.82}-(2.88) удовлетворяли усло
виям

Л* * 0 ,  С* * 0 ,  |в * |> |л * |+ |с * |,  у = 1,ЛГ-1; (2.95) 

|/>0* |< 1 ,|р „* |< 1 . (2.96)

Методом математической индукции докажем, что | | — 1 > У = ^ N ■ Со

гласно (2.87) справедливо неравенство | = | с  1 при условии, что 

а к0 > 0 . Предположим, что | / ^ |  < 1 для некоторого j . Докажем, что 

|рД,| < 1. Действительно, из формул (2.91) следует, что

I Qk I |
- А ___< -------Li!------ (2 97)

|Ж' +Ч \ вк - А ) Р к\ '
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Из (2.95) имеем |С*| < |В * |- |Л * |. Тогда можно продолжить цепочку нера

венств (2.97):

1 ,.| ,  И1 - K I - K I  , ,  
K I - K I K I  И 1 - К 1 И Т  '

Последнее неравенство справедливо, т.к. в силу наших предположений 
| Я* | < 1. Кроме того, очевидно, что |# * |- [ л * ||/^ | > 0, j  = l , N - l .

В формуле (2.94) для нахождения ukN в знаменателе стоит разность 

Рк -  Л* . Очевидно, что В* -  AkN_xBkN_x > 0 , 2 + /гр0 > 0 , Рк -  Я* * 0 .

Прогоночный коэффициент Рк определяется по формуле (2.92). Оче

видно, что l^* j < 1, если коэффициент а 0 ) > 0 .

Следовательно, устойчивость метода прогонки при условиях (2.95)- 
(2.96) имеет место.

2.4. Решение уравнения теплопроводности с переменными 
коэффициентами методом сеток

Дадим постановку первой краевой задачи для уравнения теплопро
водности с переменными коэффициентами [9]:

. .д и  д 
Р (*>')—  = —  dt дх

/
k ( x , t ) ^ - \  + f ( x , t ) ,  a < x < b ,  0 < t < T  , 

дх)
и(х,0) = и0( х ) , 

и (в ,0  = Ф ,(0 , (2-98)

и(6,0 = Ф2(0 ,
где p( x , t ) , k(x, t ) ,  f ( x , t )  -  достаточно гладкие функции, удовлетво
ряющие условиям

О < С, < k(x,t) < С2 , р(лг,/) > С3 > 0 . (2.99)
Рассмотрим дифференциальное выражение

£ „ s J ^ * ( Xf, ) | L j  (2.100)

из (2.98) и, фиксируя время t , аппроксимируем (2.100) следующим раз
ностным соотношением:
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/ \ 1 Г / ,1/;,, - И ,  
А Щ  ={а( хр 1)ит)х . = -  ... .

- а (х я О —
и, -м J-1

(2.101)

Для разностного коэффициента теплопроводности a(xn t) должны 
вия второго порядка; 

a(xj+l,t) + a(xj , t )  = : 

a(xJ+[ +h, t ) - a ( Xj , t )

выполняться условия второго порядка аппроксимации 
я(*ж , 0  + a(Xj, 0  = 2k(Xj , t) + 0 ( h 2) ,

■ = k'(xr t) + 0 ( h 2).

Эти условия выполняются для [4]:
a(Xj ,t) = 0,5(k(xJ,t) + к{хм  , Г));

h
a(x] ,t) = k{xj “ " .О ;

a ( X j , t )  =
2k(xM ,t)k(Xj,t)

k(xM ,t) + k(xn t)
Запишем явную разностную схему, аппроксимирующую задачу (2.98):

Р (х; • t )~L~ ~ L = ( а [хЛ )*4 )хj + f ( * j J k) ,  j  = \ N - \ ,

и0 = ф ! ) ,  4  = ф 2(л)> и) = «0(* /)• (2.102)
При этом выполняется первый порядок аппроксимации по т и второй 

относительно h .
При исследовании устойчивости разностных схем с переменными ко

эффициентами используется принцип замороженных коэффициентов [9], 
в соответствии с которым задача сводится к уравнению с постоянными 
коэффициентами. Исследуем устойчивость явной разностной схемы 
(2.102) с / ( * , , /* )  = 0 :

им - и к.
p{xj , t k) - J-........= ( a (xj , tk) t 4 ) x j . (2.103)

«Заморозим» коэффициенты р(xr tk) ,  a(xj ,tk) ,  т.е. будем считать, 

что они постоянные: p(Xj,th) = p = con st, а(х/ ,tk) = а = co n st. Перепишем 

уравнение (2.103) в виде
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и ^ - и )  
р —--------— = аи.

или

XX. J ’

*+1 к иJ - и ,  ха
------------= “&./> h = —  ■т, р

Ранее было показано, что схема устойчива при выполнении условия
ti

т, < —

или
та h —  < — (2.104)

В соответствии с принципом замороженных коэффициентов схема 
(2.103) устойчива, если условие (2.104) справедливо при всех допусти
мых значениях a(xr tk), p (x J,?l(), другими словами, если неравенства

т a(Xj,tk) h2
(2.105)

Р (Xj,tk) 2 
выполнены при всех tk,Xj .

С учетом условий (2.99) неравенство (2.105) можно записать в виде

h 2сг
Сформулируем далее первую краевую задачу для нелинейного урав

нения теплопроводности

? а - = Ц т дЛ -  W w ,
dt дхУ дх)  

и(х,0) = и0( х ) ,
u(a, t)  = ф, (/) , (2.106)
u{b,t) = ср2( г ) .

Аппроксимируем уравнение теплопроводности из (2.106) чисто неяв
ной разностной схемой

\_ 
h

и ^ - и ) г

а>»■ ...и ~ а> 1 и— + / ( « * ) ,  (2.107)
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' «о (* /)  > — Ф1 (?*) > Уn ~  Фг 0 к ) > У — 0, iV , 

k = \ J M ,
где

я, = 0,5 (*(и‘ ) + *(«*_,)).

Данная разностная схема имеет первый порядок аппроксимации по т 
и второй -  по h и является абсолютно устойчивой. Решение задачи 
(2.107) можно определить с помощью метода прогонки.

Для реализации неявной схемы (2.107) можно также применить ка
кой-либо итерационный метод, например следующий:

икЩт*ц - и к
a j + l

к + \ ( т )  _  к Щ т )  
U ) * \  J

+ / ( и к),

U*+1(м) _  \
7-1

(2.108)

у = 1, jV - 1 ;  к = 0 , М~ 1 ;

ио Ф1 (?*■+! ) » UN Ф2 (?**! ) '
Здесь т -  номер итерации, причем в качестве начального приближе

ния для и * выбирается Uj . В случае гладких коэффициентов при 

к(и) > С, > 0 часто достаточно провести две-три итерации.

2.5. Реализация алгоритма на конкретном примере

Для иллюстрации метода прогонки решим следующую задачу тепло
проводности [7, с. 401-402].

Пример. С помощью неявной разностной схемы определить числен
ное решение задачи теплопроводности в стержне.

Решение. Этот физический процесс описывается первой краевой зада
чей [Там же]:

ди дги , Л _
—  = —  , a < x < b , 0 < t < T ,  
ot дх

и(х,0) = 2 , а < х < , Ь  , 
u(a,t) = 1, 0 < t  < Т  , 
u{b,t) = 1, 0 < t  < Т  .

Здесь м2(х ,/) = 1, и0(х) = 2 , ф,(/) = ф2(/) = 1, а = 0, Ь = 1, Т = 2, f (x, t )  = 0.
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Для аппроксимации уравнения теплопроводности будем использовать 
разностную схему

ик - и к~' ukh i - 2 n ) + uk̂

х h2
Ее можно переписать в виде

^ u kM - [ \  + 2 j ^ u kj + j^ u k̂  = - и кг ' ,  ]  = (2.109)

Формула (2.109) выражает решение на к-ы временном слое через решение 
на (&-1)-м слое.

Запишем разностную аппроксимацию начальных

u ) = 2 , j  = b N ,  (2.110)
и граничных условий

И о * = 1 ,* = й 7 ;  (2.111)

и * = 1 , А = й 7 .  (2.112)
Соотношения (2.109)—(2.112) образуют неявную двухслойную схему. 

Она имеет первый порядок аппроксимации по т и второй -  по h . Схема 
абсолютно устойчива и является сходящейся.

Для реализации неявной схемы используем метод прогонки, изложен
ный в параграфе 2.3.3 данного учебного пособия.

и*.| = PUu\ + Qj-i ’ j  = N, 1; к = [,M  -  прогоночная формула. Вводя 

x x
обозначения А - С - —  ; В = 1 + 2 — , запишем формулы (2.91), полу- 

h h
ценные в параграфе 2.3.3, для нахождения прогоночных коэффициентов 

п* С ^
J В - А Р к_, ’ В - А Р к_{ ’

j  = l , N - l ;  к = ЪМ\  Ро = 0 ,  бо =!■
Результаты численного решения задачи (2Л09)—(2.112) приведены в 

табл. 2.1.

Т а б л и ц а  2.1

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
10 1,00 1,15 1,29 1,40 1,47 1,50 1,47 1,40 1,29 1,15 1,00
20 1,00 1,06 1,11 1,16 1,19 1,20 1,19 1,16 1,11 1,06 1,00
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О кончание табл. 2.1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

30 1,00 1,02 1,05 1,06 1,07 1,08 1,07 1,06 1,05 1,02 1,00
40 1,00 1,01 1,02 1,02 1,03 1,03 1,03 1,02 1,02 1,01 1,00
50 1,00 1,00 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01 1,01 1,00 1,00
60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
70 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
90 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
110 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Расчеты проводятся при /г = 0,1, т = 0 ,018 , N = 10, М -  110.
Расчеты, проведенные на сетке, состоящей из большего количества 

узлов (N -  100, N  = 200 и т.д.), дают ту же качественную картину, что и 
при / / = 1 0 .  Характер поведения численного решения соответствует фи
зике рассматриваемого процесса.

2.6. Лабораторные задания

Задание 1. Найти численное решение первой краевой задачи для 
уравнения теплопроводности

ди д2и г г
—  =  - Т Т +  / ( * > ' ) ,  хе[а,Ь],dt дх

“ (*>fо) = с , а < х < Ь  , 
и(а, t) = c , u(b, t) = c + r t , t0 < t < T

с помощью:
1) явной разностной схемы с шаблоном

•  •  •

2) неявной разностной схемы с шаблоном

•  •  •
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Схемы строятся с использованием МНК. Ш аг пространственной сетки

h = - ——, п = 10. Временной шаг т выбирается с учетом условия устой- 
п

чивости. Для этого необходимо провести исследование устойчивости 
соответствующей разностной схемы по начальным данным методом гар
моник. Показать сходимость решения разностной задачи к решению 
дифференциальной задачи.

Вариант №  1

а = 0, Ъ = 1, /0 = 0, Т = 2, с = 0,5, г = 1; 

f ( x , t ) = х + 0,25(.

Вариант №  2

а = 1, b = 2, ?0 = 0, Г = 3, с = 1, г = 0,5; 

f ( x , t )  = х + 1.

Вариант №  3

а = 0,5, b = 1,5, t0 = 0 , Т = 2, с = 0,7, г = 0,1;

/(х ,? )  = х2 -0 ,1 /.

Вариант №  4

а -  0, 6 = 1, t0 = 0 ,Г = 3, с = 0,01, г = 0,1; 
f ( x , t )  = 0,5x + 0,5f.

Вариант №  5

а = 2, 6 = 3, t0 = 0,1, Г = 2,1, с = 1, /■ -  0,01;
/ (* ,? )  = 0,5л:-0 ,4?.

Вариант №  б

а = 0,2, 6 = 1,2, ?0 = 0, 7’ = 2, с = 0, г = 0,5; 

f ( x , t )  = х2 -0,01?.
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Вариант №  7

а = 3, b = 4, t0 = О, Т = 2, с = 0 ,5, г = 1;

/ (х ,О  = * -0 ,0 1 /.

Вариант №  8

а = 1, b = 3, f0 = 0,7, Г = 2,7, с = 0,4, г = 0,05; 

f ( x , t )  = 0 ,2 х -0 ,0 1 /.

Вариант №  9

а = 2, Ь -  3, ?0 = 0,2, Т = 3,2, с = 0,2, г = 0,2; 

f ( x , t )  = х -0 ,0 1 л

Вариант №  10

а = 0, b = 1, /0 = О, Г = 2, с = 0 ,1, г  = 0,5; 
f ( x , t )  = х + 0,5Л

Задание 2. Определить методом сеток решение третьей краевой зада
чи для уравнения теплопроводности

ди 2 д1и , ™Т "  = И — г , a < x < b ,  t0 < t < T ,  
dt дх

u(x,t0) = е~а , a < x < b  , 

ди
a r - a 0( O « J |,« = a 1(O . 

f " P o ( 0 « ) U = P . ( 0 ,

используя явную и неявную разностные схемы и взяв И = 0,1; т = 0 ,01.
Исследовать вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости 

используемых разностных схем. Сравнить численные решения между 
собой.
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Вариант №  1

а = 0, b = \ , t 0 = 0 , Т = 2, ц2 = 3  + 0 ,l j ,  ;' = -5 , 

а 0 =0,1, а , = 0 ,2 , Р0 = 0 ,5 , р, =0,8 , с = 2,5.

Вариант №  2

а = О, А = 1, f0 = 0> Т = 2, (I2 = 3 + 0, ly, j  = —4, 
а 0 = 0,2, а , = 0,3, Р0 = 0,6, Р, = 0,9, с = 2,6.

Вариант №  3

а = О, b = 1, t0 = 0,2, Т = 2,2, ц 2 = 3  + 0,1 j ,  j  = -3 , 

а 0 = 0,15, а , = 0,25, р0 = 0,55, р, = 0,85, с = 2,7.

Вариант №  4

а = 1, b = 2, /0 = О, Т = 2, ц2 = 3 + 0 ,1 у, j  = -2 , 

а 0 = 0 ,2 , а , = 0 ,4 , Р0 = 0 ,7 , р, = 0 ,7 , с = 2,8.

Вариант №  5

а = 1, 6 = 2, /0 = 0 ,Г  = 2, ц2 = 3  + 0,1/, ;' = -1, 
а 0 =1, а , =1,1, Р0 =1, р, = 0 ,5 , с = 2,9.

Вариант №  6

а = 0,5, b = 1,5, t0 = 0 ,1, Т = 2, ц2 = 2  + 0,05 j ,  j  = -1, 

а 0 = 0 ,5 , а , = 0 ,75 , Р0 =0,75, р, = 0 ,5 , с = 3.

Вариант №  7

а = 1,5, b = 2,5, t0 = 0 , Т = 2, ц2 = 2 -  0,05у, j  = 1, 
а 0 = 2 , а , =1,75, Р0 = 0,25, р, = 0,75, с = 2.
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Вариант Ns 8

а = 0,7, b = 1,7, t0 = 0,5, T = 2,5, ц2 = 3 - 0 , ly ,у = -2 , 

а 0 = 1, а , = 1,2, р0 = 0,35, (3, = 0,1, с = 2,5.

Вариант Ns 9

а = 1, 6 = 1,5, t0 = 0 , T  = 2, ц2 = 2 + 0 ,1у, -5 , 

а 0 = 1 ,а ,  =1, Р0 = 1,25, р, = 1,25, с = 2,75.

Вариант Ns 10

а = 0,65, 6 = 1,65, t0 -  О, Т = 2, ц 2 = 2  + 0,1 у, j  = - 4, 

а 0 = 0,2, а , = 0,5, Р0 = 0,3, Р, = 0,6, с = 3,5.

Задание 3. Для аппроксимации первой краевой задачи в случае урав
нения теплопроводности

du{x,t) d2u(x,t) ^ ^
— г---- = — г*2—  + f ( x , t ) , a < x < b ,  0 < ( < Т  ,

ot дх
м(а,?) = а , ( 0 ,  u(b,t) = a 2(t) ,0  < t  < Т  , 

и(х, 0) = р (х ), а < х < Ь
на сетке

. ч1 ., . „ . ;г т ;  , г - гг , Ь - а(x / ,^ ) j  Xj = а + j h , t k = k x , i > 0 , j  = 0 , N , k = 0 , M , h  = -
N

используется разностная схема с весом ст
V*+’ - V *  г

--------  = л [ сту*+| + (1 -ст)у*] + ф*,

j  = l , N - l ,  к = 0 , М ~ \ ,  

vj = а , ( /А) ,  v*„ = а 2(tk) ,  к = \ , М ;

V® = Р (х ; ) ,  y = 0 J V ,

v* -2v*  + v*A it j~ 1 j / +1где Av^ = —--------------- <— ,
h

1. Укажите, при каких а  разностная схема становится явной с шаб
лоном
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неявной с шаблоном

2. Покажите, что погрешность аппроксимации дифференциальной за
дачи разностной при а  = 0,5 и ср* = f ( Xj , t k +0,5т) есть величина

0 { т2 + h2) в норме СА (L2 h) .

1 1 h1
3. Покажите, что при ст==с* = ^ - у ^ — * = + 0,5т) +

h2 d2f ( x , , t k +0,5т)
+ ------------ -— 5---------- [4, с. 73-75, 79] погрешность аппроксимации диф-

12 дх
ференциальной задачи разностной схемой есть величина 0 ( т2 + й 4) . 

Задание 4. Методом сеток определить решение и(х, t) задачи

dt дх2 v '
м (х , 0 )  =  x ,  0  <  л: S  1,

u(0,t) = t ,  u(l,t) = l + te~a ,0  < t < 2 ,  
а  =0,01* , ft = 1,2, ...,10.

Используйте неявную разностную схему. Примените метод прогонки 
и обоснуйте его сходимость.

Задание 5. С помощью метода сеток найти u(x,t) -  решение задачи

* 1 , 1 ^ , 0 5 * 5 1 , 0 5 / 5 2 ,
dt а  дх

удовлетворяющее следующим условиям:
и(х, 0) = - е ~ах, 0 < х <, 1 , 

u(0,t) = e°", и (М ) = еа(" ' \  0 < ? < 2 , 

а  = 1,5 .
Используйте явную разностную схему с шаблоном
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Шаг пространственной сетки h = 0,1; шаг по времени определите из 
условия устойчивости, полученного методом гармоник.

Замечание. Дополнительные варианты задач для уравнений парабо
лического типа можно найти в [10-12].
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3. МЕТОД УСТАНОВЛЕНИЯ

Решение краевых задач для уравнений эллиптического типа можно 
свести к решению родственных задач для параболических уравнений до 
выхода решения на стационарный режим (до установления), используя 
при этом разностные схемы, разработанные для параболических уравне
ний. Изучению такого способа решения краевых задач посвящен данный 
раздел [2-4 ,6].

3.1. Итерационный метод решения разностной задачи Дирихле

Пусть в прямоугольной области G = [0 < х < a, Q < y  <Ь} с границей 

Г требуется найти функцию и(х, у )  е С 2 7 (G ) n  C (G ), удовлетворяющую 

в G уравнению Пуассона
д2и д2и
Т Т  + T T  = f ( x , y ) ,  (ЗЛ)
дх ду

а на границе области -  условию Дирихле (первому граничному условию)
< х , у ) \ Г = ф (х ,у ) , (3.2)

функции ф(х,.у) , / ( х , у )  -  заданные функции на C (G ).
Для численного решения задачи (3.1)—(3.2) с помощью метода сеток в 

главе 1 была построена разностная схема вида
цл 1 .* -2ц>.*+ ц,-и  “м + |~ 2им + и м -|

К %
{xJty k) еш *.

(3-4)
Здесь

®* = = j h x, j  = 0 , N[;yk = k h 2,k = 0 , N2;h, = J T

где yh -  граница сеточной области, юл -  совокупность внутренних уз
лов.

Л *’ (3.3)
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Наряду с итерационными методами, приспособленными для решения 
разностной задачи (3.3)—(3.4) [1], используется метод установления [2, 3, 
6], о котором далее пойдет речь.

Основная идея метода установления состоит в том, что с задачей
(3.1)—(3.2) сопоставляется родственная нестационарная задача о распро
странении тепла:

а э  Э 29  д 29 , ,  w  ч .

9 |г = ф (В ),В -то ч к а  контура Г ; (3.6)

Э(0,х,.у) = \|/(х,.у), ( x , y ) e G .  (3.7)

Здесь ц/(дг,_у) -  произвольная функция, которая выбирается таким обра
зом, что мало отличается от решения задачи (3.1), (3.2).

При этом 9  = &(t ,x, y) . Заметим, что в задаче (3.5)—(3.7) источник тепла

f ( x , y )  и температура на границе ф(В) не зависят от времени t . Поэтому 

39
-------> 0 при t -> 0 . Отсюда будет следовать, что lim9(/,x,_v) = и{ х , у ) , т.к.
dt '-**

в этом случае задачи (3.1), (3.2) и (3.5)-(3.7) будут совпадать.
Можно предположить поэтому, что для достаточно больших значе

ний t , например для t > Т , будет выполняться с необходимой точно
стью приближенное равенство 9 (Г, х, у ) » и(х, у ) . Другими словами,

||9(г,х,^)-м(дс,^)|| -> 0 при t ->оо в норме пространства L2( G ) .

Аппроксимируем задачу (3.5)—(3.7) следующей двухслойной разност
ной схемой:

С -s ; .*  -2 9 "  t +9"_u
х Л,2

u - +

(3.8)
9 ” - 2 9 "   ̂ - 9 " ,

ч
у = 1 ,2 , . .Д - 1 ;  * = 1,2..... Л̂ а - 1 ;  « = 0 ,1 ,2 ,...;

= ф(*я у к) .  (■*j - у  к) е у *; (3-9)

Ь°;.к=Ч<(ХпУк), 7 = 0 ,1 ,...,* ,, к = 0 ,1 ,...JV ,. (3.10)
Доопределим функцию ц>(х,у) таким образом, чтобы для {xr y k) e  yh 
выполнялось условие
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W(Xj ,yk) = (?(Xj,yk) .

Заметим, что разностное уравнение (3.8) имеет преимущества перед 
(3.3). Разностное уравнение (3.3) -  система линейных алгебраических 
уравнений, в которой (TV, - l)x ( jV 2 -1 )  неизвестных. Если N, и N2 при
нимают большие значения, то определение решения системы (3.3) есть 
достаточно сложная задача. Вычисления по формуле (3.8) носят рекур
сивный характер и не представляют особых затруднений.

Разностная схема (3.8)-(3.10) называется явным методом установления [4].
Для простоты изложения материала будем рассматривать равномер

ную сетку в направлении х и у  соответственно и с одинаковым количе
ством узлов N[ вдоль обеих осей. Шаг по пространственным осям обо
значим h . С учетом сказанного схема (3.8)—(3.10) перепишется в виде

(3.11)

где
(3.12)

(3.13)
причем

(3.14)

(3-15)



- f j k J , k  = \ , Nl - \ ;

ф ( w * > ' ( w * ) 6 ?*; 

v ( W * ) * ( w * ) 6 ®*-
Здесь &(Л) s  |Э ”А |  е  Uh, f lh) е  Fh ; t /A, FA -  пространства сеточных функ

ций -  решений и правых частей соответственно, Lh -  линейный разност
ный оператор.

Покажем, что разностная задача (3.15) аппроксимирует задачу (3.5)-
(3.7) и условно устойчива.

Для оценки погрешности аппроксимации подставим в (3.11)—(3.13) 
решение дифференциальной задачи (3.5)—(3.7).

Предположим, что B(t,x,у)  е  C24,4(G) . Применяя формулу Тейлора в

окрестности узла (tll,xJ, y k) ,  получим

9('n+1> W * )  = S(?"’W * )  + dt 1! а?2 2 !
, (3.16)

2!

4!ах3 з! & 4 

*; < Si < ;

^ { l „ , x , , y k) h' d2&(tn,Xj, y k) ^

2 !

(3.17)

% . w H ( ' . . w . )  * ..... ■■■jj1— a ?

d3s ( '« > w * b 3 а 4% , $ 2,Л )А 4
ctc3 3! dx* 4!

(3.18)

ay 1! 

03®('«’W * )  А3

Ф 2 2!

ay3 av4 4! . л  < ni < л * 1 ; (3-19)
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№ ( t ' , x , , y k) t i  | d*&(t.>*j>yk)h2
ду 1! dy2 2!

а 3а(?„,х; , л ) /,3  ̂ d4&(tn,Xj,r]2) h4

dy3 3! Э /  4! 
Введем вектор-функцию невязки

Л -1 < Л 2 < Л -  (3-20)

b f {h) = - b 2f h), 

b , f h).

Используя формулы (3.16>—(3.20) и подставляя их в разностную схему
(3.15), получим, что [4]:

где С, и С2 -  положительные константы, не зависящие от шагов х и h .

62У<Л) -  невязка для граничного, а 53/ (А) -  для начального условия. 

Очевидно, что б2/ (,,) = 53/ (А) = 0 .

Определим для любого / <А) е  Fh норму следующим образом:

С3 = шах(С,,С2) .
Отсюда следует, что разностная схема (3.15) аппроксимирует диффе

ренциальную краевую задачу (3.5)—(3.7) с порядком 0 ( x + h 2) .
Докажем далее, что схема устойчива, т.е. однозначно разрешима, и 

решение задачи Э(Л) е  Uh удовлетворяет следующему неравенству:

Существование и единственность решения задачи (3.15) следует из 
принципа максимума (минимума) [4].

Для доказательства справедливости неравенства (3.21) введем нормы 
на фиксированном временном слое п:

b J w = Q x  + C2h2,

+ C2h2 < ( t  + /j2)C3 ,
где

(3.21)
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I»'*’! = m axis" J , II = max max |<p,.J, max L , .
II Ik  i,k I ; *l и Hf* l<w>*r*î  J ' ( ' / л и 1 J

>епишем схему (3.11)—(3.13) в виде

9"* +тг[9^ +s:->.*+э^ +9м->]> <з-22>
j ,k  = l ,A f i - l ;

$Г* = <P(W *)» ( w * ) 6 ?*’ (3-23)

Э м = У (* у, Л ) .  y,*  = l ,J V ,- l .  (3-24)
4т „ 4т

—-  > 0 или, что то же, — 
h h

щая оценка:

Если 1 — -  £ 0 или, что то же, —  < 1, то будет справедлива следую-

С помощью этой оценки из (3.22) получим, что
|S*V |s max I»* I, (3.25)
I I l S J , k S f / , - l l  ■'•*1

т.е. с увеличением n |Э"*'| не возрастает.

Так как правая часть неравенства (3.25) не зависит от j , к ,  то из 
(3.25), очевидно, следует

max I < max IS 'lJ.

Аналогичным образом рассуждая, будем иметь
maxlsvl < тах|Э"'*|,

j . k  I I J . k  I •'•*1

max S’ . < max ft’ J  = max ш , J  . 
j . k  I -'■*1 j . k  I •'■*1 j . k  I -'•*1

Из полученной цепочки неравенств следует, что
max 9"+t Ы  max L . J .

l S 7 , * S \ | - l l  ■ '• 'I  1SJ.AS/V, - I  I

С учетом фаничных условий последнее неравенство можно переписать в
виде
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max Э”** <m ax{ max w .J ,  max (p.,
isj.As/Vi-ll J 'K I 1 isy ,*s/v ,-|l •'■*1 (X j ,y k ) 6Y*I

для любого п, что означает устойчивость разностной схемы в выбранных 
нормах.

h1Устойчивость схемы показана при выполнении условия т < — . Из

аппроксимации и устойчивости по соответствующей теореме [2] следует 
сходимость решения разностной задачи 9 (А) к решению дифференциаль
ной задачи [Э]Л [5].

Метод установления позволяет определить значения B(t, х, у )  в узлах 
сетки на любом последующем временном слое через его значения на 
предыдущем. Процесс вычислений продолжается до тех пор, пока моду
ли разности значений Щ, х , у )  в моменты времени tn и tn+[ в соответст
вующих узлах не станут меньше некоторой заранее заданной величины. 
Последнее означает, что решение &(/, х, у )  с течением времени меняется 
мало, т.е. выходит на стационарный режим.

Для исследования скорости сходимости решения нестационарной за
дачи к решению соответствующей задачи Дирихле потребуется исполь
зование разложения в ряд Фурье сеточных функций. Остановимся на 
этом вопросе [2].

3.2. Ряды Фурье. Случай сеточных функций

Рассмотрение проведем на примере одномерной модельной задачи, 
решение которой представляется в виде конечного ряда Фурье. Такое 
представление очень ценно, т.к. позволяет понять свойства рассматри
ваемой модельной задачи.

Рассматривается множество вещественных функций & = {&,}, опре

деляемых в узлах сетки Xj = jh ,  j  = 0,1, ...,Л'| ; Nxh = 1 . Функции обра

щаются в нуль, если j  = 0 и j  = N{. Совокупность этих функций с обыч
ными операциями сложения и умножения их на вещественные числа об
разует линейное пространство. Размерность пространства — 1, т.к. для 
/ = 1,..., JV, -1  система функций
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§<;>
ГО, если j  * / ,
[1, если j  = / 

образует базис.
В самом деле, любую функцию 9  = (9 0,9 ,,  ...,SW|) ,  S0 = = 0 , мож

но единственным образом представить в виде линейной комбинации 
функций ё (|),ё (2), :

9  = 9 ,0(|) + ... + 9 JV|_,0<JV,~I>.

В указанном пространстве введем скалярное произведение

(9,со) = /* ;£> , со, (3.26)
>0

и покажем, что система функций

0(/) = V 2 s in ^ - ,  / = 1 ,.J V ,-1 ,
jV,

(3.27)

образует ортонормированный базис в рассматриваемом пространстве, т.е.

(е(/),е<и>) = {0,
'  ’ [1, / = « ; / , да = 1,2.....ЛГ,-1.

Прежде чем доказать справедливость этого утверждения, отметим, что

(3.28)

1 1 -е " 1 \ — е~
2 1— 2 

\ — e N' 1 - е
\0, если / -  четное и 0 < / < 2N {,
1, если / -  нечетное.

В самом деле, обозначим
1 1-е"* 1 1 - е ' + —

2I n 'I I n '

\ - e N' 1 - Л ■
Используя известные формулы е',л = cos/n + /s in /n  , е~'ы = cos/ я - / s i n / л , 
после несложных преобразований получим

(1 -  cos/я) 1 -cos /л
Ж

<7 = -
1 У

. . .  In + sm In sin —
N,

4 sin 2 In
2 N,

Имеют место очевидные соотношения
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(1 -c o s /r t)= 0  для / = 2 ,4 ,...;
( l - c o s /n )= 2  для / = 1,3......

Отсюда справедливость утверждения очевидна.
Тогда при 1 * т  имеем

(в“' , е " )  = 2 А У 5т Й т ^  = 2 л "£ '5т ^ 5т  =  =
V ’ U  Nt N, U  N, N,

i, V’1 U ~ т)ц/ , V  U + т)ц/ п = Л> cos------- — - й >  cos------- —  =0,
U  Nx U  N,

если ( l - т )  -  нечетное, то (1 + т) -  тоже (т.к. если ( l - т )  -  четное, то 

(1 + т)  -  также четное).

Если / = т , то

(0(/), 0(m>) = h ]Г  c o s O c o s ——̂  = AjV, — ЛО = 1.

Любую сеточную функцию Э = (d 0,S p ...S^ j можно разложить по ор- 

тонормированному базису (3.27) в виде

ы\
или

где

^ = V 2 ^ ' c , s i n ^ - ,  (3.29)

Очевидно,что

с, = (S ,e (/)) = N /2 A ^ S / s i n ^ - .
У=о J V,

( & ,& ) = £  с,2 . (3.30)

Выражение (3.29) представляет собой разложение сеточной функции 
Н » Л  в конечный ряд Фурье, а (3.30) -  точный аналог равенства Пар- 

севаля из теории рядов Фурье [2, с. 250-261].

Рассмотрим оператор А = -j^(&j+] -  2 ) .

Заметим, что
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Отсюда следует, что ц, -  собственные значения оператора Л и , соответ
ствующие собственным функциям

e (,)= V 2 s i n ^ .  (3.32)
N,

3.3. Исследование сходимости явного метода установления

Введем обозначение

-«,.*> (3-33)
где &” * -  решение нестационарной задачи (3.11)—(3.13); ujk -  точное 

решение родственной стационарной задачи Дирихле (3.3), (3.4); е”к -

функция погрешности, показывающая близость решений названных за
дач.

Заметим, что в силу граничного условия Дирихле, очевидно,
е" , * L = 0  для « = 0,1,2,.... (3.34)

Определим норму е" =

I

1 И ,
\J,b

мени и с какой скоростью

и выясним, в какой момент вре-

l k  II -*■ °-И II п~*00
Запишем конечно-разностное соотношение (3.3) в эквивалентном виде



и получим разностную схему для погрешности
е "+1_ р "  р" + е "
b j . k  b j , k  _ b J + l k  ^ b j , k  + b j - \ , k

x h2
| - 28^ + 6^ . ,

(3.35)

j , k  = l , Nl - l

s " '  = 0  при (Xj, y k) e y h, (3.36)

в®* = v ( x j , y k) - U j ik, j , k  = 1 , ^ - 1 .  (3.37)

С целью упрощения анализа задачи будем считать, что а = b = 1. 
Значения решения на временном слое номера п обозначим е" и в  

дальнейшем, если в этом не будет нужды, не будем указывать зависи
мость г" от j  и к .

По аналогии с теорией, изложенной в предыдущем пункте, рассмот
рим конечные ряды Фурье на сеточном квадрате. Имеется сетка с узлами

Xj = j \  , Ук = kh^, 0 < уТг, < 1; 0 < к^  < 1; hx = h 2 =- ^-  = h .

Совокупность вещественных функций е" при фиксированном

слое п , определенных в узлах сетки и обращающихся в нуль в точках, 
лежащих на границе квадрата, образует линейное пространство размер
ности (/V, -1)x(jV , - 1 ) .

Рассуждая аналогично вышесказанному, можно показать, что система

функций 0(/,m) = 2 s i n ^ s m - ^ ^ - , l ,m = l , Nl - \ , образует ортонормиро-

ванный базис, т.е.

(0</.«> 0(..о\ = {°> если 1 *  s> либ°  т *
[1, если I = s и т = t.

В самом деле,

(0('.*>>е(*.о)= 2V s m ^ s m ^ |  2Y s i n ^ s i n
v '  I  U  N, N, A  t o  N, jV,

=  ( e ( / , , e ( I , ) ( e ( ' ” , , e ( ' ) ) .

Отсюда следует справедливость нашего утверждения.
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Применяя вышеизложенную теорию, будем искать решения вида

В [2, с. 250-253, 257-259] получены соответствующие X, т собствен
ные функции

где с, т -  некоторые постоянные.

Функции 0</,т> выбираются таким образом, чтобы выполнялось усло

вие 1 = 0 . Тогда е” *|г = 0  и решение (3.40) будет удовлетворять

разностному уравнению (3.35) и граничному условию (3.36).
Чтобы решение вида (3.40) удовлетворяло начальному условию

Заметим,что

а  У ' т)= К { в у кт)) = в (т)К в {
= |Д('>0<,)0<'") = ц(' )0<Л'”) .

Аналогично

Поэтому для Х1т получим

т
или

(3.38)

(3.39)

Запишем решение разностной задачи (3.35)—(3.37) в виде

(3.40)

т.е.
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необходимо в качестве постоянных коэффициентов взять разностные 
коэффициенты Фурье для функции у  , у к) -  иу к . Итак,

, , Д  / / \ \ _ . /я / . тпк 
c!.»= h  2 Д  V .Л ) -«, .*) •  2 sin— sin— (3.41)

Л*=0 1 ”  1
Обозначим |i"m = с, „X" „ . Тогда соотношение (3.40) можно перепи

сать в виде
М-1гл =  1 ^ е ( ' ' и ) -

Из этой формулы следует, что числа |д”я являются коэффициентами 

Фурье разложения погрешности е" по функциям Q<l,m).
N,-1 2

Рассмотрим (е " ,е " )=  £ | с , , т Д "в | .
1,т=\

Тогда

' 1̂-1 
I I

1,т=\
И -

e°ll =
лг,-|

I
г \ г

Z  Iе'.- ( С = 0 - (3.42)

Если X = maxjx,,я |,  то К \ й Ч  I- 

Из (3.42) следует, что
||е"||< Л." |1е°Ц. (3.43)

При X < 1 из неравенства (3.43) вытекает, что ||s" | ->  0 при и - »  оо .

Чем меньше X, тем быстрее стремится к нулю ||е " |.

Из (3.38) имеем

maxlX,, I =  ш е1,т ’ ’ • /.я

/
. 2 In . , \mn

шах sin ----- + sm ......
1 ,т h IN, 2 N j

= Ь(т ) .

Подберем шаг по времени т таким образом, чтобы А.(т) принимало 

наименьшее значение.



Введем обозначение

0(1, т) = sin2 - ^ - + s i n 2 J!HL \ < l  т < N . - \ .
2 N, 2 Nt 1

Имеет место очевидное неравенство

2sin2 —  < 0(1, т)<, 2 cos2 —  . (3.44)
2NX 2 Nx

4
Обозначим (x) = 1 - — g (/,w )x , \ < l , m < N x- \  \ x > 0 .

Построим график семейства функций о, я ( х ) , учитывая неравенство

(3.44). Заметим, что все графики функций семейства о ,„ (т )  лежат внут

ри области, ограниченной прямыми ст, = l - ^ - x c o s 2^ -  и

8 . j л
а ,  = 1 — —х sin ----- .

2 И 2 N,

Задавая значения ст, = -1 ,0 ,+ 1 , определим соответствующие значения 
т и представим их в виде табл. 3.1 значений прямой а , .

Т а б л и ц а  3.1

1 0 -1
И2 h1

х 0 8 cos2
щ

4 cos2——
щ

Аналогичную таблицу значений ст,х составим для прямой а 2
(табл. 3.2).

Т а б л и ц а  3.2

1 0 -1

h1 И2
х 0 8sin2 —

Щ
. . 2 П4 s m -----

2А\

Нарисуем графики прямых а , и а 2 (рис. 3.1).
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Здесь Л(0,1), В
Scos

V 2 N,

, С

| /

-,о
4 cos

2 N,

, D

1 /

-,о
ism

2N,1 у
Из рис. 3.1 видно, что значения т , обеспечивающие выполнение ус

ловия |^| < 1, расположены в интервале

h1

При

очевидно, что

0 <т <-
4 cos 2 _ТС_

2NX

т > ■
4 cos

2 N,

|ст(т)|>1.

Оптимальное значение шага по времени х расположено на промежутке

< х <■
8 cos

2 N,

Jt
4 cos2

(3.45)

2NX
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Если т удовлетворяет условие (3.45), то функция а ( т )  = 1 — — т sin2-----
2N,

убывает (см. рис. 3.1) и а ( т )  < 1.

Функция |ст(т)| = 1— r tc o s
2 N,

возрастает и |ст(т)| < 1.

Если имеет место равенство

1-
h

-TSin
2 N,

8 2 л 
1— - tc o s  -----

кг 2 N,
(3.46)

то х достигает оптимального значения на отрезке, определяемом нера
венством (3.45).

В самом деле, из (3.46) вытекает:

а) 1— — т cos
2 Л , 8  . 2 л

- 1 — r t s i n
2 N,

,.„s2 — _ 
h2 2 ЛГ, /г2

б)  - 1  + — tcos2 -------=  1- xsm

2 N x

г 71

2 N,
Из условия б следует, что

8
/

2 ТС • 2 ТС
cos ----- + sm ------

2 N, 2N X
= 2

или

Тогда

т.е.

=  1 - 2 s i n 2
2 N,

=  1 — 2 s i n 2
2 N, > Ы < 1 -

Потребуем теперь, чтобы ||е” |  < S , где 6 > 0 -  некоторое наперед за

данное малое положительное число (5 > ||е ° |) .

Определим п из следующего неравенства:
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Имеем

nln 1—2 sin 2 J L  
2N,

+ ln e° > In 6

(т.к. S > 0 -  малое положительное число, значит In 5 < 0 )  и, следова
тельно,

In 5 - I n  lie0 ® 
п > — т---------- —

In 1—2sin2
2 jV,■ /

или для малых значении
2 N,

получим

(3.47)

Таким образом, для обеспечения сходимости решения нестационар
ной задачи к решению соответствующей стационарной задачи требуется 
выполнить порядка N ,2 временных слоев.

3.4. Численное решение задачи Дирихле 
для уравнения Лапласа методом установления

Проиллюстрируем изложенную выше теорию метода установления на 
примере решения модельной задачи Дирихле для уравнения Лапласа в 
единичном квадрате.

Итак, пусть в области G = {(*, у),  0 < х < 1,0 < у  < 1} с границей 

Г = Г , + Г г + Г 3+ Г 4 (рис. 3.2) требуется найти функцию 

и(х,у)  е  C 2,2(G )n C (G ), являющуюся решением уравнения Лапласа

0  + 0  = °  (3-48)
дх ду

и удовлетворяющую условиям Дирихле на границе Г :
и(0,у) = - у \  0 < у < \ ;



u(\ ,y)  = l - y \  < 1 ; 

и(х,0) = x2, 0 ^  x < 1; 

m(x,1) = ;c2 -1 , 0 < x < 1.

(3.49)

Рис. 3.2

Нетрудно проверить, что аналитическим решением задачи (3.48)— 
(3.49) является функция и(х,у)  = х2 - у 2 , изображенная на рис. 3.3.

Рис. 3.3

Согласно методу установления сопоставим в соответствие стационар
ной задаче (3.48), (3.49) нестационарную задачу о распространении тепла 
в пластине:

а& = э^э
dt дх2 ду2

= - У 2, 0 < у  < 1, t > 0 ;

■ = - г Т + Т Т >  ( x , y ) e G ;
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3(J, 1, у)  = 1 -  у 2 , 0 < у  < 1, t > 0 ;

&(?, х, 0) = х2, 0 < х < 1, t > 0 ;

9(t, х, 1) = х2 - 1 ,  0 < х < 1, / > 0 ;

&(0,х,;;) = ц/(х,у) , 0 < х < 1, 0 < у  < 1. (3.50)
В (3.50) функцию ц)(х,у) следует подобрать так, чтобы она удовле

творяла граничным условиям (3.49) и мало отличалась от функции 
и ( х , у ) .

Положим
\\)(х,у) = и{х,у) + в ( х , у ) , (3.51)

где
6(x,>-) = x ( l - x ) y ( l - ^ )  (3.52)

обладает той же гладкостью, что и и{х, у ) , и обращается в нуль на Г . 
Будем решать задачу (3.50) численно на сетке

“ Лд = | Xj = j h , y t = k h ; j , k  = 0 , Nl, N l = ~ ;  tn = m ,

n -  0 , 1 , 2 , т > 0}.

При построении сетки задаем число узлов Л', по оси 0х и 0у , вы

числяем шаг h -  -jj- , а временной шаг х выбираем из полученного вы-

к 2
ше условия устойчивости т < — . Затем аппроксимируем задачу (3.50) 

разностной схемой вида (3.8)—(3.10), а именно:
о»+1 п »  Q *  _ ' ) П Я  , Q "  Q ”  7  4 "  L d "Vj.lc v jk . &J+lk +Vj-I,k -f. ■ ■ _

j , k  =  1,/V, - 1 ;  «  =  0 ,1 ,2 . . . ;

Sm1 = - у1,  к = n = 0,1,...;

К л  к = « = 0,1,...;

у = о, лг, , я = о,1,...;

9 ^_  = х 2- 1 ,  ]  = < Щ ,  п = 0,1,...;
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+ »;-..*+ » ;.*♦ .+& м-. - 4S" * ) * (3-54)

j , k  = l , N] - 1 ;  « = 0,1,....
По этой формуле последовательно находим значения решения во внут

ренних узлах сетки, полагая « = 0,1,2,.... В формуле (3.54) используются 
значения решения в граничных узлах сетки, которые определяются по соот
ветствующим формулам из (3.53). Заметим, что значения решения в гранич
ных узлах от номера слоя п не зависят, а лишь от х ; , у к , и их достаточно

вычислить один раз. Вычисления значений по формуле (3.54) продол
жаются до тех пор, пока не выполнится неравенство

М =  шах - & %|  < е (3.55)
j . k - 0 , N ] I J ' Л *

и полученные решения не будут удовлетворять разностной схеме. Значе
ния сеточной функции S"*1 считаем приближенными значениями реше
ния стационарной задачи. В табл. 3.3 приведены значения приближенно
го решения 9 ”+t‘ в узлах сетки, построенной для jV, = 5 ( h -  0,2 ), и точ
ности вычислений s = 0,000001. Приближенные значения решения срав
нивались с точным решением и(х, у)  = х2 -  у 2 , вычисленным в тех же 

узлах сетки , j , k -  0, Nl . Получено, что максимум модуля разно

сти решений для N, = 5 по всем узлам сетки равен » 3,5 10 6 . Итераци
онный процесс, определяемый формулой (3.54), сходится в этом случае 
за 46 итераций, т.е. неравенство (3.55) выполняется для п = 46.

Из первого уравнения в (3.53) имеем

Т а б л и ц а  3.3

0,00000 -0,04000 -0,16000 -0,36000 -0,64000 -1,00000
1,00000 0,00000 -0,12000 -0,32000 -0,60000 -0,96000
0,16000 0,12000 0,00000 -0,20000 -0,48000 -0,84000
0,36000 0,32000 0,20000 0,00000 -0,28000 -0,64000
0,64000 0,60000 0,48000 0,28000 0,00000 -0,36000
1,00000 0,96000 0,84000 0,64000 0,36000 0,00000
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Расчеты проводились и при других значениях Nt . Например, при 
УУ, =10 потребовалось выполнить 163 итерации, при N { = 3  или jVi = 6 
соответственно 16 и 65 итераций. Таким образом, при точности 
е = 0,000001 для получения значений приближенного решения потребо

валось 0( N?)  итераций, что вполне согласуется с изложенной выше тео
рией сходимости явного метода установления.

3.5. Лабораторные задания

Задание. С помощью метода установления решить задачу Дирихле для 
уравнения Пуассона. Численное решение получить в области G с границей 
Г, которая задается соответствующим образом в каждом варианте.

Вариант №  1

^ + ^ A  = f>{x + y ) \ ( x , y ) e G  = {(x,y),  0 < х < 1, 0 < ^ < 1 } ;
их су

м(0, >») = У , 0 < у  < 1; и(х,0) = х1, 0 < х < 1; 

и(1, у)  = 1 + у 3, 0 < у < 1 ;  и(х,1) = 1 + х3, 0 < х < 1 .

Вариант М  2

^ ■  + —  = 2 e z+y; ( x , y ) e G  = {(x,y),  0 < х < 0 , 5 ,  0<>><1};

и(0,Д') = е>’> 0 < у < 1 ;  и(х,0) = е*, 0 < х < 0 , 5 ;  

и(0,5, у)  = 4 е  еу , 0 < у ^ 1 ;  и(х,1) = е1+лг, 0 < х < 0 , 5 .

Вариант №  3

^ + ^  = ( 2 - x 2) s m y \  { x , y ) e G  = \ (x , y ) ,  0 < х < 1 ,  0 < j < j | ;  

и(0,>>) = 0 , 0 < у < , ^ ;  и(х,0) = 0 , 0 < х < 1 ;

M (l,j) = s i n ^ ,  0 < у < ^ ;  i / x , - j j  = x2 , 0 £ х < 1 .
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Вариант Ns 4

^ 4  + ̂ 4  = ( 2 - / ) c o s x ;  (x,}>)eG  = { ( x j ) ,  0 < х < я ,  0 < y < l } ;  
д х д у

w(0,_y) = у 2 , О < у  < 1; и( х ,  О) = О, О < х < л ; 

и ( п , у )  =  - у 2 , 0 < ^ < 1 ;  m ( x , 1 )  =  c o s x ,  0 < х < л .

Вариант Ns 5

~ГТ + ~ГТ~х( ^  + х2\ еу \ { x , y ) e G  = {{х,у),  0 < х < 1 ,  0 < ^ < 1 } ;  
дх ду

и(х, О) = х3, О < х < 1; и(0, у) = О, О < у  < 1; 

м(х,1) = 2,7183х3, О< х < 1; и(1,у)  = е \  0 < у < 1 .

Вариант Ns 6

| г“ + Ё 1  = (2 + у г ) е * - ( х , у ) е С  = {(х,у),  0 < х < 2 ,  0 < ^ < 1 } ;  
дх2 ду2 v '  1

и(х, 0) = О, О < х < 2;  и( О, у)  = у 2 , О < у  < 1;

и(х,1) = е‘ , О < х < 2 ; и( 2 , у )  = 7,38906^2, 0 < у  < 1.

Вариант Ns 7

§  + | ^  = 2(е2' + ] ) ;  ( x , y ) e G  = {(x,y),  0 < х < 0 , 5 ,  0 < ^ < 2 } ;  
ах ду

и(х,0) ~ ~ е2х > 0 < х < 0,5 ; и(0,у) = 0,5 + у 2 , 0 < у < 2 ' ,  

и(х,2) = ^ ( е 2х +S) ,  0 < х < 0 ,5 ; и(0,5,.у) = 1,35914 + / ,  0 < >> <2 .

Вариант Ns 8

7  + -^-у = c o s ^ - s i n x ; (х, j ) е G = |(х,_у), 0 < х < ^ ,  0 < ^ < л | ;  
дх ду [ 2 J
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и(х,0) = sinх , 0 < x < - ^ ;  u(Q,y) = - c o s y , 0 < > > < л ;  

u(x,n)  = 1 + s i n x , 0 < x < =  1 — c o s , 0<j ><7t .

Вариант №  9

d2u 82u 
! к Г + ~дуГ ~ ' ’

( x , y ) s G  = [(x,y),  0 < х < к ,  0 < y < 2 } ;  

u(x,0) = s inx,  0 < x < 7 t ;  u(0,y)  = 0 ,  0 < y < 2 ;  » 

u(x,2) = 7 ,3 8906sinx , 0 < x < n ; u(n, y )  -  0 ,  0 < у  < 2 .

Вариант №  10

82u 82u n 
dx1 + dy2 ~ '

( x , y ) e G  = {(x,y),  0 < x ^  1, 0<>><л};  

u(x, 0) = ex , 0 < x < 1; u(0, y)  = cos у , 0 < у  < л ; 

и(х,л) = - е х, 0 < х < 1 ;  w(l,.y) = 2,71828cos>>, 0 < y < n .

Вариант № 1 1

+ = - (c o s x  + sin j>); ( x , y ) e G  = j(x,.y), 0 < x < ^ ,  0 < y < -

Я Яu(x, 0) = cosx ,  0 < x ^ —; u(0, y )  = 1 + sin у  , 0 < у й ~ ;

Я Я | Я | яи(х,—) = 1 + cos х , 0 < х <  —; и\ — , у  l = s i n y ,  0<>>< —.

Вариант № 1 2

, . ■ = 2 + еу : (х 
дх2 ду2

«ч2 а2
~ + —^  = 2 + еу ■, ( x , y ) e G  = {(x,y),  0 < х < 1 ,  0 < у < 2 } ;
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м(х, 0) = 1 + х2, 0 < х < 1; и(0,_у) = еу , § < у < 2 \  

и(х,2) = х2 + 7 ,38906, 0 < х < I ; м(1,_у) = 1 + , 0 < _ у < 2 .

Вариант № 1 3

| - | -  + | - ^  = 2 - c o s  у ; ( x , y ) e G  = {(x,y),  1 < х < 2 ,  0<}><1};  
дх ду

ы(х,0) =  1 + х2 , 1 < х < 2 ;  m(1,_v) = 1 + c o s .v , 0<>><1;  

и(х, 1) = 0,5403 + х2 , 1 < х < 2 ; и(2 , у )  = 4 + cos у , 0 < у  < 1.

Вариант №  14 

д ги д2и
.2 ' Я . 2 ~ 2 “ S i n > ' ;

(х, у)  е С  = |  (х, у \  2 < х < 3 , 0 < ^ < ^ | ;  

и(х,0) = х2, 2 < х < 3 ;  и(2, у )  = 4 + sin у  , 0 < , у < ^ \  

w(x,“ ) = 1 + х2 , 2 ^  х < 3 ; м(3,.у) = 9 + sin .y , 0 < у < ^ .

Вариант № 1 5

4 т  +  | ^  =  2 х  +  е >' ;  ( x j ) 6 G  =  {( x j ) ,  0 < х < 0 , 5 ,  0 < ^ < 1 } ;  
дх ду

и(х,0) = j x 3 + 1 , 0 < х < 0,5 ; и(0,у) = , 0 < у  < 1;

1/(х,1) = ^ ( х 3 +8,154845), 0 < х < 0 , 5 ;  и (0,5, у )  = 0,041667+ е \  0 < j <1.

Вариант № 1 6

д2и д2и , . . ,  ̂ л  I,  ̂ .  . я
дх2 ду2
— £ + — 2 = l + c o s x -s in y  ; (x,j>) е  G = \ (х,у),  О й х < —, 0<>»<л};|(х ,.у ), 0 : £ x < - j ,  0 < _у < л | ;
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1 2 71 u(x, 0) ~ ~ х - c o s x ,  0 < х < —; и(0,у) = sin jh — 1 , 0 < >> S л ;

и(х,п) = ~ x 2- c o s x  , 0 < х < - ^ ;  M ^ , .y j  = sin>’ + 1,2337 , 0 < у < п .

Вариант №  17

^  + ̂  = {3 + Уг )ех > ( x , y ) e G  = ^(x,y),  0 < х < -j, 0 < < l j ;  

и(х,0) = е*, 0 < x < - i ;  и(0,у)  = 1 + у 1, 0 < у ^ 1 ;  

ы(х, 1) = 2 е \  0 < х < ^ ;  и (0 ,5 ,.у) = 1,64872(1 + / ) ,  0<>><1.

Вариант № 1 8

^ ~ Г  +  ~ р Г  =  2 ( х 2 + / ) ;  ( х , з^ )  е  G  =  {(х,_у),  0 < х < 1 ,  0  <  >̂  <  1};

и(х,0) = 2 , 0 < х ^  1; м(0,.у) = 2 , 0 < _у < 1; 

м(х,1) = 2 + х + х2 , 0 < х < 1; н(1,_и) = 2 + у  + у 2 , 0 < ^ < 1 .

Вариант № 1 9

f ^ r  + f ^ r  = 2 + xey ; ( x , y ) e G  = {(x,y), 2 < х й З ,  0<>-<2};

м(х,0) — 1 + х + х2 , 2 < х < 3 ; и(2,у)  = 5 + 2еу , 0 < у < , 2 ;  

и(х,2) = 1 + 7,38906х + х \  2 < х < 3 ;  и(3, у)  = 10 + З е \  0 < . у < 2 .

Вариант №  20

д^и д^и
+  ~ г  = 2 + у  ех ; ( x j ) 6 G  =  { ( x j ) ,  1 <  х < 2 ,  2 < j ^ 3 } ;

г/(х,2) = 11 + 2 е \  1 < х < 2 ;  м(1,у)  = /  +2,7183^ + 7 , 2 < у < 3 ;  

и(х,3) = 16+3ех, 1 < х < 2  ; а (2 ,^ )  = /  + 7,38906у + 7 , 2 < . у < 3 .
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4. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

4.1. Линейные нестационарные уравнения с частными 
производными первого и второго порядка

Пусть в некоторой односвязной области G  изменения независимых 
переменных х, у  задано линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка в канонической форме (2.1).

Уравнение (2.1) будет называться уравнением гиперболического типа

в области G = |(дс, >>)( 0 < х < 1 ,0  < у < Т }  [1, с. 372-375; 2, с. 691-693; 3,

с. 141-142], если для любой точки (х , у )  из этой области будет справед

ливо неравенство
Ь(х,у)  = 12{ х , у ) - а ( х , у ) Ь ( х , у ) > 0 . (4.1)

Обозначим у  = t (время).

4.1.1. Постановка краевых задач для уравнения 
второго порядка

Одним из наиболее типичных уравнений гиперболического типа явля
ется волновое уравнение

д2и _  2 д2и
И Г ~ С а ?

= с2—г , 0 < x < L ,  0 < t < T ,  (4.2)

где и — м(х,?) .
Волновое уравнение может описывать малые продольные колебания

£
упругого стержня. Тогда с2 = — , к -  модуль Юнга, р -  плотность. Если

Р
(4.2) описывает малые поперечные колебания струны, то u(x, t )  -  откло-
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тнение струны при некотором значении х в момент времени t; с2 = — , Т -
Р

натяжение струны, р -  плотность (линейная). При этом х = 0 , х = L -  
левый и правый концы струны, а / = 0 ,  t = Т -  начало и конец процесса. 
Заметим, что если колебания совершаются под действием внешней силы, 
которая характеризуется функцией f ( x , t ) ,  то уравнение, описывающее 
свободные колебания, имеет вид

д2и 1 д2и , ,  ч

Волновое уравнение, или уравнение свободных колебаний однородной 
мембраны, в двумерном случае принимает вид

д 2и _ 2 
~dtr ~ °

( 82и д2и Л 
дх2 ду2

или с помощью двумерного оператора Лапласа его можно записать так:

■ = с2Дм .
дги 2
dt2

С помощью волнового уравнения описывается процесс распростране
ния звуковых волн в сжимаемой среде. В этом случае оно называется

УРо сруравнением акустики, причем с = — - ,  у = — , р0 , р0 -  давление и
Ро

плотность в невозмущенной среде, ср , с„ -  коэффициенты теплоемкости
при постоянных давлении и объеме соответственно.

Для волнового уравнения гиперболического типа сформулируем со
ответствующие краевые задачи.

П ервая краевая задача

В области G = | ( x , r ) | 0 < x < L , 0 < ? < 7 ’J определяется функция 

u(x, t )  е  С22(G )flC ^(G ), удовлетворяющая уравнению

¥ l  = c2^ , 0 < x < L , 0 < t < T ,  (4.3)
ot ox

начальным
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Эы(х,0) , . (4.4)
— -£ = х|/(лг), 0 < x < L ,

и [ х , 0) = ф (х ), 0 <>x<L,

и фаничным условиям

« (° >0  = v1( 0 . 0 < ^ 7 ’. ,4Vl
w( l , f )  = V2(/),  0 < t < T ,  

где ф(лг), v|/(x), v , ( / ) ,  v 2( t ) -  заданные функции.

Вт орая краевая задача

Пусть требуется найти функцию u(x,t) € С2 (G )f |C ,'(G ), удовлетво
ряющую волновому уравнению

-л 2̂
—г  = с2 —y  , 0 < х  < L,  0 < t  < Т  , (4.6)
dt дх

начальным

dt
и граничным условиям

Эм (0, ?)

и(х, 0) = ф(х) ,  0 < х <  L,

Эи(*,0) , , (4.7)
— -—  = vy(x), 0 < х < L,

= p.t ( t ) , 0 < t < T ,
О Х (4.8)

^ М . Й1(,),0 <,<т.

Здесь ф( х ) ,  vj/(x), Ц2( 0  -  заданные функции своих аргументов.

Третья краевая задача

Функция u(x,t) £ С22 (G) П С, (G) находится в области G и удовлетво
ряет уравнению в частных производных 

д 2и , дги
с2

dt дх
2 = с  — j , Q < x < L , 0 < t < T ,  (4.9)

104



начальным
и(х,  0) = ф (х), О < х <  L , (4.10)

(4.11)

и граничным условиям

(4.12)

Р, (>)— = ь ( ' ) .  о < и т . (4.13)

причем ф(лг), У] Уг ( г)> а 0 (^), а , (f),  fi0 (f), р, (f) -  заданные

В общем случае нестационарное дифференциальное уравнение в ча
стных производных первого порядка имеет вид

b(x, t )u,  +a ( x , t ) ux + c(x, t )u = f ( x , t ) ,

где u(x, t )  -  искомое решение; a( x , t ) ,  b(x , t ) ,  c(x, t )  -  коэффициенты 

уравнения, причем b ( x , t ) * 0 ,  f ( x , t ) -  правая часть. Уравнение являет

ся эволюционным [1].
Частным случаем приведенного выше дифференциального уравнения 

первого порядка является уравнение переноса [1, с. 391; 2, с. 691] частиц 
в веществе

где о, (x ,t) интерпретируется как скорость переноса.
Сформулируем для уравнения переноса задачу Коши и соответст

вующие краевые задачи.

Задача Кош и

Пусть в области G = G U r ,  G = | ( jc, / ) |  - о о  < х  < оо, 0 < t < Т-} ,

функции.

4.1.2. Постановка краевых задач 
для уравнения первого порядка

рассматривается функция u(x,t) е
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e C ' ( G ) f l C ( G ) ,  удовлетворяющая уравнению переноса (для простоты 

будем считать, что а, (jc,/) = 1, f ( x , t )  = 0 )  и начальному условию: 

ди ди
—  + —  = 0, -  оо < х  < оо, 0 < г < 7',
dt дх (4.14)

и(х,0)  =  ф ( х ) ,  - о о  <  х <  оо, 

где ф(х)  -  заданная функция.

П ервая краевая задача

Дана область G = G U Г , где G = j (* ,/) | 0 < х < L, 0 < t < f |  .’Требует

ся найти функцию и{х, t) е  С,1 (G) П C ( G ) , удовлетворяющую уравнению 
переноса

— + —  = 0 , 0 < x < L , 0 < t < T ,  
dt дх

и соответствующим начальному и граничному условиям 
« (х ,0 ) = с р ( х ) , 0 < * < £ ,  
u(0, t )  = v(<), 0 < t  <Т.

Отметим, что уравнения характеристик для поставленной задачи
(4.15) имеют вид x + t = const, tgq> = l, ф = 45° [1, с. 391-393].
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Так как характеристики направлены с левой границы на правую 
(рис. 4.1), то достаточно задать граничное условие на левом конце про
межутка [О, L] .

Вт орая краевая задача

Требуется найти функцию u(x,t)  е C '(G )D C j(G ), удовлетворяющую 
дифференциальному уравнению первого порядка

— + —  = 0, 0 < x < L ,  0 < t < T ,  
d t d x

начальному и граничному условиям
м (х,0) = ср(х), 0 < х < L,
du(0, t )  (4.16)

О Х

Третья краевая задача

Ищется функция u(x,t) е  C ’(G )n C ^ (G ), удовлетворяющая уравне
нию гиперболического типа

— + —  = 0 , 0 < x < L , 0 < t ^ T ,  
d t d x

начальному и граничному условиям
м(х,0) = ф (х), 0 < х < L,

t \ /А \ ! \ ди(0 , / )  / ч Л _  (4'17) 
a o(/ ) “ (°>0 + a i ( O' — = Yi ( t ) , 0 < t < T .

В задачах (4.15Н4.17) функции ф (х ), ц(г),  v( / ) ,  у, (г), а 0 (г), а , (г) 
заданы.

4.2. Решение задачи Коши для волнового уравнения

Задача Коши ставится в бесконечной области изменения пространст
венной переменной х. Требуется найти функцию u(x,t) е С \ (G )flC l° (G ), 
удовлетворяющую уравнению
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д2и 2 д2и
'di2 ~ C Их2

■ - сг , -ес < х  <+оо , 0 < t  < Т  , (4.18)
7Г

и начальным условиям
м(х,0) = ф(х) ,  -ос < х < +оо ; (4.19)

ди(х,  0) , .
— ^ — -  = ч/(х),  -оо < х < +оо , (4.20)

где G = {(х,/)| -  оо < х < +оо, t > 0}, граница области G  проходит по оси х.

Применим метод сеток к задаче (4.18)—(4.20). Для этого покроем об
ласть G сеточной областью = {(хя ^ ) | Xj = j  -h, j  = 0,±1,

± 2 =  к - г, к = 0,1,2,...}, где h -  шаг сетки по оси ох, а т -  по оси о/. 
В главе 2 рассматривался метод неопределенных коэффициентов (МНК) 
для построения разностных схем с определенным шаблоном, аппрокси
мирующих уравнение теплопроводности.

Для волнового уравнения можно, очевидно, выбрать аппроксими-
Shi 
dt

рующую формулу для производной 2 по аналогии с формулой для 
(*>■'*)

2 из главы 2, т.е.
д2и 
&

д 2и
d t 2

и (х , , tk_,) -  2 u ( Xj ,tk ) + м ( х ^ , )  +

*j.it) T
Тогда для аппроксимации уравнения (4.18) приходим к следующей раз
ностной схеме:

ик+] -2м* +М*'1 . и к - 2 и к +ик-1-------- 1-----= -----------1-----LL. (4.21)
т п

Шаблон схемы (4.21) представляет собой «крест». Погрешность аппрок
симации имеет порядок 0 (/j2 + t2).  Запишем разностную аппроксима

цию начальных условий
м“ = ф ; , у = 0 ,± 1 ,± 2 ,...; (4.22)

и1 -  и®
^ ------  = vy , j  -  0 ,±1,±2,. . . .  (4.23)

т
Преобразуем (4.21) к явной формуле, разрешив её относительно м*+1:
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»;*' = 2 hJ + i rC I («*.1 -2«*

T
Обозначим у = — с . Тогда последнее соотношение примет вид 

h

= У Ч ,  + (2 -  2у2)м* + у2и*+| -  и*4 , (4.24)

где у = 0 , ± 1 , ± 2 , к - \ , 2 .......
Для определения значений решения на временных слоях, начиная со 

второго, по формуле (4.24) необходимо добавить формулы (4.22), (4.23), 
позволяющие находить значения решения на нулевом и первом времен
ных слоях. Разрешив (4.23) относительно и' , получим

■■Uj + т у 7 ,
или

и) = ф, + т у , , j  = О,±1,±2.......  (4.25)
Таким образом, значения решения будем находить по следующей рас

четной схеме;

и) =фу.  j  -  0 ,±1,±2,..., 
и) = ф ; + ту,., j  = 0 ,±1,±2,...,

' = у Ч , + (2 - 2 у 2) « : + у Х +,

У = 0 ,±1 ,±2 ,...; Л = 1 ,2 ,....
Заметим, что погрешность аппроксимации начального условия (4.22) 

равна нулю, а для (4.23) -  0 ( т ) . Тогда в целом погрешность аппрокси

мации будет 0 ( h l + т ) .

(4.26)

4.2.1. Построение разностной схемы второго порядка 
точности методом фиктивной точки

Для повышения порядка погрешности аппроксимации в целом до вто
рого по t воспользуемся центральной разностной аппроксимацией для 

„ дипроизводной —  
dt

в начальном условии (4.20) [2, с. 742; 3, с. 204-205]:

ди
~dt х , .0 ) 2-т 5/2

(4.27)
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где = - ! , / ,  = х , 4*' 6 ( - т >+т) ■ При этом предполагается, что решение 
задачи (4.18)—(4.20) можно продолжить в область 
G = {-т < t < 0, - о о  < х < + оо} . Отбрасывая в (4.27) члены порядка

0(т2) , получим разностную аппроксимацию для условия (4.20):

и' -иТ 1
-L — J - = y  j  = 0,±1,±2, . . . .  (4.28)

2т
Значения и~', j  = 0 ,±1,±2,... можно исключить с помощью разностного 

уравнения (4.21), записанного при к = 0 :
и ' - 2 и ° + и 7 '  и°+1- 2 и ° + и °-L------ -̂----L. = с2 ------ j.-----£L . (4.29)

т h
Выразим и~' из (4.28) и (4.29) соответственно:

и'/ = и ) - 2 хц1г

uj ' = У2 ( м,°+> "  Ц  + “ j - i ) + 2»° - и) •
В полученных соотношениях приравняем правые части, в результате чего 
будем иметь

и -  2 т у . =  У2 (и °+1 +  «®_,) +  (2 -  2у2)и“ -  и ) .

Отсюда имеем следующее равенство:

=<|//+5 'тЙ""*1 ” 2“° >' (430)
Следуя [4, с. 72-73], введем обозначение 

д мо =г,

Тогда для решения задачи Коши (4.18)—(4.20) получаем следующую раз
ностную схему:

Lhu(h)= f (h), (4.31)



0, j  = 0 , ± 1 , ± 2 , = 0,1,2,.. 

/ (Л)= Фя ;  = 0 ,±1 ,±2 ,...;

\\ij + -^сгЛм°, j  = 0 ,± 1 ,± 2 ,....

Численная реализация схемы (4.31) осуществляется таким же обра
зом, как и для разностной схемы (4.26). Легко показать, что погрешность 
аппроксимации дифференциальной задачи разностной схемой (4.31) есть

4.2.2. Об исследовании устойчивости схемы «крест» 
по начальным данным

Исследуем устойчивость разностной схемы (4.21) по начальным дан
ным методом гармоник [3, с. 162-165; 4, с. 76-83; 5, с. 19-26, 77-99;
6, с. 221-232]. Получим необходимое условие устойчивости фон Неймана 
спектральным методом на примере задачи Коши (4.31). Исследуем ус
тойчивость разностной схемы с правой частью вида

Определение 1 [3, с. 163]. Говорят, что разностная схема (4.31) устой' 
чива по начальным данным, если для нее справедлива оценка

где С -  константа, не зависящая от h и / (л).
Неравенство (4.32) в определении устойчивости должно выполняться 

при некоторых частных значениях и °. Полагая

o( h2+x2).

0,

(4.32)

(4.33) с помощью метода разделения переменных
и) = Л V * . (4.34)
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Численный параметр X (амплитуда гармоники (4.34)) подбирается та
ким образом, чтобы ик вида (4.34) удовлетворяло однородному разност

ному уравнению из (4.31). Подставляя (4.34) в однородное уравнение 
(4.31), имеем

Xk*]e'J'f - 2 X ke0v +Хк~'ет 2 Xke,(i*{ b - 2 Х ке ^  + Хке‘и~[> 
------------- ? --------------= С ----------------1?--------------- ’

или

Х^'е™ ^ ~ 2Х, + 1 = с2Хк-'е™ i L t .f ... ) .
т2 h

Сокращая обе части полученного соотношения на Хк~'еи*, получим
X2 - 2 X  + \ = X f { e ’* + е~*- 2 ) .

Известно, что + е~‘,р = 2 cos ср.
Тогда

е‘* + e~‘v -  2 -  - 4 sin2 —.
2

Параметр X удовлетворяет квадратному уравнению вида

1 2 o i l  <v,2 „ ; „2  фX - 2 \  1 - 2 у  sin ^  |Х + 1 = 0.

Корни этого уравнения

X, 2 = 1 -  2у2 sin2 ± у~4у2 sin2 ^  + 4у4 sin4 ^

или

А.12 = l - 2 Y 2sin2^ ± ^ - 4 Y 2s m2^ l - y 2sin2^ J .  (4.35)

Если подкоренное выражение в (4.35) не превосходит нуля, то корни 
л.,, Х2 будут комплексно-сопряженными. Последнее утверждение спра
ведливо, если

l - y 2sin2^ > 0 .  (4.36)

Из неравенства (4.36) следует, что

„2 -̂1 Фу <1 (т.к. sin — <1).  (4.37)
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Проверим, выполняется ли необходимое условие устойчивости Неймана 
для корней А.,, Х2. Имеем

К :  * | l - 2 r 15in! | J +4r, ! t a - | - 4 Y‘ sm<| ,

или

Таким образом, схема «крест» является нейтральной [7, с. 29-30]. По
следнее означает, что если в решении задачи возникают колебания (за 
счет, например, начальных условий), то они разностной схемой не подав
ляются и сохраняются на протяжении всего расчета.

Отметим также, что разностная схема (4.31) условно устойчива, при
чем условие устойчивости (4.37) является для случая множителя перехо
да не только необходимым, но и достаточным [5, с. 92-95].

4.2.3. Об областях зависимости 
дифференциального уравнения и разностной схемы

Рассмотрим дифференциальное уравнение (4.18) с начальными усло
виями (4.19)—(4.20) и соответствующую им разностную схему

и*+1 = уЧ ,  + ( 2 - 2 у 2К  +
u°j =(?j , u' j=(?j + z\Vj , (4.38)
j  = 0,±1,±2, . . . ,& = 1 ,2 ,....

j

1 Р~ У С

) \ ) V7---^)  с

ч (

У *ч 
Л (

) С 
(

; С
г

) 1 
 ̂ г

У Л ) \

Л ( \ /
) к7 7" \ ) *

■\ с
)"  (. г  UJ Ч) ‘ V] )"  ч

&... e - d

) К.) ^ )  ̂

h - 4

)

ь - й

7 t ) С.Т- \

>— е

) С.

ь - е

) \  

Э-Ч
5 G
4 - 4 А -► *

В D

Рис. 4.2

113



Предположим, что необходимо вычислить значение решения в узле 
A(xj , tk) с помощью формул (4.38) для к >  2 и любого целого числа j .

Полагая в (4.38) к = к - 1 ,  определяем ик через значения ик̂ \, и*-1, и*"1, 

г/*"2. Если к -  2 > 1, то значения ик~\, к*4 , ы*",1, и**2 по схеме (4.38) оп

ределяются через и*;2, и‘~2, и*-2, и*;2, и*:2, ы**3, w*~3, и**3 и т.д. Зна
чения решения на втором временном слое определяются через значения 
решения в узлах, заданных на первом и нулевом временных слоях (на 
отрезках FG и D E , рис. 4.2).

Итак, решение в узле сетки определяется через его значения

в узлах, заключенных в треугольнике ADE . Сторона треугольника DE 
лежит на оси о х , а две другие проходят через точку А и образуют с осью 
абсцисс углы AED и ADE , равные соответственно a rc tg (-a )  и arc tga  , 

х
a  = — > 0 . Треугольник ADE называется областью зависимости разно- 

h
стной схемы (4.38).

Таким образом, значение ик в узле А определяется разностной схемой

(4.38) и начальными значениями и° и «' , вычисленными в узлах, лежа

щих на отрезках DE и FG .
Остановимся на вопросе о нахождении точного значения решения 

u(x, t )  дифференциальной задачи (4.18)—(4.20) в точке А. Из курса урав

нений математической физики следует, что значение решения u(x, t )  в
точке А определяется уравнением (4.18) и начальными условиями, кото
рые расположены на отрезке, высекаемом характеристиками, проходя
щими через точку А, на оси о х . Уравнение характеристик для (4.18) име
ет вид

dx2 -  c2dt2 = 0
или

Из последнего соотношения получим

~  = ±с . (4.39)
at
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Характеристики уравнения (4.18) образуют с осью ох углы, один из ко
торых ABC равен arctg с , а второй АС В равен arctg ( - с ) . При значении

с2 =1 характеристики уравнения (4.18) перпендикулярны друг другу и 
образуют с осью абсцисс углы ABC и АС В , равные соответственно 
л /4  и З я / 4 .  Треугольник ABC называется областью зависимости 
дифференциального уравнения (4.18) [3, с. 207].

На рис. 4.2 представлен случай, когда с2 = 1 и треугольник опреде
ленности ABC дифференциального уравнения (4.18) содержит внутри 
себя треугольник определенности ADE разностной схемы (4.38). В этом 
случае для шагов т , h справедливо неравенство

При таком выборе шагов т и h начальных условий, влияющих на ре
шение в узле А и задаваемых на отрезке D E , будет недостаточно для 
определения решения в этой точке. В самом деле, если изменить началь
ные условия на отрезках BD и ЕС , то это изменит решение дифферен
циальной задачи (4.18)-(4.20) в области G, в том числе и в точке А. Одна
ко на разностное решение и* в узле А изменения начальных условий не
скажутся. Поэтому разностное решение останется неизменным и не будет 
сходиться к точному решению в точке А . В силу того что разностная 
схема (4.38) аппроксимирует задачу Коши (4.18)-(4.20), она не может 
быть устойчивой, так как в противном случае из аппроксимации и устой
чивости следовала бы сходимость. Итак, при а  > 1 нет сходимости и, 
следовательно, устойчивость не имеет места.

Рассмотрим теперь случай, когда область зависимости разностной 
схемы содержит в себе область зависимости дифференциальной задачи

х
или совпадает с ним. Это будет иметь место, если а  = — < 1. В этом слу-

h
чае имеет место условная устойчивость разностной схемы.

Для более общего вида уравнения гиперболического типа область за
висимости дифференциального уравнения будет криволинейной, так же 
как и область зависимости соответствующей разностной схемы. При этом 
для сохранения устойчивости схемы область зависимости дифференци
ального уравнения должна содержаться или совпадать с областью зави
симости разностного уравнения [3, с. 208].
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4.3. Численное решение третьей краевой задачи

Запишем третью краевую задачу (4.9)-(4.13) в операторной форме
Lu = / , (4.40)

где

Lu s

д2и 2 д2и
, ~ , ,  0 < х < L,0 < t < Т; 

dt2 дх2
и(х, 0), 0 < х < I ;  

ди(х,  0)

dt
-, 0 < x < L \

а ‘ ^ ) 5ц^ ’^  + а ° ( 0 М(°>0> 0 < ? < Г;

Р, { t ) ^ ^ - + £ 0( t ) u ( L , t ) , 0 < t < T - ,

О, 0 < х < L, 0 < t  <Т\  
ф (х), 0 £ x<L' ,

/  = • щ(х),  0 < х <  L;

У,(0» О <Г < Г; 
у20 ) , О < / < Г .

Предположим, что краевая задача (4.40) имеет единственное решение 
в области G = G + T (см. рис. 4.3), где Г -  граница области G. Для по
строения разностной схемы покроем область G равномерной сеткой

“ a, = { ( x i ,tk) \ x j = j - h , j  = 0 , l , . . . , N; h  = -^,
Л

tk = к ■ х, к = 0,1 ,... М\  т = — }.
М

Так же как в случае задачи Коши, для аппроксимации волнового 
уравнения (4.9) будем использовать явную трехслойную схему «крест» 
[1,с.  408-410; 3, с. 208-210]:

,г < , ~ 2  и ) + икм
т2 Н

Запишем в операторной форме разностную аппроксимацию краевой 
задачи (4.40):
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Оценим погрешность аппроксимации задачи (4.41). Пусть 

5jp(A) = , 62/ (*', 53/ (/,), 84/ j -  вектор погрешности аппрок

симации разностной задачи, а 8 , / ^  -  погрешность для разностной схе

мы; 52/ (а), 63/ (л) -  погрешности аппроксимации начальных, а 5 „ / (/,), 

85/ ^  -  граничных условий.
Можно показать, что [3, с. 203-204; 4-6]:



b j {h)= 0 ( x 2+ h2); S2/ (A>=0;

53/ w = 0 ( t )  ; S4/ (A) = 0 ( h ) , S5/ w  = 0 ( A ) .
Оценим

|| 8F (*> ||= max {|| 5,/*> ||,|| 82/ w ||,|| 83/ w  ||, || 54/< A) ||,|| 65/<A) ||} , 

где | | 5 , / (A> ||t. = ||S 2/<*> ||Cj = max | 62/ ( * , ) | ,

II S3/ W Ik  = I бз / ( /*) I ’ II 64f W He* = max max | b j { Xj,tk) | ,

IlS./SA'-l * OijsN

■■ max ma>
2йкйМ j -0

1 S5/ (,l) ЦСй = max max | 85/ (xj , tk) | .* >JV
Из полученных соотношений, очевидно, следует, что 

| |5 F (A) \ \=0(x + h).
Запишем алгоритм решения задачи (4.41). Для этого разрешим первое 

уравнение разностной схемы относительно ик*' :

ик+1 = y V  , +(2 - 2 y JV  + y V  . - и * '1, 
j  '  j -  1 \  ’ )  j  I j+ i  j  ’ ^  4 2 )

У = 1,2.......iV -1; Л = 1,2....... А/ - 1 .
Для нахождения значений решения по схеме (4.42) на временных сло

ях, начиная со второго, требуется добавить к (4.42) начальные условия, 
позволяющие определять значения решения на нулевом и первом вре
менных слоях:

И; = Ф , ,  7 = 0 , 1 , . . ( 4 . 4 3 )

и) =  ф .  + x y i j ,  7 = 0 , 1 ,  ( 4 . 4 4 )

„п* М О  », М О  
Л“ о(* * )-« ! ( О  '

ИЛИ

<  = — Г Т '" ^ ~ Г  "Vй» ------ Г Т ~ г Ь ...т . * = 2 ,3 , . . „А/ ;  (4.45)
М О  “ К  ( О

“It = v X  I + " ч . * = 2 , 3 , . . „ А / .  (4.46)МО+АМО Р,(0 +/!М0
Значения решения и*, uks , к = 2,3, . . .М  определяются из формул

(4.45) и (4.46), полученных разностной аппроксимацией граничных усло
вий третьего рода (4.12), (4.13).
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Реализация численного алгоритма (4.42)-(4.46) осуществляется сле
дующим образом. Сначала с помощью формулы (4.43) находим значения 
решения на нулевом слое и° , j  = О, N  . На рис. 4.4 узлы нулевого слоя по
мечены х. Далее, используя формулу (4.44), определяем на первом времен
ном слое u'j, j  = О, N  . Узлы первого временного слоя также помечены 
символом х. Последующие вычисления будут осуществляться с помощью 
разностной схемы (4.42). Полагаем в (4.42) к = 1 и вычисляем значения на 
втором временном слое и2, j  = 1, N - 1 .  На рис. 4.4 эти узлы обозначены о. 

Чтобы определить и2, и2 (узлы / и / соответственно), воспользуемся раз
ностными граничными условиями (4.45), (4.46) при к = 2 , т.е.

г _ a i О2) г _____ Ay, (t2)
a , ( t 2) - h a Q(t2) 1 а  , ( * , ) - Аа0 (/2) ’

„2 Р | ( 0  2 Ау2(?2) 

" Ш + Л М О  М О +АМ ' : ) ’
при этом предполагается, что а , ( t2) -  ha0 (t2) Ф 0 , Р, (t2) + h$Q (/2) * 0.

Последующие вычисления и),  и uMt , j  = О, N  , осуществляются 

аналогично определению и]. 

t
А

д— к д— Ь. р - ч М 4
1

!/

Т  ' V ) л. )

Г 1 г 7--- ч

) Кг ^ / \

\  С

р—Т! ’)— t ) К/  ч )  ■ \

, 1
А Ц' ^ ) С. ) <■ у -  S

■Ж X  ) я <Г-^ (— Ж
О 1 L

Рис. 4.4

Исследование устойчивости явной трехслойной схемы для случая треть
ей краевой задачи подробно проведено в [4], а также в [3, с. 210-214].
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(4.47)

4.4. Решение варианта задания

Пример. С помощью явной разностной схемы (4.42) найти численное 
решение первой краевой задачи [1, с. 409-411]:

д2и д2и 5л
— 7 - —^- = 0, 0 < х < я ,  0 < f < — , 
d t 2 д х 2 18
и(х,0)  = s in (x (n -.x :)), 0 < х < п, 

dt

и (0 ,0  = 0, 0 < / < — , 
v '  18

и(п, t) = 0, 0 <  t < — .
V '  18

Отметим, что с2 = 1 , (p(.x;) = s in ( ; t(n - ;c ) ) ,  н/(х) = 0 ,  у, (?) = у2(?) = 0 ,
5Я

L = п , Т = — , a , (?) = р, (?) = 0 , а 0 (?) = [30 (?) = 1. Зададим N  = 18, то-
18

гда пространственный шаг сетки h = . Шаг по времени т, который

п
выбирается из условия устойчивости, равен —  ( М  = 5 ). Запишем теперь

18
алгоритм решения первой краевой задачи (4.17) с помошью явной разно
стной схемы (4.42):

« Г ' = У 2< 1 + ( 2 - 2 У2) М* + уЧ*+1- « Г -
7 = 1.2.......JV-1; * = 1,2........А /-1 ;

к ° = 5 т ( х Д л - х , ) р  = 0 ^ ;  (44g)

и) =и°  + т у у, j  = 0, N; 
м0* =0,  к =0,1, . . . ,А/;

4и* =0 ,  к = 0, М.

т2
Заметим, что при с = 1 параметр у = — . Результаты численных рас

четов приведем в табл. 4.1.

120



Таблица 4.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0,495 0,828 0,980 0,991 0,917 0,812 0,715 0,648 0,624
1 0 0,495 0,828 0,980 0,991 0,917 0,812 0,715 0,648 0,624
2 0 0,333 0,647 0,838 0,907 0,886 0,820 0,746 0,691 0,671
3 0 0,152 0,343 0,574 0,733 0,809 0,819 0,796 0,769 0,758
4 0 0,011 0,079 0,238 0,476 0,667 0,785 0,843 0,863 0,867
5 0 -0,073 -0,094 -0,019 0,172 0,453 0,690 0,852 0,940 0,968

В силу симметричности функции u(x,t) относительно х = — в

табл. 4.1 приведены значения решения для j  от 0 до 9. Численное реше
ние описывает колебание струны, натянутой между точками х = 0 и 
х = я .

4.5. О задании дополнительных граничных условий 
для разностных схем

Ранее рассматривались примеры разностных краевых задач, в которых 
построение разностных краевых условий осуществлялось без особых 
проблем, т.к. для этого необходимо было аппроксимировать дифферен
циальные начальные и граничные условия с определенной точностью. 
Другими словами, разностные краевые условия порождались в этих зада
чах дифференциальными или аналитическими краевыми условиями.

Остановимся теперь на более сложных в этом смысле случаях.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения гиперболического типа

где
Lu = F ,

ди ди 
8t д х ' 
и(х,  0);

(4.49)

[ ф ( * ) ,  - о о  <  х <  оо,г =  0.

Отметим, что u(x, t ) e  Cl ( G) f ) C( G) , G -  {(x,/)| - ° °  < x < oo,/ > 0}.
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Построим двухслойную разностную схему первого порядка точности 
по т и h с шаблоном

2 *
III*х ------ к

о 1 ■

уголок «правый», аппроксимирующую дифференциальную задачу (4.49). 
Покроем область G регулярной сеткой 55йт = х cot , где 

= xi ~ ;  = 0 ,± 1 ,± 2 ,...} , со, = {/*| tk = к-т, к = 0 ,1 ,2 ,...} . Коор

динаты узлов, входящих в шаблон, приведем ниже:
V(xj , tk) , \ { x } +h, tk) ,  2 ( x j ,tk +x) .

Для построения разностной схемы с заданным шаблоном воспользу
емся методом неопределенных коэффициентов. Положим

Х с ^ = / ; + 0 ( т 2 +Лг) (4.50)
О

или

с„“ (*я'*) + с 1 u{xi +h>tk) + c2u{xj>tk+x) = <\ ^ ~ ^ j  + o ( z 2+h2).

Предположим, что и(х, t) е  С22 ( G ) . Применим формулу Тейлора к функции 

u( x , t ) из последнего соотношения в окрестности узла {xp tk) . Будем иметь

с0и (xj , tk) + с, [и (xj,  tk) + h — + 0 ( h 2)] +

. . du(x, , tk) ,
+ с г[ и { Х],1к) +  т----- - ----- +  o ( t  ) ]= (4.51)

du(Xj,tk) du(Xj,tk) 

dt dx

. du(x, , tk) du{x, , tk\
Отсюда, приравнивая коэффициенты при u(x, , tk I,— --------— — — - в

'  '  dx dt
левой и правой частях (4.51), получим следующую СЛАУ для нахожде
ния неизвестных коэффициентов с; , 7 = 0, 1, 2 :
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«( xj ’ h ) >

ди ( V * )
дх

ди [Х.П(к )
dt

с0 + с, + Cj = О, 

с, А = -1 , 

сг т =1,

Из последних двух уравнений имеем с, = — , с, = -  . Из первого урав-
h т

нения системы получим
1 1

С °  ~  +  и  ' т п
После подстановки значений с,, / = 0 ,2, в (4.50) построим следующую 
разностную схему:

V I "/ _ гк
к*1 к к к Uj ~Uj u ,^ - u

h (4.52)
u °i = Фя J  ~  0,±1,±2, —

Разностная схема (4.52) называется схемой против потока: направле
ние потока определяется знаком коэффициента при правой разностной 
производной, а он равен (-1) < 0. При применении правой разностной 
производной используются значения сеточных функций и/+| и uj , при
чем uJ+l вычисляется в узле х /+|, расположенном справа относительно 
узла xf (в направлении, противоположном потоку).

н апр авлени е п отока

1 ----------------1--------------xj xj +1

Если вместо правой пространственной разности использовать левую,
и, -  и, |

т.е. ------- —̂ , то значение функции иь , будет вычисляться в узле ,

123



расположенном слева от узла х} (в направлении, совпадающем с направ
лением потока). Отсюда название схемы как схемы по потоку.

Алгоритм реш ения задачи Кош и

Решение разностной задачи осуществляется слоями по времени. Для 
этого разрешаем (4.52) относительно ы*+|:

где у = —. 
h

Чтобы определить значения и \, j  = 0,±1,±2,. . . ,  из (4.53) при к - О, 
надо знать значения решения на нулевом горизонтальном слое. Значения 
м°, j  = 0,±1,±2,. . . ,  определяются из начального условия. Далее находят

и], j  = 0,±1,±2,... через и) , j  = 0,±1,±2,... и т.д.
Следует отметить, что разностная задача (4.52) аппроксимирует диф

ференциальную задачу Коши с порядком 0 (т  + h ) .
При численном решении задачи (4.53) шаг по времени определяется 

из условия устойчивости схемы.
Для исследования устойчивости явной разностной схемы (4.52) по на

чальным данным ищем частное решение в виде

’ (4.53)

х

(4.54)
Тогда имеем

т h
Из последнего соотношения получаем

X = 1 -  у(1 -  cos ф) + /у sin ф . 
Оценим К по модулю:



|Л.| < 1, если 1—у > 0 . Отсюда следует, что у < 1 или < 1.

Схема условно устойчива. Из аппроксимации и устойчивости следует 
сходимость решения разностной задачи к решению дифференциальной. 
Условие у < 1 обеспечивает монотонность разностной схемы (4.53) [5, 
с. 304-308].

Нетрудно показать, что при использовании схемы по потоку условие 
устойчивости не выполняется.

4.5.1. Дополнительные граничные условия (ДГУ). 
Понятие о ДГУ

Понятие о дополнительных граничных условиях (ДГУ) вводится в 
[8, с. 317-323] на примере краевой задачи первого рода для простейшего

_ ди ди . _
модельного уравнения гиперболического типа —  = а — , а > 0. В каче-

dt дх
стве разностной схемы изучается схема с двусторонним шаблоном 
[8, с. 317]:

и " 1 (*) = $*«" (*)•
В данном разделе рассматривается линейное уравнение переноса ги

перболического типа

—  -в , —  = 0 , а, > 0 ,  0 < х < 1, f > 0 ,  (4.55)
dt дх

с начальным
и ( х ,0 )  =  ср(х) (4 .56)

и граничным
и(1,0 = 0 (4.57)

условиями.
Заметим, что уравнение (4.55) имеет характеристики х + axt = const, 

которые приходят на левую границу х = 0 (рис. 4.5).
Решение задачи (4.55)-(4.57) постоянно вдоль характеристики и пол

ностью определяется заданием начальных и граничных условий. При 
условии согласования начального и граничного условий данная диффе
ренциальная задача корректно поставлена в Ь2 [8, с. 317].
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Рис. 4.5

Определим решение поставленной задачи численно. Для этого покро
ем область G = {(*,г)10 < л:< 1, 0 < t < T }  равномерной сеткой

ш/п = ш/, х шт с шагами h и т по оси Ох и Ot  соответственно, где

числения будем проводить по схеме Лакса-Вендроффа второго порядка 
точности [7, с. 53-55]:

условиями.
Заметим, что расчеты по формулам (4.58)-(4.60) невозможны, так как 

для определения значения ы„+| необходимо задать дополнительное гра
ничное условие (ДГУ).

Рассмотрим три способа задания ДГУ:

Вы-

(4.58)

с начальным
=Фj ,  j  = 0,N , (4.59)

и граничным
и* = 0 , к = \ , М , (4.60)

1) и0*+,= и ^ ';
2) ик0+,= и { ;

(4.61)

(4.62)

(4.63)

1 2 6



ДГУ 1 и 2 представляют собой экстраполяцию по пространству и по 
времени-пространству, а ДГУ 3 -  разностную схему уголок «правый».

Численные расчеты задачи (4.58)--(4.60) с ДГУ (4.61)—(4.63) проводи
лись с шагами х и h , удовлетворяющими условию устойчивости

Результаты решения задачи (4.58)—(4.61) носят устойчивый характер, 
но точность расчетов на левой границе недостаточная. Счет по схеме 
Лакса-Вендроффа с использованием ДГУ (4.62) устойчив, но не доста
точна точность расчетов на левой границе. И, наконец, вычисления с ис
пользованием ДГУ (4.63) дают удовлетворительные результаты и в 
смысле устойчивости, и в смысле точности. Как видим, подбор ДГУ 
влияет как на точность вычислений, так и на устойчивость.

Погрешность аппроксимации разностной схемы Лакса-Вендроффа
есть 0 (V  +/г2) ,  а начальных условий равна нулю. Оценим погрешность 

аппроксимации ДГУ (4.61). Составим функцию погрешности, предпола
гая, что u(x,t) е С' ( G ) :

Vi f a Л +i ) = “ (°>r*+ i)-«(*.**♦! )•
Применим к функции u(h, tk+l) формулу Тейлора в окрестности узла 

(О,tk+l) .  Получим

УI (0. t„+\) = и (0, ) ~ и (о, ) -  ь ди ^ ,

е (0 ,/г). Следовательно, погрешность аппроксимации ДГУ (4.61) име

ет порядок 0 ( h ) .

Составим функцию погрешности для (4.62):
4'i (0,/*+i) = «(0,/*+1) - k(A,/4).

Предположим, что u(x,t) е C \ { G ) , Применим формулу Тейлора к функ
ции u(h, tk) из у 2(0 ,^+1) в окрестности узла (0,tk+]) .  Получим

где е (0 ,А), л, е0*,**+1).
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Имеем, что погрешность аппроксимации для (4.62) есть 0 (т  + h). Для 
ДГУ (4.63) запишем функцию погрешности аппроксимации:

(0,<‘*+|) = и(0,г*+1) - и ( 0 , / 4) + 1(и(Л ,г4) -и (0 ,г * ) ) .

Предполагая, что u(x,t) е С \ (G ) , и применяя формулу Тейлора в окрест
ности узла (0,?4+|) , можно показать, что

Уз ( ° Л +1) = 0 ( т 2+/г2).
Таким образом, во всех трех случаях аппроксимация на границе имеет 

место, но в случае ДГУ (4.61) и (4.62) погрешность аппроксимации на 
левой границе больше, чем для схемы и начальных условий. Применение 
ДГУ (4.61)-(4.62) ведет к потере точности. Для ДГУ (4.63) численные 
результаты оказались наилучшими в смысле близости к точному реше
нию [9].

Изложим прием, позволяющий расширить класс нестационарных за
дач, для исследования которых может применяться спектральный при
знак устойчивости. В частности, его можно применять к задачам с огра
ниченной областью задания, когда граничные условия задаются не толь
ко в начальный момент времени, но и на боковых границах.

Этот подход основан на признаке Бабенко-Ггльфанда, подробное из
ложение которого можно найти в [6, с. 243-251]. Рассмотрим основные 
положения этого признака на примере задачи (4.58)-(4.60). Необходимый 
признак Бабенко-Ггльфанда дополняется исследованиями Крайса, Сунд- 
стрема и Густаффсона [9, 10].

4.5.2. А н али з норм альны х м о д

Признак Бабенко-Гельфанда состоит в том, что разностная краевая 
задача расчленяется на три задачи: задачу Коши (левая и правая грани
цы области удалены в -°о и +оо соответственно); задачу с левой грани
цей (правая граница удалена в -к»); задачу с правой границей (левая уст
ремлена в -оо), Оценивается спектр каждой из трех новых задач. Необ
ходимое условие устойчивости получается как объединение спектров 
всех трех задач, которое должно лежать в единичном круге [6, с. 245]. 
Запишем три вспомогательные задачи для разностной задачи (4.58)- 
(4.61).

Задача I. Задача Коши получается из рассматриваемой краевой зада
чи, если обе границы одновременно удаляются в бесконечность, и задача
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рассматривается для таких значений и*, для которых |и* | < К , j  -> ±00, 

К  = const > 0 :

Задача II (только с правой границей). Получается из исходной зада
чи, если левая граница удалена в -оо и рассматривается для сеточных 
функций ы*, для которых |и*| —> 0 при j  -> -оо :

м* I -» 0 при j  ->  -оо.

Задача III (только с левой границей). Получается из исходной зада
чи, если правая граница области удаляется в -ко и рассматривается для 
таких сеточных функций, для которых |и* | -> 0 при j  -> +00 :

X. Крайсс, Б. Густаффсон, А. Сундстрём [10] усилили необходимый 
признак устойчивости Бабенко-Гельфанда, потребовав, чтобы не просто 
спектр трех задач лежал внутри круга |Л,| < 1, но чтобы не существовало 
обобщенных решений для второй и третьей вспомогательных задач, со
ответствующих |Л.| = 1 (критерий К.Г.С.).

Определение 2  [9]. Обобщенное решение -  это решение, для которого 
не выполнено условие jм* | —>• 0 при _/—>+<» ( - » ) ,  но которое может

j  — 0,±1,±2...... к =0 ,1 ,2 ,...;
“ / =Ф,> ;' = о,±1,±2,...,

|м*|< а:, у = 0,±1,±2,..., Л = 1,2, —

(4.64)

j  =..., —2,—1,0 ,...,jV — 1, Л = 0,1,2, 
ик„ =0, А = 1,2,...,

(4.65)

(4.66)

|м* j -> 0 при j  ->  +00,
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быть получено как предельное из тех решений, для которых это условие 
выполнено, а |^| > 1.

Метод исследования устойчивости на основе определения 2 называет
ся анализом нормальных мод [10]. Применим этот метод к исследованию 
устойчивости разностной задачи (4.58)—(4.61). Сначала, в соответствии с 
признаком Бабенко-Гельфанда, расчленяем задачу на три вспомогатель
ные (4.64), (4.65), (4.66).

I. Задача Коши. Спектр этой задачи -  множество таких чисел X, что 
сеточная функция и* = a'kkwj есть решение задачи (4.64), ограниченное 
при j  -> ±оо.

Подставим и) = aXkWj в разностную схему:

a \ k* ' w i - a X kw t . , . w,t l -2 w ,+ w , ,
---------1---------- J- - aa.X -----J—  - xa'aXk {----- J—  = 0 .

т ' 2h ' 2 h2
Из последнего соотношения следует

V
( X - l ) w j  - - ( w y+1 - w , . , ) - — (w/tl - 2wj + wM ) = 0,

1 2 (4.67)
т

Y = - a ,

резольвентное уравнение [9]. Оно представляет собой однородное разно
стное уравнение второго порядка. Сеточная функция ик = a XkqJ являет
ся решением (4.67), если X и q связаны между собой характеристическим 
уравнением

■ss 1 1
- ( .  l )  
q - 2 + —

ОII

V Я) 2 1 Я;
(4.68)

Решение задачи Коши вида ик -  aXkqJ будет ограничено при 

j  -» ±оо , если \q\ = 1, т.е. q = e‘v . Итак, для оценки спектра первой вспо

могательной задачи надо искать ее решение в виде и* = аХкеи<р.

Из (4.68), очевидно, следует

\  = 1 -2 у 2 sin2- |  +/у sin ср.

|^j < 1, если у2 < 1 или
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II. Задача только с правой границей. На этой границе задано ус
ловие uN = 0 .  Характеристическое уравнение (4.68) имеет комплекс
ный корень. Решение второй вспомогательной задачи вида uk -  aXkqJ 
должно стремиться к 0 при j  -* -оо. Последнее условие выполняется, 

если |<?| > 1 ■ Нетривиальных решений указанного вида для задачи с 

правой границей не существует, т.к. при х = 1 ukN = 0 .
III. Задача только с левой границей. Решение, стремящееся к нулю 

при j  -» +оо, имеет следующий вид:

и } = с Л У ,М < 1 -  (4.69)
Подставим (4.69) в левое граничное условие

и*+,=и*+1.
Далее имеем

aXk+' = aXk*'q.
Так как а  ф 0 , X ф 0 , то получим

<7 -1  = 0 или q = 1.
Решение, удовлетворяющее левому ДГУ, имеет следующую структуру:

и) = аХк ,

причем |м*| не стремится к нулю при j - > +  оо. Определим из (4.68) X,  

соответствующее q -  1. Имеем
Х = \ .

Посмотрим, как получается обобщенное решение, соответствующее 
\q\ - 1: как предел тех решений, для которых | \ |  > 1 и |<у| < 1, или тех, для

которых |\ |  > 1 и \q\ > 1.
Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим случай, когда X = 1. По

лагаем X = 1 + е , где е > 0 и е « 1  -  малая величина; q = 1 + 8 . Известно,

что |5| « 1 ,  а знак 8 надо определить, чтобы ответить на поставленный
вопрос. Подставляя X и q в (4.68) и пренебрегая членами второго поряд
ка малости, получим

1 Л. К___L_ 1 У ( Л I К Л , ^(1 + е _ 1 )_ ±  1 + 6 ----------- U  1 + 8 - 2  + —— = 0 .
2 V 1 + 5 J 2 {  1 + 8.

е -  у8 * 0 .

131



£ « уб .

Так как s > 0, то из последнего соотношения следует, что 5 > 0 . Это зна
чит, что q = 1 + 5 будет иметь |<:/| > 1. Последнее означает, что обобщен

ное решение к* = a k kqJ , соответствующее q = 1, X = 1, получается как 

предельное тех решений, для которых |t/| > 1. Следовательно, для этого
случая выполнен необходимый критерий устойчивости К.Г.С. Численные 
расчеты подтверждают это [9].

Объединение спектров трех вспомогательных задач дает условие ус

тойчивости —\а. I < 1. 
h 1 "

Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что для задач 
(4.58)-(4.60), (4.62) и (4.58>—(4.60), (4.63) также выполняется необходимый 
критерий устойчивости К.Г.С. Необходимый критерий устойчивости 
К.Г.С. является и достаточным для устойчивости в специальной норме [9].

Отметим, что изложенный признак устойчивости для нестационарных 
разностных задач с граничными условиями может применяться в случае 
краевых задач для систем разностных уравнений [6, с. 249, 396-403]. 
В этом случае схемы, удовлетворяющие необходимому условию фон 
Неймана, часто бывают неустойчивыми из-за неудачного выбора ДГУ или 
неудачной аппроксимации граничных условий. В таких ситуациях важно 
уметь подбирать разностные схемы, свободные от этого недостатка.

Или

4.5.3. Решение варианта задания

Требуется найти численное решение первой краевой задачи

—  + а, —  = 0, а, > 0,0 < х < 1, t > 0, 
dt дх

с начальным
и(х, 0) = ф(х)

и граничным
и(0,0 = 0

условиями.
Заметим, что уравнение переноса имеет характеристики 

x - a tt = const, которые приходят на правую границу х = 1 .
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Решение поставленной задачи постоянно вдоль характеристики и це
ликом определяется заданными начальными и граничными условиями. 
Как было ранее отмечено, при условии согласования начального и гра
ничного условий данная краевая задача корректно поставлена в 12.

Для нахождения численного решения указанной задачи покроем об
ласть G = {(* ,0 |0  5 х < 1,0 < t < Т) равномерной сеткой сойт=шЛхсог с 

шагами h и т по оси Ох и Ot соответственно, где 

гаЛ = { д ф , = j - h , j  = 0 , N, h  = - j ^ , a x = { t k \tk = к-т,к = 0 , . . ,М].

Вычисления будут проводиться по схеме второго порядка «leap -  
frog» [8, с. 313, 315]:

+ а ,— -----—  = 0,7 = l , N - \ ; к  = \ , М  -1.
2т ' 2 h

Эта схема условно устойчива по начальным данным, у нее отсутствует 
схемная вязкость и поэтому при решении прикладных задач газовой ди
намики требуется использовать механизмы монотонизации данной раз
ностной схемы.

Схема «leap -  frog» представляет не столько практический, сколько 
теоретический интерес с точки зрения иллюстрации вопросов, связанных 
с использованием трехслойных разностных схем. Например, для числен
ного решения поставленной краевой задачи требуется задать дополни
тельное условие на первом временном слое. Кроме того, для нахождения 
численного решения в узле xN в момент времени tk+] необходимо задать 
ДГУ на правой границе.

Запишем разностную краевую задачу:
w*+1 - и к~' ик̂ - и кп  -----------  ------------

2т 2 h
с начальным

и* = Фj > и) = Фу + та, Фj ,7 = 0, N,
и граничным

ик„ = 0 , к = Х м ,
условиями.

Аналогично ранее рассмотренному случаю будем использовать три 
типа ДГУ на правой границе:

1) « Г
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2) « Г  = 4 . , ;
3) = ы* + к м* - м*_,).
Погрешность аппроксимации разностной схемы «leap -  frog» есть ве

личина порядка 0(т2 + И2) , а для начальных условий равна нулю. По
грешность аппроксимации ДГУ (4.61), как было ранее показано, равна 
0 ( h ) . Для ДГУ (4.62) -  0 (т + И), а для ДГУ (4.63) -  0 ( т2 + h2) .

Исследуем на устойчивость разностную краевую задачу с помощью 
анализа нормальных мод. Для этого разобьем указанную задачу на три.

Задача I. Задача Коши.

о,
2т 2h

j  = 0,±1,±2,...;* = 1,2,...;

и) =Фj , u'j =ф7 + т ф . , ]  = 0,±1,±2,...,

|м*| < K , j  = 0,±1,±2,..., А = 1,2,....

Она получается из вышеприведенной краевой задачи, если обе границы 
одновременно удаляются в бесконечность и задача рассматривается для 
таких значений и*, для которых | и* | < K , j  -> ±оо, К = const > 0.

Задача II (только с правой границей).

2т ' 2 h 
J = 2,-1,0,1, . . . ,N-V,k = 1,2,...;

ик; '  =«*:■„*= i,2 ,...;
|м* | —> 0 при j  оо.

Задача получается из исходной, если левая граница удалена в -оо и рас
сматривается для сеточных функций к* , для которых |и* | —> 0 при 

у -оо .
Задача III (только с левой границей). Получается из исходной зада

чи, если правая граница области удаляется в +оо и рассматривается для 
таких сеточных функций, для которых |и* -» о| при j  -> +оо .

—-------—  + а ,—------ —  = 0,
2т 1 2h
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j  = 1,2,...,Л = 1,2,...;

uo*‘ = 0 , k  =  1 ,2 , . . . ;

|м* I —> 0 при j  - >  +oo .

Сначала исследуем на устойчивость задачу I (Коши). Спектр этой за
дачи -  множество таких чисел X , что сеточная функция ик = a XkWj есть 
решение задачи Коши, ограниченное при J ->  ±оо .

Подставим и* = aXkWj в разностную схему:

aX*+lw. — a ^ 'w ,  , w,.. - w ,  .
---------------1--------------------L+ a a xk- ± l -------- i ±  =  0 ,

2x 1 2 h
Из последнего соотношения следует резольвентное уравнение [9]:

( k “ )W ;+ rO v 1-w >_, )==<>,

Это однородное разностное уравнение второго порядка. Сеточная функ
ция и* = a XkqJ является решением резольвентного уравнения, если X и 
q связаны между собой характеристическим уравнением

X + y 0 ? - i ) - i  = 0. 
q X

Решение задачи Коши вид,а ик = оiXkqJ будет ограничено при 

j  - »  ± оо , если |<grj =  1 , т.е. q -  e"f . Итак, для оценки спектра первой вспо

могательной задачи надо искать ее решение в виде ик = aXkew  . Тогда из 
характеристического уравнения, очевидно, следует

\  + у ( е » =
X

или
X2 + X2iy sin ф - 1 = 0 .

Х12 = -/у  sinф± \ J \ - y 2 sin2 ф.
Корни характеристического уравнения будут комплексными, если 

1 -  у2 sin2 ф > 0 . Из этого неравенства следует, что у < 1 . Более подробно 
неравенство можно переписать в виде
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Очевидно, что |Л| = 1.
Исследование спектра второй вспомогательной задачи (только с пра

вой границей) начинается с получения характеристического уравнения 
для ДГУ (4.61). Решение второй вспомогательной задачи вида 
ик = a XkqJ должно стремиться к нулю при j  -» -оо . Последнее условие

выполняется, если |g| > 1. Подставляя решение указанного вида в (4.61), 
получим q = 1. Отсюда следует, что решение, удовлетворяющее правому 
ДГУ, имеет следующую структуру:

и) = аХк ,

причем |ик | не стремится к нулю при j  -> -оо . Определим из характери

стического уравнения для базовой разностной схемы X,  соответствую
щее <7 = 1. Имеем

?i2 - l  = 0.
Отсюда следует, что

Х = ± \ .
Посмотрим, как получается обобщенное решение, соответствующее 

q = 1: как предел тех решений, для которых |Х| > 1 и |<у| < 1, или тех, для

которых |^| > 1 и |<у| > 1.
Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим случай, когда X = -1 .  По

лагаем X = -1 -  е , где е > 0 и е «  1 -  малая величина; q  = 1 + 5 . Извест
но, что |8| «  1, а знак 5 надо определить, чтобы ответить на поставлен
ный вопрос. Подставляя X и q в характеристическое уравнение схемы 
«leap -  frog», получим

1 + 2е + 8 -  2у5 - 1 - 8 * 0
или

е  *  8у  .

Так как s > 0  и у > 0 ,т о  8 > 0 .  Отсюда следует, что |^| > 1. Необходимое
условие устойчивости К.Г.С. не выполняется.

Для третьей вспомогательной задачи на левой границе задано условие 
ик = 0 . Решение этой задачи вида ик = aXkqJ должно стремиться к нулю
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при j  -> +00 . Последнее условие выполняется, если |<7| < 1 • Характери
стическое уравнение базовой схемы «leap -  frog» для каждого X имеет 
два корня q]tq2 , причем ql q1 = \ .

Нетривиальных решений с \q\ < 1, удовлетворяющих граничному ус

ловию и* = 0, не существует.
Применим анализ нормальных мод к исследованию устойчивости ра

нее поставленной разностной задачи с ДГУ (4.62). Алгоритм исследова
ния: задача расчленяется на три вспомогательные, причем задача I и за
дача III будут такими же, как и в ранее рассмотренном случае. Исследо
вание этих задач рассмотрено ранее. Остановимся на задаче II.

Задача II (с правой границей) вычленяется из нашей задачи, если уст
ремить левую границу в -оо . Задача рассматривается для сеточных функ
ций, для которых |м* | 0 при j  ->  -оо :

2т ' 2  h
j  = ...,-1,0, . . . ,N- ] ,  к = 1,2,...; (4,70)

= 1,2,...;

|ы* | —> 0 при j  —» -оо.

Решение и* = aXkqJ стремится к нулю при j  -> - о о , если \q\ > 1. При 

подстановке ик в правое граничное условие ukN*' = ы* получим уравнение
X - q  = 0 . (4.71)

Отсюда следует, что X = q . Подставляя X = q в характеристическое 
уравнение схемы «leap -  frog», будем иметь

' - ± . 0 .q + y

или

—  <7 
Я  J Я

яг= \ .

Тогда д, = 1, q2 = -1 ,  соответственно А., = 1, Х,2 = -1 .
Рассмотрим случай А, = 1, qt = 1. Проверим, как получается обоб

щенное решение, соответствующее д, = 1.
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Полагаем =1 + е ,  где е > 0  -  малая величина и е « 1 ;  qx =1 + 8, 
причем |5| « 1 .  Знак 8 необходимо определить, чтобы ответить на выше- 

поставленный вопрос. Подставим X., и д, в (4.71) (или в характеристическое 
уравнение базовой схемы). Получим

е - 8  = 0 ,
или

е = 8.
Так как е > 0, то 8 > 0 и |<7,| > 1. Это значит, что обобщенное реше

ние, соответствующее qt = 1, Л., = 1, получается как предельное тех ре
шений, для которых |^| > 1. Следовательно, для этого случая выполнен 
необходимый критерий устойчивости К.Г.С.

Исследуем второй случай: \ 2 = - 1 ,  q2 - ~ 1. Полагаем Х2 = — 1 — е ,
е > 0 , s «  1; q2 = - 1 - 8 ,  |8| « 1 .  Подставим Х2 и q2 в (4.71):

—1 — е — (—1 — S) = 0 .

Тогда -е  = - 8 .  Отсюда следует, что 8 > 0  или |^2| > 1. Необходимый
критерий устойчивости К.Г.С. выполняется и для второго случая.

Анализ нормальных мод показал, что для рассмотренной разностной 
задачи с ДГУ вида (4.62) выполнен необходимый критерий К.Г.С. Этот 
критерий является и достаточным для устойчивости в специальной норме
[9]. Аналогичным образом можно показать, что для рассмотренной раз
ностной задачи с ДГУ вида (4.63) также выполняется необходимый кри
терий устойчивости К.Г.С.

Численные расчеты разностной краевой задачи с использованием 
схемы «leap -  frog» и ДГУ вида (4.61) на правой границе показали, что 
решение растет экспоненциально, то есть применение этого ДГУ приво
дит к неустойчивости. Это подтверждают результаты теоретического 
исследования. Счет по схеме «leap -  frog» с использованием ДГУ (4.62) 
на правой границе устойчив, но точность расчетов на правой границе 
недостаточная. И, наконец, вычисление с использованием ДГУ вида 
(4.63) дает удовлетворительные результаты и в смысле устойчивости, и в 
смысле точности, что подтверждает правильность проведенных теорети
ческих исследований. Как видим, выбор ДГУ влияет как на точность вы
числений, так и на устойчивость.

В заключение отметим, что изложенный признак устойчивости для 
нестационарных разностных задач с граничными условиями может при
меняться в случае краевых задач для систем разностных уравнений
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[6, с. 249, 396-403]. В этом случае схемы, удовлетворяющие необходи
мому условию Неймана, часто бывают неустойчивыми из-за неудачного 
выбора ДГУ или неудачной аппроксимации граничных условий. В таких 
ситуациях важно уметь подбирать разностные схемы, свободные от этого 
недостатка.

4.6. Численные методы решения задач 
математической физики для случая трех 

независимых переменных

Сформулируем краевые задачи с тремя независимыми переменными 
х, у , t, где х , у -  пространственные координаты, a t -  время.

Рис. 4.6

Решение рассматриваемых задач в общем случае определяется в ци
линдрической области (рис. 4.6).

4.6.1. Постановка краевых задач для двумерного 
волнового уравнения

Дано двумерное волновое уравнение
д ги 
dt2

д2и д2и 
дх2 ду2

{ х , у ) е П ,  г е (0 ,Г ) ,  (4.72)
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I \ 2 T ~ где u = u ( x , y , t ) , с = —, T -  проекция вектора натяжения на плоскость
Р

О ху , р -  поверхностная плотность мембраны. Уравнение (4.72) описы
вает малые поперечные колебания.

П ервая краевая задача

Дано уравнение
д2и i f  д2и д2и'\ , ч _ 

( x , y , t ) e G
dt2 с\ д х 2 + ду2

Требуется найти функцию u(x,y, t )  е C22 J(G )n C l0 0(G), удовлетворяю
щую уравнению, а также начальным

и( х , у , 0) = ф(дг,>>), (х,.у) е Q,

ди(х, у ,0)  w  -  (4-73)
— Ч ----- i  = ( х , у ) е п ,

Ot

и граничным
u{x, y , t )  = v (x ,>>,/), ( х , у )  е Г, 0 < t < Т , 

условиям. В (4.73) ф(*,.у), v|/(x,_y), v(x ,> \/) -  заданные функции, 

G = {(*,.У,')| (х , у ) е Q, t  € (0,7’) J , G = GU3G .

Вт орая краевая задача

Требуется определить функцию u(x,y, t )  е  С22,2 (G) П С,11 (G ), удовле
творяющую волновому уравнению

д2и г (  д2и д2и ^
дх2 + V

; ( x , y , t ) e G ,

начальным условиям
и(*,.у,0) = ф(*,.у), ( х , у ) е  Q,

dt
и граничному условию
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ди(х у , t) ^ ^  ^  (х ,.у )б Г , 0 < t < T  . 
on

В граничном условии задается производная в направлении внешней нор
мали.

Третья краевая задача

Ищется функция M(x,>,,? )eC 22'2(G )riC 1l'l(G), удовлетворяющая урав
нению

г.. С а 2. . д2 .Лд и 
dt1 С

д2и д2и 
[ д х 2 + ду2

; ( x , y , t ) e G ,

начальным

и граничному
ди(х,  y , t )

а,

и( х , у , 0) = ф(х,.у), ( х , у )  е Q,

5и(;с,,у,0) / w  ч -  (4-75)
— ~ = у { х , у ) ,  (х , у ) е П,

Ot

+ р,и(х,>\г) = у| (я:,.у,г), (х ,.у )е Г , 0 < t  <Т,
1 дп 

условиям.
Отметим, что а , ,  р, -  заданные числа ( а 2 + р 2 > 0 ) или, в более об

щем виде, это функции от t.

4.6.2. Постановка задачи для двумерного уравнения переноса 

Рассматривается двумерное уравнение переноса

^ -  + с{^ -  + с2^ -  = f ( x , y , t ) ,  (х, у)<ЕП,  t e ( 0 , T ) .  (4.76) 
dt дх ду

Здесь и = u ( x , y , t ) ; с ,, с2 -  скорости переноса по осям ох и оу соответ

ственно, f ( x , y , t )  -  заданная функция. С помощью этого уравнения опи
сываются многие физические процессы. Например, в атмосфере [7], в 
газах (теплопроводность) и другие [1, с. 447-448].
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Первая краевая задача

Требуется найти функцию u( x , y , t ) ,  удовлетворяющую уравнению 
переноса

ди ди ди . , ч _ ч
-Г-+С,— + с2 — = / ,  e Q x  0 ,7  ,
at дх ду

начальному
и(х, у , 0)  = ц>(х,у), ( x , y ) e Q , (4.77)

и граничному
u(x, y , t )  = v ( x , y , t ) ,  (х ,> -)еГ , 0 < t < T ,  

условиям. Здесь с ,= с 2 = 1, v ( x , y , t )  -  заданные функции,

G = « x (0 ,7 ’), G = G [ j d G ,  £} = £2U r.

4.6.3. Разностные методы решения краевых задач 
(двумерный случай)

Для простоты изложения предполагается, что область G , где нахо
дится решение, представляет собой параллелепипед со следующими зна
чениями характеристических параметров: длина -  L, ширина D и высота
Т (рис. 4.7). Покроем G равномерной сеткой

^  = { { x j , y k,tn)\xj  = jhx,0  й j  < N t-

y k = k-hy, 0 <  k < N2\ tn = m ,  0 < n < M ) ,  

где Лг| , N2 , M  -  целые положительные числа; hx , hy -  шаги простран
ственной сетки по осям Ох и 0у  соответственно; г -  шаг по времени. От
метим, что N\hx = L ; N2hy = D , Мх = Т .

При построении разностных схем решения краевых задач для 
уравнения гиперболического типа (двумерный случай) будем опи
раться на ранее полученные результаты для одномерного случая.
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Обобщая формулы для частных производных, полученные ранее, на 
двумерный случай, будем иметь

„  „ - Ь - С  „и г 9 и Т » ,т т / 2т

и « Z ' - 2 » % + » X . l «%и,-и'м  .
т 2 ’ '  ~  А, ’

*.«■*•1 , , Л + 1 ч , я  « . я  . . . Л + 1 « . " + 1

л _ ;+1> >■* .. _ им  и)-и  л _ JM
И дс ,  ’ “ ж ,  ’ МГ  “  ,

А, К  h

__ “ "+!.* « _  Uj t u  U”-I.k U"jMI .
I 2A. ’ i 2A. ’ '  A.

,  L < i
'  ft, ’ ’ К  ■

*,п ».п - . л + 1 - . я + 1 «.Я Л -  л . п
.. _  Л*+1 Л*-1 « _ UjM\ uj,k- 1 . .. _ uj+i,k 2Uj k +Uj_lk

п и  пи  ’ r i  ~  ; 2 >> 2я^ > 2А̂ , А;
„,я+1 '%iw+1 *,я+1 *.rt Л41я . , и

J7 + >■* -Н»* • _ ЦЛ* + 1 +ЦЛ*-1 .
И] ’ А2

(4.78)
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В формулах (4.78) приведены выражения разностных производных по 
t и по х, у  первого и второго порядка, аппроксимирующие соответствую
щие частные производные. Если в соответствующей формуле из (4.78) в 
знаменателе стоит т , hx , hy , то она имеет первый порядок аппроксима

ции по соответствующим шагам, а если в знаменателе стоит х2 , h] , hy , 

2 т , 2hx, 2hy, то второй порядок [1, с. 453,454].
Построим разностные схемы для первой краевой задачи (4.73) с по

мощью формул (4.78) (для простоты записи и исследований полагаем 
с2 = 1). Имеем

• ,п+1 О-." I
l . k  j , k  J , k U j + l , k ' 2и".к + 1,* " j.k + i

(4.79)

■1.j  = 1, /V, -1, A = 1, N 2 -1, n = 1, M ■
Запишем разностную аппроксимацию начальных и граничных усло

вий (по аналогии с (4.30)):
.0

ui , k ~ uj.k X с2
— — = У , к + —

(  ..о

(4.80)

у = 1,7V, -1; А = 1, TV2 -1.
Разностная аппроксимация граничных условий имеет вид

= v;+1, к = 0 , N2,n = 0 , M -I;

u"+l j ,  ои7« =v"+l,y  = 0 ,^ 1,«  = 0 ,M - l;

= v”+I, k = 0 , N2,n = 0 , M - l ;
(4.81)

у = 0,7V,,« = 0 ,M -1 .
Схема (4.79) использует шаблон, изображенный на рис. 4.8 [1, с. 458]. 
Разностная схема (4.79), а также начальные и граничные условия (4.80)- 

(4.81) имеют второй порядок аппроксимации относительно шагов сетки.
Данная трехслойная схема условно устойчива, т.е. шаги сетки связаны 

условием устойчивости [1, с. 458]:

т < * _1_
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(J,k,n+1) 
f

(j-\,k ,n)
Q-

(/+!,*,«)
-О

( /> ! ,« )
6

(j,k,n-1)
Рис. 4.8

Аналогичным образом можно записать разностную аппроксимацию 
для краевых задач (4.74) и (4.75) [1, с. 458-459].

Рассмотрим краевую задачу первого рода для двумерного уравнения 
переноса [1, с. 454]:

и(х, у , 0)  = <р(х,у), ( х , у )  е [О,X]х[О,Z)] (начальноеусловие); (4.82) 
и (0 ,y , t )  = v, (y , t ) ,  у  е [О,Л/], t е (0,Г] (краевоеусловие); 
u(x,0, t )  = v2 (x, t ), х е [0,1], t € (0,7"] (краевоеусловие), 

где f ( x , y , t ) ,  <р(х,.у), Vj t ) ,  v 2(x, t )  -  заданные функции.
Построим разностную аппроксимацию для задачи (4.82). Воспользуем

ся формулами (4.78), и в результате построим либо явную, либо неявную 
разностные схемы. Приведем неявную схему для уравнения переноса:

Запишем разностную аппроксимацию для начального и граничного усло-

ди ди ди 
dt дх ду

= f ( x , y , t ) ,  (х,.у,?)е(0,1)х(0,£>)х(0,;Г),

(4.83)

вий:

<* = vu> к = °>м 2’0 £ п й М - 1 ; (4.84)

На рис. 4.9 приведен шаблон схемы (4.83), (4.84).
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(/'-1 ,к ,п + 1) • - ( j , k , n + 1)

Рис. 4.9

Можно показать, что разностная схема (4.83), (4.84) абсолютно устой
чива и имеет первый порядок аппроксимации. Алгоритм решения задачи
(4.83), (4.84) можно посмотреть в [1, с. 455].

4.7. Лабораторные задания

Задание. С помощью метода сеток определить решение краевой зада
чи для уравнения колебания струны

д2и д2и ч
—Г = — г + f ( x , t )  
dt2 8х2 К ’

с начальными условиями
м(*,0) = ф(х), 

dt К ’
и граничными условиями

и(0,/)  = у ,(г) , « (l ,f)  = V j(/) .

Решение найти в области G = |(x,f)| 0 < х < 1,0 < t < l |  . Пространст

венный шаг сетки h = 0,1; шаг по времени т выбрать с учетом условия 
устойчивости.

Методом неопределенных коэффициентов построить схему с соответст
вующим шаблоном. Показать сходимость решения разностной задачи к ре
шению дифференциальной [11, с. 292-293; 12, с. 264-265; 13, с. 155-157].

Вариант №  1

ф(х) = х (х  + 0 ,5) ,  •
! \ • • •(дг) = sin X ,

^ W  = °> v2(/) = 2(/ + 0,75), / ( * , 0  = 0.
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ф(х) = s in - j* ,

V|/(jc) = JC,

v,(?) = 0 , v2 (?) = 1 +?, f ( x , t )  = 0 .

Вариант №  3

ф(л:) - xsin тсс, 

ф(х) = (х + 1),

vi fa )=  ̂* vi ( 0 = 0 > / f a O ^ 0 -

Вариант Ns 4

71
ф(л:) = ( l  + Jt)sin  — x ,

\|/(л;) = л: + 1, 

v, (?) = 0 , v2 (?) = / + 2 , f ( x , t )  = 0 .

Вариант №  5

7Z
ф(дс) = (1 -x )s in  — x ,

y ( x )  = x ,  

v ,(/)  = 0 , v2 (?) = 0 , f ( x , t )  = 0 .

Вариант №  6

ф(х) = (1 -х ) (1 -х ) ,  

ц/(х) = 1 + s in x , 

v, (0  = 1. v2 ( t ) = 0,251 , / f a ? )  = 0 .

Вариант №  2



Вариант №  7

ф(х) = 0,25(x + l ) , 

ф (х) = s in x , 

v, (?) = 0,25 , v2 (?) = 0,5 , / (x,?) = 0 .

Вариант Ns 8

ф(х) = (x + 0,25)(x + 2 ) , 

ф (х) = co sx , 

v, (?) = 0,5, v2 (?) = 3,75 , / (x, ?) = 0 .

Вариант №  9

ф(х) = 0,2(х + 1), 

y (x )  = x s in x , 

v,(?) = 0,2 + ?, v2(?) = 0 ,4 , / (x ,? )  = 0 .

Вариант № 1 0  

ф(х) = (x + 2)(x + 1 ), 

y (x )  = 2cos^x + -^ j, 

v,(?) = 2 , v2 (?) = 4 ,5 -2 ? , / ( x , ?) = * + ?.

Вариант №  11

ф(дс) = (1 + х ) с о в ^ ^ ,

y (x )  = x + \ , 

v,(?) = ? + l ,  v2 (?) = 0 , f ( x , t )  = x + t .

• • •

• • •

• • •

• • •
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ф(х) = (1,1х+1,1) sin тех, 

ф (х) = 0 ,

vi(?) = °> v2 ( 0  = 0 > f ( x , t )  = 2(x + t) .

Вариант № 1 3

ф(х) = (0,5x + l)sin7ix, 

i|/(x) = 0,5л:, 

v,(?) = 0 , v2 (?) = О, f ( x , t )  = 2(x + t ) .

Вариант № 1 4

ф(х) = (х2 +0 ,5 )sin ra :, 

ц/(х) = 0,3х, 

v1(?) = ° ,  v2(?) = О, / (х ,? )  = х + ?.

Вариант № 1 5  

ф(х) = (0,5л:2 +0,4)е~х ,

Н/(х) = 0 ,

vi (?) = 0 ,4 , v2 (?) = 0,9 -е '1, / (х ,? )  = х2 -0 ,5?2.

Вариант №  16

ф ( х )  =  ( 1 , 2 х 2 + 0 , 8 ) е ~ \  

ф(х) = 0,5, 

v i ( ? )  =  0 , 8  , v 2 (? )  =  2 - е ' 1, / ( х , ? )  =  х 2 + t2.
Вариант № 1 7  

ф(х) = (1 + х ) - ',  

ф(х) = -0,5(1 +х)~2,

Вариант № 1 2
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v ,(0  = (0,5/ + l)"1, v2 (?) = (0,5/ + 2)~ ', 

/ ( x , f )  = -l,5 -(jr  + r + l ) '2.

Вариант № 1 8

ф(х) = (х + 0 , 5 ) ' ' , 

у (х )  = - ( х  + 0 ,5)*\

, (/) = (0 ,21 + 0 ,5 ) '1, v2 (/) = (0,2t +1,5)' 

f ( x , t )  = 0,5.

Вариант №  19

ф(*) =

у(лг) = -

0,2x + l
0,2х

• • •

• •

• •

(0,2х + 1) 

v ,(f) = 0 , v2 (/) = (0,2(/ + l) + l)’ 1,

У(л:,/) = 0,4 (0,2(дг + /) + 1 )2.

Вариант № 2 0

ф(*) = е0'5' ,  
y ( x )  = 0,5e°'i x , 

v1(0  = e0-5',  v2(/) = e0-*+‘\ / ( j c , / )  = l .
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5. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

5.1. Основные виды линейных интегральных уравнений

Интегральными уравнениями называют уравнения, содержащие неиз
вестную функцию под знаком определенного интеграла [1—8].

Отметим, что к решению интегральных уравнений приводят многие задачи 
механики сплошной среды, газовой динамики, квантовой механики и т.п.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением линейных интегральных 
уравнений, в которые неизвестная функция входит под знак интеграла в 
первой степени.

На единой основе проведем классификацию линейных интегральных 
уравнений, следуя [1, с. 332-335].

Уравнения вида
ь

|л :(дг,^)> '(л)л = /(л :) ,  (5.1)
а

Ь

y ( x ) - \ j K ( x , s ) y ( s ) d s  = / ( x ) ,  (5.2)
а

где ядро К (x ,s) и свободный член f ( x )  известны, а требуется определить 

решение у ( х )  при заданном числовом параметре X,  называются инте
гральными уравнениями Фредгольма соответственно 1-го и 2-го рода.

Уравнения (5.1), (5.2) получили свое название в честь шведского ма
тематика Фредгольма Эрика Ивара (1866-1927), который в 1900 г. опуб
ликовал законченную теорию по этим уравнениям.

Если в уравнении (5.2) правая часть / (х) = 0 , то получается одно
родное уравнение

ь

_у(х)-А. J k (x, 5)д'(5)й& = 0 ,
а

которое допускает тривиальное решение.
Определение 1. Значения параметра X, при которых уравнение

Ь
у ( х )  = X J/C(x,s).y(.j)<fc имеет ненулевые решения, называются собст
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венными значениями (собственными числами) ядра K [ x , s ) ,  а отвечаю
щие им ненулевые решения -  собственными функциями.

Для уравнений вида (5.2) справедлива следующая теорема [8, с. 19].
Теорема Фредгольма:
1) если X не является собственным числом ядра К  (x ,s ) , то соответ

ствующее неоднородное интегральное уравнение Фредгольма (5.2) с ре
гулярным ядром K( x , s )  и непрерывной правой частью / ( х )  имеет

единственное непрерывное решение .у(х), х е \а ,Ь \,

2) если X -  собственное значение ядра К (х,.?), то уравнение (5.2)
или не имеет решений или имеет их бесчисленное множество.

Таким образом, для уравнений Фредгольма (5.2) может быть постав
лена одна из задач:

1) при заданном значении X найти точное или приближенное реше
ние неоднородного интегрального уравнения;

2) найти собственные значения и соответствующие им собственные 
функции однородного интегрального уравнения.

Уравнение (5.1) описывает некорректную задачу [9]. Поясним сказан
ное для случая, когда решения нет.

Пусть ядро К  (х,^) непрерывно в квадрате

G = { (x ,s)|a < x < b , a < s < b } , а _у(х) принадлежит множеству абсолют

но интегрируемых на \a ,b \ функций. Уравнение (5.1), в котором _у(х) -  

оригинал, а / ( х )  -  изображение, будет при принятых предположениях 

непрерывной функцией на [а,Ь\.  Другими словами, (5.1) отображает 
множество абсолютно интегрируемых функций во множество С0 непре
рывных на [а,б] функций.

Если множество изображений составляет лишь часть С0, то достаточ
но взять в качестве / (х) непрерывную функцию из С0, не принадлежа
щую этой части, и тогда уравнение (5.1) не будет иметь решений.

В практических приложениях часто встречаются интегральные урав
нения

(5.3)

153



у(х)-Х,|л:(х,.у).у($)<& = / ( * ) ,  (5.4)
a

где a < s < x < b , которые называют интегральными уравнениями Воль- 
терра соответственно 1-го и 2-го рода.

Вольтерра Вито (1860-1940), итальянский математик, в 1896 г. опуб
ликовал работу, в которой изучал уравнения вида (5.4). Поэтому уравне
ния (5.3), (5.4) носят его имя.

Уравнения Вольтерра можно свести к уравнениям Фредгольма. Для 
этого достаточно ввести функцию

К Ч Х =
^ ’ ’  [ о ,  £  >  X

и вместо уравнений (5.3), (5.4) можно рассматривать уравнения (5.1), 
(5.2) с ядром К * ( x , s ) . Однако уравнения Вольтерра в некоторых случаях 
полезно изучать независимо.

Заметим, что если К (x, s)  и f ( x )  есть непрерывно дифференцируе

мые функции и К (х, х)  * 0 , то уравнение Вольтерра 1-го рода приводит
ся к уравнению Вольтерра 2-го рода.

В дальнейшем остановимся на методах решения интегральных урав
нений, проводя рассмотрение теории на примере уравнений Фредгольма 
2-го рода [1, с. 338-361; 2, с. 590-620; 3, с. 367-375; 4, с. 252-285;
5, с. 571-587; 6, с. 292-308; 7, с. 655-687].

X

5.2. Примеры задач, сводящихся 
к решению интегральных уравнений

5.2.1. Дее задачи об упругой нити

Изложение материала проведем, следуя работе [8, с. 9-14].
Рассмотрим упругую нить длины /, которая без сопротивления изме

няет свою форму и подчиняется закону Гука, т.е. для увеличения ее дли
ны на Д/ требуется сила kА I , к = const.

Пусть концы нити закреплены в неподвижных точках А и В, находя
щихся, для определенности, в положительной части оси ох, и точка А 
совпадает с началом отсчета (рис. 5.1).
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Ось ох считаем горизонтальной. Пусть нить находится в покое под 
действием силы Т0 -  горизонтальной растягивающей силы, очень боль
шой по сравнению с другими рассматриваемыми силами. Тогда положе
ние нити будет совпадать с осью ох.

А Со

. а  
' ' О

С>г

в
- т 4 -

Vs" '

Р

Рис. 5.1

Пусть в точке С0, для которой х  = s , к нити приложена вертикальная 
сила Р. Под ее действием нить примет форму ломаной АС В (рис. 5.1). 
Пусть |С0С| = 5, где 5 -  мало по сравнению с \АС0\ и |С0б | . В силу ма

лости д 1 по сравнению с / можно считать, что натяжение нити осталось 
равным Т0 и под действием силы Р. Найдем проекции 7J,', Т” силы на
тяжения Т0 нити в точке С и силы Р на ось OY. Пренебрегая S 2, получим

\АС\ = 4 7 ^ ¥  * s ;  \BC\ = <j8l + ( l - s ) 2

8 б
То = т0 cosa * Т0 -  ■ Г0 cosp * Т0 ----- .

s l - s
Так как сумма всех сил равна нулю, имеем

т0- + т 0- £ - - р  = о .
s I — s

Из (5.5) находим величину прогиба нити
P ( l - s ) s

(5.5)

5 = •
TJ

Если теперь через / ( х ) обозначить величину прогиба нити в точке с 
абсциссой х, то на основе предыдущих рассуждений находим, что

f ( x )  = P K ( x , s ) ,
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где

x ( / - s )
—----- - для АС0 : 0 < х <для АС0 : 0 < х < s;

(5.6)

Нетрудно видеть, что
К  (x ,s) = K ( s , x ).

Пусть, далее, на нить действует непрерывно распределенная сила с 
линейной плотностью p ( s )  так, что на участок длины As действует сила

. По принципу суперпозиции смещения, обусловленные элемен

тарными силами p ( s ) A s , суммируются. Тогда нить примет форму

Итак, можно считать поставленными следующие задачи.
Задача 1. Найти плотность распределения силы p ( s ) , под влиянием

которой нить примет заданную форму f ( x ) . Получаем уравнение (5.7) -

интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода относительно p ( s ) .
Задача 2. Пусть на нить действует меняющаяся со временем t сила с 

плотностью в точке s:

Под ее действием нить придет в движение. Пусть при движении нити 
абсцисса каждой ее точки не меняется и нить совершает периодические 
колебания

Пусть, далее, /7(5) есть линейная плотность массы нити в точке s. Тогда 
на участок нити A s , кроме силы

(5.7)
о

p ( s ) s in c o ? , со > 0 .

>’(s)sino)?.

p(5,)sino)/A5',
действует еще сила инерции

dt-
При этих предположениях уравнение (5.7) примет вид
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,y(x)smco?= J.K(;t,.s)[/?(,5')sincor + co2p(.s)>’(s)sina)/]<&. (5.8)
0

Разделим (5.8) на sin со/ и обозначим
i
JaT ( j c , /7(5:)cfe = F (jc), (О2 = X , K ( x , .s)p(s) = Ki (x , s ) .
0

В итоге получим уравнение
i

_у(х)-Я. J /С, (x,s).y(.s)fifc = F ( x ) . (5.9)
о

Если функция p ( s )  задана, то F( x )  можно вычислить и уравнение (5.9) 

будет интегральным уравнением Фредгольма 2-го рода относительно д'(дг).
Сформулированные выше две задачи об упругой нити являются ти

пичными примерами задач, сводящихся к решению интегральных урав
нений Фредгольма.

5.2.2. Связь между дифференциальными уравнениями 
и интегральными уравнениями Вольтерра 2-го рода

Как и в работе [1, с. 335-337], считаем, что дано линейное обыкно
венное дифференциальное уравнение (ОДУ) 2-го порядка

и”(х) + p ( x ) u' ( x )  + q ( x ) u( x)  = f ( x )  (5.10)
при начальных условиях

и(а)  = а  , и'(а) = ft , а < х < b . (5.11)
Пусть

и”(х) = у ( х ) .  (5.12)
Проинтегрируем (5.12) дважды от а до х. Получим

^ = ] y ( t ) d t  + Cl!
а

х s

м (х)=  jds  j y ( t ) d t  + Cl ( x - a )  + C2,
а а

где a £ t < s < x < b .  В двойном интеграле изменим порядок интегриро
вания:
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Jcfc JV(f)<*= Jc/f ]>'(?)<& = J (x -s ) j> (s ) t&  .
a a a t  a

Тогда
X

и(х) = J(jc — s ) y ( s ) d s  + C, ( x - a )  + C2 .
a

Константы С, и C2 определим из начальных условий (5.11):

м(а) = а  = С2; 

м '(а) = (3 = С ,.
Будем иметь

J> .(s )*  + p ,  (5.13)

х
и ( х ) ~  |(дс-«)^(^)йЬ + р(дс-а) + а  . (5.14)

а
Подставим (5.12)—(5.14) в (5.10), получим

X X

,у(х) + /?(х) ]>>(л)Л + /?(х)Р + <7(х )[а  + Р ( х - а )  + J(x-j)>>(s)fl!y] = / ( х ) ,
а а

ИЛИ
х

у (х )+  f/C (x,s)y(s)t&  = F (x ) ,  (5.15)
а

где
K(x,.s) = /?(x) + q r(x )(x -s ) ,

F(x) = / (х )  -  Р р(х)  -  q(x)[a + Р(х -  а )].

Решая интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода (5.15), найдем у ( х ) , 

а затем и ( х ) , и '(х) ( и"(х) -  у ( х ) ). Таким образом, интегральное урав
нение (5.15) включает в себя всю информацию о задаче (5.10), (5.11) и не 
требует никаких дополнительных условий.

Пример 1. Свести решение задачи Коши для ОДУ 2-го порядка

m” ( x ) +  -j m ' ( x ) - m ( x ) =  6х + х2 - X 3 ,

и(0) = 0 , и '(0) = 0 , х е  [0,1], 
к решению интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода.
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Решение. Согласно изложенной теории имеем

p (x ) = j ,  g(x) = - l ,  f ( x )  = 6x + x2 - x \  

а  = О, р = 0 .
Тогда поставленная задача Коши заменяется интегральным уравнением 
Вольтерра 2-го рода:

у (х )+  J/c:(x, j ) ^ ( 5 ) *  = / ( jc) .  (5.16)
о

Здесь

Нетрудно проверить, что решением интегрального уравнения (5.16) явля
ется функция

;у(х) = 6 х.
По формулам (5.12)—(5.14) находим, что

и"(х) = 6х,  и'(х)  = Зх1, и(х)  = х3 .
Таким образом, решение интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода 

дает полное представление о решении задачи Коши для ОДУ 2-го порядка.
Заметим, что представленный выше пример можно использовать в ка

честве тестового при изучении численных методов решения интеграль
ных уравнений.

5.3. Метод квадратур численного решения 
интегральных уравнений Фредгольма

5.3.1. Построение вычислительного правила 
и оценка погрешности численного решения

Метод квадратур иначе называют методом конечных сумм [1]. Изложим 
его идею на примере интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода

>*(х)-;\.|к(л;,л);у(^)<& = / ( х ) ,  (5.17)
а

предполагая достаточную гладкость ядра К (х, j )  и правой части f ( x ) . 

На [а,й] зададим и точек
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а = дс, < хг <. . .  < х„ = £> 
и будем находить в них значения у, численного решения. Для этого заме
ним интеграл в (5.17) по какой-либо квадратурной формуле. Будем иметь

= ' t , AJ( x ) y ( x l ) + rn( x ) ,  (5.18)
а 7=1

где
Aj (x) = Cj K( x , xJ),

С; -  коэффициенты квадратурной формулы, г (х) -  остаточный член 
квадратурной формулы. Подставляя (5.18) в (5.17) и последовательно 
полагая х = хп  получим СЛАУ относительно значений у ( х , ) точного 
решения:

Я * /) ~ - М * / = Ч  (*/) + А * , ).
»  (5.19)

i = \,n, Aj (xl ) = Cj K ( x n x] ).

Пренебрегаем в (5.19) членами Лгп(х, ) .  Тогда для вычисления y i полу
чаем СЛАУ

У/ ~хZ  АлУ) = f> ’ ' = п ■ <5 -2°)
м

Определитель СЛАУ (5.20):
А(Х) = d e t ( £ - L 4 ) ,

где

' М х \ )  A ( * i )

А =  4 ( хг) A M  Л (* г ) 

v4 (* „ )  A ( x „ )
в общем случае есть многочлен степени п относительно X .

Если X не является собственным числом ядра К (jc,s) , то Д (^) * 0 и 

СЛАУ (5.20) имеет единственное решение относительно y s, у 2, ..., у„. 
Его можно найти любым методом, разработанным для решения СЛАУ
[10]. Например, по правилу Крамера
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где

Д Д \ )  =

1 XAt , XA2 I ... f  ••• XA„ |
- Х Л и  1 - ^ 2 2  . . .  “ M - 1 , 2  Л  - H * U  -  ~ M > , 2

- 4 »  -И .»  -  - M - , ,  /„ -Мч,.„ -  1 - И ,
Если A (A.) = 0 , то решается задача о нахождении собственных значений 

и собственных функций ядра К ( x , s ) .

Пусть Д(Х.)^ 0  и при численном решении СЛАУ (5.20) учитываются 
погрешности округлений 8, в каждом уравнении.

Другими словами, вместо (5.20) решается СЛАУ

Здесь Д  ̂ -  алгебраические дополнения элемента определителя Д, (^) с 
индексами i,j.

Получим оценку для погрешности приближенного решения

п
(5.21)

Отсюда находим, что
п

(5.22)

е; = l = l n .
Из СЛАУ (5.19) находим значения точного решения

H * .)  = T 7 7 T Z A4 / ;  + Ч  (*,•)]. i = \ ,n.  (5.23)Д(Л.) , = ,

Вычтем почленно (5.22) из (5.23). Тогда

Чтобы получить оценку для |е, | , предположим, что

(5.25)
|5 ,|< 8  = 5(„),

где
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г = max к ( х ) | ,
«[■7,6)1 " V ' ' I

а величина 5 выбирается в соответствии с вычислительным процессом. 
Из (5.24) находим, что

| ф ^ £ М М * , ) Н ф
(5-26)

3десьЧгИ § Л'1 -
величины вычисляемые.

Чтобы сделать вьгеод о малости |е( | и сходимости процесса метода квад
ратур, в [4, с. 269-275] вместо величины г  рассматриваются погрешности от 
интегрирования по выбранному правилу ядра и правой части /  (х) . Под
робные выкладки в силу громоздкости здесь не приводятся. С теоремой о 
сходимости метода квадратур можно познакомиться в [4, с. 274].

5.3.2. Примеры выбора квадратурных формул

В методе квадратур

l K ( x , s ) y ( s ) d s « i ' ^ dCJK ( x , x J) y J .
а 7*1

Укажем коэффициенты С,- и абсциссы Xj для некоторых наиболее упот
ребительных на практике формул.

Ф ормула средних прямоугольников

Абсциссы xt вычисляются по формулам

2 у —1 , . —
Xj = а  + — - — « ,  j  = \ , п ,

Ь - а
А = ------ ,

п

а коэффициенты С / = h , j  - \ , п .  Остаточный член
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Узлы

Коэффициенты

£ е М >

F( x , s )  = K ( x , s ) y ( s ) .  

Ф ормула трапеций

X j = a  + ( j - l ) h ,  j  = \ ,n,  h - — j
/1 - 1

h
Cj = h ,  j  = 2 , n - \ ,  C, = C„

Погрешность

гЛ * ) = “ ^ 7 Т ^ 4 т - ( * > £ ) ’ а й *>й Ь ’ F {x,s)  = K ( x , s ) y ( s ) .12  05

Ф ормула Симпсона  

В формуле Симпсона промежуток [а,Ь\ разбивается на 2т частей,

h = - —- ,  п = 2т + \ , Xj = а + (у -1 )А , j  = \ ,п.
2т

Коэффициенты

С1= С „ = ^ ,С 2 = С 4 = ... = С2м= у , С 3 = С 5 = ... = С2т. 1= у .  

Погрешность формулы Симпсона

г Г ) ‘ °  а * ’ * * '

Замечание 1. Применение метода квадратур к интегральному уравне
нию Фредгольма 1-го рода

jK (x ,sM s)fib  = / ( x )
а

дает для определения значений у } в узлах xt СЛАУ

i Cj Kijy j = f l , ' = !,«• 
j -1

Определитель СЛАУ имеет вид

163



с хк п С2Ка .•• с „ к ы

Д =
CtK2l С2К22 •• с „ к 2„

с 2к п2 .■■ Сг,К пп
Замечание 2. В случае уравнений Фредгольма 2-го рода можно с по

мощью таблицы численного решения, полученного методом квадратур, 
записать приближенное аналитическое решение:

(5.27)

5.3.3. Пример получения численного решения 
методом квадратур

Применим изложенную ранее теорию к численному решению кон
кретного уравнения Фредгольма 2-го рода.

Пример 2. Методом трапеций при п = 3 найти численное решение 
интегрального уравнения

_у(х)+ jx e ^ y f y d s  = ех .

Решение. Имеем интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода, где 
X. = —1, а = 0 , b = 1, K( x , s )  = xexs, / ( х ) = ех . Будем решать его числен
но с использованием метода трапеций при п = 3 . Тогда

» _1 _ _ 1 . _ _ 1 . _ 1
^ 2 ’ х' ~ ’ х2 ~ 2  ’ Х} ~ ’ ci — сз — 4 ’ ~ 2 '

Для вычисления значений y t в узлах х1 составляем СЛАУ (5.20), которая 
в данном примере имеет вид

У, =!;

У> * * е1.
ИЛИ
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у, = 1 ;

1,321у2 +0,206 ly3 = 1,5237; (5.28)

0,8244^2 +1,6796^ = 2,4683.
Нетрудно найти, что СЛАУ (5.28) имеет единственное решение отно

сительно у г, у 3:
у 2 * 1,0008; у 3 * 0,9783.

Тогда приближенное аналитическое решение можно записать по формуле

Непосредственной подстановкой можно убедиться в том, что точное 
решение интегрального уравнения есть у ( х )  = 1. Легко видеть, что чис
ленное решение в узлах сетки совпадает с точным до сотых долей.

5.4. Применение метода квадратур к численному решению 
интегральных уравнений Вольтерра

При изучении данного вопроса достаточно остановиться на уравнени
ях Вольтерра 2-го рода

так как при К ( х , х ) ф  0 дифференцированием можно свести уравнение
Вольтерра 1 -го рода к уравнению Вольтерра 2-го рода.

Интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода, как было описано ра
нее, можно записать в виде уравнения Фредгольма 2-го рода с ядром

и, следовательно, решать методом квадратур по описанному выше алго
ритму. Однако при таком подходе может возникнуть проблема сходимо
сти метода квадратур с увеличением п [5, с. 574-575].

Целесообразно задать на [а ,6] «точек

а = х, < хг < ... < х„ = b
и рассмотреть п равенств

(5.27):

_у(х) = е* ~"~[l + 2,0016e°'ix + 0,9783е' ] .

(5.29)
а
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У (xi ) -  ̂  (*/> ■*) Я 5) ds = / (x ,) ,  i = 1, n .
a

Интегралы в (5.30) заменим квадратурной суммой:

\К  (я ,, s ) у  (5) ds * £ C jK  (х,., Xj) y J .
a 7 -1

Tогда для определения У,,У2, ■■■,У„ имеем СЛАУ:

y , - kH Cj K4yj  =  / ’ « =  ! . « •

(5.30)

j-1
Получилась СЛАУ с нижней треугольной матрицей 

'у1- Щ К иу 1= / 1;

Уг ~ ^ ( ^ 1̂ 21̂ 1 + С2К п у 2) = / 2;

(5.31)

(5.32)

Уп - Ц С ^ у ,  + С2К п2у 2 +. . .  + СпКту „) = /„.
Если

1 -Х С ,* „ * 0 , / = 1,„, 
то из (5.32) последовательно находим

f  ^ i L C j K . y ,

у, = • i = l ,n, (5.33)
1 - Щ К и

Замечание 3. Интегралы в (5.30) можно заменять квадратурной фор
мулой по всем точкам х, , х2 , . ..,х „ . Тогда процесс вычислений сущест
венно усложнится.

Продемонстрируем применение метода квадратур к численному ре
шению интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода, полученного в 
примере 1.

Пример 3. Найти численное решение интегрального уравнения 

■У(х)+ + 5 = - *3 + х г + 6х  , 0 < s < х < 1,

заменяя интеграл по формуле Симпсона.

Решение. Имеем X. = —1, K( x , s )  = ^ - x  + s , /  (х) = - х 3 + х1 + 6 х ,

х е [ОД]-
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Положим и = 2ш + 1 = 3 , т.е. т = 1. Тогда h = — ; х ,= 0 ;  jc2 = 0,5;

1 2
хг = 1; С, = С, = —, С2 = —. Для определения значений численного ре- 

6 3
шения у , , у  2, Уз имеем СЛАУ вида (5.32):

* 4 ( j - ° 4 ' +H * =3-i25; 

л + б ( г ' ) л + ! ( 1 - ° ' 5) л + Н ,,>=6'
По формулам (5.33) последовательно получаем такие значения численно
го решения:

У\ = 0 ; у г * 2,5568; у 3 « 5,9533 .
Точное решение интегрального уравнения есть _у(х) = 6х, и в  узлах сет
ки эта функция принимает значения

Я * , ) = ° ;  у (х2 ) = 3 ’ у ( хз ) = 6 -
Сравнение значений численного и точного решений в узлах сетки позво
ляет сделать вывод о том, что для уменьшения величины погрешности 
требуется увеличить число узлов сетки. Читателю предлагается убедить
ся в этом самостоятельно.

5.5. Интерполяционный квадратурный метод

Рассмотрение проведем на примере интегрального уравнения Фред
гольма 2-го рода.

Интерполяционный квадратурный метод является частным случаем 
метода квадратур и основан на замене подынтегральной функции у(х)
интерполяционным многочленом [4, с. 275-278].

Воспользуемся многочленом Лагранжа, построенным по узлам 
а - х ,  < х 2 < . . . < х п =Ь

и значениям функции

Я * .)»  •••> У{Хп)'
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- Ф )  = Е / Ю̂ ', 7 ^ Ч+ Ф ) .> |(х - х ,) с о (х у)
где

co(x) = ( x - x , ) ( x - x 2) . . . ( x -x „ ) ,

’( x j ) =  { X J - х ' ) ( X J - ) ■ ■  • • { * J - X j - I  ) { * J - X J . l )■■ • • { * J - x „ )  -

Тогда

Пусть
co(x)

h (*) / ч (/ \ '( x - x , ) « ( x , )

Следовательно,

y ( x) =1Llj (x)y{xj ) + r (x)- (5-34)
y-l

Подставим (5.34) в интегральное уравнение
b

у ( х )  = f ( x )  + X Ja:(x,5)
a

под знак интеграла. Получим

y (x ) = / ( x )  + X j/:(jc,s) £ l j ( s ) y { x j )  + r ( s )
a \ j ~ l

ИЛИ

^(x ) = / ( x )  + A.£z,y(x)>>(xy) + ?J?(x), (5.35)
j =i

где
ь ь

Lj (x) = J.K(x, s) l j  (s)ds  , R(x)  = JaT(x , s ) r ( s ) d s .
a a

Отбросим в (5.35) остаточный член >J?(x) и затем последовательно по

ложим х равным х, ,х 2 ,.. . ,х „ . Получим СЛАУ для нахождения прибли
женных значений y i :

y t = f ' + x i Lj<yj > / = 1’и - (5-36)
/ = |
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СЛАУ (5.36) является частным случаем СЛАУ (5.20) (при Л/(. = Ljt СЛАУ 

совпадают). По найденным значениям у , , у 2, •••,>’„ можно на основе 
формулы (5.35) получить приближенное решение на [а ,6]:

У{х) = f { x ) + x l L Lj (Х)У/  • (5-37)
/= 1

Если является многочленом степени < п -  \ , то г (х) = 0 . Тогда 

XR(x)  = 0 и из СЛАУ (5.36) будут найдены точные значения решения, и 
по формуле (5.37) в этом случае можно построить точное решение.

Как доказано в [4, с. 276-278], специальным выбором узлов х1,

/ = 1, п , можно увеличить степень точности интерполяционного метода.

5.6. Метод замены ядра уравнения 
на вырожденное ядро

Рассмотрение классического метода замены ядра уравнения на вырож
денное проведем на примере интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода 
[1, с. 345-353; 2, с. 597-604; 3, с. 367-370; 4, с. 278-285; 5, с. 576-579]:

y ( x ) - X j K ( x , s ) y ( s ) d s  = f ( x ) .
а

Определение 2. Ядро K( x , s )  называется вырожденным, если оно 
может быть представлено в виде конечной суммы парных произведений

M *’s) = X a >(x) M s) ’ (5-38)

где а ; (х ) ,  р, (х) -  линейно независимы.
Подставим (5.38) в интегральное уравнение. Получим

y { x )  = f { x )  + ‘kJ^AJa J ( х ) ,  (5.39)

где
ь

А1 = (5.40)
а

являются некоторыми постоянными коэффициентами. Для их определе
ния составим СЛАУ, подставляя (5.39) в (5.40). Будем иметь
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4  = + J p , . ( s )a (.(s)/l,fifr,
a л

4 = /  + ^ Z ^ Y , . /  = i ^ ,  (5.41)
>1

f i  =  JP< ( * ) / ( * ) * »  Y л  =  J a , ( s ) P , ( s ) A .
o a

С использованием символов Кронекера СЛАУ (5.41) можно записать в 
виде

или

где

Определитель СЛАУ (5.42):

Ё К - ь у ,
i ~  1

i - \ , n .

):
l - ^ Y u - ^ y2, ••• -^Y„,

) =
-^Yl2 ... - X y „ 2

-* Y i, -^ Y 2„ •••

(5.42)

(5.43)

Возможны два случая.
1-й случай: Д(Х.) Ф 0 . Тогда, например, по формулам Крамера по

лучаем

I X  М /;
А

Д(Х)
•, i = \ ,n. (5.44)

Здесь Д^ (А.) -  алгебраические дополнения соответствующих элементов 

8(/ -  Ху определителя А (Я.).
В рассматриваемом случае интегральное уравнение Фредгольма

2-го рода имеет единственное решение, которое по формуле (5.39) пред
ставимо в виде

у ( х ) = л * ) + a - (*)  • (5-45>

Если в формулу (5.45) вместо f s подставить
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f j = 1 М я) / ( 5) л > у = 1>и >
a

то после преобразований решение у ( х )  записывается через резольвенту 

R( x , s , k ) :

_y(x) = / ( * )  + kJ^(x ,s,A .)/(j)< &  • (5.46)
а

Здесь

R(x, s ,X)  = Z Z “ / (*)Р; (5) ^ ф ~ р

Таким образом, если А ( А ) # 0 , то нахождение единственного реше

ния у ( х )  интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода с вырожден
ным ядром сводится к вычислению f t , у jt и решению СЛАУ (5.42).

2-й случай: Д(Х) = 0 . В этом случае решается задача поиска собст

венных значений ядра K ( x , s )  как корней уравнения

А(Х.) = 0 (5.47)
и собственных функций -  нетривиальных решений однородного уравнения

ь

y ( x )  = X j K ( x , s ) y ( s ) d s .  (5.48)
а

Пусть X, Д 2, . . .Д ,  (г  < п ) -  корни уравнения (5.47) -  собственные 
значения ядра К ( x , s ) . Тогда собственные функции ядра К  (х,^) будут

V„(x)  = K ' E t 4 m)o-l (x) ,  m = l , r ,  (5.49)
1 = I

где есть ненулевые решения линейной однородной системы

1 ( 8 , - К ч № ?  = 0 >i = ~ n > m  = ~ r .  (5.50)
j=|

Пример 4. Решить интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода 
[1, с. 347-348]:

1
J(x + 5)>'(j)tfa = X1 .
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Решение. Имеем а = -1 ;  b = 1; / (дг) = х г ; К (х, s) = х + s . Очевидно, 

что ядро £ (x ,s )  -  вырожденное:

К (jc,j) = а, (х)Р, (s) + cc2 (дг)р2 ( s ) ,
где

a ,(x )  = x ; a 2(x) = 1; 

р ,  ( л )  =  1 ;  P 2 ( j )  =  5 .

Согласно изложенному выше методу замены ядра на вырожденное ядро 
решение интегрального уравнения представимо в виде

,у(*) = х2 + Х(А^х + А2).  (5.51)
Коэффициенты А1 , Л2 находятся из системы (5.42) при п -  2.  Для ее за
писи вычислим f , / 2, у ji , /, j  = 1,2 .

Имеем

-1  - I

Л  = Jp2( i ) / ( ^ ) * =  JV<& = 0;
-i -i

i i
Yu = js<* = 0 ;  y21 = Jcfe = 2 ;

-1 -1 

i 2 1
yi2 = j s 2* = j ;  y22 = p<& = o.

Получаем СЛАУ для определения А, ,А, :

А] -2ХА2 =

- X - А ,  +А2 =0.
(5.52)

Определитель СЛАУ (5.52):

Если

А(Х) = \ - ± Х 2

А2 * - ,
4
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то исходное интефальное уравнение имеет единственное решение (5.51) 
при

Итак, решаемое интефальное уравнение имеет единственное решение

находить собственные значения и собственные функции ядра 
К (*,л) = *+* [1, с. 348-350].

Замечание 4. Можно получать приближенные решения интефального 
уравнения Фредгольма 2-го рода и в случае, когда ядро К (x, s)  не явля
ется вырожденным, но обладает достаточной гладкостью. Тогда ядро 
заменяют близким к нему вырожденным, используя один из следующих 
приемов [1, с. 350-353; 4, с. 280-285]:

1) разложение в степенной ряд по переменной х или s;
2) разложение в двойные ряды по переменным х, s;
3) замена ядра К  (x ,s) интерполяционным многочленом по s или по х.
Оценка близости получаемого при этом приближенного решения к 

точному дается в теореме из [2, с. 598-600].
Замечание 5. Приближенное решение интефального уравнения Фред

гольма 2-го рода можно находить в виде суммы f ( x )  и линейной ком
бинации заранее выбранных линейно независимых функций по методу 
моментов [1, с. 358-361; 2, с. 604-608]. В [2] показана равносильность 
метода моментов методу замены ядра вырожденным ядром, строящимся 
специальным образом.

Кроме метода моментов при решении интегральных уравнений ис
пользуются методы наименьших квадратов [1, с. 356-358; 2, с. 608-611] и 
коллокации [1, с. 353-356; 3, с. 370-371].

6Хх + 4Х

4
3

Если X2 = —. то интефальное уравнение решений не имеет, и следует
4
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5.7. Лабораторные задания

Задание I. Заменить задачу Коши для ОДУ 2-го порядка интеграль
ным уравнением Вольтерра 2-го рода и доказать, что задача корректно 
поставлена. Решить полученное интегральное уравнение численно с при
менением метода квадратур. Показать сходимость численного решения к 
точному.

Варианты заданий

Вариант N° I

и"(х) + и '(х )-2 и (х )  = -0 ,4 x s + х 4 + 4 х 3, х е  [0,1]; 

и (0) = 1; м'(0) = 1; и( х ) = е* +0 , 2 x s.

Вариант №  2 

и"(х) + 2и'(х) + ы(.х) = -2 x (x  + l), х  е [0,1]; 

и(0) = 1; м'(0) -  -1; и(х) = е~*

Вариант №  3

и"(х)~ jm '(x )-4 w (x ) = -4 х 5 - х 4 + 20х3 -8 , х е [1,2]; 

и(1) = 3; и'(1) = 5; и{х)  = 2 + хь.

Вариант №  4

м'(х) + = 12x(x2 + l) + x2 (х2 + 1 ,2 )-4 х 5 -1, х е [1,2]; 

«(1) = 3,25; и'(1) = 11; и(х)  = х5 + 2 х 3 +0,25.

Вариант №  5

m" ( x )  +  — м '(х )-2 и (х ) = -2 х 4 - 4 х 3 + \ 6 х 2 + 1  8 jc, j c е  [1 ,2]; 

м(1) = 3; и'(1) = 10; и(х) = х4 + 2х3.
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Вариант №  6

м '(х) + м '(х )-  — k(jc) = 2ех (jc + 1), jc е [l;l,5]; 

м(1) = 2,7183; м'(1) = 5,4366; и(л:) = xex.

Вариант №  7

и"(х) + 2 и '(х ) -—и(дс) = Зех + 2 х г +6х  х е  [1,2];

w(l) = 1 + exp(l); м'( 1) = exp(l) -t- 3; u(x)  = ex + x 3. 

Вариант №  8

и"(х) + — и' ( х ) - - ^- и(х)  = 15л:2 +9, x e  [1,2];

и (l )  = 4; w'(l) = 10; и(х) = x4 + 3x2.

Вариант №  9

u"(x) + 2xu' (x)~ u(x)  = 2x{ex - e * ) ,  x e [o.i]; 

m(0) = 2; и '(0) = 0; u(x)  = ex +e~x.

Вариант №  10 

u”( x ) - u ' ( x )  + 2u(x)  = 2 ( ex - 2 e ‘*), jc e [0,l] ; 

м ( 0 )  =  0 ; m '( 0 )  =  2 ;  ы ( х )  =  ex - e ~ x.

Вариант № 1 1

2
u"(x) —  u ' ( x ) - x u ( x )  = -2 x 4 - x 3 -2 ,  x e [0;0,5l; 

x
w(0) = 0; m'(0) = 0; u(x)  = 2x3 + x2.
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Вариант № 1 2

и"( х ) - 2и’( х ) - и ( х )  = - х 3 - 6х2 + 6 х - е х, хе[0;1]; 

к(0) = 0,5; и '(0) = 0,5; и(х)  = 0,5ех + х3.

Вариант № 1 3

и " ( х ) - х ги' (х)~2и(х)  = - Зх4 -2.x3 +6х  + е~х ( l - x 2), х е  [0;0,5]; 

u(0) = -1; и '(0) --1; и(х) = х3 - е ~х.

w(l) = 5; и'(1) = 11; м(х) = х5 + 2х3 +2.

Вариант № 1 6  

и’( х ) - и ’(х) + к(х) = ех +sinx,  х е [ 0 ,1]; 

и(О) = 2; м'(О) = 1; и(х) = ех + cosx.

Задание 2. Найти приближенное решение интегральных уравнений 
Фредгольма 2-го рода методом квадратур (с использованием одной из 
обобщенных формул: средних прямоугольников, трапеций, Симпсона) и 
методом замены ядра уравнения на близкое ему вырожденное. Получен
ные результаты сравнить между собой.

Вариант № 1 4

и(0) = 1; и'(0) = 3; м(х) = (х +1)3.

Вариант № 1 5

м '(х )--^ -м '(х ) + 2и(х) = 2xs +24х3 - 5 х 2 + 1 2 х -2 , х € [1,2];

Варианты заданий

Вариант №  1 

’j-sin (jcs)
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Я * ) -  J(e” - 1)> '( s )*  = Jc.
О

Вариант №  3 

y ( x ) - ) ( e - * ’ - \ ) y ( s ) d s  = x \

Вариант №  2

Вариант №  4

Вариант №  5

п
,у(*) + jsin(x.s)2 y ( s ) d s  = 1 +х .

0

Вариант №  6

0,5 _ »

у ( х ) +  j e  5 y ( s ) d s  = х + е * .
о

Вариант №  7
1

у ( х ) ~  = 1 + е*.
о

Вариант №  8

1
у ( х ) ~  |sin(0,6x5)iy(i)fib = х .

о

Вариант №  9

0,5

у ( х ) ~  2 j e~a y ( s ) d s  = 1 + х2.
О
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Вариант №  10 

jy (x )-0 ,5 |(1 + 5)(е“ - l ) ^ ( j ) d s  = - .
о х

Вариант Ns 11 

У(х ) ~  f0+s)(e~°'2xi - l ) y ( s ) d s = - .

Вариант Ns 12

> w - j

Вариант N° 13

2 Л(xs)
1 +Х5 + ----- ,y ( .s )c fc  =  1 +  X .

2v 4

Вариант № 1 4

2

,y(x)-- J(xs + l);>(s)c/s = e"J .
i

Вариант Ns 15

2

y ( x ) - 0 , 5  J(0,16xV + 0 ,4x$)j;(j)d i- e x. 
l

Вариант №  16

i
ĵ (jc)H-0,5 J(1 + j)(e"°*3” -l)>>(s)£& = x .
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