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Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н О Е  И С С Л Е Д О В А Н И Е  УСТОЙЧИВОСТИ  
Г Л А Д К И Х  И П О Д К Р Е П Л Е Н Н Ы Х  ОБОЛОЧЕК  

ПОД Д Е Й С Т В И Е М  Н ЕРАВН ОМ ЕРНОГО  
ВНЕШ НЕГО Д А В Л Е Н И Я  И ИЗГИБА

В. И. АГАПОВ, А. Н. КУДИНОВ, В. Н. РОГОВСКИИ

В работе сообщаются результаты экспериментальных исследова
ний устойчивости гладких и подкрепленных оболочек под действием 
изгиба и секториального внешнего давления.

I. Д л я  проведения экспериментальных исследований на модель
ных образцах нами были разработаны и изготовлены две установки:

1. Установка для нагружения оболочек неравномерным по окруж 
ности внешним давлением. Описание этой установки дано в работе [2].

2. Установка на изгиб оболочек поперечной силой и для исследо-"' 
вания их поведения при комбинированном воздействии изгиба и внеш
него давления.

Приспособление на изгиб (рис. 1) состоит из станины, имеющей 
две стойки ( / ) ,  укрепленных на жестком основании (2); нижнего (3) 
и верхнего (4) торцевых зажимов и прижимных колец (11), (12) обо

лочки, направляющего винта (5), троса натяжения (6),  трех блоков 
(7), два  из которых укреплены на планке (8),  жестко соединенной со 
стойкой ( / )  и корпусом разрывной машины типа РМП-500. Третий 
блок крепится в неподвижном захвате этой машины. Направляю щ ие 
винты (9) служ ат для  фиксирования в заданном положении приспособ
ления для  нагружения неравномерным внешним давлением.



Методика эксперимента на изгиб заключается в следующем. Обо
лочку с веерообразным оперением по торцам насаж иваю т на верхний 
торцевой заж им  (4) и закрепляют с помощью прижимных полуколец 
(11) и винтов (9). Затем закрепляется нижний торец оболочки и с по
мощью прижимных колец и винтов жестко соединяется со станиной. 
При этом оболочка устанавливается на торцевых заж им ах таким об
разом, чтобы сварной шов находился в плоскости, перпендикулярной 
плоскости действия изгиба. Затем в направляющий винт (5) заправ
ляют трос натяжения, один конец которого упирается в винт, а другой 
пропускается через блоки и закрепляется в подвижном захвате маши
ны РМП-500. После предварительного натяга троса, равного 5-МО кг, 
начинается изгиб оболочки, который представляет собой изгиб консоли 
силой, приложенной на свободном конце. Нагружение производится до 
тех пор, пока оболочка хлопком не потеряет устойчивость.

Испытания оболочек на совместное действие изгиба и внешнего 
давления проводились в следующем порядке. Предварительно задается 
изгиб оболочки силой Р, р а в н о й ~  Ч^Р* (Р* — критическая нагрузка 
при изгибе). Затем в зависимости от того, прикладывается ли внеш
нее давление в зоне растягивающих или сжимающих напряжений, на 
направляющие винты (9) надевается приспособление для  внешнего 
давления и вплотную с помощью винтов подводится к оболочке. 
В верхней части оболочка прижимается полукольцом (4 ), а в нижней 
части корпус приспособления поджимается направляющ ими винтами 
(9). При этом в течение всего процесса подготовки постоянно контро
лируется заданная нагрузка Р ' . Визуальное наблюдение за  оболочкой 
ведется со стороны верхнего торцевого заж им а, имеющего три окна, 
расположенных под углом 120°. В процессе нагружения оболочки фик
сировались значения давления q0 и q*, соответствующие местной и об
щей потере устойчивости оболочек.

II. Исследование проводилось на цилиндрических оболочках сле
дующих размеров: L = 1 6 2  мм, #  =  53 мм. В качестве материала о браз
цов использовались листовая сталь IX18H9 толщиной 0,2 мм, 0,15 мм 
и 0,1 мм. Технология изготовления оболочек изложена в работах [1], 
[2].

В табл. 1 приведены результаты испытаний на устойчивость оболо
чек из стали IX18H9 (R/h =  353, L / R  =  3,43, / i= 0 ,1 5  мм) при изгибе 
и внешнем давлении, распределенном на участке окружности с цент
ральным углом ф = 9 0 ° .  Давление прилагалось к  участку оболочки, на
ходящемуся в зоне растяжения.

Т а б л и ц а  1

№
опыта

Вид
нагружения max

кг/см2 Я* Примечания

1
2

Внешнее давление 0,0109
0,0109

Две вмятины

3 Изгиб — 1335 — Много вмятин в зоне сжа
тия у нижнего основания

4 п — 1285 —
5 И згиб+давление + 4 4 5 0,012 Две вмятины
б » + 8 9 0 0,0125

Из таблицы видно, что критическое давление, несмотря на значи
тельные напряжения от изгиба, максимум которых находится у ниж 
него основания, растет несущественно. Качественная картина волнооб



разования аналогична либо картине при действии лишь внешнего дав 
ления, либо картине при действии осевого сжатия.

В табл. 2 приведены результаты экспериментальных исследований 
подкрепленных цилиндрических оболочек при действии изгиба и внеш
него давления, действующего на участке контура поперечного сечения 
с центральным углом < р= 90 \ Опыты 1+-8 приводились на образцах 
следующих геометрических размеров: оболочка RIh =  353; L / R = 3,43; 
f t= 0 ,1 5  мм; шпангоуты 62=  1 мм; b =  1 мм; расположение равномер
ное: t\ =  t2 =  t3 = t 4 — t5 — 32 мм. У образцов второй серии — 9-+18 
шпангоуты располагались неравномерно: ti =  t5 =  43 мм; £>=^з =  4̂=  
= 2 4  мм, т. е. были увеличены крайние панели и уменьшены средние.

Т а б л и ц а  2

Серия № о“шах
кг/см2 9о-Ю2 q* -102 Примечание

1 _ _ 4,52 Две вмятиньГпо всей длине
2 1 — 3,74 л
3 — 1638 — Много мелких вмятин в панели

I — 1584
у нижнего торца

4 — —
5 — 890 2,49 3,12 Вмятина в панели, а затем общая

- 890 2,49 3,72
потеря устойчивости

6 п
7 +  890 5,05 5,65 Две вмятины хлопком по всей

8
длине

+  890 — 5,75
9 — 3,9 6,07 Вмятина в панели, затем «две вмя

тины по всей длине
10 — 4,49 5,91 а
11 — 1673 — — Много вмятин в панели у нижне

12 — 1744
го торца

— —
13 +  890 — . 5,45 Одна вмятина по всей длине
14 +  890 — 6,23 »

II 15 +  890 5,6 8,1 Две вмятины по всей длине
16 — 890 1,87 4,98 Две вмятины в панели, а затем  

одна по всей длине оболочки
17 — 890 ' 2,67 9,04
18 — 890 1,87 4,97 *

Из таблицы видно, что критическое внешнее давление для образ
цов второй серии выше, чем для образцов первой. Здесь q =  qR2/ E h 2 — 
безразмерной параметр давления. Весьма примечательно, что давление, 
соответствующее местной потере устойчивости образцов второй серии 
выше, чем давление, соответствующее общей потере устойчивости об
разцов первой серии. Заслуживает внимания и тот факт, что критиче
ская нагрузка изгиба для образцов второй серии такж е выше. Процесс 
потери устойчивости такж е различен: у образцов второй серии сначала 
наблюдается местная потеря устойчивости, а затем общая; у образцов 
первой серии местная потеря устойчивости наблюдается редко.

Учитывая опытные данные табл. 2, можно сделать вывод, что оп
тимальное расположение шпангоутов при действии внешнего давления 
[2], [3] будет являться оптимальным и при действии изгиба совместно 
с внешним давлением.
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Э К С П РЕС С Н Ы Й  МЕТОД О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  ФУНКЦИИ  
Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  И С Р Е Д Н И Х  Р А ЗМ Е РО В  ЧАСТИЦ  

П О Л И Д И С П Е Р С Н О Й  ВЗВЕСИ

В. А. АРХИПОВ, E.I П. БОЛТРУКЕВИЧ, Г. С. РАТАНОВ

Существующие методы определения средних размеров и функции 
распределения частиц аэрозолей и взвесей (микрофотографирование, 
седиментационный анализ и т. д.) трудоемки и требуют больших з а 
трат  времени [ 1].

П редлагается экспрессный метод измерения дисперсности микроча
стиц, основанный на зависимости поглощения и рассеяния лазерного 
излучения от размеров неоднородностей (частиц взвеси) при прохож
дении через неоднородную среду.

Оптическая толща слоя полидисперсных частиц равна [2]

J Q(a,tn)D2f (D)dD  
_ 1.5 ст1 о

------- — •----------------------------, ( 1)
pk J D3f ( D ) d D

о

где с т — массовая концентрация частиц;
I — оптическая длина пути;
p k — плотность материала частиц;
f ( D )  — функция распределения частиц по размерам;
Q(a,m) — фактор эффективности ослабления;

тс D .а =  -jj— —  параметр Ми.
Величина Q (а ,т)  рассчитывается по формулам теории Ми [2] для 

заданной величины диаметра частиц D, длины волны излучения к и 
комплексного показателя преломления материала частиц т.

При неизвестном заранее виде функции f(D )  обращение интеграль
ного уравнения ( 1) представляет весьма сложную проблему, связан
ную с решением некорректно поставленной задачи. Во многих практи
ческих случаях заранее известно аналитическое выражение для f(D)  
в виде одно-или двухпараметрической формулы (логарифмически нор
мальное распределение, гамма-распределение и т. д.).

П одставляя в (1) функцию распределения, зависящую от двух па
раметров а\, й2, получим

1-5 c J  / \
Ъ  = ------ — • ^ ( « 1, (2 )

р*



где

<p(at , <h) = lQ(aL,m)D*f(D)dDI ]D*f(D)dD. 
о о

Записав выражения (2) для оптической толщи, измеренной на двух 
длинах воли, получим систему уравнений, с помощью которой опреде
ляются параметры а\ и аг, а следовательно, и распределение частиц по 
размерам

1.5 <?т ^=ср1(л 1, « 2) 1

■cxtp*/1.5 cmfe=<p8( e 1, a 2) Г

Система (3) решается графо-аналитическим способом по измеренным 
экспериментально левым частям.

Если полидисперсная взвесь состоит из непоглощающих частиц 
(т*=п— i x — вещественное число), то возможно определение среднего 
объемно-поверхностного диаметра частиц

£>32= j D * f ( D ) d D l ] D 2 f (D ) d D .  
о ' о

без предварительного задания функции распределения.
Выражение для  тх при этом можно представить в виде

тх = 1 .5 с т / $(a,/ra)/pAD 3a.

Усредненный фактор эффективности ослабления

Q(a, m ) =  J Q(a,m)D2/ (D)dD/  f D 2f ( D ) d D = ^ ( D 32).
о о

не зависит от вида функции распределения, а полностью определяется 
величиной Z)32 [3]. Из графического решения системы уравнений

Q (a ,m )= 'K D 32) |
Q (a ,m )= txpftD32/ 1 . 5 ^ / J

определяется средний размер частиц D3%.
При измерении оптической толщи на двух длинах волн в случае 

непоглощающих частиц нет необходимости определять концентрацию 
частиц с т . При этом можно пользоваться рассчитанным графиком 
функции

ц ,  3 ( « , , т )

Экспериментальная установка для измерения дисперсности частиц 
•состоит из источника и приемника излучения и кювет с плоскопарал
лельными стенками из оптического стекла. В качестве источника излу- 
(чения используется Н е— Ne лазер ЛГ-56 или ЛГ-126. Л азер  ЛГ-56 р а 
ботает на одной длине волны Я = 0 ,6 3  мкм, а ЛГ-126 — на трех длинах 
волн >,1 =  0,63 мкм, Яг == 1,15 мкм, Х з=3,39 мкм,



Использование лазера  делает строго обоснованным применение тео
рии Ми и значительно упрощает оптическую схему установки. Прием
ником излучения служит фотоумножитель или германиевый фотодиод 
в зависимости от длины волны излучения.

Концентрация частиц взвеси определяется взвешиванием образца 
перед помещением его в кювету с жидкостью.

Применение оптического метода ведет к резкому сокращению време
ни дисперсного анализа образцов. Простота алгоритма обработки и 
возможность выполнения предварительного'расчета необходимых функ
ций позволяют легко автоматизировать процесс обработки.
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И ЗМ Е Р Е Н И Е  К О Н Ц Е Н Т Р А Ц И И  И Д И С П Е Р С Н О С Т И  
С АЖ ЕВЫХ ЧАСТИЦ В СВЕТЯЩЕМСЯ ПЛАМЕНИ

В. А. АРХИПОВ, С. И. ИЗМ АИЛОВ, Г. С. РАТАНОВ

При решении многих научных и технических задач  необходимо 
иметь надежные данные о дисперсном составе и концентрации сажевых 
частиц в продуктах сгорания различных топлив. Эти данные использу
ются в расчетах лучистого теплообмена, при исследовании процессов 
горения и сажеобразования и т. д.

Известно много различных способов измерения дисперсности и 
концентрации микрочастиц. Основным недостатком прямых методов 
отбора является нарушение физической структуры исследуемой среды. 
В работах [1—3] были рассмотрены оптические методы измерения п а
раметров сажи при горении жидких и газообразных топлив, основанные 
на законах рассеяния света частицами. В основу этих работ положено 
допущение о монодисперсности частиц сажи. Результаты  электронно
микроскопического анализа свидетельствуют, однако, о ярко вы раж ен
ной полидисперсности [4].

Предлагается оптический метод измерения размеров и концент
рации сажевых частиц с учетом их полидисперсности, основанный на 
ослаблении лазерного излучения пламенем. Оптическая толщ а слоя 
частиц равна [5]

где с п — счетная концентрация частиц;
I — оптическая длина пути;
Q(*. т) — фактор эффективности ослабления; 
а = я Ь / Я  — параметр Ми;
D  — диаметр частиц;
% — длина волны падающего излучения;
т  — комплексный показатель преломления м атериала частиц; 
f (D )  — функция распределения частиц по размерам.
Н а основе анализа экспериментальных данных по дисперсности 

сажевых частиц в продуктах сгорания выражение для  функции распре
деления может быть взято в виде [4]

4 о (О
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где D т —наиболее вероятный (модальный) диаметр. Подставив (2) в
( 1) и разделив полученные выражения для на двух длинах волн, 
получим

—  =  fQ(a2,m )D 4expf — ~ ) d D / !f  Q(<x,, т ) 0 4ехр( — p b - )d D =  <?(Dm).
о \ Dm) о \ Dm I

Отношение оптических толщ, измеренных на двух длинах волн, являет
ся однозначной функцией Dm. График этой функции cp(Dm), рассчитан
ный для ^ = 0 , 6 3  мкм и Я2=1,15 мкм, приведен на рис. 1. Факторы эф 
фективности ослабления, входящие в выражение для ср(Дп), рассчиты
вались по точным формулам теории Ми [5].

М ассовая концентрация частиц ст определяется по закону Бугера

ъ= Кт\Ст 1. (3)

Используя выражения (1—3) и связь между с п и с т

:ripAj D 3f ( D ) d D  
о

где р Л = 1 ,7 5  г/см3 — плотность материала частиц; выражение для мас
сового показателя ослабления Кт\ можно представить в виде

Q K  n)D> exp ( -  - g - W = W D „ ) .
PkDm 0 \  D m )
\

Графики функций ijui (Dm ) и iju2 (Dm), рассчитанные для %i —  
=  0,63 мкм и A , 2 = l , 1 5  м к м , приведены на рис. 1. По измеренному от



ношению тхг/^хг с помощью графика ср(D т) определяется модальный 
диаметр частиц D m ; по графикам  i|)u i£>m) и г|пг { Р т) определяются 
К т\ 1 и Кт\2  и по (3) рассчитывается массовая концентрация частиц 
ст (критерием правильности измерений мож ет служить равенство зн а 
чений ст , определенных на двух длинах волн).

Экспериментальная установка для  измерения с т и D m состоит из 
источника излучения — Н е— Ne л азер а  типа ЛГ-126, работаю щ его на 
длинах волн 0,63 мкм и 1,15 мкм и приемника излучения — германие
вого фотодиода ФД-3, позволяющего регистрировать излучение в види
мой и ближней инфракрасной областях спектра. Непосредственно из
меряется спектральный коэффициент пропускания Т \  исследуемого 
пламени, равный отношению прошедшего светового потока к на̂ - 
чальному. Связь Т \  с оптической толщей х\  вы раж ается  формулой

тх= 1п ( 1 / Г а ) .

Оптические измерения концентрации и дисперсности саж евы х ч а 
стиц проводились в пламени парафина, горящего при атмосферном 
давлении. Н а расстоянии 1 см от поверхности горения концентрация

мгсажевых частиц составляет c m= 0 , 0 5 — 3- модальный диаметр частиц

Dm ^ 0 ,1  мкм. Анализ погрешностей измерений показал, что оптический 
метод позволяет определять D m и ст с относительной погрешностью
3 и 4% соответственно.
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КРУЧЕНИЕ ВАЛА ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ

Л. к. АХАЕВА, В. И. ТАРАКАНОВ

1. Рассматривается кручение бесконечного вала, состоящего из 
двух полубесконечных цилиндров разного радиуса, соединенных пере
ходной зоной. Границы области задаются уравнениями

г — 1, 0 .4 < г < о о .  

г =1.4 — 0.4 сос ср, г = 0 .4 —0.4 sin ср, 0 < ?  

г —1.4, — о о < г < 0 .

TZ
2

( 1.1)

( 1.2)

(1-3)

aZ9 = 2 \iV,2, (1.

где (х — модуль сдвига.
Граничные условия задачи имеют вид

Боковая поверхность вала свободна от нагрузок. Момент N  приложен к 
торцам цилиндров на бесконечности.

В близкой постановке задача рассматривалась в работах [1, 3, 4,
5]. В работе [5] рассматривалась плавная зона перехода, задача реш а
лась методом Ритца. В работах [1, 3] 
рассматривался ступенчатый переход 
между цилиндрами, задача решалась 
методом разделения переменных и со
пряжением решений для первого и вто
рого цилиндра.

Ненулевая компонента вектора сме
щения V  для данной задачи удовлетво
ряет уравнению [ 1]

+ V ,„ = 0 .  (1.4)
Ненулевые компоненты тензора напря
жений сгг9 , °г? задаются соотношения
ми

5)



<3n=<3r,f=:О, Г=1, 0 .4 < г < о о ;  (1.6)
cn= a rfcos <p+oZ9sin <р=0, r =  1.4—0.4—0.4cos cp, г = 0 .4 —0.4 sin <p; (1.7)

an= a r<f=-0, r —1.4; —о о < г < 0 ;  (1*8)

aZ!f=— N-r, г->оо; (1*9)
it

azr =̂—N~ — . 2-v — oo. ( l -Ю)
те (1.4)4

Решение данной второй краевой задачи удобнее вести путем введения 
вспомогательной функции напряжений Ф [1], для которой эта задача 
является первой краевой.

Функция Ф связана со смещением V дифференциальными соотно
шениями

<t>„=-r2V ,r+ r V ,  Ф,г= г Ч Л ,.  (1.11)

Функция напряжений удовлетворяет уравнению

ф ,„-Аф  +ф = 0. (1.12)
г

Момент N, действующий на проиавильной дуге области от касательных 
усилий, равен с точностью до слагаемого и множителя функции напря
жений.

Af
N = 2 те j  r l [°zr cos nr  4-ar9cos n z \ d s —4 те|1.[Ф(УИ)—Ф (М 0)]. (1.13)

м„

Задание касательных усилий на границе области определяет с точно
стью до константы значение функции напряжений. Граничные условия 
задачи для функции напряжений, эквивалентные условиям ( 1.6 ) — ( 1.10), 
будут

Ф=Л//4тер на границах (1.1), (1.2), (1.3). (1-14)
Ф =  Л/г4/4яц, при z —voo, (1-15)

ф = М г 4/4я|л-(1.4) 4 при 2—►— оо. (1.16)

2. Метод решения задачи основан на использовании специальных 
решений , к =  1, 2 . . .  следующих уравнений



8 . = - - ^ з - — 8 „  
Г г

5
= — L J ln « + V l^ c o s 3 ^_rf т_ |^ |1

т: 0  — a-J-1/^ 1—  tocos'3* <р Z— £
г ~ р - ы

|г - р |

1 , г  — In— »
2 Р

Здесь

б̂= ~ [ /'^з+Р^4— (г —^)^г],

87= p 8i г 82 (z  Б)83, 
о8= г  р83— ( г — £) о4, 8э =  ( г — £) 85— г  S8— р37,

8,о— ^-[р8в+ /-а г—(2 — |)S0], 8ll =  i - [ p 8 s- r 8 c- ( 3 - | ) 8 , l ,
о £

*,s— i-[/- S*—рв«—(г—5)8.1-

/С =  /С(со), £ = £ ( © )  — полные эллиптические интегралы первого и вто1-
4р г

рого рода, (й =  . VJ. г — — квадрат модуля эллиптического инте-
(Р I Г У \ \ с' ъ)“

грала.

^ХР» 1— 1U)) = J , г . ,. , > £(Р> 1— “>) =  \ У  1—  (1 —  ш) sin  “ ср d ср.
о V  1—  (1 —  ш) Sin- ср 'о ’ т т

Неполные эллиптические интегралы первого и второго рода.

P =  arcsin Ч ( г - 6 ) 2 а _

+ ( г  — £)2 ’ V ( ? + r y + ( z  — 1У '

Функции б* зависят от цилиндрических координат г, z  и параметри
ческой точки М (р, £). По переменным г, z  функции б й с нечетным ин
дексом являются решениями уравнения Д ф = 0 ,  а с четными индекса

м и — решениями уравнения ( д -  j  Ц5 =  0. Функции 6ft образуют сис

тему следующих ^-аналитических функций (р —  г) [2].

8,-)-/Г 04 , 63+//■ 32 , 05+^/’ °8 5 07_Г^/’ °6 » (2-3)
йд - М ^ 12> °ii~rir' 010.

Мнимые и действительные части p -аналитической функции м- f  iu удов
летворяют дифференциальным соотношениям

да _  1 дъ_ д и _ _  1 dv
d r ~ ~ P d z  ’ d z ~  Р д г  '

Если в (2.4) положить р —  г и подставить функции (2.3), то для функ
ции б* получается ряд дифференциальных зависимостей.



Функции б* либо их производные в точке М(р, | )  имеют полюс ли 
бо точку ветвления. Некоторые из этих функций многозначны в плоско
сти г, г, в формулах (2.2 ) даны однозначные ветви этих функций, полу
чаемые проведением разреза плоскости г, z  по лучу г > р ,  2 =
Функции 6 ft с четным индексом удовлетворяют уравнению (1.4) и, сле
довательно, их можно брать в качестве частных решений для смещения.

На основе функций б * можно получить частные решения уравне
ния (1.12) для функции напряжений Ф, используя зависимости (2.4). 
Каждому решению (1.4) соответствует некоторое решение (1.12).

Ниже приведена табл. 1, в которой некоторым решениям уравнения
(1.4) ставится в соответствие решение уравнения (1.12).

Т а б л и ц а  1
V ф

Ом r(z—t) В2—г ро*

К 2 р г 62—r261Tf 2 r(z—S)

S-(2 р2—г-— (г— s)2) о.—l l lo t + pr(z— £) о4

r-{z c)Bj —-р r(z—£)о; -\-1Л.Ъъ-\-г J"i_—(г—£)2 j о4.

Sio ~2- 8̂ -^ { (* -9 (3  Р3- Р  П  5> +  (г-е)г[2(г-6)2+5(р!+г=)]52+  
+3(р*—г*)о3}

rz Г4т
1
г Z

При решении задач используется ряд свойств функций б* , их 
асимптотика в особой точке и при большом удалении от особой точки.

Решение задачи начинается с получения «эскизного» решения, ко
торое точно удовлетворяет соответствующим дифференциальным урав
нениям, является непрерывным в области со своими частными произ
водными, а граничным условиям удовлетворяет в основном на наибо
лее характерных участках области. Такими характерными участками 
области являются бесконечно продолженные части области, участки, 
прилегающие к границе, где заданы разры-вные граничные условия или 
сосредоточенные силы, участки в конечной области, для которых изве
стна асимптотика решения.

Оставшаяся невязка в удовлетворении граничных условий является 
непрерывной со своими производными по дуге контура, близка к нулю 
на характерных участках границы и ликвидируется последовательным 
суммированием фундаментальных решений соответствующих уравне
ний. Д ля уравнений (1.4), (1.12) такими фундаментальными решениями 
являются соответственно следующие функции:

V 0=b2( M , M 0), ф о— — —[Р2+ /'2+ ( г —| ) 2] 82. (2.5)

Фундаментальные решения являются аналогами логарифмического по
тенциала для уравнения Л апласа  в декартовых координатах, имеют ло 



гарифмическую особенность в полюсе Л10 (р, £), при удалении от полюса 
монотонно убывают, оставаясь везде непрерывными и ограниченными 
со своими производными.

Линии уровня фундаментальных решений представляют собой зам 
кнутые выпуклые кривые, близкие около полюса к окружностям с цент
ром в полюсе.

Эти геометрические свойства фундаментальных решений означа
ют, что если разместить полюс фундаментального решения Мо(р, £) 
вблизи какого- чибо участка границы области, имеющего радиус кривиз
ны больший, чем расстояние 6т этого участка до полюса, то значения 
фундаментального решения на границе будут следующими.

В точке границы Q, находящейся на кратчайшем расстоянии d  от 
полюса М 0 (р, £), граничное значение фундаментального решения имеет 
максимум, при удалении от этой точки по границе граничные значения 
будут монотонно убывать, стремясь к нулю на бесконечности.

Быстрота убывания граничных значений зависит от расстояния. 
Чем меньше расстояние d, тем быстрее убывают граничные значения 
при удалении от точки Q, тем острее пик максимума в точке Q.

В ся невязка при удовлетворении граничных условий может быть 
разбита на ряд примыкающих друг к другу элементарных невязок, к аж 
дая  из которых занимает участок контура длиной X. На этом участке 
имеется точка Q, где невязка максимальна по отношению ко всем ос
тальным значениям на этом участке. При удалении от точки Q невязка 
монотонно уменьшается.

Границами участка X являются точки, где невязка меняет знак 
либо снова возрастает. Каждую элементарную невязку в удовлетворе
нии граничных условий характеризует величина" максимума в точке Q 
(амплитуда невязки), длина участка К, степень убывания при удалении 
от максимума.

Таким образом, если на каком-то участке границы области имеет
ся элементарная невязка с максимумом в точке Q, то можно взять в 
качестве решения, ликвидирующего в основном эту невязку, фундамен
тальное решение, полюс которого Мо(р, £) выбирается вне заданной 
области на прямой, перпендикулярной к контуру в точке Q на таком 
расстоянии d от точки Q, при котором граничное значение фундамен
тального решения имело бы поведение, близкое к поведению элементар
ной невязки. Заданием расстояния варьируется форма кривой гранич
ного значения, даваемого фундаментальным решением, а не его ампли
туда. Задание нужной амплитуды осуществляется соответствующим 
выбором постоянного коэффициента перед фундаментальным решением.

Процесс ликвидации невязок строится следующим образом. На 
границе области выбирается одна, две элементарные невязки, имею
щие наибольший максимум, и в качестве решения записываются фун
даментальные решения, для которых полюса и коэффициенты выбира
ются описанным выше способом. Если убираются две элементарные 
невязки, близко стоящие друг к другу, коэффициенты перед фундамен
тальными решениями можно находить из совместной системы урав
нений.

При ликвидации наибольшей элементарной невязки невязка на 
всей границе несколько изменится, однако останется меньшей, чем 'бы
ла до ликвидации максимальной невязки в связи с тем, что граничные 
значения фундаментального решения монотонно убывают при удалении 
от своего максимума. После просчета новой граничной невязки на ЭВМ 
выбираются следующие наиболее крупные невязки и убираются опи
санным выше способом.

2 З а к а з  12781 1?



Процесс производится до тех пор, пока невязка в выполнении гра
ничных условий не станет меньше некоторой заданной величины, а ре
шение, убирающее невязку, представится в виде суммы фундаменталь
ных решений, в которых суммирование производится по полюсам, а по
стоянные коэффициенты и полюса находятся последовательно.

3. Решение задачи начинается с удовлетворения граничных усло
вий на бесконечности, которое осуществляется следующим частным ре
шением для смещения V:

= ^ . { ( 1+ ( 7 7 у г )1 2(,8'»{(''Е'г ’г ЬР-'8« (р Д ,'- ,г ) ]+ 0 .7 4 л г | .  (3.1)

Полюс .Мо(р, | )  выбирается вне заданной области, в районе сопряже
ния цилиндров.

Напряжения, соответствующие смещению (3. 1,), имеют следующее 
асимптотическое разложение на бесконечности:

(ог?) ,= - ^ Л / - г  +  о | | — L j - j ,  =  г - .  +  со. (3.2)

(»„),=_()(-—L -V г - - о о ,  (3.3)
(1.4)* V | z - E | . /  \ ( z - i f

Функция напряжений Ф, соответствующая частному ■ решейию 
(3. 1), имеет вид

2* .

О

1 +  1
(1 .4 )4

J L ( z - W ? - Pr ' - ) \ +

— [ 2 ( г - Е ) 1/ - 4  5 ( г - у г ( г 2+ Р 2)]8! + -5 - (р 4~ г 1)83

1-0.74.—  . (3.4)

Функция имеет предельные значения на бесконечности

1 Ф 1 |г-»-оо , г = 1;

ф 1 =  Ы / 4 ^ \  (3.1,

Граничным условиям (1.14) Ф 1 не удовлетворяет. Д л я  полюса р = 1 ,4 ;
. 4тти,
1 = 0 ,4  значение функции Ф 1 было просчитано на границе обла

сти. М аксимальная невязка достигла величины 50% в районе закруг
ления границы; при переходе к бесконечно удаленным точкам контура 
ошибка в выполнении граничных условий стремится к нулю. Л иквида
ция невязки в удовлетворении граничных условий производится сумми
рованием фундаментального решения

— тг\ ?2jr r '-+ ( z —S)2 ]
о о 2-

Д ля удовлетворения граничных условий с точностью 1,5% потребова
лось взять 13 членов в сумме. Таким образом, полное решение записы
вается в виде



ф=ф1+_*_2 «*Фо(Л1*. м).
2it(x ,t=l

Коэффициенты и полюса решения (3.6) даны в табл. 2 .

(3.6)

Т а б л и ц а  2

К 1 2 3 4 5 6

р*
h
ak

1,15

0,35
— 1,45

1,6

0,0
1,69

1,15

0,4
— 1,68

1,08

0,4
0,94

1,05

0,5
0,067

1,15

1,05
-0 ,1 8 3

k 7 8 9 10 11 12 13

Рй
ь

a k

• 1,5 

0,0 
0,05

1,094

0,25
0,076

1,01

0,4
- 0 ,0 2

1,32

0,035
0,071

1,5

0,08
0,446

1,5

—0,08
—0,446

1,15

0,20
—0,126

Н апряж ения ог<?, сг? , соответствующие функции напряжений Ф, име
ют вид

N

■ Г  9

<**?=■

13

= — 1 1 1

1 1

(1Д)4

-  82 (рЛ Г, Z )

т |[р(г — “О  — г  Р0з]4 " 0 )7 4  ■ г -(-

Рй

1

13

+ к^1

(1,4 )4 
2— |ft

! ~ £-[>2+ Р !+ ( г - №  3 г

Рй:

+

(3.7)

(3.8)

S2(pft, Ifc, ^ 2 ) + ^ - 8 1,2 ( РйД а, Г ,  Z )  
г  2

Н а фигуре дана эпюра максимального касательного напряжения
2 ТС ------ г—
- j j -y  aZ9-\-aT9 по контуру области, рассчитанная по формулам

(3.7), (3.8). В зоне закругления возникает концентрация напряжений. 
М аксимальное касательное напряжение превосходит на 25% номиналь
ное напряжение, рассчитываемое для цилиндра с радиусом r =  1 и под
вергнутого кручению под действием момента N.
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Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Й  П Р Е О Б Р А З О В А Т Е Л Ь  
ОТН О Ш ЕН И Я  ТОКОВ

П. А. БУКОВ, Г. С. РАТАНОВ

При различных физических измерениях, связанных с измерением 
ослабления ионизирующего или оптического излучения в большом диа
пазоне значений, необходимо для повышения точности измерений лога
рифмическое преобразование отношения неослабленного и ослаблен
ного сигналов.

В настоящей работе для автоматического измерения величины

предложено устройство повышенной точности, построенное на элемен
тах дискретной автоматики. В формуле (I)

/] — значение тока, соответствующее начальному потоку излуче
ния;

/ 2 — значение тока, соответствующее ослабленному излучению. 
Принцип действия прибора заклю чается в измерении времени р аз 

ряда конденсатора от напряжения U 1 до напряж ения U2, которое опи
сывается зависимостью

В момент достижения напряж ения U i на периодически р а зр я ж а 
ющемся через R C -цепочку конденсаторе срабаты вает  первая схема 
сравнения и происходит запуск электронного счетчика. В момент до
стижения напряжения U2 срабаты вает вторая схема сравнения и оста
навливает счетчик импульсов, заполняю щ их интервал времени между 
срабатываниями схем сравнения.

В итоге регистрируется число импульсов N  или временной ин
тервал Т

( 1)

U2= U te RC (2)

T =  N = k  ln-

где k  — константа, определяемая парам етрам и схемы.



Величина, N  или Т регистрируется электронно-счетным прибором 
: выходом на перфоратор, шлейфный осциллограф в виде кодов или 
цифропечатающее устройство.

Функциональная схема преобразователя состоит из следующих 
эсновных узлов:

1. Преобразователь потока излучения в электрический ток (ФЭУ).
2 . Ж дущ ий мультивибратор.
3. Усилитель мощности.
4. Генератор эталонного напряжения.
5. Схема сравнения.
6. Усилитель формирователя.
7. Триггер с эмиттерным повторителем.
8 . Вентиль.
9. Выходное устройство.
Быстродействие прибора (число измерений в секунду) определяет

ся скоростью работы перфоратора или цифропечатающего устройства. 
После записи каждой строки схема регистрирующего устройства вы ра
батывает импульс окончания записи, который запускает ждущий муль
тивибратор. Мультивибратор формирует прямоугольный импульс, кото
рый через усилитель мощности заряж ает  конденсагор генератора эт а 
лонного напряжения до величины Uo. По окончании импульса 
начинается - разряд  конденсатора по экспоненте через ЯС-цепь. При 
U 9 = U | на выходе первой схемы сравнения выдается импульс, который 
затем усиливается и формируется для запуска электронно-счетного 
прибора. При U 3 = U 2 на выходе второй схемы сравнения вы рабаты 
вается по такому ж е алгоритму второй импульс, останавливающий 
счетчик.

Разработанная  схема реализована в форме малогабаритной при
ставки к электронно-счетному прибору, смонтированному на платах 
унифицированного блока-питания типа «Александрит» (± 1 2 в  и ± 6в). 
Основные характеристики прибора:

Д иапазон  измерений т = 0 ч - 3 .
Точность измерения т = 0 ,2 % .
Постоянная # С - ц е п и = 2  мсек.
Быстродействие — 20 измерений в секунду.
Вес около 0,5 кг.
Индикация на цифровом табло электронно-счетного прибора, на 

ленте перфоратора или цифропечатающем устройстве типа МПУ-16.



О Д В И Ж Е Н И И  А Э Р О ЗО Л Я  В Ц И К Л О Н Н О М  ПЫЛЕУЛОВИТЕЛЕ

М. В. ВАСИЛЕВСКИЙ

Существующие циклонные аппараты для очистки газов от частиц 
пыли отличаются большим конструктивным разнообразием. Циклоны 
ЦН, ЛИОТ, ИДТИ, батарейные выполняются с цилиндрической частью; 
СДК, СК, СИОТ — циклоны конического типа.

В цилиндрической части окружные и аксиальные скорости газа 
распределены равномерно. В конической части происходит перестройка 
потока по закону r w ?  =  const, где п = 0,5 для внешнего потока и 
п = — 1 — для центральной области ( г т = 0 , 4  г\) [1]. Крупные частицы 
по инерции проскакивают пограничный слой, за  счет упругих сил от
скакивают от стенки и за счет центробежных сил снова возвращаются 
к стенке; мелкие частицы в турбулентном пограничном слое около 
стенки находятся в динамическом равновесии.

Рассмотрим турбулентное движение аэрозоля в зазоре между 
коаксиальными цилиндрами.

Д л я  случая, когда С ^  «С1, можно считать, что частицы пассив-
Р

ны, т. е. не влияют на движение газа и на движение других частиц. 
Поэтому уравнение движения частиц определенного размера совпадает 
с уравнением движения для одиночной частицы [2]. Значение коэффи
циента турбулентного перемешивания примем постоянным и его сред
нее значение примем в соответствии с [3]. Положим, что окружные и 
аксиальные осредненные скорости частиц и газа совпадают, потоки час
тиц в осредненном движении в окружном и аксиальном направлениях 
много больше, чем диффузионные потоки при турбулентном движении 
в тех же направлениях.

Уравнения установившегося движения и переноса для частиц оп
ределенной фракции запишутся

- ^ - r ( c v K + c f v l ) + - ^ - r ( c v r-\-c' v'r) = 0 .
д х  d cp or

Свяжем систему координат- с движущимся газом. Уравнение сохра
нения Miaccbi час'гиц определенного размера для замкнутого объема в 
этой системе



где J — поток частиц за счет турбулентного переноса и за счет центро
бежных сил через поверхность S, п — нормаль к поверхности S. Поло-

— дсжим в (1) c V  — - > где е  — коэффициент диффузии. Тогда (2)

С учетом принятых допущений в цилиндрической системе координат 
запишется

дс д ( д с \г — -г \  сч)г-—г— = 0 .
dt дг  I д г

(3)

Учитывая первое уравнение в ( 1) и заменяя переменные г = г  г2;
. 7 r l  а е 1

■?— ; v r~ —------- =  —  Stka^B^, запишем (3) в безразмерном видеs г г  2 г
~дс д _ / с д с ,г ----- j------г а ----------- I = 0 .

d t  дг \ г дг

Поскольку на границах потока нет переноса частиц (непроницаемая 
стенка), суммарный поток частиц за счет центробежных сил и диффу
зионного переноса должен быть равен нулю.

Граничное и начальное условия в безразмерном виде запишутся

д г

Решение (3) есть

г j дг
c(r,  0 ) =  c0= c o n s t .

d c { r 2 ~t) , c ( r 2, t )
г  я----------------U:

X

с
Со

2ч 1 — ( V +  1 )

1 _ (  ^ l X2lV+1)

Г

Гг

v-l
/ v+ 1(^„)

’ °°
«г! 2

(4)

Здесь

Stk w mrex' 2

2 е
t = -

r 2 ’Г  2

\Р,(Хя7)= Л (Х я г) ( W ;

%n — корни уравнения / v+i(Xr,)T4_j_i(X r 2) — / v+i(Xr.>) I v+1(Xr 0 = 0 .
2 РЛ-1

Наиболее просто рассчитать (4) при у  — — ^—  ; р =  0, 1, 2, 3... Ряд



в (4) при t = 0 сходится медленно. Но уже при != 0 ,0 0 2  можно огра
ничиться пятью членами ряда, а при 7 = 0 ,0 1 — одним. Анализ (4) до
казывает, что стационарный режим наступает довольно быстро и при 
?=^0,05 можно считать, что процесс переноса практически не отличается 
от стационарного.

Д ля ламинарного движения аэрозоля уравнение переноса
1 д с ,. . д с _— — (г Stkc.) + —  = 0 ,
г or ' dt

где ? = г = —  с начальным условием с = с 0-е ( г  — 
Гг г-1

f \ ) ■— единичная функция, такая, что е (4 -)  =  1; е ( — )е(г
Решение этой задачи имеет вид

г i),  

=  0.

д =  5°е[ ] / '  2Stk
г 2

2STk О — '■О-

где

(5)

Будем считать, что все частицы, находящиеся в области (г*, гг), 
уловятбя в пылеотделителе на 100%. Тогда фракционная эффектив
ность разделения аэрозоля в цилиндрической части может быть опре
делена следующим образом:

2 > -  ̂
о 8 С8 7 = 7  '
о : « сЪ Со

На рис. 1 представлены кривые распределения концентрации частиц 
по сечению цилиндрической сепарационной камеры в зависимости от 
времени при турбулентном и ламинарном движении аэрозоля при
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Рис. 1. Распределение концент
рации частиц по радиусу во 
времени. — ламинарное тече
ние, —  турбулентное течение.

Рис. 2. Распределение кон
центрации частиц различно
го диаметра по радиусу. 
— ламинарное течение, - - - 
турбулентное течение.



ivBX = 2 0  м/сек; г = 0 ,4  м; ri =  0,24 м, е =  6,5-10_3 м2/сек; S t k =  
=  0,81 • 10-3; г т = 0 ,9 .  Из рисунка видно, что при / =  0,5 сек при турбу
лентном движении аэрозоля процесс переноса близок к стационарному, 
тогда как при ламинарном течении концентрация меняется со вре
менем.

Н а рис. 2 показано распределение концентрации по радиусу в з а 
висимости от размера частиц при 1 =  2 сек., при ламинарном и турбу
лентном движении аэрозоля.

Н а рис. 3 показаны зависимости эффективности разделения от вре
мени для Stk =  0,81 • 10_3 и от размера частиц (величины Stk) при 
t = 2  сек. Кривая г] =  г] (Stk) для турбулентного течения аэрозоля го
раздо лучше соответствует экспериментальным данным испытания ци
клонов ЛИОТ [4], чем для ламинарного.
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Рис. 3. Зависимость эффектив
ности разделения от времени. 
— ламинарное течение, —  тур
булентное течение.

Рис. 4. Зависимость эффективности 
разделения от размера частиц.
--------- ламинарное т е ч е н и е ,------------

турбулентное течение.

Рассмотрим течение аэрозоля в конической части циклонного, пы
леуловителя.

В конической части за счет противоточного движения газа осуще
ствляется интенсидный диффузионный перенос частиц. Используя осред- 
ненное значение коэффициентов турбулентного перемешивания в пло
ском течении при стоке газа к центру, в [5] рассматривается турбу
лентное движение газа в циклоне как результат обобщения задачи вяз
кого движения. Можно обнаружить аналогию между рассмотренным 
течением в [5] и течением газа в конусе циклона, так как в результате 
нисходяще-восходящего движения также осуществляется перенос газа 
к центру, который и определяет интенсивность перемешивания.

Определим распределение концентрации в сечении входа внутрен
него цилиндра циклонного аппарата как при стационарном течении в 
цилиндрическом канале с диаметром, равным диаметру циклона.

Система уравнений, описывающая стационарный перенос частиц 
при сложном распределении окружных скоростей, запишется в безраз
мерном виде ( ~  опускаем)

г —  С2— -
п

dr

— г \  
d r  V
dc(r2)

d r

a, С z - * Л — 0 ;
Г2 d r  j

— — W o ;

1 
^ 

? 
^ d r  j  

a.
C i'

r-t

d c i r j __ ax dc2(r r)
2 2 ,r x drdr (7)

dc(  0 )
C i( r j )= c 2(rT) ; - ^ = ° :



[ 2 - r c d r = T . r l \  7](Stk) =  l — L f 2 « rcrfr,
о и л  о

где в размерных величинах а , =  В-

s = - 1
- r w r

1 a-b-Wr,
п- \ - 1 г я + 1  2 ^ /^

5  =  i4Stk, где Л определяется из уравнений

!Х( г 2 — г , )  c o s  £  =  щ у я =  Л

5 =
1—/*Г

S t k .

Решение (7) в безразмерном виде есть

- ^ - ^ e x p ^ A  J _ j J ( i _ Gt)) e x p ( - a 1) - ( r T- a 1) e x p ( - y - j  +

г 2 
+  a l —E i(—a ^ -г Ei 2  г;

1 Cq {2 г T 
7 J = 1 -------- ^

r-1 I a

“ p i y t : 1- 1

■e x PI 7 “ ){r i ( r i “ a i)ex p ( _  7 7 ^ _

rT(rT a ,)exp^ r * ) + a> E i(  ^ ) + E l ( '  r '  )_}}

При a > l  верна следующая приближенная формула

r t(r t— a,) ex p f— — ]+ « ? E i

(8)

1 14 1 *' — r v r j  • * v r
V r\  (1—a4)exp ( — a,) +  a?Ei( — at )

где E i (—x) — интегральная показательная функция.
Д ля ламинарного течения, согласно гипотезе Бутакова С. Е. [6], 

в области нисходящего движения можно приближенно считать w r — 
=  const; w x =  const.

Частицы отсепарированы, если они не пересекут коническую по
верхность, имеющую своим основанием вход внутренней трубы.

Уравнение переноса для частиц определенной фракции можно 
записать

^ - { v xr c ) + ^ { r v rc ) = 0; 
д х  дг

или

t ■ | . д ' \  _ 
ГЪгС =  ̂  ®.г7Л^ ® г Т 1 =  0.'

д х  дг



Характеристическое уравнение ^ j - =  есть уравнение линии

тока для  частиц монодисперсного аэрозоля.
Если ^ — линия тока, проходящая через вершину конуса, то

GyH—  clK( r ) v x(r) тг (г \— г\), где г , —  радиус линии .тока я|)*в основании 
конуса.

Интегрируя уравнение линии тока, найдем значение из вы раж е
ния ( п = 0,5).

h w r

w r 1 2  f , - v  f  

Эффективность разделения

Т] = 1  —

Y , г г— у г\ ,
In--------------------------In

* Г ■ T+Y Y2 r lТ

В
; у 2= = -

Wr

2 2 Г —Г] * 1

1 - r f (9)

Н а рис. 5 представлены кривые эффективности разделения, рассчитан
ные по (8) и (9) для мелких частиц. Видно, что при ламинарном те
чении эффективность быстро стре- 0 
мится к единице. Кривая эффектив
ности разделения с учетом переме
шивания частиц больше соответст
вует данным испытания циклонов 
при малых Stk.

На риЬ. 6 представлена кривая 
эффективности разделения г |= т ] ( а )  
для циклонов ЦН, а такж е обозна
чено значение эффективности разде
ления в соответствии с эксперимен
тальными кривыми циклонов ЦН-15,
ЦН-11, ЦН-24 [7].

Таким образом, диффузионная модель лучше дает приближение к 
результатам экспериментального исследования циклонных аппаратов и

/
/

7 г"
s a w ’

Рис. 5.. Эффективность разделения 
для малых Stk. 1 — [6]., 2 — переме
шивание.

I

Рис. 6. Эффективность разделения по фбрмуле (8).
Л  — значения, соответствующие экспери

ментальным кривым разделения для циклонов,
ЦН-15, ЦН-11, ЦН-24.

позволяет оценить влияние различных конструктивных факторов на эф
фективность разделения.



О б о з н а ч е н и я :  ш вх, wr, w x ; v 9t v r,vx  — скорости входная, окружная, ради
альная, аксиальная для газа и частиц;-с — концентрация; GyH— вес унесенных частиц 
с диаметром б; рг , р — плотность частицы и газа; г, тх, г2— радиусы переменного, внут
реннего и внешнего цилиндров; гт — радиус границы перехода от квазитвердого 
вращения к вращению по закону w<? гп= А ;  |  — угол наклона входного патрубка 
циклона; аХ Ь  — площадь сечения патрубка йа входе в циклон; Л* — высоту конической 
части циклона; h — высота конуса (расстояние от вершины до основания) циклона;

р 0“ Т Wе — коэффициент диффузии; т =  ■■■■ ■ — время релаксации; S tk —— — — критерии
Pi! ®  ̂ о

Стокса.
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О В Л И Я Н И И  ИСКУССТВЕННОЙ вязкости 
НА ХАРАКТЕР РЕШЕНИЯ ЗА ДА ЧИ

О К Р АТК О ВРЕМ ЕН Н Ы Х  ИМПУЛЬСНЫХ НАГРУЗКАХ

В. А. ГРИДНЕВА, М. Д. М ИХАЙЛОВ

В настоящее время существует ряд конечно-разностных методов, 
которые успешно применяются при решении задач механики сплошной 
среды. Среди них используются методы, выделяющие особенности в ре
шении: ударные волны, волны разгрузки и другие специфические осо
бенности решения. Реализация таких методов, в частности, метода 
характеристик, связана с определенными трудностями, вызванными их 
нестандартностью. Используются также, так называемые методы 
«сквозного счета», не выделяющие ни ударных волн, ни слабых р а з 
рывов. Эти методы просты и с. успехом применяются для численного 
решения ряда задач.

В настоящей работе для решения задачи о кратковременных им
пульсных нагрузках [ 1] используется метод введения псевдовязкости 
Рихтм айера—Неймана [2]. Выбор данного метода объясняется тем, что 
рассматриваемый процесс характеризуется • внутренними разрывами, 
которые требуют выполнения специальных граничных условий. Эти ус
ловия обеспечиваются уравнениями Ренкина-Гюгонио, но их примене
ние на практике затруднительно, так как поверхности, на которых дол
жны выполняться эти условия, .сами движутся в веществе. Это движ е
ние неизвестно заранее и должно определяться с помощью дифферен
циальных уравнений и упомянутых выше условий на скачке. Чтобы 
обойти эти трудности, Нейман и Рихтмайер предложили приближенный 
метод решения задач гидродинамики, в котором скачки учитываются 
автоматически, где бы и когда они ни возникали. Идея метода состоит 
ьо введении псевдовязкости такого рода и такой величины, чтобы по
верхность раздела заменялась тонким переходным слоем, в котором 
все величины меняются резко, но без разрывов.

1. Постановка задачи

Ударник в форме плоской пластины, высота которой /о, много мень
ше диам етра dQ в момент встречи с мишенью, которую считаем массив
ной, неподвижной, имеет скорость Vo, направленную по нормали к по
верхности взаимодействующих тел. Предположим, что скорость взаимо
действия Vo такова, что прочностными эффектами материалов ударни
ка и мишени можно пренебречь и решать задачу в так  называемой 
гидродинамической постановке. Д ля  описания процесса взаимодействия



Двух teji в одномерном приближений используем cncteMy уравнений 
в массовых лагранжевых координатах:

dR  
— = « .  
dt

д и _  дР  
dt dq

dt  dq }
d E _  p d v  
dt dt

Уравнение состояния возьмем в виде, предложенном Осборном [3].

1

р0£  +  ?о
( £ ( # i+ a 211 | ) + £  ?а\Ьй-\-Ъ,(Ь1-\-Ь2^,)-\-Е(сй'-\-с^))\\ ,  ( 1.1')

где р0 — плотность материала в недеформированном состоянии, Р —

давление, и — массовая скорость, и =  .— — удельный объем,' е —
Р

удельная внутренняя энергия, R(q, t) — координата малого элемента
жидкости в момент времени t, q — массовая лагранж ева координата

частицы, £ =  1------------- характеризует сжимаемость материала, ф0, а\,
Ро

а-2, Ь0, b I, Ь2, с0', с 1 — постоянные, значения которых зависят от выбран
ного материала. Д ля  системы уравнений (1.1)-— (1.10 ставится краевая 
задача:

u ( R f i ) 4 V ° " РИ1 0  при R x< R < R 2 -

р(^ ,0 ) = (  р° ПРИ R o < R < R i ,  ( 1.2)
1 ро При R l < R < R z ,

E(R,  0 ) = 0  при R 0̂ R < R 2 \
P(R,  0 ) = 0  при R IX- R < R 2]

P(R,  t ) =  0 для любого t > 0 — граничное условие на свободной поверх
ности, где Ру , ро* — плотности недеформированных материалов 
ударника и мишени; Ro — координата частицы жидкости, леж ащ ей на 
свободной поверхности первого тела; R i — координата частицы ж идко
сти контактной поверхности, разделяющей два тела; R 2 — координата 
тыльной свободной поверхности неподвижного тела, причем в нашей 
задаче R 2 как угодно велика.

2. Метод решения

Как уже говорилось выше, задача (1.1) — (1,2) решается численно 
методом искусственной вязкости Рихтмайера—Неймана, который со
стоит в добавлении в системе (1.1) к давлению Р дополнительного 
слагаемого со. Этот дополнительный член берется в виде



(j):

ц.0 » ди ' ди
- v  ' ^ %  "Р" w < 0’

О при ~ > 0 ;  
dq

(2 .1)

,или

ш=
Н-i , .  ,п( ди  \ 2 ди
Т7 (А9) Ы  npV < 0 '

О при— >^0 . 
dq

(2.2)

Здесь ро и |xi — безразмерные постоянные. Приведем систему уравне
ний ( 1.1) — ( 1-. 1') ,  а такж е соответствующие краевые условия к безраз
мерному виду. Безразмерные величины вводятся следующим образом:

R = l0-R,  и =  CqU, t = — t, Р = р 0 СоР, c f l=p0Cou>, Е =  СоЕ, а х =
Со

~(P()Cq)2 — (Ро^о)2#2> — Ci)5q, by — Po^O&j, ^2 = РоС0^2> CQ —

— Ро С о , С\ — Рос 1, То “ Ро ^'То-

Система уравнений (1.1) — (1.Г) в безразмерных величинах при
мет вид

2 р

d R и ,
dt

дй <̂ (/5 ш)
dt dq = 0,

1

+ ? о

d у д и __

dt  d q

% + ( ? + « Щ = ° .

\ Щ Л а 2\ 1 \ ) ^ Е [ Б 0 Ц 5 1 +  621П Е ( с' о+ с1Щ .

(2.3)

В случае, когда система (2.3) описывает процессы, происходящие в 
Роуударнике, р =  и коэффициенты уравнения состояния вычисля-
ро

ются по формулам:

а{

Ро
м 2 м \ 2 » '

Со )

а \
( м . м- \ 2  ’
(ро Со )

Если система (2.3) описывает течение процесса в мишени, то (3=1 и 
коэффициенты уравнения состояния получаются по формулам:

МЛ i
, аг ■■

мCL2

(ро“сГ)
( м м- \  2 ’
(ро Со J



Краевые условия в безразмерных величинах принимают вид:

Vo при R o ^ R ^ R u
й ( Я ,  0 )  , _ _ _

0 при R \ C R < R 2 ,

p ( « . 0 )  =  f f  Ч »  (2.4)
I 1 при R i C R C R z - ,

e(R,  0) = 0  при R q̂ R < R 2’, 
р \ ц ,  0 ) = 0  при Ro^ R < R 2\
P ( # f ?) = 0  для любого t > 0./ при R  —  R 0, R =  R 2.

В дальнейшем для простоты изложения черточки над безразмер
ными величинами будем опускать.

Д ля  численного решения задачи (2.3) — (2.4) система дифферен
циальных уравнений (2.3) заменяется явной конечно-разностной схе
мой, предложенной в [2] '

~ R * = U j+l для у — 1,2,..., N;
X

/Ъ Г)П I /■ч \tl
E l --------и / =  ( & Р ; + ( ™ ) ; ДДЯ у-=л , 2 . . . . т , р = ^ ;  д л я  у = т + 1 ...... A f , p = l ;

х Д<7 ро '
_ .л + 1  п п + 1 п + 1  ‘ ПУ
■^+i /.2~  7+1/2 — ц/+1 J - q  для / =  1,2 т — 1,р =  -^-; д л я /  =  / п , т + 1,..,

х Д q ' ро

N - 1, Р— 1;
Р н + 1  r -п I „ . " - I ' 1Д у+1/2- Г у+1/а p y+1/2 +  p y+1/2> г>у + 1/а- г>/+1/а д д я  /=1>2|<>1 дг— 1; (2 .5 )

т 2 х

Я ^ !  1/2= л с п - П  {(Ру"+1/2 — 1 ) ( ^ 1  +  « 2 |  РУ+//2— 1 | ) - г Р ^ ' ж / 2 [ ^ 0  +
Р £ ; + 1 /2 + ? о

+ ( р № - 1 ) ( ^ + ^ ( р ; й / 2 - 1 ) ) - ь ь 7 а - ( ^ + ^ ( р " й г - 1))]},
для

У _

/'=1,2,..., т —1, Р=-^« а ,= а } \ . . . ,  ср0 =ср^ • для / =  т ,  т + 1,..., /V— 1,
Ро

о 1 л _Л£ „ --U
Р =  1, a i= a i  , а 2 =  а 2 «Ро = -фх ;

Шу+1/2 — ----- ; г ~  (и"+1 — к")при и5+1- и 5< 0 ,
^ 1/2 при Му+1 —к " > 0 ;

или

2  РчЛ
1/2 = X— «у)2 при и!)+х— и ) < о,

®у+1/2+г)у-|_1/2 „ „
Q при Uj^ 1—  Иу>0,

где /V — конечная точка разбиения рассматриваемой области.
В [2] показано, что если поверхность раздела двух сред совпада

ет с узлом сетки, отмеченным индексом j =  tn, то в этой точке при вычи
слениях второе уравнение системы (2.5) заменяется следующим:



3 [ ( S P ) m +  8o))m] —  —  • [ (  P m + 3 I 2 — A,m + 3 / 2 ) + ( (0m+3/2— шт - 3 / 2 ) ] -  
О

Устойчивость конечно-разностной схемы (2.5) проверялась ана
логично [1], и был получен соответствующий критерий устойчивости.

Численная реализация метода псевдовязкости проводилась на 
ЭВМ М-220. Счет велся по временным шагам с выбором временного 
шага из критерия устойчивости. По известным значениям и, V, s, Р на 
нулевом слое определялись значения этих величин на первом времен
ном слое (^i =  /o+'c).

Кроме того, на этом же слое для каждой точки проверялось усло
вие устойчивости. Если для данного т оно не выполнялось хотя бы в 
одной точке, то шаг по времени т уменьшался до тех пор, пока это 
условие не было справедливо для всех точек.

Д алее аналогично, по известным значениям этих величин на сле
дующем временном слое. Д ля удобства численных расчетов на нулевом 
слое вначале бралось небольшое .число точек. Но так как с течением 
времени скачок двигался вправо, то через каждые 40 временных слоев 
•машина автоматически прибавляла по 10 узлов сетки с параметрами 
невозмущенной среды. Таким образом, движение скачка могло просле
живаться неопределенно долго.

Результаты счета, проведенного по методу псевдовязкости Рихтмай- 
ера-Неймана, показали, что параметр входящий в выражение псев
довязкости, существенно влияет ца характер решения в.случае линей
ной (1.2) и в  случае квадратичной (2.2) вязкостей. Д ля приемлемого 
описания изменения величин и , р, Е, Р, характеризующих течение про
цесса, проводился подбор оптимальных значений ц для обоих типов 
вязкости. Под оптимальным понимается значение |х, при котором ос- 
цилляционные эффекты, по возможности, сведены к минимуму, а число 
ячеек, на которое происходит размазывание ударной волны, также, по 
возможности, сведено к минимуму (3—4 ячейки)..

Д ля облегчения подбора коэффициента искусственной вязкости ц 
на печать выдавались ее значения вместе со значениями и, р, Е, Р. Бы 
ло замечено, что на ударной волне псевдовязкость имеет наибольшее 
значение — пик, а во всех остальных расчетных точках ее значения 
близки к нулю. На рис. 1 построена зависимость оптимального значе
ния (х от массовой скорости и (равной в случае взаимодействия тел с 
одинаковыми плотностями половине скорости встречи Vo). Вышеуказан
ная зависимость получена для случая столкновения одноплотных тел 
из Al, Fe, Си и плексигласа для различных скоростей Vo, как для ли
нейной, так и квадратичной вязкостей. Построенная на рис. 1 зависи
мость облегчает подбор оптимального значения jo. в случае, когда Vo 
меняется в диапазоне от 0,2 до 1,0 см/мксек.

На рис. 2 приведены графикц изменения массовой скорости и и 
давления Р, представляющие результат численного счета для случая 
взаимодействия А1—^А1 со скоростью 0,92404 в безразмерном виде (вяз
кость использовалась линейная и квадратичная, jx бралось равным 0,7 
и 1,48 соответственно от момента времени / = 0 ,0 5  мксек, до / =  0,28 
мксек, (/0= 0,2 см).

3. Результаты счета

3 З а к а з  12781 33



Рис. 1. /  — кривая для линейной вязкости; I I — кривая для квадратичной
вязкости.
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Анализ рис. 2 показывает, что непосредственно после столкновения 
от контактной поверхности в ударник и мишень распространяю тся плос
кие ударные волны, в результате чего в деформированной области, з а 
ключенной между плоскими ударными фронтами, образуется площ адка,

на которой значение массовой скорости равно «  .

К моменту £ « 0 ,1 3  мксек ударная  волна в ударнике достигнет его 
свободной поверхности и отразится от последней в виде волны разре
жения. Волна разрежения, распространяясь в ударнике,g а затем  в ми
шени, будет уменьшать значения параметров, характеризую щ их процесс 
взаимодействия. В некоторый момент времени волна разгрузки догонит 
ударную волну, и процесс разгрузки пойдет интенсивнее.

К ак  видно из того ж е рис. 2, сравнением графиков, показывающих 
распределение давления Р, а такж е  массовой скорости и для  одинако
вых моментрв времени для линейной и квадратичной вязкостей: про
филь ударной волны для случая квадратичной вязкости получается кру
че, хотя при этом имеют место небольшие осцилляции. В случае линей
ной. вязкости осцилляционные эффекты отсутствуют, но профиль удар
ной волны разм азы вается  сильнее. Следовательно, если необходимо, 
чтобы профиль ударной волны был круче, приходится мириться с неко
торыми осцилляциями, и наоборот.

Аналогичная картина наблю далась при численном решении задачи
о кратковременных импульсных нагрузках  в случае, когда два взаимо
действующих тела были разноплотными.
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РАСЧЕТ НЕСТАЦИОНАРНОГО Д В И Ж Е Н И Я  
Д В У Х Ф А ЗН О ГО  ПОТОКА ПРИ ВЫСОКОНАПОРНОМ  

ПНЕВМОТРАНСПОРТЕ ПОРШНЕВОГО ТИПА

В. М. ЕГОРОВ, Б. Б. КВЕСКО

Разработан  метод численного расчета нестационарного движения со
вокупности поршней сыпучего материала в период выхода на режим ус
тановки высоконапорного пневмотранспорта поршневого типа. Резуль
таты расчетов позволили выявить влияние изменения начальных пара
метров на характер движения поршней. Данный метод может быть 
рекомендован как способ расчета внутризаводских установок высокона
порного пневмотранспорта поршневого типа.

При решении задач внутризаводского транспорта поршневого типа 
количество поршней в трубопроводе обычно ограничено, как показал 
опыт экспериментальных исследований, на 100 м приходится 2—4 порш- , 
ня при малых диаметрах трубопровода, а при больших диаметрах ко
личество поршней на 100 м, очевидно, уменьшится. Кроме того, в тру
бопроводе из-за дискретного характера ввода и вывода по,ршней в р аз 
ные моменты времени находится различное число поршней, а это, при 
малом количестве поршней в трубопроводе, приводит к резким измене
ниям массы системы, т. е. совокупности поршней и воздушных проме
жутков. В связи с этим нельзя не считаться с нестационарностью про
цесса движения. Предлагаемый метод, учитывающий нестационарность 
процесса, в частности, и тот факт, что масса системы непостоянна, по
зволяет рассчитать процесс поршневого движения сыпучего материала 
применительно к следующей схеме процесса (рис. 1). Из бункера / в 
трубопровод 2 подается сыпучий материал под действием давления Р0. 
В сечении / —/  трубопровода с помощью электромагнитного клапана 3 
производится периодический впуск сжатого воздуха с давлением Р0. 
Входящ ая порция сжатого воздуха разделяет сыпучий материал в се
чении / — /  на две части. Одна часть сыпучего материала, связанная с 
бункером, при этом останавливается, а другая, т. е. образовавшийся 
поршень, под воздействием воздушного потока начинает с ускорением 
перемещаться по трубопроводу. После закрытия электромагнитного 
клапана давление в образовавшемся воздушном промежутке падает и 
через какое-то время перепад давления на запорном участке трубопро
вода, т. е. на участке между сечениями 0— 0 — I —/  достигает величины, 
достаточной для преодоления сопротивления трения сыпучего материа
ла на этом участке, после чего вновь начинается перемещение сыпучего 
материала из бункера, после нового открытия электромагнитного кла
пана образуется второй поршень и второй воздушный промежуток.



Д альш е процессы образования поршней и воздушных промежутков 
повторяются и через определенное время весь трубопровод заполнится 
поршнями сыпучего материала с промежутками сжатого воздуха м еж 
ду ними. Таким образом, задача сводится к рассмотрению движения 
совокупности поршней и газовых промежутков. При этом учитываются 
процессы входа каждого поршня в трубопровод и его выхода из трубо
провода. При решении задачи сделаны.следующие допущения:

1) плотность смеси сыпучего материала с воздухом в поршне по
стоянна в течение всего периода движения его по трубопроводу;

Рис. 1. Принципиальные схемы установок поршневого пневмотран
спорта.

2) рассматриваются предельные случаи расширения воздушных 
промежутков — адиабатический и изотермический;

3) фильтрация воздуха через поршень не учитывается;
4) трубопровод принимается прямолинейным и горизонтальным;
5) рассматривается два крайних случая присоединения массы ма

териала, поступающего из бункера, к образующемуся поршню, когда 
скорость присоединения равна скорости движения поршня и скорость 
присоединения равна нулю, эти случаи относятся соответственно к схе
мам' установок /  и I I  на рис. 1;

6) при выходе поршня из трубопровода принимается, что скорость 
отсоединения равна скорости движения поршня.

При сделанных допущениях получаем уравнения движения поршня 
по трубопроводу. Уравнения движения формирующегося и выходящего 
поршней выведем исходя из теоремы об изменении количества движе
ния, согласно которой

d-^=Y>Fe,
d t

где hFe  — сумма внешних сил, действующих на систему..
Рассмотрим систему, состоящую из движущейся порции материала 

(поршня) и присоединяющейся к ней массы материала. Пусть в неко
торый момент времени t отдельно двигаются две порции материала, од
на имеет массу М_ и скорость относительно некоторой неподвижной сис
темы координат U, другая — массу ДМ и скорость V относительно этой



ж е системы координат. В этот момент времени количество движения Qi 
данной системы будет

QxM u + A M ? .  (2)

Через некоторое время At  происходит присоединение массы ДМ к мас
се М. Количество движения

<?2=СЛ/+ДАО(0+Д£7), (3)

где A U — приращение скорости, вызванное присоединением массы. И з
менение количества,, движения за время At можно записать в следую
щем виде:

A Q = ,Q 2- Q x =  ( A M + M ) ( 0 + A 0 ) - M 0 - A M v . (4)

Пренебрегаем малой второго порядка ДМ-ДО и, сокращая подобные 
члены, получаем

Д Q = Q 2—Q j= A  М й + М A —М  A U + A M ( U  — V). (5)

Рассм атривая данное изменение за бесконечно малый промежуток вре
мени и используя теорему об изменении количества движения, получим

?Q -=  M — + A M ( 0 - V )  =  Z F e .  (6)
d t  d t

Аналогичным образом выводится уравнение движения в случае отсое
динения (излучения) .массы (—ДМ) телом с массой М, в результате 
чего имеем

/И^Л-+  ^ £ 7 _ р )  =  Е Fe. (7)
dt ~  d t

Таким образом, движение тела переменной массы описывается следу
ющим уравнением:

M ^ - ± ^ { 0 - V ) = Z F e ,  (8 )
d t  d t

где ( + )  — присоединение массы, (— ) — излучение массы. В данной
постановке на систему действуют только две силы.: сила, вызываемая
перепадом давления на ней, и сила трения, т. е.

T l F e = S A P + F mp,

где 5  — площадь поперечного сечения трубопровода; ДР —  перепад 
давления на системе; F тр — сила трения. В проекции на ось ординат 
(для одномерного случая) получим

M a u ± d M { 0 _ ? ) = S A p _ F mp. (9)
d t  dt

Согласно допущения (5) имеем:
1) для формирующегося поршня



а) м 4 t +  4 t °  = s ^ p ~ F«p "Ри l>=0'

б) M ^ - = S h P — Fmp при t/ = K;

2) для  выходящего из трубопровода поршня:

(И)

( 12)

При этом в уравнениях (10— 12) М  является функцией времени.
При движении сформировавшегося поршня до начала его выхода 

из трубопровода масса поршня остается все время постоянной и со
гласно второму закону Ньютона

М F e —S  А Р —F m„, где 7W=const. 
d t  9

(13)

Распространим систему (10— 13) на совокупность п  одновременно дви
гающихся поршней и запишем ее в виде, удобном для  численного рас
чета.

Введем, согласно рис. 2, следующие обозначения:
/ г, Ut , M-t — длина, скорость, масса i-ro поршня. 
х г — путь, пройденный t-м поршнем.

6 *  t  i  'A c . i  -

X  L *7

£ i
\
X t

Рис. 2. Схема поршневого движения.

P t , Pi — давление, плотность воздуха в ам  воздушном проме
жутке.

a-t — длина £-го воздушного промежутка.
i =  k, где т  — номер выходящего поршня, k  — номер входя

щего поршня.
С учетом принятых обозначений система (10— 13) запишется в 

виде.

d t  d t

M » ^ = S  b P t - F  
d t m p k  i

M J U j n = s / i P — F
dt

M t dU,
dt

S  A Pi—F mpi, i= m - \ - l , . . . k — 1

( 10- 1)

(11- 1)

( 12- 1)

( 1 3 - 1 )



A f * - E p . .S * A+m*,

M m= E  rnm—K9uS { x m— Lmp),
Ж г= Е р ц5  lnl ,

A P i= P [ —Pi-i,  i —tn,..., k, 
P k - i = P a\ Pm=Po>

где E — объемная концентрация материала в поршне. 
р„ — истинная плотность материала. 
т* — масса запорного участка.

Запишем систему (10— 1) — (13— 1) в виде одного уравнения

м> Е <14>

где (3=1 для входящего поршня при У = 0 .  Во всех остальных случа
ях (3 =  0.

( tn-\-puS  Елгг— для входящего поршня,
М - = j pu E S / ;  — для сформировавшегося поршня до выхода,

I т]— ЕрU-S(xm— L mp) — для выходящего поршня.

Расстояние, пройденное поршнем, находим из соотношения

^ 7 = ^  (15)a t

Пусть а 0, — длина i-ro воздушного промежутка в конце выпуска воз
духа, тогда, учитывая

'  PiP t -P o[
Ро

и имея в виду допущение 3, получим

я , = Р „ ( 0 .  <1б>

Во время движения длина воздушного промежутка, как это следует 
из рис. 2, равна

a ^ x i — x ^ i — li. (17)

Система уравнений (14— 17) решается при следующих начальных ус
ловиях:

Ut= x ~ 0; l t= Z 0 ; Р ^ Р 0 при / = 0 .  (18)

Здесь Z0 — длина запорного участка, t t — время движения г  го
поршня.

При решении задачи о нестационарном движении в трубопроводе 
совокупности поршней сыпучего материала были рассмотрены вопросы 
определения или выбора начальной длины воздушного промежутка,



длины самого поршня, а такж е определение длины трубопровода при 
заданном значении начального давления.

Исходя из анализа результатов расчетов и опыта эксперименталь
ных исследований, длину поршня рекомендуется задавать в качестве 
исходной величины, полагаясь при этом на результаты, полученные из 
экспериментальных исследований и в особенности при определении 
длин коротких поршней. Из эксперимейтальных исследований известно
[2], что для большинства сыпучих материалов выбор длины поршней 
меньше 1—2 м нецелесообразен в силу их малой стабильности.

Верхний предел длины поршня определяется и теоретически. Д ей
ствительно, при формировании поршня его скорость растет до опреде
ленного предела и, когда при некоторой длине, которую назовем пре
дельной, сила сопротивления трения поршня становится больше при
ложенной к нему движущей силы сжатого воздуха, скорость поршня 
начинает убывать. Очевидно, что выбирать длину поршня больше этой 
предельной величины нецелесообразно, поскольку скорость такого пор
шня сразу после его формирования начинает убывать, вследствие чего 
дальность транспортирования оказывается весьма незначительной.

Вместо длины поршня можно задавать время формирования порш
ня, также используя результаты экспериментальных исследований. Од
нако, как показали расчеты, при использовании времени формирования 
поршней несколько увеличивается Период выхода пневмотранспортной 
установки на стабильный режим.

. Определение длины воздушного промежутка рекомендуется про
водить либо из условия постоянства времени впуска воздуха, либо из 
условия постоянства значения расходной концентрации.

Постояннное время впуска воздуха целесообразно задавать в том 
случае, когда и длина поршня определяется из условия постоянства
времени его формирования. Если задается длина поршня, то величина
воздушного промежутка определяется выбранным значением расходной 
концентрации jx и выражается в виде

1.т (19)
т

Длина трубопровода или дальность транспортирования определяется 
из условия

( P „ - P « ) S  . < 2 F „ P,.  (20)
/=  I

Здесь F mpi — сила сопротивления трения t'-ro поршня, k — число порш
ней, одновременно находящихся в трубопроводе. Как только достигает
ся условие (20), т. е. движущ ая сила сжатого воздуха становится рав 
ной силе трения совокупности всех поршней, одновременно находящих
ся в трубопроводе, начинается расчет выхода i-го поршня. При таком 
методе определения длины транспортного трубопровода процесс выхо
да на режим занимает достаточно большой период времени и добиться 
строгой периодичности процесса движения, т. е. постоянной длины тру
бопровода, постоянного значения скорости поршня на выходе не удает
ся, поскольку эти параметры колеблются около некоторого условного 
среднего значения. Причем величина амплитуды этих колебаний растет 
с возрастанием количества поршней, находящихся в трубопроводе. 
В связи с этим пользоваться условием (20) для определения длины 
транспортного трубопровода становится затруднительным. Поэтому при



большом количестве поршней в трубопроводе рекомендуется задавать 
дальность транспортирования исходя из соображений опыта экспери
ментальных исследований и затем уточнять длину трубопровода путем 
последовательных приближений к оптимальному режиму транспорти
рования, достигая при заданной производительности и расходной кон
центрации максимальной дальности транспортирования, а при за 
данной дальности — минимального значения начального давления.

Проведенные расчеты позволили исследовать как процесс выхода 
пневмотранспортной установки на рабочий режим,--так и особенности 
поршневого движения после установления рабочего режима.

Установлено, что при транспортировании на заданное расстояние 
(т. е. при строго постоянной длине трубопровода) процесс выхода на 
режим происходит сравнительно быстро и определяется количеством 
поршней, одновременно находя
щихся в трубопроводе. Так, при 
движении одиночного поршня вы
ход на режим заканчивается после 
формирования второго поршня, при 
движении двух поршней — после 
выхода третьего поршня, а при од
новременном движении в трубопро
воде шести поршней режим уста
навливается после выхода из трубо
провода седьмого поршня. После 
установления рабочего режима к а 
ждый последующий поршень пол
ностью повторяет движение преды
дущих, причем при малом количест
ве поршней ( 1—3) как скорость, 
так  и давление изменяются вдоль 
трубопровода плавно. Д ля одного и 
того же перепада давления при ма
лых значениях расходной концен
трации имеет место непрерывный 
рост скорости, при больших значениях расходной концентрации ско
рость поршня в конце трубопровода обычно убывает.

Увеличение числа поршней, одновременно находящихся в трубо
проводе, приводит к колебательному изменению давления и скорости 
поршней при их движении по трубопроводу. Увеличение длины порш
ня при постоянном значении расходной концентрации приводит к умень
шению числа поршней в трубопроводе и стабилизации их движения. 
Скорость поршней при этом уменьшается, несколько уменьшается и 
производительность установки.

На рис. 3 показан характер изменения скорости поршней вдоль 
трубопровода при разных значениях расходной концентрации и р аз 
личной длине поршня. В качестве транспортируемого материала выб
ран цемент, начальное абсолютное давление составляет 20000 н/м2. Про
цесс расширения воздушных промежутков принят адиабатическим.

Рассмотренный метод расчета нестационарного движения сово
купности поршней может быть использован в качестве основы при раз
работке технического метода расчета установок поршневого пневмо
транспорта.

Рис. 3. Изменение скорости движенил 
поршня вдоль трубопровода при раз
личных концентрациях |л и длинах
поршней 1п. ------------ ц =  30; 1п= 5  м;
------------ jx =  40; 1п =  3 м ; --------------
ц. =  40; 1п =  5 М; 1— выход на режим; 
2—20 — установившееся движение.
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СТУПЕНЧАТЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА  
ВЫСОКОНАПОРНОГО ТРАНСПОРТА

А. Ф. ВАХГЕЛЬТ, В. М. ЕГОРОВ, В. А. СМОЛОВИК

Разработан  метод расчета установок высоконапорного пневмотран
спорта поршневого типа. В рассматриваемом методе исходные пара
метры рассчитываются в основном по эмпирическим зависимостям. Ве
личина начального давления и начальной скорости потока находится на 
основе приближенного аналитического решения системы уравнений, 
описывающей движение пылегазовой среды.

В известных методах расчета установок высоконапорного пневмо
транспорта поршневого типа [ 1, 2, 3] решение системы уравнений, опи
сывающих поршневое движение, производится численно с помощью 
ЭВМ. В настоящей работе предлагается приближенный аналитический 
метод расчета установок поршневого пневмотранспорта, основанный на 
условном делении трубопровода на отдельные участки. Благодаря это
му можно положить изменение основных параметров на каждом участ
ке линейным. Методика расчетов при этом упрощается и они могут 
быть выполнены с помощью более простых вычислительных устройств, 
например, малых ЭВМ типа «Наири», «Проминь» или даж е электрон
ных клавишных вычислительных машин.

При построении метода расчета известными предполагаются: даль
ность транспортирования, производительность установки, а такж е неко
торые характеристики транспортируемого материала. Все остальные ве
личины и в том числе параметры потока, режим работы установки оп
ределяются в процессе расчета.

Расход воздуха G, величина расходной концентрации ц, диаметр 
трубопровода D, время впуска в трубопровод одной порции материала 
tM и воздуха t„ , а такж е коэффициенты трения аэроомеси поршня 
и воздуха X определяются на основе обобщения результатов экспери
ментальных исследований.

Расход воздуха определяется по следующей обобщенной зависи
мости:

а , = а ,  „ ] / "  (О

где 0 'icT и L c t — удельная ' производительность и дальность транспор
тирования, принятые за стандартные. За  стандартную длину принята 
длина трубопровода, равная 83 м, одной из опытных установок, на ко
торой проведены широкие экспериментальные исследования.



Используя соотношение Между заданной и стандартной производи
тельностью, определяем диаметр трубопровода

r  г  я D2(Jt =  C/iCT------ , отсюда
4

] / 1 , 2 7 ^ - .  (2 )
У . 0,ст' l iCT

Д ля расчета времени впуска в трубопровод сыпучего материала 
рекомендуется следующее соотношение:

/ D  \ 0-22
tm= 3 , 3 - x f ^ j  (3)

Соотношение (3) справедливо при изменении дальности транспортиро
вания от 50 до 300 м и диаметра от 25 до 75 м.м., величина x — i m +  tb
изменяется от 4 до 7 сек., изменяясь пропорционально дальности
транспортирования.

Значение весовой расходной концентрации определяется по эмпи
рической формуле

4 Г  Г)
tx = 3 3 4 -J /  (4)

Требуемый расход воздуха определяется по соотношению

а „ = - ' . (5)

Формулы (1), (2), (̂3), (4) могут быть рекомендованы при поршне
вом пневмотранспорте материалов, близких по своим физическим свой
ствам к исследованным (каолин, хлористый калий, демент и др.), ис
тинная плотность которых лежит в пределах 2000—3000 к г /м 3. Кроме 
того, для расчета установок с дальностью транспортирования L > 300 м 
и диаметре 75 мм требуется дополнительная экспериментальная 
проверка справедливости этих формул.

Расчет коэффициента сопротивления трения аэросмеси поршня 
проводится по обобщенной зависимости

m  •
К = ~ — (a-\-blo , ) ( e + c ) d + e v „  (6)

F r

где m, а, b, с, d и е — некоторые константы, зависящие от физических 
свойств транспортируемого материала. В частности, для цемента: 
т  =  0,018, а =  43,13, 6 =  — 1,91, с =  —0,06, d = 0 ,5 ,  е=.0,012.

Критерий Фруда составлен по скорости движения поршня и диамет
ру трубопровода

и 2
рг= — • (7)

g D

Значение статического давления на выходе из трубопровода выбирает
ся в соответствии с сопротивлением пылеочистителя приемного устрой
ства.



Величина начальной термодинамической температуры транспорти
руемого материала и воздуха выбирается из конкретных условий р а 
боты установки.

После расчета основных исходных параметров, определяющих р а 
боту пневмотранспортной установки, проводится расчет характеристик 
пылегазового потока на выходе из трубопровода: скорости потока, плот
ности и температуры воздуха.

Д ля  этого совместно решается следующая система уравнений:

с „ г » = ^ - [ в - (  1 +  ^ 4 ' (8)

P„=r „RT, (9)
sp kukS =  G (10)

BmPmUk S = & т (Н )
H -e m=  I- (12)

Здесь постоянная уравнения энергии
2и0

^"-=Ср '̂о~\~ст +  + (13)

k — безразмерный комплекс, характеризующий степень теплообмена 
между сыпучим материалом и транспортирующим воздухом

ср т

ст и с п — удельные теплоемкости сыпучего материала и воздуха, а 
0  и Т — значения их температур.

При этом рассматривается два предельных случая, когда имеет* 
место идеальная тепловая изоляция материала поршня от воздуха и, 
следовательно, адиабатическое расширение последнего (k = l ), и слу
чай с максимально интенсивным теплообменом, когда Т

* = 1+ ^ ) .

Совместное решение уравнений (8— 12) дает следующие значения 
выходных скоростей пылегазового потока:

и в
1 « А *

1+ 1* R O / ( т т
cpPkS \-

+

при k = l ;

и--

\1>С рР ь
Яр*

(14)

1 +  !J- R G 1+t*
i cр~*гРсm)^ Рц 

RPm
(15)

при k —  1 + f A  —  .
CP

После вычисления скорости из уравнения расхода находится плот
ность воздуха



р4 = — i l m — . (16)
Р k = u kS — Gm

Используя полученное значение плотности и уравнение состояния, полу
чаем выражение для определения выходного значения температуры

Г Р/г(Р **-* G/п) (17)
• R ? m G

После определения значения выходных параметров пылегазового пото
ка решается задача по определению величины исходного давления ро, 
необходимого для транспортирования сыпучего материала на задан
ное расстояние и с заданной производительностью. При этом проводит
ся совместное решение уравнений (8— 12) и уравнения движения пы
легазового потока записываемого в виде

. . . d a  dP . \ и 2
(ер-)-еторт )м ( Хг.р • (^8)

d x  d x  2D

Как показал сравнительный анализ, использование в системе урав
нений уравнения движения в дифференциальной форме при большом ко
личестве поршней не приводит к существенной разнице с результатами 
расчетов, выполненных по системе уравнений, с уравнением движения в 
дифференциально-разностной форме. Аналитическое решение системы 
уравнений (8), (12), (18) без дополнительных упрощений затруднитель
но, поэтому сделано предположение, что ряд  параметров потока, в том 
числе плотность и давление воздуха, коэффициенты трения воздуха 
и материала изменяются линейно. Однако допущение о линейном из-1 
менении этих параметров в пределах всего участка транспортирова
ния могло бы привести к большим погрешностям, поэтому трубопровод 
был условно разбит на ряд таких сравнительно коротких участков, в 
пределах каждого из которых погрешность от использования линейной, 
аппроксимации не превышала бы любой заранее заданной величины. 
Таким образом, вместо истинного распределения того или иного пара
метра мы получаем приближенное распределение, которое графически 
представляется в виде ломаной линии.

С учетом сделанных допущений может быть найдено аналитическое 
решение системы уравнений (8— 12, 18). При этом решение проводится 
последовательно для каждого участка, начиная от выходного сечения 
трубопровода.

Принимая во внимание вышесказанное, введем следующие обозна
чения:

sp и=с,]  гт?ти = с 2 (19)

“ СР—с3 > ~ EmPm — Ci

и проинтегрируем уравнение движения (18) по длине первого участка

{сх+ с 2) ( и — u k) = — {Рх— Pk)— { с ^ - с ^ Ц и Ч х .  (20)
о

Здесь /] — длина первого участка, и\ и р — скорость и давление в кон
це первого участка.



rrД л я  определения интеграла J u2dx  используем совместно уравне

ние энергии и состояния,, откуда получим

Г  й Х -  ( l + ^ ) p R
(21)

Подставляя (21) в правую часть уравнения движения (20), получаем

(22)№ - ^ ) ~ ( ^ + ^ ) - 2 B P f ,  kC^ + P t )  I,.
(1 + ^ )р  R

Связь между р\ и и\ можно получить и из совместного решения 
системы уравнений (8— 12)

От?т(*—  1) В-
р 1=<----------- 7~7~ — „----7Г-Т------ (23)

Исключая с помощью (23) давление pi в уравнении движения (22) и 
проводя дополнительные преобразования, получаем квадратное уравне
ние относительно скорости

au l2 + bu l + c = 0 .  (24)
Здесь

а = (  1+{J')(c1+c,)[ix k рmS  4^ 

+ ( Сз+ е4) ^ С Л ( х - 1) ^ / , - 0 „ р „ ( « -  1 ;

k pmS — (сх+ с 2) {\-\-\i.) u^ y. k pmS — (ct + c 2) (1 -f  ̂ % k G m—
—( 1 + ^ p t  k ?mSPk— (c3+ c 4)|ix k 4 pPk9mS l x. 

c = ( c 1+ c 2) ( l - f ^ ) ^ ^ G mM1- ! - R ^ G m( l + ( x ) ^ - f  GmPm(x— 1)(1+ [х)Б +  
+(<:з + ^ ) ^ 2С’р[ах Gm/ 1- 2 ( c 3+ c 4)B /1|xxW ffl-  

^-(c3+Ci)kcpGmpm(*—
Определив из решения уравнения (24) значение скорости в конце пер
вого участка, находим затем по уравнению (23) величину р\. Аналогич
но находится значение и2 и /?2, при этом за исходные данные принима
ется и\ и р\. Процесс расчета продолжа
ется до тех пор, пока не находится зна
чение давления и скорости в начальном 
сечении трубопровода.

На рисунке показано распределение 
статического давления и изменение ско
рости вдоль трубопровода при транспор
тировании цемента с производитель
ностью 4000 кг/час на расстояние 270 м.
Исходные данные при этом были рас
считаны по формулам (1—4) и из реше
ния системы уравнений (8— 12), при 
этом оказалось, что £> =  0,037 м ,.ц  =  34,

Чц :25,30 м/сек.

Рис. 1. Зависимость безразмер
ных скорости (кривая 1) и дав
ления (кривая 2) от дальности 

транспортирования.

В качестве выходного давления выбрано стандартное атмосферное 
давление р к =  101325 кг/м2. При расчете трубопровод был условно раз-

4 З а к а з  12781



бит на 9 равных по длине участков, т. е. длиною по 30 м. Н а  рис. 1 че
рез узловые точки, в которых раесчитаны значения давления и скорости, 
проведены отрезки прямых, совокупность образует практически плав
ную кривую.

П редлагаемый технический метод расчета пневмотранспортных ус
тановок, работающих в поршневом режиме при значительной простоте 
расчета, обладает необходимой точностью.
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И С С Л Е Д О В А Н И Е  С ОП Р О Т И В Л Е Н И Я  Т РЕНИЯ  
ПРИ В Ы С О К О Н А П О Р Н О М  П Н Е В МО Т Р АН СП ОР Т Е  

П О Р Ш Н Е ВО Г О ТИПА

В. М. ЕГОРОВ , Л . Ф. М ЕЛЬНИК , А. Т. СЕВОСТЬЯНОВ  

В. А. СМ ОЛОВИК , А. В. ШВАБ

Установлена зависимость сопротивления трения аэросмеси (диспер
гированный м атериал— воздух) от величины истинной объемной кон
центрации твердой фазы  и от скорости движения аэросмеси. Р а зр а б о 
тан метод расчета коэффициента сопротивления трения по определяе
мому из опыта распределению вдоль трубопровода статического д авл е 
ния.

З атраты  энергии потока на перемещение транспортируемого м ате
риала в основном определяются сопротивлением трения аэросмеси о 
стенки трубопровода, поэтому их правильный учет является наиболее 
важ ной и вместе с тем сложной задачей  при расчете установок высо
конапорного поршневого пневмотранспорта.

П ри поршневом пневмотранспорте сыпучих материалов имеют мес
то существенные особенности в механизме сопротивления трения, опре
деляемы е высокой объемной концентрацией материала в поршне, обыч
но превосходящей на начальном участке трубопровода эти значения при 
перемещении сыпучего м атериала в. режиме плотного слоя, а такж е и 
более высокими скоростями движения поршней.

Д л я  выявления влияния на величину сопротивления трения аэро
смеси истинной объемной концентрации твердой фазы и скорости пе
ремещения поршня были проведены экспериментальные исследования, 
при которых за  счет изменения режимов транспортирования в доста
точно широком диапазоне изменялась скорость движения поршней и 
концентрация сыпучего м атериала в поршне. Значение сопротивления 
трения аэросмеси обычно вы раж ается  через касательное напряжение 
на стенке трубопровода и может быть определено из уравнения д ви ж е
ния поршня

d l 1
mU  -==S • А Р —-т тт£)/ (1)

d x

Здесь SAP — сила, действую щ ая на поршень при полном перепаде дав- 
чения ДР, 5  — площ адь поперечного сечения поршня, которая считает- 
:я равной площ ади поперечного сечения трубопровода; т, l m , U, D  — 
юответственно масса, длина, скорость и диаметр поршня; х т— вели- 
ш на касательного напряж ения трения аэросмеси; х — координата цент



ра тяжести поршня вдоль оси прямолинейного и горизонтального тру
бопровода.

Величина касательного напряжения трения выражается из уравне
ния (1) в виде

m U dU
d x

v D L k D L (2)

Значения входящих в уравнение величин: перепада давления на порш-
dUне ДР, скорости.его движения «и»,  градиента скорости , массы

поршня и его длины 1т находились экспериментально. Методика их из
мерения изложена в работе [2]. Таким образом, были определены зна
чения касательных напряжений для ряда тонкодисперсных материалов: 
цемента, золы-унос, угольной пыли.

Поскольку в процессе транспортирования изменяется не только 
скорость, но и истинная объемная концентрация дисперсного материа
ла в поршне, то удалось определить большую совокупность значений 
касательного напряжения трения при разных значениях скорости и ис
тинной объемной концентрации диспергированного материала в поршне.

Рис. 1. Зависимость касательного напряжения от величины объемной 
концентрации при различной скорости движения цемента: X — U —

=  5 - ^ ;  0  — и = \ 0 — - A  — U=14— \ A — U = \ 8 — ; 
сек сек сек сек

Д ля установления зависимости касательного напряжения трения от 
величины истинной объемной концентрации материала в поршне вся 
совокупность значений % была разделена на несколько групп таким 
.образом, чтобы в пределах каждой из них значение скорости поршня 
изменялось в узком интервале.

По полученным таким способом значениям х т и г т в каждой из 
выделенных групп были получены зависимости тт = f ( s m ). Н а  рис. 1 
представлена зависимость t m = f ( e m ) для случая поршневого пневмо
транспорта цемента. Через то на графике обозначена величина касатель
н о  напряжения внутреннего трения цемента, определяемая с помо- 
дью трибометра [6] и равная 75.

К ак видно из рис. 1, величина касательного напряжения трения с 
увеличением истинной объемной концентрации материала в поршне су
щественно возрастает. Это увеличение имеет простую физическую ин



терпретацию: с увеличением концентрации материала в поршне растет 
число частиц, участвующих в трении на стенке трубопровода. 

Аппроксимирующая зависимость имеет вид

*т=а (*т+ а ) \ - (3)

Здесь a, b u d  — некоторые константы, в частности, при изменении ско
рости поршня цемента в интервале от 10 до 14 м/сек.

а =  24,27; 6 =  0,38; d = 0,06.

Характер зависимости касательного напряжения трения от скоро
сти движения поршня при пневмотранспорте цемента показан на рис. 2. 
К ак  видно из рисунка, с ростом ско
рости поршня значение касательного 
напряжения трения уменьшается, ана
логичный характер зависимости каса
тельного напряжения от скорости по
лучен и для других тонкодиспергиро- 
ванных материалов.

Уменьшение значения касательно
го напряжения трения происходит 
особенно интенсивно при высоких зна
чениях истинной объемной концентра
ции материала в поршне. Последнее 
может-быть объяснено с точки зрения 
характера сухого трения сыпучего м а
териала, когда с увеличением • скоро
сти- перемещения значение касатель
ного напряжения трения уменьшается.

Зависимость касательного напряжения трения от скорости аппрок 
симирована выражением

Рис. 2. Изменение касательного 
напряжения в зависимости от 
скорости движения и концентрации 

• цемента в поршне.

(4)

Здесь с и е  — некоторые постоянные величины.
Совокупное влияние на величину касательного напряжения трения 

скорости движения поршня и значение истинной объемной концентра
ции учитывает обобщенная зависимость вида

(5)

где d \, bu cu di и e\ — некоторые константы, величина которых опреде
ляется физическими свойствами транспортируемого материала, в част
ности, для цемента а х =  43,13; &i =  l,91; Ci =  0,06; =  0,5; ej = 0 ,0 12.

Используя известное соотношение между величиной касательного 
напряжения трения т и безразмерным коэффициентом гидравлического 
сопротивления трения X [7]

8 т
Р U2

получаем выражение для Хт в зависимости от &т и ut

— ( a —  с,)
гт

di-e, £/„,

(6)

(7)



где

Ра U2

рй — истинная плотность транспортируемого материала.
Анализ выражения (7) показал, что в имевших место при транспор

тировании пределах е т приближенно (с погрешностью, не превышаю
щей 11%) можно считать К от е т независящим, поскольку Хт обратно 
пропорционально плотности аэросмеси рт . С увеличением е т  растет не 
только т т , но и р т и их взаимное влияние на величину X т прибли
женно компенсируется.

На основании изложенного представляется ошибочным вывод о 
прямой пропорциональности Хт величине объемной концентрации твер
дых частиц аэросмеси, полученный в работе [5].

' Рис. 3. Изменение коэффициента трения вдоль 
прямого участка горизонтального трубопровода 
при различной расходной концентрации цемента. 

о — jj, =  35; х — ц, =  48.

Значение X, полученное по формуле (7), приближенно (с погрешно
стью, не превышающей 1%) может интерпретироваться и как коэффи
циент гидравлического сопротивления трения аэросмеси, и как коэффи
циент сопротивления трения твердой компоненты аэросмеси. Действи
тельно,

8

Р ^ 2 ’
8 *i

Pl £/*

(8)

(9)

Здесь индекс «1» указывает, что характеристики относятся к твердой 
компоненте аэросмеси. Поскольку т я  и р т  можно представить в виде



r m = e r + e iT i ,
Pm — pe +  piei, 

где p и e — плотность и концентрация воздуха, то

^ 8 (sx-|-e1xi)

(Pe+Pi£i) ^ 2

Составляя отношение ~  , получим
1

« + * л  1 . / , 1 +  еЛ ) — ( 10)
Х1 Т1 Pe4"Plel \

Pi Pi

Поскольку t < C < ti, a p < < p i  и е < 1 ,  то отношение

С̂М __

х ~  •

Характер изменения коэффициента сопротивления вдоль гори
зонтального прямолинейного участка трубопровода может быть уста
новлен на основании использования распределения по трубопроводу 
статического давления, полученного опытным путем.

Эта методика расчета коэффициента сопротивления трения основы
вается на решении системы дифференциально-разностных уравнений 
[1L описывающих течение аэросмеси в поршневом режиме. Данная 
система уравнений в предельном случае, когда длина пбршня 1т мно
го меньше дальности транспортирования L, переходит в дифференци
альную систему уравнений [1].

( G + i * G ) ^ = - S ^ -  £ - ( G  X+[xG ), (11)
d x  d x  2D

h = c nT = —
U2

B - (  I f  p-)— ( 12)

P = — pA, (13)
X

G = O n = e PS U  = — BmPmSU ,  (14)
[X [X

s +  £m = b  (15)

где X — коэффициент сопротивления трения несущей среды,
Р  — статическое давление, h — энтальпия несущей среды,
Д  5  — диаметр и площадь сечения транспортирующего трубопро

вода, G и G m — расход газа и твердых примесей, ц — расходная кон
центрация, с т и ст — теплоемкости, р .и р я  , Г и 0  — плотности и тем
пературы газа и частиц, индекс «0» относится к условиям на входе в
трубопровод. Постоянная уравнения энергии

Ul



с  0 
* - = 1 + 1 ^ .

СРТ

Решение уравнения (12) относительно скорости U с учетом зависи
мости (13) будет

где

и==а[у р г + $  Р + у - Р ] ,

x k S  r = — • 2 В
( x - l ) G ( l + ( ! • ) ’ a ’ Y ( 1 + Н > 2 

' d U

(16)

b = - ^ ~
PmS

Определяя производную из уравнения (16), получим

dU
d x

(2 P + $ - q )  d P
2 q d x

dU и раз-Подставляя U и в уравнение (11), где g — У  Р- - $Р - у 

решая его относительно Х\, получим

1 f r a ( G + a G ) ( 2 P + p - g ) + 2 S ? ID  d P  , j

1 { i G  1 (q2~qP )  . d x '  )

Экспериментальные данные, характеризующие статическое давление 
установившегося течения в поршневом режиме транспортирования, 
можно представить в виде зависимости Р =  Р ( х ) .  П одставляя в урав-

dP
нение (17) значения Р ( х )  и , получим зависимость коэффициента

Хт  от координаты х.
Метод расчета коэффициента сопротивления трения может быть 

такж е построен без аппроксимации кривой распределения давления на 
основе задания таблицы экспериментальных данных статических дав
лений Pi(Xi).

Д л я  этого можно использовать готовое аналитическое решение [43, 
записывая его для двух соседних произвольных значений x t и в
которых измерялось статическое давление. Составляя разность этих 
уравнений, получим

( * - ! ) £  
у. k b 2( 1 —j—(J.)

1 In (Ji 
lt,

y-—  1 / В  1

* k  V ^ l + f 1') 2
In Ui.

U : Ь
Ui + 1 ' -Ur

и 0- ь  V U i r i - b  
1 Г

U I— и  
Ut— b

L- 0
J ( b - \ ^ m) d x — ( ( l + v . X J d x (18):

Учитывая допущения о линейном характере изменения Xi в пределах 
участка трубы = x l+i —x t , правая часть уравнения (18) преобра
зуется к виду



Xl+1— Xj ["<1 1 , ^'i(/+l)+^it (19)
2 D ( l + n ) [  2

Отсюда

W -н

X — 1

X k (U 0- b ) ( U l+l- b )

) Ut
b(Ui+l- U 0)

Здесь U t- и (J i+1 определяется по зависимости (16).
Н а  рис. 3 показан характер изменения коэффициента сопротивле

ния трения вдоль трубопровода, полученный по данной методике для 
случая пневмотранспорта цемента по прямолинейному, горизонтально
му участку трубопровода при значениях расходной концентрации 
( j .= 35 и f i= 4 8 .

Из рисунка видно, что значение X вдоль трубопровода резко пада
ет, причем как  характер изменения, так  и численные значения X от ве
личины расходной концентрации в указанном диапазоне ее изменения 
зависят слабо.

Таким образом, проведенные исследования позволили установить 
характер изменения величины касательного напряжения трения при 
поршневой структуре движения аэросмеси; при изменении концентра
ции твердой компоненты в поршне и изменении скорости движения 
поршня установлено также, что в приближенных расчетах коэффициент 
сопротивления трения от величины истинной объемной концентрации 
материала в поршне е и его расходной концентрации ц можно прини
мать независящим. При проведении полных расчетов целесообразно ис
пользовать зависимость (7).
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ  
ЭК СП ЕР ИМЕНТАЛЬ НО Г О И С С Л Е Д ОВ А НИ Я  

ВЫСОКОНАПОРНОГО П Н ЕВ МО Т Р АН С П О Р Т А  
ПОРШНЕВОГ О ТИПА

В. М. ЕГОРОВ, А. Г. СЕВОСТЬЯНОВ, В. А. СМ ОЛОВИК , В. А. ШВАБ

Приводятся основные результаты экспериментального исследова
ния, полученные на опытных установках высоконапорного пневмотранс
порта поршневого типа, опыт эксплуатации которых показал  большую 
надежность их работы и высокую эффективность.

Предпринятые за  последние годы экспериментальные исследования 
поршневого пневмотранспорта проводились на установках с длиной 
транспортного трубопровода от 74 до 256 м и диаметрами 36,7 и 50 мм. 
Установки были снабжены камерными питателями со специальными 
доаирующими устройствами для организации поршневого реж има дви
жения транспортируемого материала [1]. И -  В качестве транспорти
руемых материалов использовались цемент, угольная пыль, зола, хло
ристый калий, каолин, мел, аммиачная селитра.

При опытном исследовании поршневого пневмотранспорта указан
ных материалов проводились измерения статического давления по дли
не трубопровода и во времени, скорости движения поршней вдоль маги
страли, расхода воздуха и материала, температуры, времени впуска в 
трубопровод материала и воздуха, измерения длины поршней при их 
движении по магистрали.

Периодическая выдача материала питателем в последних вариан
тах установок осуществляется пневматическим делителем, работа ко
торого регламентируется реле времени.

Экспериментальные исследования преследовали цель выяснить воз
можность транспортирования исследованных материалов поршневым 
способом, а такж е установить для каждого из них целесообразные ре
жимы транспортирования. Д ля  решения этих задач  требовалось про
вести большое количество опытов с запланированными вариантами из
менения основных параметров: давления в начале транспортного трубо
провода, расхода воздуха, начальной длины поршня и примыкающего 
к нему воздушного промежутка с учетом их взаимосвязи, поскольку, 
например, при прочих равных условиях с увеличением длины поршня 
требуется увеличение начального давления, иначе уменьшится скорость 
движения поршней, а при значительном увеличении их длины без уве
личения воздушных промежутков энергии сжатой несущей среды ока
жется недостаточно и произойдет закупорка трубопровода. Расход воз
духа такж е связан с начальным давлением: при неизменной длине фор
мирующихся поршней и воздушных промежутков между ними с увели



чением давления растет расход воздуха, скорость движ ения, а вместе с 
этим и производительность установки. Однако увеличение скорости 
ограничивается критическим ее значением, экономическими соображе
ниями и возможностью нарушения структуры потока.

Наблюдения через прозрачные участки, установленные в начале, 
середине и конце магистрали, а также осциллограммы статического 
давления показывают, что при определенных режимах, как отмечено 
выше, может нарушится поршневой режим движения. Устойчивость 
поршневого движения определяется физическими свойствами материа- 
ала, длиной поршня, его 'скоростью, истинной объемной концентрацией 
материала. Наиболее,устойчивые поршни получаются из материалов с 
высоким внутренним напряжением сдвигу. Это условие удовлетворяет
ся д л я  всех малосыпучих и практически для всех материалов с повы
шенной влажностью. Часто такое свойство связывают с плохой аэри- 
руемостью материалов и справедли
во считают их труднотранспортиру- 
емыми. Действительно, при пневмо
транспорте во взвешенном состоя
нии частиц при их высокой «слипа- 
емости» друг с другом достичь рав 
номерного взвешенного движения 
практически невозможно. При этом 
неизбежны местные большие скоп
ления частиц с дальнейшей возмож
ность^ образования пробок и заку
порки трубопровода. Что же каса
ется транспорта таких материалов 
сплошным потоком в так  называе
мой «плотной фазе», то здесь при 
давлении за счет расширения сж а
того воздуха происходит расслоение 
сплошного потока на отдельные, 
различной длины поршни, которые, 
имея различное сопротивление, на 
чинают перемещаться хаотично, с 
разрушением одних порций и обра
зованием других. Это приводит к 
неустойчивому режиму движения, образованию отдельных весьма уп
лотненных порций — пробок, следствием чего может явиться непредус
мотренное возрастание сопротивления и недостаточность энергии сж а
того воздуха для последующего перемещения материала.

'По этой причине, как показали экспериментальные исследования, 
единственно надежным способом пневматического транспортирования 
материалов с высокой связью между частицами оказался высокона
порный поршневой транспорт при регулярном, строго регламентирован
ном поршневом режиме. Здесь важно лишь техническое решение во
проса о надежном способе подачи материала-питателем в трубопровод.,

Не менее важным является выяснение возможности поршневого 
транспорта таких распространенных сыпучих материалов, как цемент, 
угольная пыль, зола и другие. Опыт эксплуатации упомянутых выше 
экспериментальных установок показывает, что транспортирование этих 
материалов в поршневом режиме возможно, но в определенном диапа
зоне начальных параметров, определяющих производительность и рас
ход несущей среды. Д ля  ряда исследованных материалов зоны сущест
вования устойчивого поршневого движения представлены на рис. 1,

Рис. 1. Зона устойчивого поршнево
го движения различных материалов:
--------- цемент, мел, угольная пыль;
------- г- з о л а -у н о с ;------- хлористый

калий.



откуда видно, что мел, цемент и угольная пыль могут быть объедине
ны в одну группу (зона между сплошными линиями). Наибольшие 
удельные расходы воздуха Gs требуются для транспортирования хло
ристого калия, для которого увеличение удельного расхода G а сле
довательно, и весовой расходной концентрации |х достигается преиму
щественно увеличением соотношения между длиной поршня и примы
кающего к нему воздушного промежутка. 'Указанный рост ограничен 
максимальной производительностью установки, к,отЪрая может быть 
достигнута при транспортировании данного материала без нарушения 
поршневого движения. Указанные на рис. 1 удельные расходы получе
ны на установке с длиной транспортирования 256 м и диаметром тру
бопровода 36,7 мм. С увеличением длины транспортирования Gms и ц 
уменьшаются, а с увеличением диаметра трубопровода — возрастают. 
Опытная зависимость для определения расходной концентрации, полу
ченная для пределов длин L и диаметров трубопровода D  эксперимен
тальных установок, имеет вид

где А — коэффициент, зависящий от физических свойств транспорти
руемого материала.

Расходная концентрация п р и . поршневом транспорте в основном 
определяется соотношением между длинами поршня и воздушного про
межутка. С увеличением длины транспортирования это соотношение 
уменьшается, несмбтря на рост длины поршня. Увеличение воздушного 
промежутка в этом случае необходимо для предотвращения, возмож
ного объединения поршней, так как  с повышением дальности тран
спортирования уменьшается значение истинной объемной концентра
ции материала в поршне, что приводит к увеличению скорости фильт
рации воздуха через него и некоторому «размыву». Формирование 
требуемой длины поршней л  воздушных промежутков осуществляется 
заданным временем впуска в трубопровод материала t m и воздуха 
t, сумма которых определяет время одного такта Т. Соотношение меж
ду временем впуска материала и полным тактом зависит, как и для 
расходной концентрации, от физических свойств транспортируемого 
материала, диаметра трубопровода и длины транспортирования. Для 
исследоваиных пределов изменения D  и L  эта зависимость может быть 
определена по формуле

где В  — коэффициент, определяемый опытным путем для каждого из 
транспортируемых материалов.

Д ля некоторых материалов рекомендации по выбору Т, А, В  в при
веденных выше формулах даны в работе [3].

Оптимальный режим поршневого движения зависит не только от 
рационального выбора времени впуска материала и воздуха, но и вы
бора целесообразной скорости движения поршней. Так, завышенная 
скорость по сравнению с ее оптимальным значением приводит к по
вышенному сопротивлению трения материала и воздуха о стенку 
трубопровода, повышенной степени расширения несущей среды и, как 
следствие этого, к повышенной степени расширения газа в поршне,



быстрому уменьшению1 объемной концентрации материала, увеличению 
фильтрации и уменьшению времени существования поршня с появле
нием волнового движения материала. С другой стороны, недостаточ
ная скорость влечет к появлению сдвига между слоями материала в 
поршне. При этом нижние слои имеют малую скорость или даж е нуле
вую, верхние слои скользят по нижним и в результате поршень рассти
лается по дну трубопровода. Подошедший следующий поршень увле
кает часть материала вдоль трубопровода по «подстилающему» слою, 
затем происходит новый прорыв газа через верхнюю часть поперечного 
сечения трубопровода и процесс повторяется до накопления большого 
количества материала с появлением весьма длинной пробки, преодо
леть сопротивление которой за счет заданного начального давления 
воздуха уже невозможно.

Рис. 2. Характерное для поршневого 
режима движения распределение 
статического давления (материал — 

цемент).

Рис. 3. Элементы затраты общей силы 
при оптимальном режиме транспорти
рования цемента (|j,=39,3; масса 

поршня — 6,74 кг).

Д ля данного транспортируемого материала при определенных на
чальных значениях длины поршней и интервала между ними скорость 
их движения будет определяться величиной выбранного начального д ав 
ления, которое соответствует и определенному расходу воздуха. Д ал ь
нейшее изменение' по трубопроводу (статического давления также 
связано со скоростью перемещения поршней. Характерная картина рас
пределения среднегеометрического по такту статического давления 
вдоль прямолинейного горизонтального трубопровода представлена на 
рис. '2. Здесь ордината представляет собой отношение текущего давле
ния к начальному, а абсцисса — отношение текущей координаты, сов-, 
падающей с осью трубопровода, к его длине. Осциллографическая 
запись статического давления вдоль трубопровода при проведении 
экспериментального исследования с различными материалами позво
лила построить графики, подобные изображенным на рис. 2, и исполь
зовать их для определения величины коэффициента сопротивления тре
ния вдоль трубопровода для каждого из опытов (4].

Как показывают опытные данные, в пределах зоны поршневого 
режима движения данного материала может быть определенное откло
нение от оптимального режима транспортирования, который опреде
ляется минимальными затратами энергии сжатого газа, отнесенными к 
удельной производительности установки. Поэтому для выявления



наивыгоднейших режимов транспортирования важ на правильная оцен
ка и анализ элементов полной сильГ F, действующей на единицу массы 
аэросмеси.

К ак известно, для горизонтального положения трубопровода эта 
сила складывается из отдельных элементов Ft : сил сопротивления 
трения и инерционных сил как  по материалу, так и по несущей среде. 
Имея опытные кривые распределения по длине трубопровода статиче
ского давления, скорости, концентрации материала в поршне, плотно
сти воздуха и его температуры, а такж е зная массу поршня и расход
ную концентрацию, можно найти доли перечисленных сил F t от об
щей силы F. Д ля  большей наглядности картины распределения этих 
сил вдоль прямолинейнего горизонтального трубопровода на рис. 3 при
ведена зависимость отношения Ft к общей силе F0 в начале трубо
провода от безразмерной координаты х /L .  Представленное распределе
ние сил на единицу массы аэросмеси наглядно показывает, что боль
шая часть энергии сжатого газа расходуется на преодоление силы, со
противления трения материала. Что ж е касается силы на ускорение 
воздуха, то она составляет для представленного на рис. 3 случая в на
чале трубопровода 0,224%, а в конце всего лишь 0,0234% от общей 
силы F0.

Результаты экспериментальных исследований могут быть исполь
зованы для расчета и проектирования установок, а такж е позволяют 
сделать вывод о целесообразности внедрения высоконапорного порш
невого пневмотранспорта ряда материалов в различных отраслях на
родного хозяйства страны.
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  НАЧАЛЬНОЙ СКОРОСТИ ПОРШНЯ  
ПРИ ВЫСОКОНАПОРНОМ ПНЕВМОТРАНСПОРТЕ

В. М. ЕГОРОВ, В. А. СМОЛОВИК

Предложен метод расчета величины начальной скорости поршня 
при высоконапорном пневмотранспорте поршневого типа. Исследовано 
влияние основных параметров на значение’начальной скорости поршня.

При решении задач по расчету движения пылегазового потока в 
поршневом режиме [1, 2] необходимо знать величину начальной ско
рости поршня. Обычно ее определяют на основании каких-либо прак
тических соображений, а поскольку величина начальной скорости яв
ляется достаточно сложной функцией ряда параметров и, в особен
ности, значения статического давления на выходе из бункера, времени 
формирования поршня, длины запор
ного участка, то при этом возможны 
значительные ошибки.

Принципиальная схема установки, 
применительно к которой проведено 
исследование, показана на рис. 1.

В соответствии со схемой сыпучий 
материал из бункера 1 под действием 
давления сжатого воздуха р0 в какой- 
то момент времени t0 начинает вытес
няться в трубопровод 2. При этом 
предполагается, что часть трубопрово
да между сечениями 0—0 и 1— 1 уже 
заполнена сыпучим материалом.

В период вытеснения материала 
его масса, движущ аяся по трубопро
воду на участке между сечениями 0—0 и I I —II, непрерывно возраста
ет. Причем скорость, которую имеет дополнительная масса в момент 
присоединения в сечении 0—0, в общем случае может изменяться от 
нуля до значения скорости движения основной массы материала м еж 
ду сечениями 0—0 и I I —II.

Таким образом, в период формирования поршня ,по трубопроводу 
перемещается переменная масса сыпучего материала, движение центра 
масс такой системы описывается обобщенным уравнением Мещерского

d M о

Рис. 1. Схема установки поршне
вого пневмотранспорта. 1 — пита
тель; 2 — транспортный трубопро

вод; 3 — магнитный клапан.

М Ж
d M ,  . _

д) dt (1)



Здесь М — .некоторая первоначальная масса тела, v  — вектор скорости 
тела dMz— масса, излучаемая телом за ' время d t u й2—вектор скорости 
излучаемых частиц;, dM\  — масса присоединяемых т’елом частиц за вре
мя d t u a Hi — вектор их скорости, F — равнодействующая внешних сил, 
приложенных к данному телу.

Поскольку в рассматриваемом случае излучение отсутствует, то 
уравнение (1) упрощается

. . d v  -  , dM< , _
M — — F-\ —-  (и->— и). (2)

d t  d t

^Внешние силы 'в  уравнении (2) включают в себя силу, действую
щую на формирующийся поршень вследствие перепада давления на
нем

ttD2
Р г = ( Р о - Р к) ~ ^  (3)

4

(здесь p k — давление воздуха впереди поршня, D — диаметр поршня), 
и силу, действующую на поршень вследствие сопротивления трения

С  О 1 “ Ъ  ^  2  ( А  \К = 8 л ---------— чу-. (4)
4 2 D  '

Здесь I* — длина запорного участка трубопровода, т. е. расстояние
между сечениями 0— 0 и I — I, I — текущая длина формирующегося
поршня, т. е. расстояние между сечением / —/  и I I —II, р — плотность 
смеси сыпучий материал— воздух.

Величина давления впереди «поршня» p k определена эксперимен
тально. Установлено, что в достаточно широком диапазоне изменения 
начального давления р 0 (от 25000 до 50000 и /м 2),  значение расходной 
концентрации ц от 30 до 60 единиц и изменение времени такта т, т. е. 
времени впуска в трубопровод материала и воздуха, в интервале 3— 
7 сек, величина давления впереди поршня уменьшается во времени по 
линейному закону и может быть аппроксимирована следующим выра
жением:

p k= p 0( \ - k t j .  (5)

Здесь 2 . =  -^- ; k — постоянная, величина которой определяется в

основном режимом транспортирования и, как показал анализ широких 
экспериментальных исследований, изменяется в пределах

0 ,5 < k ^ 0 ,7 .

При решении уравнения Мещерского (2) с учетом соотношений (3—5) 
сделаны следующие допущения:

1) смесь материала и воздуха, входящего в трубопровод,1 прини
мается несжимаемой, т. е. p = c o n s t ;

2) скорость материала во входном сечении 0—0 принимается либо 
равной скорости движения материала на начальном участке трубопро
вода, либо равной нулю, т. е. рассматриваются предельные случаи;

3) сопротивление трения учитывается по формуле, аналогичной 
Дарси-Вейсбаха, коэффициент сопротивления трения % выбирается на



основании экспериментальных исследований и принимается посто
янным.

С учетом изложенного получается следующее уравнение движения 
формирующегося поршня:

М ^ =  S k P 0 — - X ^ - + l )  ^ + — ( U - V ) .  ( 6 )
at х 8 dt

Имея в виду, что . и рассматривая как наиболее близкий к

практике предельный случай и — и, уравнение (6) получим в виде
d - 1  -  / Hi  \2

(m ‘ +  p S l ) ~ = S k lP0t - - ^  Dp ( Г + 1 ) 1 ^ )  . (7)
d t - 8 \ d t  )

Здесь m* — масса сыпучего материала в запорном участке длиною I* 
k

Уравнение движения (7) решается при начальных условиях

t =  О, ;„= 0 , ^ 2 — 0. (8)
dt

Полученное уравнение (7) является неоднородным, нелинейным 
дифференциальным уравнением второго порядка и получение аналити
ческого решения в общем случае затруднительно, поэтому уравнение 
решалось численно на ЭВМ 
БЭСМ-4.

При численном решении в дос
таточно широких пределах изменя
лись все основные параметры, вхо
дящие в уравнение (7): величина 
начального давления р0, коэффици-' 
ент сопротивления трения X, диа
метр трубопровода D, длина запор
ного участка I , коэффициент про
порциональности k, плотность сме
си р.

На рис. 2 показано изменение 
скорости и длины поршня в зависи
мости от времени впуска в трубо
провод сыпучего материала, длины 
запорного участка и коэффициента 
сопротивления трения.

К ак видно из графиков, для 
скорости характерен интенсивный 
рост в начальный период формиро
вания поршня, причем эта интенсивность возрастает с уменьшением 
длины запорного участка. При малом значении I* скорость быстро до
стигает максимума и затем медленно убывает, в то время как при боль
ших его значениях скорость растет в течение всего реального времени 
впуска материала, не 'достигая  максимума. Существенно уменьшается 
величина скорости и с  увеличением коэффициента сопротивления тре
ния.

Длина поршня 1т при малых длинах запорного участка растет от 
времени линейно, при / * > 1  м, зависимость I от t нелинейная, что осо
бенно заметно в начальный период формирования поршня.
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Рис. 2. Изменение скорости и длины 
поршня в зависимости от времени^, 
впуска материала, длины запорного $ 
участка и коэффициента трения.^  
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К ак  видно из рисунка, длина поршня быстро растет с уменьше
нием коэффициента сопротивления трения.

Установленный характер зависимости от времени, длины запорного 
участка и величины коэффициента сопротивления трения имеет следую
щую физическую интерпретацию. В начальный момент формирования 
Поршня его масса еще мала и ускоряется под действием возрастаю
щего перепада давления, что и ведет к резкому нарастанию скорости;

длина же поршня, наоборот, в пер
вый момент времени растет медлен
но, поскольку еще мало значение 
скорости, а затем, когда величина 
скорости приближается к своему 
предельно максимальному значе
нию, растет почти линейно. Боль
шая длина запорного участка суще
ственно увеличивает массу матери
ала, и ускорение в начальный пери
од формирования поршня вследст
вие этого значительно меньше. Ана
логично влияние запорного участка 

на длину формирующегося поршня: при больших I — медленнее на
растает скорость, медленнее растет и длина поршня. Характер влияния 
величины коэффициента сопротивления трения на величину скорости и 
длину формирующегося поршня очевиден.

Зависимость скорости и длины поршня от величины исходного д а в - , 
ления показана на рис. 3. Из этого графика видно, что характер изме
нения скорости и длины по'ршня от давления аналогичен: интеисивное 
их нарастание на начальном этапе увеличения давления и резкое

Рис. 3. Зависимость длины и скорости 
поршня от давления.

Рис. 4. Зависимость скорости и Рис. 5. Изменение скорости и
длины поршня от плотности длины поршня от диаметра

аэросмеси. трубопровода.

уменьшение производных и /  и 1р' при его дальнейшем росте. При 
некотором давлении указанные производные становятся постоянными. 
Такое изменение скорости и давления объясняется интенсивным нара
станием сопротивления трения. Действительно, с увеличением началь
ного давления растет скорость формирующегося поршня, и сопротив
ление трения возрастает более интенсивно—пропорционально квадра"Гу 
скррости.

Существенное влияние на скорость и длину поршня оказывает 
плотность смеси, с ростом которой как длина поршня, так  и его ско
рость уменьшаются (рис. 4), так  как затрата  энергии потока на пере
мещение аэросмеси с более высркой плотностью возрастает. Большой 
практический интерес представляет изменение и и I в зависимости от 
диаметра трубопровода. К ак  видно из графика (рис. 5), как скорость, 
так и длина с ростом диаметра увеличиваются.



Таким образом, проведенный анализ зависимости значения началь
ной скорости от величины исходных параметров показывает существен
ное влияние величины начального давления, длины запорного участка 
и времени формирования. Определенное влияние на величину началь
ной скорости оказы вает и плотность аэроомеси, коэффициент сопротив
ления трения и диаметр трубопровода, что подтверждает необходи
мость при выборе начальной -скорости ее расчета по изложенной мето
дике. При этом, как показал анализ результатов экспериментальных 
исследований, значение коэффициента к  изменяется в достаточно узких 
пределах 0 ,5 ^£ = ^ 0 ,7 .
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МЕТОД ПРЯМОГО И З МЕ Р Е Н И Я  С ОП Р ОТ И В Л Е Н И Я  ТРЕНИЯ 
ПРИ П О Р Ш Н Е В О М  П Н Е В МОТ Р А Н С П ОР Т Е

В. М. ЕГОРОВ, В. А. СМОЛОВИК

Рассмотрен метод прямого измерения силы сопротивления трения 
с помощью устройства с подвижным участком трубопровода. Использо
вание этого устройства при экспериментальном исследовании поршне
вого пневмотранспорта позволило определить зависимость величины 
касательного напряжения смеси от скорости и концентрации материала 
в поршне.

Затраты  энергии несущей среды при пневматическом транспорте 
на взаимодействие частиц между собой и со стенкой трубопровода 
обычно учитывают некоторой одной величиной, называемой силой со
противления трения. Однако условия движения смеси у стенки канала 
и в ядре потока существенно различны. У стенки трубопровода как не
сущая среда, так и твердые частицы взаимодействуют с ограждающей 
поверхностью, причем скорость среды на стенке равна нулю, а скорость 
"частиц претерпевает значительные скачкообразные изменения. Слож
ность механизма этого взаимодействия до сих пор не позволила учесть 
влияние стенок канала, вследствие чего обычно пренебрегают различия
ми условий в пристеночной области и в ядре потока [1].

- С этой точки зрения большой интерес представляет непосредствен
ное измерение силы трения материала о стенку трубопровода. Сила 
трения может быть выраж ена через касательное напряжение смеси т 
и рассматриваемую поверхность трубопровода длиной I

T = x n D l .  (1)

Д ля  высокой истинной объемной концентрации материала, как по
казано в работе [2], сила трения воздуха весьма мала по сравнению 
с силой трения транспортируемого в поршневом режиме материала, по
этому с достаточной степенью точности можно полагать полную изме
ренную силу Г 'при движении поршня, равной силе трения твердых 
частиц о стенку трубопровода.

Непосредственное измерение силы трения осуществлялось с помо
щью устройства, схема которого представлена на рис. 1. Рабочим ор
ганом устройства является подвижный участок трубопровода /  длиной 
1 = 1  м, закрепленный в̂  специальных резиновых манж етах 2, которые 
выполняют роль уплотнений, соединительных и упругих элементов. Си
ла, возникающ ая при перемещении поршня через подвижный участок, 
стремится переместить его вдоль оси трубопровода. Н а  неподвижной



части трубопровода 3 расположен кронштейн 4, с жестко закрепленным 
с одного конца элементом 5. Последний представляет собой тонкую 
пластину из берилиевой бронзы с наклеенным на нее тензорезистором. 
Свободный конец пластины соединен' с подвижным участком 1 через 
кронштейн 6, который верхним зажимом закрепляет стержень пласти
ны, а нижним фиксируется на трубопроводе /. К стержню- пластины, 
проходящему через отверстие кронштейна 5■ и паз зажима кронштейна 
6, крепится стальная струна 7, с помощью которой для одинаковой сте
пени сжатия уплотнений производится предварительное натяжение 
пластин и уплотнений, после чего стержень заж и м ается . на крон
штейне 6.

При прохождении поршня через подвижный участок усилие от 
трения смеси о стенку передается на пластину, работающую, на растя
жение. Одновременно деформируется и тензорезистор. Происходящее 
при этом увеличение электрического сопротивления приводит к р а з 
балансу моста, в одно из плеч которого включен тензорезистор. П оявля
ющийся сигнал усиливается тензостанцией и регистрируется на ленте 
шлейфового осциллографа.

При тарировке устройства производилась запись сигналов при из
вестных, искусственно прилагаемых к подвижному участку нагрузках, 
которые фиксировались с помощью индикатора перемещения И7-10 с 
ценой деления 0,001 мм. Тарировочный график зависимости отклонения 
луча осциллографа от соответствующей ему нагрузки имеет вид пря
мой. С помощью этого же индикатора контролировалось нулевое поло
жение показания датчика. Чувствительный элемент рассчитан для ра 
боты в диапазоне возможного изменения силы трения при чувствитель
ности прибора 25 г.

Устройство по непосредственному измерению силы трения устанав
ливалось с помощью фланцев 8 на горизонтальной части магистраль
ного трубопровода в 20 м от питателя. Во избежание влияния на изме
рения вибраций эта часть трубопровода имеет жесткое крепление.

Экспериментальные исследования с регистрацией силы треяия про
водились при поршневом транспортировании хлористого калия, цемента 
и угольной пыли. В процессе эксперимента фиксировались все необхо
димые данные для определения скорости движения и истинной объем
ной концентрации материала в поршне, проходящих через подвижный 
участок. С этой целью до описанного устройства и после него распола
гаются датчики для измерения статического давления и скорости пор
шня [3]. Таким образом, одновременно с записью сигналов от прибора 
для измерения силы трения фиксировались все необходимые другие 
параметры.



При известной из опыта величине силы трения по зависимости (1) 
определяется касательное напряжение т, которому соответствуют впол
не определенные величины скорости движения поршня и истинной объ
емной концентрации и материала г т . На рис. 2 приведена опытная зави
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Рис. 2. Зависимость касательного напряжения от скорости 
движения поршня. Для цемента при ет = 0 ,20 : О — при прямом 
измерении силы трения, X  — рассчитано по опытным пара
метрам потока; для угольной пыли при е га= 0 ,2 8 : ■  — при 
прямом измерении, А  — рассчитано по опытным параметрам.

симость т от скорости поршня и для цемента при ет  = 0 ,2 0  и угольной 
пыли пр.и 8 т = 0 ,2 8 .  Д ля выявления более точного характера этой за
висимости было проведено осреднение опытных точек с интервалом по 
скорости в 1 м/сек. Как видно из графика, для обоих материалов ка

сательное напряжение с ростом скоро
сти уменьшается. Большие значения т 
для угольной пыли в данном случае в 
основном объясняются более высокой 
истинной объемной концентрацией ма
териала в поршне. Более высоким 
значениям концентрации соответству
ет большее статическое давление на 
нижнюю часть стенки трубопровода, 
приводящее к росту силы трения. Ана
логичное воздействие оказывает и уве
личение пл.отности материала. Кроме 
того, с повышением концентрации уве
личивается количество взаимодейству
ющих со стенкой трубопровода частиц, 
что также влияет на величину силы 
трения.

Касательное напряжение можно 
определить и косвенным методом, оп
ределяя его из уравнения движения 
поршня или совместного решения сис
темы дифференциальных уравнений 
двухфазного потока [2]. Д ля этого 
необходимо знать входящие в уравне
ние параметры потока, которые опре

делялись экспериментальным путем [3]. Полученные таким образом 
касательные напряжения для цемента при ет  = 0 , 2  и угольной пыли 
ПРИ ет  = 0 ,2 8  представлены на рис. 2. Д ля  более простого количествен
ного сравнения касательных напряжений, найденных расчетом и пря-
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Рис. 3. Изменение от скорости 
поршня отношения касательных 
напряжений, полученных пря
мым методом измерения и рас
считанным по опытным пара
метрам потока. 1 — угольная 
пыль при ет = 0 ,2 8 , 2 —  цемент 

при е т = 0 ,2 0 .



мьтм измерением, через усредненные по интервалам опытные точки 
проведены прямые.

Как и следовало ожидать, найденные по параметрам потока н а
пряжения, учитывающие не только взаимодействие материала со стен
кой трубопровода, но и твердых частиц между собой, оказались выше 
измеренных. Н а  рис. 3 для цемента (ет = 0 ,2 0 )  и угольной пыли (г т 
=  0,28) представлено изменение от скорости поршня отношения каса 
тельных 'напряжений, полученных прямым методом измерения и р ас 
считанным по опытным параметрам потока. Из этого графика следует, 
что большие расхождения в касательных напряжениях принадлежат 
цементу (в интервале скоростей от 5 до 12 м/сек, в среднем около 
10,6%), для угольной пыли среднее расхождение меньше — около 8,8%.

Механизм -взаимодействия частиц со стенкой и меж ду собой до 
сих пор изучен недостаточно, чтобы можно было дать  детальный анализ 
вышеуказанных расхождений, но, несомненно, они зависят от физиче
ских свойств транспортируемого материала, концентрации его в потоке, 
скорости движения, состояния поверхности стенки трубопровода, нали
чия электростатического электричества.

К ак  для  цемента, так  и для угольной пыли на рис. 3 наблюдается 
уменьшение отношения т / т  р с увеличением скорости, причем с одина
ковым темпом: 0,1% на 1 м/сек.

Опыт эксплуатации описанного устройства для измерения силы 
трения показал вполне удовлетворительную его работу и целесообраз
ность использования в тех случаях, когда исследователя удовлетворя
ют средние на некоторой длине трубопровода (в данном случае 1 м) 
значения касательного напряжения.
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К ТЕОР ИИ МЕХА Н И Ч Е С К О Й  ПР ОЧНОСТИ А ЛЮ М И Н И Я

В. А. Ж Д АНОВ, В. Ф. КОНУСОВ, А. В. Ж УКОВ

Разруш ение реального м атериала тесно связано с поведением его 
кристаллической решетки в условиях сложных систем напряжений, по
этому расчет поведения кристаллической решетки в этих условиях яв
ляется необходимым шагом при построении физически обоснованной 
теории, прочности. Н ами был разработан  метод расчета критических 
характеристик решеток металлов, находящихся в условиях сложных 
систем налряжений, и применен к некоторым простым случаях. В на
стоящей работе мы провели расчет критических характеристик меха
нического разрушения алюминия — м еталла , изучению которого посвя
щено большое количество экспериментальных рабо.т, имеющего боль
шое техническое значение.

Расчет предельных характеристик, значений компонент тензора на
пряжений, плотности, энергии деформации проведен на основе общего 
термодинамического подхода к  проблеме устойчивости кристалличе
ской решетки [1—3]. Согласно методике, развитой в указанны х рабо
тах, для расчета предельных характеристик разруш ения кристалличе
ской решетки необходимо знание функции энергии связи  решетки. Б 
данной работе мы не рассматриваем влияние температуры на процесс 
разрушения решетки, ограничиваясь обсуждением разруш ения алюми
ния в условиях температур, далеких от температуры плавления, когда, 
как показывают соображения качественного характера, температура 
слабо влияет на механизм разрушения. Заметим, что последователь
ный учет температуры связан со значительными затруднениями как 
принципиального, так  и вычислительного характера.

Функция энергии связи м еталла  в соответствии со статистическим 
приближением в квантовой теории твердого тела может быть пред
ставлена, в расчете на одну частицу, в виде

£ = u c+ x W + v 2 ? ( l a ' l .  *>)+■•• .  О£ I

где U с — кулоновская энергия взаимодействия точечных положитель
ных ионов, находящихся в узлах  кристаллической решетки, и компен
сирующего отрицательного заряд а  распределенного с постоянной плот-, 
ностыо [4]. %(у) — функция, связанная с наличием валентных электро
нов, зависящ ая от объема элементарной ячейки. ф ( | а ; | , v)  — т а к  на
зы ваем ая функция парного перекрывания ионных оболочек, зависящая



от расстояния между атомами, и, вообще говоря, от объема элементар
ной ячейки.

Так как последовательное построение функции энергии связи для 
алюминия невозможно, мы получили ее привлекая экспериментальный 
материал. С этой целью'представили функцию %(v) в виДе ряда

x(®)=s4-.
I=V

(2)

а функцию ( p d a ' ] ,  v )  — пренебрегая сравнительно слабой зависимо
стью от v в виде

(3)

■Вводя относительную плотность р = — , где v0—объем свободной неде-
v

формированной ячейки, энергию деформированной решетки Е, компо
ненты тензора напряжений X ik и модули упругости С,-*,;- можем з а 
писать' в виде

р  (  S '  ^л[0]/г Т  I о V  Т£ = ^ oL 2 j - " ' о Р + 3  2, —V
\Й=1-,4,6 я [ 1 1 ] „  л---1 Я

n=l,4,6. [ 11 ]„ " 11=1

{n+ 2)[ ik i ' k ' ]n 
L i k j ' k ' —  2 j  f j T j o

«- = 1,4,6, 1 11 \n
6 l  П

3

4- +1 
*ikan? 3

- 4-1

+

■ H i ,

(4)

(5)

(6)

где 8mn— символ Кронеккера, скобочные символы [ik...]n , -так  назы
ваемые решеточные суммы, входящие в уравнения (4), (5), (6), зависят 
от формы элементарной ячейки и не зависят от ее размеров; вычисля
лись нами по методу Эвальда. [ 11 ] п° — значение скобочных символов 
для свободной решетки. Коэффици
енты а п и Ьп — параметры урав- Т а б л и ц а  1

нений — подбирались нами по эк
спериментальным значениям моду
лей упругости и уравнению гидро
статического сжатия [5]; н ачи слен 
ные значения приведены в табл. 1 
в единицах модуля сдвига С44, там 
же приведено значение модуля С44 
в единицах 1012 дин/см 2.

Система тензорных уравнений 
(5) дает возможность рассмотреть
механические свойства алюминия в условиях сложных систем напря
жений, произвольных по величине. Критические значения напряжений, 
приводящие к механическому разрушению решетки, могут быть опреде
лены из условий положительной определенности квадратичной формы 
с коэффициентами (6).

Вели
чина Значение Вели

чина Значение

. а \ 5,8977 ь г - 9 , 0
a< i 30,5576 b i —87,5533
а - з —83,3748 24,6722
я4 171,2108 С и 0,285

—32,0990
«о -2 0 ,3 1 1 2



Используя симметрию кристаллической решетки алюминия, мы 
выделили такие типы напряженных состояний, при которых разрушаю
щие рапряжения должны принимать экстремальные значения. Такими 
типами напряжений являются: •

1. Напряжения, сохраняющие кубическую симметрию решетки 
0 А ; это напряжение всестороннего сжатия или растяжения. В этом 
случае единственным параметром, определяющим деформацию решет
ки, будет плотность р. Компоненты тензора напряжений запишутся в 
виде X ik= — 5ikP, 'где Р — давление. Отличными от нуля модулями упру
гости в обозначениях Фохта, будут CU = C22 — C^,  Ci2= C i 3= C 23, С44=  
=  С55= С 66. Условия устойчивости решетки сводятся к трем неравен
ствам:

(Cn-f-2Ci2) > 0 ,  С\\—С12> 0 ,  С44>0.

2. Напряжения, сохраняющие тетрагональную симметрию £)4/г Эта 
система напряжений включает такой важный случаи напряженного со
стояния, как одноосное растяжение или сжатие вдоль ребра элемен
тарного куба. Элемент периодичности в этом случае может быть выб

ран в виде прямоугольной гране- 
центрированной призмы с квадрат
ным основанием. Направляя ось 
декартовой системы координат ох\ 
вдоль высоты призмы, а оси ох2 и 
ох3 вдоль диагоналей основания 
этой призмы, получим отличные от 
нуля компоненты тензора напряже
ний Х ц ;  Х22= Х 33 и  модули упругос
ти Сц, С,22= С 33, Ci2= C i 3, С23, С44, 
С,55= С ’бб,' условия устойчивости в 
этом случае сведутся к неравенст
вам:

(С22 +  С2з) С ц —2C2i2> 0 ,
С22— С23> 0, С44> 0 , С55> 0.

Суммы [ik...]n будут функциями од
ного параметра а  — меры тетраго
нальное™ призмы, определенной 
как отношение высоты призмы к 
половине диагонали основания; для 
свободной кубической решетки 
а 2— 2. Таким образом, деформация 
решетки определяется в данном 
случае двумя параметрами: а и р .

3. Напряжения, сохраняющие 
ромбоэдрическую симметрию ре
шетки Z)3d  Данный тип напряже
ний включает в себя одностороннее 
растяжение или сжатие вдоль про
странственной диагонали элемен

тарного куба. Элемент периодичности может быть выбран в виде ром
боэдра, построенного на трех основных векторах: а,\, а2, а3, как это изо
бражено на рис. 1, б. Выбирая ось декартовой системы координат ох\ 
вдоль пространственной диагонали ромбоэдра, оси симметрии третьего 
порядка С3, ось ох% вдоль оси симметрии второго порядка С2, перпенди
кулярной к оси С3, а ось 0 X2 в перпендикулярном к ним направлении

Рис. 1.



( р и с .  1, б ) ,  п о л у ч и м  о т л и ч н ы м и  о т  н у л я  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е 
н и й  Хц, Х 22 =  Хъъ и  м о д у л и  уПруГОСТИ Сц, С22 =  Сзг, Cj3 =  С 12, 
С23, С55 =  С66, C44= V 2 (С33— С23), С34= С 35 = — С36. В э т о м  с л у ч а е  у с л о 
в и я  у с т о й ч и в о с т и  с в е д у т с я  к д в у м  н е р а в е н с т в а м :

ношение пространственной диагонали ромбоэдра к кратчайшему рас-

этого отношения для свободной решетки. Таким образом, деформация 
и в этом случае определяется двумя параметрами: у и р.

4. Напряжения, не меняющие орторомбической симметрии D2k.
В этом случае можио рассматривать деформации с сохранением сим
метрий Го и Г  о . В  данной работе мы рассмотрели первый случай. 
В этом случае, элемент периодичности решетки может быть выбран в 
виде прямой гранецентрированной призмы с ромбом в основании. Н а 
правим ось ОХ] вдоль высоты призмы, а оси ох2 и охз — 'вдоль диагона- 1 
лей ромба основания; определим параметр деформации а\ как отноше
ние высоты призмы, к половине диагонали основания вдоль оси 0 x 3 и 
параметр деформации а 2 — как отношение диагонали основания вдоль 
оси ох2 к диагонали вдоль оси ох3 (рис. 1, а),  тогда суммы [ik...]n бу
дут функциями двух параметров а ( и а 2. Д ля свободной решетки име
ем а \ 2 = 2 , а 22= \ .  Отличными от нуля компонентами тензора напряже
ний будут компоненты Хц, Х 22 Х ^ ,  а модули упругости, отличные от 
нуля, будут Сц, С22, Сзз, С12, С 13, С23, С44, С5ь, С66. Условия устойчиво
сти сводятся к следующим неравенствам:

Д анная задача является трехпараметрической, что обусловливает зн а
чительные трудности как вычислительного характера, та<к и трудности, 
связанные с наглядной интерпретацией результатов. Мы ограничились 
поэтому рассмотрением касательных напряжений, представляющих 
наибольший интерес. В этом случае

Это условие позволило выразить р как функцию от «1 и а 2, что привело 
снова к двухпараметрической задаче.

Программа расчета строилась следующим образом: рассчитывались 
компоненты тензора напряжений и условия устойчивости, как функции 
параметров деформации; находились графическим способом критиче
ские значения параметров деформации в точках обращения в нуль од
ного из условий устойчивости, затем графическим способом по извест
ным критическим значениям параметров деформации рассчитывались 
критические значения компонент тензора напряжений. Вся расчетная 
часть, связанная с вычислением суммы [ik ... ] л и определением крити
ческих параметров разрушения, была реализована на ЦЭВМ.

Перейдем теперь к анализу полученных результатов. Приведем 
сначала результаты расчета для напряжений, сохраняющих тетраго-

А.1 =  (С33—С23)Свв—2 С2з5> 0 . 
Д г =  (Сзз+Сгз) С ц—2 С21з > 0.

Суммы [ik. . . \n будут функциями одного параметра у = —  , где а — от

стоянию между частицами в плоскости

С С С
Д =  С12 С22 С23 > 0 ,  С44>>0, С55> 0 ,  С66>0.

С13 С23 С33

2 Х и = 0.



нальную симметрию решетки. На рис. 2 в плоскости Х п , Х 22 сплошны
ми кривыми выделена область напряжений, включающая точку О, при 
которых решетка является устойчивой. Величины Хц и Х 22 отложены в 
единицах модуля сдвига С44. Н а пранице области устойчивости решетка 
теряет сопротивление сдвигам (С55= 0  и С22— С23 =  0).  П рям ая  В В '  на

этом рисунке соответствует 
случаю всестороннего напря
жения, прямая АА '  — случаю 
касательных напряжений'. Как 
видно из этого рисунка, при 
всестороннем сжатии (направ
ление ОВ)  решетка не разру
шается, при всестороннем рас
тяжении (напр., OB')  решетка 
разруш ается при напряжени
ях, соответствующих точке В'. 
Точки пересечения прямой АА! 
с границами области устойчи
вости определяют критические 
значения компонент тензора 
напряжений при касательных 
напряжениях. Рис. 2 можно 
рассматривать как диаграмму 
анизотропии прочности при 
данном типе напряжений. Хотя 
сравнение по величине напря

жений, носящих тензорный характер, и затруднительно, тем не менее мож
но сказать, что критические значения напряжений при всестороннем рас
тяжения являются максимальными относительно соседних типов напря
жений, а критические значения при касательных напряжениях (направ
ление ОА')  принимают наи
меньшее по величине значение 
среди всех систем напряжений, 
сохраняющих тетрагональную 
симметрию решетки. Отметим 
случай одноосного напряжения 
вдоль ребра куба (Х22 =  0). Из 
рисунка видно, что величина 
критического напряжения при 
сжатии приблизительно в 2 
раза меньше при растяжении.

На рис. 3 изображена по
лярная диаграмма энергии 
разрушения решетки (сплош
ная кривая). Полярный угол ср 
на этой диаграмме опре
деляется по формуле ср =
=  &xcig(X22/ X u ) . Из рисунка 
следует, что энергия разруш е
ния очень сильно зависит от 
типа напряженного состояния, 
причем не существует заметной корреляции между величиной критичес
кого напряжения и величиной критической энергии деформации. Дей
ствительно, хотя при всестороннем растяжении энергия и принимает 
экстремальное (максимальное) значение, тем не менее при сдвигах

Рис. 3?
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энергия не является экстремальной. Наименьшая энергия разрушения 
наблюдается при двустороннем растяжении в плоскости, перпендику
лярной к оси четвертого порядка (вдоль ребер элементарного куба).

Н а  рис. 4 изображена полярная диаграмма для критической плот
ности-решетки для этого же типа напряжений (сплошная кривая). Ве
личина ( 1—р ) Х Ю  откладыва
ется по радиусу по направле
нию к центру от окружности с 
индексом 0. Как видно из это
го рисунка, наименьшая кри
тическая плотность отмечается 
в случае всестороннего растя
жения решетки; при напряж е
ниях сдвига (направление 
ОА') изменение плотности 
очень мало, причем р < 1, то 
есть при деформации сдви
га наблюдаются некоторые 
увеличения объема решет
ки.

На рис. 5 для этого же 
случая напряжений сплошной 
кривой в переменных р и а 2, 
определяющих размер и фор
му элементарной ячейки ре
шетки, выделена та же область 
устойчивых состояний решет
ки, что и на рис. 2. Как видно из рис. 5, при а 2> 2  (вытянутая гране-
центрированная решетка вдоль одного из ребер) нарушаются условия
устойчивости С55> 0, а при а 2< 2  (сжатие вдоль одного из ребер) нару

шается условие С2 2— С2з > 0. 
При всестороннем растяжении 
нарушаются оба условия' ус
тойчивости, что свидетельству
ет о разрушении путем сдвига 
в плоскости ромбического до
декаэдра, но с неопределенным 
направлением сдвига.

Результаты расчета для 
случая напряжений, сохраняю
щих ромбоэдрическую симмет
рию Di a , изображены также 
на рис. 2—5 штриховыми ли- 
ниями. Поведение решетки 
алюминия в этом случае весь
ма похоже на ее поведение при 
напряжениях, не меняющих 
тетрагональной симметрии ре
шетки. Отметим только, что 
в отличие от предыдущего слу
чая наименьшее значение 

прочности имеет место при напряжениях сдвига, как в направлении 
ОА', так  и в обратном направлении ОА, а при одноосном напряжении 
вдоль диагонали куба прочность при сжатии в 2 раза больше, чем при 
растяжении. На рис. 5 для случая напряжений типа Dsd форма элемен-
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Рис. 4.



тарной ячейки определяется параметром уй. К ак  видно из рис. 5, при 
растяжении решетки вдоль главной диагонали куба разрушение решет
ки происходит за счет наруш ения,условия устойчивости A i > 0, а при
сжатии — за счет условия Дг>0.

Рассмотрим теперь случай касательных напряжений, сохраняющих 
симметрию D 2h. На рис. 6 на плоскости параметров а 2ь а 2г приведе

на замкнутая область устой
чивых состояний решетки, 
включающая точку О, соответ
ствующую свободной решет
ке, для этого случая напряже
ний. Эта область ограничена 
кривой FA'C,  на которой нару
шается условие устойчивости 
Д > 0  и кривой FAC,  где нару
шается условие устойчивости 
С66 > 0 .  Свободной объемно- 
центрированной решетке соот
ветствует точка О'. Прямая 
АО А'  соответствует рассмот
ренному выше случаю сдвигов, 
сохраняющих тетрагональную 
симметрию решетки.

На рис. 7 на плоскости 
^ и ,  Х 2г для этого случая изоб
ражена диаграмма анизотро
пии прочности. Как видно из 

этого рисунка, наименьшее значение прочности имеет место в случае 
сдвигов, близких к направлению ОМ, не имеющих наглядного геомет
рического смысла.

На рис. 8 представлена полярная диаграмма для критических энер
гий деформации и 'критических значений плотности решетки. Из рисун
ка следует, что при любых к а 
сательных напряжениях рас
сматриваемого типа критичес
кие значения плотности весь
ма мало зависят от типа на
пряжения и всегда меньше 
единицы. Анизотропия крити
ческой энергии деформации 
весьма значительна, наимень
шая энергия соответствует 
сдвигам, определяемым на
правлением ОМ.

На рис. 9 изображена 
энергия деформации решетки 
для случая сдвигов в направ
лении А А ' , как функция от 
параметра формы элементар
ной ячейки а 2\. Крестиком от
мечены точки, в которых ре
шетка теряет устойчивость.
Этот рисунок дает возмож
ность объяснить, почему в направлении О А  решетка разрушается при 
меньшем критическом напряжении, чем в противоположном направле-

Рис. 7.
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нии ОА. К ак  видно из рисунка, это обстоятельство связано с наличи
ем на пути деформации в направлении О А! свободной объемноцентри- 
рованной кубической решетки, хотя энергия объемноцентрированной ку
бической решетки весьма велика и имеет характер максимума, тем не 
менее наличие экстремума значительно уменьшает крутизну наклона,

приводя к сравнительно мало
му значению прочности.

В табл. 2 приведены пре
дельные значения характерис
тик кристаллической решетки 
алюминия для ряда наиболее 
интересных систем напряже
ний. К ак  видно из таблицы, 
относительная энергия дефор
мации меняется примерно от 
0,2 % до 1%, критические зна
чения компонент тензора' на
пряжений леж ат  в пределах от 
7 кбар (сдвиг Х п = Х 22=  
= — 7 г ^ з з > 0  направление ОМ 
рис. 7) до 60 кбар (всесторон
нее растяжение). Критическое 
значение плотности лежит в 
пределах от 1 до 10 процентов 
от недеформированной решет

ки. Сравнение различных напряженных состояний по величине между 
собой затруднено тензорным характером величин напряжений. Можно 
ввести лишь некоторую косвенную характеристику по энергии дефор
мации. Энергетически наиболее выгодным является сдвиг Х п = Х 22 =  
=  — V 2-^33>  0, для которого

1 =  7,1 кбар. 'Прямое сопо
ставление полученных резуль
татов с экспериментальными 
данными для монокристаллов 
алюминия не представляется 
возможным ввиду их отсутст
вия. Имеющийся эксперимен
тальный материал для поли
кристаллов весьма противоре
чив и неполон. Отметим, что 
данные по динамическому на
гружению д£ют величину 
прочности по порядку, совпа
дающую с данными табл. 2 .
Так, например, в [6] дается 
значение прочности поликрис
талла алюминия — 52 кбар
— величина, близкая к сред
нему значению напряжений из 
табл. 2. Это обстоятельство по
казывает, что выбранная нами модель является качественно правиль
ной.

Большой интерес представляет разработка экспериментальных .ме
тодов проверки наших результатов, особенно выделение системы напря
жений, наиболее опасной для решетки алюминия.

Рис. 9

Рис. 8.
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К РАСЧЕТУ УРАВНЕНИЙ СОСТОЯНИЯ МЕТАЛЛОВ

В. А. Ж ДАНОВ, В. Ф. КОНУСОВ, в. в. поляков

Уравнения состояния металлов строятся на основе уравнения состоя
ния Ми-Грюнайзена, имеющего вид

где Е  — полная энергия; Е —Е х— энергия тепловых колебаний; Р — 
полное давление; Р х— соответствующее Е х давление, которое выра
жается как производная от Е х по объему V; у  — коэффициент Грюнай- 
зена. Однако форма этих уравнений состояния не является достаточно 
удобной при практических расчетах, поэтому представляется целесо
образным придать уравнению ( 1) форму, которая была бы лишена 
этого недостатка.

Если воспользоваться формулой Слэтера-Ландау [1]

V(IQ — (2)
2 fJ 'EJdV-  3

то основная задача нахождения теоретической зависимости Р =
—  Р (Е , V) сведется к получению удобного выражения для Е х.

Если Е х представить в виде

где сг =  VqIV — степень сжатия (Vo — объем при Р — О, Т =  О°К), a k— 
известные коэффициенты, то давление Р х и коэффициент Грюнайзена 
Y выразятся через сг и hk . Отсюда получаем уравнение состояния в 
виде

р = р , + ^ ( £ - £ , ) , (1)

п
(3)



где
A k= k a kl3V 0 , B k= k a k(6+ 5 6+ 62), C k= 2 V 0kak(3 + k ) ,  D k= a k.

Энергия E x для металлов может быть найдена из теории илц экс
перимента. Д л я  щелочных металлов по статистической теории [21 Е х 
может бьуъ представлена в виде

£ , = ^ + * 1»''3+ 62«2в + * з « .  (5)

Данное выражеий6 совпадает с (3) при п =  3, a\ —  k v /V 0 +  b\t а2 =
г, а,з о3 Коэффициенты b k приведены в атомных единицах в таблице 

согласно [3].

Т а б л и ц а  1

Металл bi Ь-2 3̂

Na -0 ,1 1 4 0,069 0,067
К —0,113 0,054 0,063

Rb —0,039 -0 ,0 3 3 0,101
Cs —0,118 0,077 0,053

Д л я  большого ряда металлов, в том числе железа, алюминия и 
свинца, Е х в виде (3) приведена на основе экспериментальных дан
ных в [4].
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П О Л У Э МП И Р И Ч Е С К И Й МЕ Т О Д РАСЧЕТА  
НЕКОТОРЫХ Х АР А К Т Е Р И С Т И К  ОБУГ ЛИ ВАЮЩИХ СЯ  

А Б Л Я Ц И О Н Н Ы Х  МА Т Е Р И А Л О В

В. А. ЛОШ КАРЕВ, Н. А. ИГНАТЕНКО

Исследование абляции обугливающихся теплозащитных материа
лов при высоких температурах и скоростях течения представляет 
большой интерес для широкого круга практических задач. Учитывая 
сложность прямого изучения этого явления, была проанализирована 
возможность определения таких характеристик, используя несколько 
упрощенную постановку задачи в сравнении с экспериментом.

Допустим, что некоторый обугливающийся абляционный матери
ал обтекается бинарной, теплопроводной, вязкой, сжимаемой смесью 
газов, гомогенные химические реакции незначительны, а на поверх
ности раздела сред имеет место эф фективная гетерогенная реакция, 
определяющ ая скорость абляции, тогда полная теоретическая задача, 
поставленная в [ 1], значительно упрощается.

Если к тому ж е известны выражения для градиентов температуры 
газовой фазы и концентрации окислителя на границе раздела сред, то 
решение данной задачи сводится к решению уравнения теплопроводно
сти для  твердой фазы с соответствующими граничными и начальными 
условиями

( д Т  . .  д Т Л  . d2T s

где v s— линейная скорость разрушения поверхности исследуемого м а
териала; cs, Xs— плотности, коэффициенты теплоемкости и тепло
проводности твердой фазы соответственно.

Балансовое уравнение энергии в данном случае запишется в виде

к К + и ч =  ^ в ри у = 0 . (2)
dt ду

Здесь U — скорость эффективной гетерогенной реакции, q — ее тепло
вой эффект.

Скорость эффективной гетерогенной реакции записывается в виде 

U =Ь q k 0(pc)nwe z p  ( —  ^ . (3)



Тогда уравнение (2) принимает вид 

Х % + bq 10
МЗдесь п  порядок реакции, а б =  , где М  — молекулярный вес

продукта реакции, М г — молекулярный вес набегающего потока газа, 
а стехиометрический коэффициент рассматриваемой реакции Е, 
«о энергия активации и предэкспонент соответственно, Я — коэффи
циент теплопроводности газа.

a A + B  =  kC. (5)

Здесь А  — твердый компонент, В  — газообразный, С — продукт реак
ции. Скорости образования (или поглощения)

w B= a w A. (6)

Следовательно, в выражении для скорости реакции U должен 
стоять множителем параметр 6 .

Уравнение сохранения массы на границе раздела сред в данном 
случае записывается в виде

^ д с- p D —
ду

( £
+  ( р ® ) Л = — 1&£о(ср)»ехр — - = -  

у=о \  R 1 w
(7)

Здесь (q o )w— выражение, характеризующее массовую скорость вдува 
продуктов реакции в пограничный слой, а именно массовую скорость 
абляции rhw г /с м 2сек. В данном случае

М  I F
m w= { p v ) w= —± k 0(?c)nwexp l  —  —  

а М  \  R T l

Кроме того,

T’s I у=°°= Т s U=o=T'jO- 
И, наконец, уравнение баланса массы

(Р Ps®s-

(8)

(9)

и  •В качестве выражении для —
ду

выражениями, полученными Г. А. '

дТ  
и —

у=о ду
ирским [4]

( 10)

удобно воспользоваться
У— о  ’■

дТ

у = 0

д с

— СтУ̂ f>x Ре Ре с—Т то)[0,7638 Р г~ 0,6 + 0 ,6 7  а( 1 + 0 ,2  а)], (11)

p V  
ду

где а =  —

=  V  Рх Ре Ре J1 0 .7 6 3 8  0,6 а( 1 + 0 ,2  а ) ] , (12)

— параметр, характеризующий вдув, Рг  — число

у = 0

Pw ̂  W
1̂ " Pw

d a c
Прандтля, S m — число Шмидта, Рх =  ~ ^

у=о



Если ввести безразмерные переменные и параметры в виде

0  =
( Т - Т т)Е _

r t :

t  Ре^ре 2
, t0= — ---- Г0

lQ

R T %
Р eq E k0ce■exp

r m  dU -e

x Moo d x
A =

e

ttc0̂ 0
y=0

- Ĉ T * Й
( T - T J E  n  (ГЛ - Т . ) Е  

---------------- , 9 * = ----------------
Я П RT* 

RT*

^s?s^ps Pi
где 7\ — некоторая характерная температура, се — концентрация окис
лителя во внешнем потоке, 0  — безразмерная температура, то уравне
ние ( 1) примет вид

д в „  -г  д в , _ & В ,
— — ,*m w -) _ — Л-0
д х д у  д у

т  =  8 ^ е х р ( т- ^ - ) .
R T .

(14)

(15)

Граничные и начальные условия в новых переменных записывают
ся следующим образом:

@5|у=со =  0 „; 0 5|у=о=©и (16)

— ьуц%— ею)

= 5  c ^ e x p f  —
у—0 \  1 +  P®W

Ьо—ь. А  1 - Ь

- Ь У  Щ - с „ )
уЬ

h  Ьу - £ А \ ЬУ ~ К

V ~ K

УЬ_А

(17)

+

+Sy г+'ехр(т&: ) + Ц с-ехр fcS§:)=0'
А  =  1 ^гЩ л- cnw ех р | —

1 +  Р®10 I 1 +  Р©1

(18)

(19)

ЪХ= У а - х  Рг  , 62=0 ,7638  Р г  , b3=0 ,7638  S m ~ °6 , ЬА=

0,67
У  ах Р г

, h
0,2

У а х Р г

Ha-до отметить, что уравнение для определения cw является алге
браическим относительно cw степени 2/2+ 1.

Д ля  решения краевой задачи (14— 18) применимы различные р аз 
ностные методы, но, на наш взгляд, лучшим методом для уравнений 
теплопроводности вида (14) является интерационно-интерполяцион- 
ный метод [2], использование этого метода требует значительных за
трат машинного времени.



Рассмотрим уравнение (14) в стационарном случае

Реш ая уравнение (20) с граничными условиями (1 6 ) , .получим

®к)ехр( ^ у  ПP,* m j  +  0 W.

П одставляя (21) в граничные условия (17), получим 
дентное уравнение для определения Q Wt

трансцен’

(21)

—У ktJl'?,,.rhw(®w— QH) =  cnw ехр( - |  - -
U + P w* /

(22)

Уравнение (22) необходимо решать совместно с алгебраическим 
относительно с w уравнением (18). Реш ая (22) и* (18), получим иско
мые ©«/„-, Си/*, после чего легко определяется стационарная скорость 
абляции

янных, по сути дела, необходимо решать совместно 6 трансцендентных 
уравнений: два уравнения вида (24), составленных для двух экспери
ментальных значений m w, два уравнения вида (22) — для нахождения 
0 и/*, поскольку для разных условий получаются различные 0 ®*, и два 
уравнения для определения соответствующих данным эксперимента 

Интересная возможность получения явного выражения для thw по
лучается, если в качестве характерной температуры Т * взять

В этом случае к кинетическим постоянным Е  и kQ прибавляется 
третье неизвестное Tw, но зато уравнения (18), (23) и (24) значитель
но упрощаются, поскольку 0 да = 0.

Действительно, в случае п =  \ получаем'

(23)

или в размерном виде

(24)

Таким образом, для нахождения неизвестный кинетических посто-

Т  = Т1 * 1 W

y£s;IIp>, rhw @H= b c w—  bxV А ® е 62— 65- ^ = - j  ,

■Л=(lr(-P0 .f )cw,.



_ уИ /  Е  \
rhw= b c Wt, mw= ~ f c 0Pe< 4 ( l + p 9 e) e x p | — ■—  J

Уравнение (25) используется для определения неизвестной вели
чины T w.

Н адо отметить, что параметр v«Cl, в этом случае

cw+— 1,

а для определения T w получаем уравнение

6А / Л в е= 8, (28)

или в размерной форме

,  (29) 
V P r fV *  M s

HO

" *  * » = ^ ^ е х р ( -  )• (30) 

Выражение для массовой скорости абляции с учетом, что c w, =  1, 
имеет вид

(31)

Подставляя (30) в (29), получаем

H Z ( T e- T j r el e 1
r mx q T w th^ce у ах p r . o,76 p r -o.e ’

откуда

0,761 / ”в^Ь .рг-0,1 те\
. ___ _________'  ^  т*"е_____________

° ’76j /  ̂ Р г ^ ' Г ^ + ч т ^

Если учесть член уравнения (25), стоящий в левой части, то

(32)

■ (34)

где

a —csrhw, Ь = —0 , 7 6 j / ~ £ ^ P r - ° - 1T eke— cs mwTH— qmwce, 

£ = 0 ,7 6 1 /  | ^ 1 . Р г - о л г л .



Однако ввиду простоты будем использовать для Т w выражение
(33).

Имея два экспериментально определенных значения для rhw, легко 
определяются кинетические постоянные Е  и k0, предварительно вычис
лив по формуле (33) значения T wl и Т w2 по данным эксперимента. 
Действительно, составив уравнение вида (31), получаем для опреде
ления энергии активации уравнение

где индекс « 1» относится к данным одного эксперимента, индекс «2» — 
к данным другого.

Из (34) получаем

После определения энергии активации легко определяется пред- 
экспонент по формуле (30). Д ля проверки выражений воспользуемся 
результатами эксперимента [5]. Д ля обугливающегося материала на 
основе, бутилкаучука и эпоксидной смолы имеется по 3 значения экспе
риментальных данных для различных температур и скоростей набегаю
щего потока. Обозначим индексом « 1» значения параметров при Т е =  
= 2 7 0 0 °  К и и т= 97,5 м/сек. и индексом «2» — при Ге= 1 8 0 0 ° К  и н® =  
= 4 0 ,1  м/сек., индексом «3» — при Ге= 2 4 0 0 ° К  и « « = 7 7  м/сек. Индек
сы «Б» и «Э» относят параметры к экспериментам с материалом на 
основе бутилкаучука и эпоксидной смолы соответственно.

Из эксперимента получено

Д л я  получения теплофизических параметров набегающего потока 
(80% О2) использовали [3].

Используя формулу (33), получаем

7 t ,  =  2000° К, 7 ^  =  1700° К,

Г £з=16000 К, 7^3=1240° К.

Используя формулу (36) и два экспериментальных значения для 
массовой скорости абляции, обозначенных индексами «1» и «2», по
лучаем значения энергии активации для покрытий «Б» и «Э»

£ Б= 0 ,5 - 1 0 4 кал/моль, £ э =  0 ,36-104 кал/моЛь. (39)
Используя (30), получаем значения предэкспонентов для обуглен

ного слоя

Следовательно, в формуле для rhw (31) определены 2 неизвестных 
из трех, а именно кинетические постоянные Е  и k0. Д ля определения

(35)

(36)

m » i= 0 ,0 0 5 7  г/см2 сек., т ы = 0,009 г/см2 сек.,

/йда2=0,0035 г/см2 сек., ша-2=0,006 г/см2 сек., (37)

mw3= 0,0041 г/см2 сек., т 1 з = 0 ,0 0 7  г/см2 сек.

Г£2=  950° К, 7^2=800° К, (38)

£о=0,95- 10s /го = 4 , М О 8. (40)



T w через известные Е  и k0 подставим выраженное из (33) значение 
m w в (31), тогда для определения T w получим трансцендентное урав
нение

о '7 6 / 7 ^ р ' ' “-,м г ‘ - г -) - ^ 0? с ' ех р ( “ Й -  (41)

Таким образом, последовательность вычислений следующая: по 
двум экспериментальным значениям для riiw (например, для разных 
температур или скоростей набегающего потока, или радиусов закруг
ления исследуемой модели), используя формулы (30), (33) и (36), 
находим кинетические постоянные Е  и k0. Затем для любых значений 
параметров определяется T w из трансцендентного уравнения (41), где 
Е и k0 известные величины. После этого thw определяется по форму
ле (31).

Приближенно уравнение (41) можно решить следующим образом. 
Диапазон Tw для рассматриваемых-экспериментальных данных извес
тен и равен для покрытия «Б» 950°—2000° К при диапазоне 7,е =  1800°— 
2700° К, для покрытия «Э» от 800° до 1600° К при Т е—  от 1800° до 
2700° К, тогда можно интерполировать

epx( ~ f r ' ) :e7 ’5 ' 10~87” ’ <42)

для указанного диапазона с погрешностью не выше 12%.
Тогда для стационарной температуры абляции имеем выражение

Т =1 W
- m + l / ^ z 2+ 3 a  — r jc eq k 0?em - 10 Г с П Г  К

______  _________ '---------------------------- , m =  0 , 7 6 l /  (43)
1C 1 Л - Д  и V гтже Ргол
15ч- 10 Pe^eQ̂ O

Причем для покрытия «Б» а = 1 ,  а для покрытия «Э» а  =  2 и выбира
ется соответствующим материалу по (40). Таким образом, после вы
шеописанного определения Е  и k 0, подставив эти значения вместе с 
явным выражением (43) для Т w в выражение для rhw (31), будем 
иметь явную формулу для массовой скорости абляции.

Используя (43) для Те=  2400° К и и „ =  77 м/сек., получаем следую
щие значения для стационарной температуры

7^=1520° К, 7 ^= 1 1 9 0 °  К. (44)

Используя (39), (40) и (44), а такж е формулу (31), получаем 
значения

= 0 ,0 0 4 5  г/см 2 сек., т®  = 0 ,0 0 6 6  г /см 2 сек. • (45)

Сравнение (44) с третьей строкой (38) и (45) с третьей строкой
(37) показывает, что предлагаемый полуэмпирический метод расчета 
эрозионно-абляционных характеристик обугливающихся покрытий 
обладает погрешностью, не превышающей 12%,
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Д А Т Ч И К  Д А В Л Е Н И Я  С Т У Н Н Е Л Ь Н Ы М  Д И О Д О М  
В КАЧЕСТВЕ ЧУВСТВИТ ЕЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА

А. И. КОНОВАЛЕНКО, А. М. М АЛЮ ТИН, Г. С. РАТАНОВ, Г. А. ЦЫБА

Вольт-амперная характеристика туннельного диода относится к 
классу характеристик /V-типа. Эта характерная  особенность туннель
ного диода, несмотря на простоту устройства и технологию процесса 
изготовления, позволяет выполнять операции, которые ранее осущест
влялись более сложными приборами.

Туннельные диоды с успехом применяются в измерительной техни
ке для построения высокочувствительных и быстродействующих пре

образователей [ П .
Известно [2], что вольт-амперная ха

рактеристика туннельного диода изменяет
ся при воздействии давления на п-р пере
ход. В частности, меняется ток максимума 
вольт-амперной характеристики. Этб свой
ство туннельного диода было использовано 
нами для создания малогабаритного датчи
ка давления с частотным выходом.

Схематический чертеж одной из конст
рукций датчика для  измерения больших 
давлений показан на рис. 1.

Д авление воспринимается туннельным 
диодом 1, который свободно подвешен в из
мерительном объеме корпуса датчика. Один 
вывод диода соединен с конусным латун
ным электродом 2, а через него с корпу
сом. Другой вывод соединен с электро
дом 3, изолированным от корпуса стекло
текстолитовой втулкой 4. Изолированный 
электрод непосредственно подсоединен к 
высокочастотному разъему 5. Корпус дат
чика имеет установочную резьбу М14Х1 

Н а диод действует измеряемое давление, вы зывая его изотропное 
сжатие, и, как  следствие этого, уменьшение тока максимума. Диод 
включен через высокочастотный разъем в схему релаксационного ге
нератора (рис. 2 ), и изменение тока максимума диода вызывает из
менение частоты генератора. Частота регистрируется электронно-счет
ным цифровым частотомером, например, ЧЗ*-24, либо, после частотногс



детектирования, стрелочным прибором или шлейфовым осциллографом.
Изготовленный нами датчик позволяет измерять статическое и 

медленно меняющееся давление в диапазоне 0— 5000 атм. при темпера
туре измеряемой среды — 30-7- + 100°  С. Точность отсчета по цифрово
му частотомеру (43-24) не превышает ± 1  гц. Частота релаксационно
го генератора выбрана 2,5 мггц.

Испытания показали отсутствие гистерезиса датчика и его практи
ческую безынерционность.

Чувствительность датчика давления по частоте 200—300 гц/атм . и 
зависит от применяемого диода.

Испытания датчика проводились на 'масляном прессе, позволяю
щем создавать давление до 8000 атм, Компримирующей жидкостью 
была смесь керосина и транс- _ 
форматорного масла в пропор- 
ции 6:4. Отсчет давления про
изводился по образцовому ма
нометру О М -10000 класса 1.

При испытаниях на мас
ляном прессе диод дополни
тельно ничем не защ ищ ался, 
так как  компримирующая 
жидкость не агрессивна и не- 
электропроводна. При измере
нии давления в агрессивных средах диод необходимо дополнительно изо
лировать специальной мастикой. Нами использовалась мастика из нату
рального воска и минерального масла, имеющая малую теплопровод
ность и хорошие электроизоляционные свойства.

В качестве чувствительного элемента испытывались разгерметизи
рованные диоды АИ301Г,«а такж е диоды из арсенида галлия, изготов
ленные в СФТИ в планарном и меза-сплавном/исполнении.

Испытания показали, что датчики давления с туннельным диодом, 
включенным в схему релаксационного генератора, имеют высокую чув
ствительность и хорошую линейность-в широком диапазоне давлений.

Более надежными показали себя туннельные диоды, из арсенида 
галлия в планарном исполнении.

Н а точность измерения наиболее существенное влияние оказывает 
температура среды, в которую помещен туннельный диод. Однако, ме
няя концентрацию примесей, вводимых в полупроводник при изготов
лении п-р переходов туннельных диодов, м о^н о  температурный коэф
фициент сделать незначительным. Так, специальные туннельные диоды, 
изготовленные в СФТИ, практически не меняют свои параметры в пре
делах — 25— [-80° С. Температурная погрешность датчиков давления с 
такими диодами не превышала 0,1% при изменении температуры ком
примирующей жидкости от + 1 0  до + 7 0 °  С.

Описанный датчик может найти применение при измерении стати
ческих и переменных давлений в жидких и газообразных срезах.

Конструкция 'корпуса датчика давления с туннельным диодом 
определяется конкретными условиями применения.
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Э ЛЕ К Т Р ОНН О- СЧ Е Т НЫЙ Ц И Ф Р О В О Й  И З М Е Р И Т Е Л Ь
В РЕ М Е Н И  ИВИ-2

В. А. К РЫ ЛОВ, Г. С. РАТАНОВ, Г. А. ЦЫБА

Электрические методы измерения коротких интервалов времени, 
которые могут быть отнесены к аналоговым, не очень многочисленны. 
В основе большинства из них леж ит принцип интегрирования электри
ческого сигнала, проходящего через регистрирующий прибор за изме
ряемый интервал времени. С уммарная м аксимальная ошибка измере
ния у лучших промышленных приборов такого типа может состарлять 
в лучшем случае ± 0,1% при измерении интервалов времени порядка 
50 мксек.

Электронно-счетные цифровые измерители времени, которые полу
чают широкое распространение в последнее время, имеют значительно 
большую точность измерения. Они обеспечивают непосредственный от
счет результатов измерения без внесения субъективных ошибок.

Таким образом, автоматизация процесса измерения в сочетании с 
высокой точностью, быстродействием и представлением результатов 
измерения в форме, удобной для наблюдения и их дальнейшей обра
ботки, наиболее полно обеспечивается цифровыми измерительными 
приборами.

Нами изготовлен электронно-счетный цифровой прибор для изме
рения интервалов времени до 1000 мксек. с последующей записью на 
Ц П М  или на шлейфный осциллограф.

Измеритель временных интервалов (ИВИ-2) позволяет регистри
ровать как в однократном режиме измерения, так  и при непрерывном 
или автоматическом. При малых скоростях поступления информации 
или при постоянной величине измеряемого интервала можно пользо
ваться цифровой индикацией. Результаты  измерений указываются в 
мксек.

З а  счет сокращения времени, необходимого для  обработки инфор
мации, и применения в блоке а в т о ^ т и к и  узлов с высокой разреш аю
щей способностью достигнуто высокое быстродействие прибора. Он по
зволяет производить до 10000 измерений в секунду и определяется 
величиной измеряемого интервала.

Регистратор времени построен по типу временной интервал—код. 
Д л я  преобразования временного интервала в код нами использована 
классическая схема последовательного счета, при котором преобразу
емый интервал заполняется импульсами от тактового генератора. Ча-,



стота генератора 10 мгц стабилизирована кварцем. Величина времен
ного интервала определяется подсчетом числа импульсов, укладываю
щихся в измеряемом интервале.

Блок-схема измерителя временных интервалов с делителем при
ведена на рис. 1.

Запуск прибора осуществляется импульсами отрицательной поляр
ности амплитудой от 0,5 до 10 вольт, длительностью от 0,1 мкеек и 
более. Импульсы больше 10 вольт ограничиваются амплитудным дис
криминатором.

Входные сигналы с помощью формирующего устройства и схем 
управления преобразуются в строб-импульс, длительность которого 
равна измеряемому интервалу.

Нами применена задержка строб-импульса до 20 мкеек, по отно
шению к стартовому, что позволяет произвести сброс показаний счет
чика стартовым импульсом и подготовить прибор к измерению дли
тельности строб-импульса1 Это обеспечивает в режиме однократного 
измерения длительное хранение информации на цифровом табло.

После формирующего блока строб-импульс наступает на блок вре
менной селекции.

Схему селектора составляют два высокочастотных транзистора, 
включенных последовательно и имеющих общую коллекторную нагруз
ку. Транзисторы работают в ключевом режиме и в исходном состоянии 
заперты напряжением смещения.

Напряжение на выходе селектора возникает только при одновре
менном действии импульсов с тактового генератора и строб-импульса.

Количество импульсов, прошедших через селектор, равно:
N = x f ,

где т — время измерения (длительность строб-импульса), а
f — частота следования импульсов тактового'генератора.
Счет импульсов производится пересчетными десятичными декада

ми. Количество декад в ИВИ-2 — четыре. Декада младшего разряда 
имеет быстродействие до 20 мгц. Это достигается применением в дека
де высокочастотных транзисторов типа ГТ-311 и импульсных диодов. 
Остальные декады собраны на транзисторах типа П416Б. Декады на 
частоту 1 мгц имеет схему, аналогичную схеме декад на 100 кгц. Схему 
декад составляют четыре триггерных ячейки. Для осуществления пере
счета на десять в декаде введена отрицательная обратная связь. Счет
ные декады работают по схеме 1—2—4—8. Они имеют цифровую ин
дикацию на лампах ИН-1 и шифратор на сопротивлениях для перевода 
числа в напряжение.

Пропорционально напряжению генератор опроса данных формиру
ет импульсы, которые после усиления по току подаются на выходы при
бора для управления шлейфовым осциллографом. Величина тока на 
шлейф регулируется в пределах от 1 до 50 ма.

Н-а рис. 2 приведена осциллограмма с записью информации на 
шлейфном осциллографе типа Н-115, ИВИ-2 работал в режиме «само-' 
контроль». Способ расшифровки осциллограммы понятен из рисун
ка 2.

Д ля  ЦПМ  информация в двоично-десятичном коде выведена с 
коллекторных цепей триггеров счетных декад на специальный разъем.

После очередного измерения прибор приводится в состояние готов
ности кнопкой «сброс» или автоматически импульсом «переполнение». 
Импульс переполнения приводит прибор в состояние готовности и в 
том случае, если стоповый импульс не зарегистрирован в течение 
10000 мкеек. Это необходимо для повышения надежности измерения
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при регистрации серии временных интервалов, т. е чтобы исключить 
«сбой» при «пробросе» одного из входных управляющих сигналов.

Вместе с И В И -2 изготовлена приставка «Делитель». С приставкой 
измеритель временных интервалов позволяет регистрировать средне
арифметическое значение интервала в целой серии измерений. При 
этом регистрируется число измеренных интервалов.

На вход «Делитель» импульсы подаются через контакты разъема 
ИВИ-2 непосредственно с выхода селектора и поступают на пересчет- 
ное устройство приставки.

Принципиальная схема счетной части приставки «Делитель» ана
логична счетным декадам измерителя временных интервалов. Длитель
ная эксплуатация прибора показала хорошие эксплуатационные каче
ства при высокой точности измерения.

Рис. 2.

Основной составляющей погрешности измерителя временных ин
тервалов является нестабильность порога срабатывания входного фор
мирующего устройства. Причиной этой нестабильности служат как 
внутренние, так  и внешние помехи. Д ля обеспечения величины состав
ляющей погрешности порядка 0,05%, обусловленной формирующим 
устройством, уровень помех не должен превышать 1,5 мв. Это весьма 
жесткое и практически трудно выполнимое требование. Ввиду относи
тельно малых значений временного интервала, для измерения которого 
предназначен ИВИ-2, погрешность измерения, обусловленная неста
бильностью порога срабатывания из-за низкочастотных помех как по 
цепи питания, так и по входу, мала.

При поступлении на вход импульсов с крутизной фронта не хуже
10 в/мксек, абсолютная погрешность прибора не превышает единицы 
младшего разряда ( ± 0,1 мкеек).



Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  МАГНИТНОГО ПОЛЯ  
В П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Й  М О Д Е Л И  ЭЛ ЕКТРОМ АГН ИТН ОГО ЛОТКА

В. С. ЛАДЫ СЕВ

В теории линейных индукционных насосов, используемых для 
транспортировки проводящих сред, наиболее часто используется мо
дель в виде слоя затвердевшего металла, движущегося в поле непре
рывно меняющегося токового слоя [ 1].

При расчетах линейных индукционных насосов приходится учиты
вать конечность длины индуктора. Это делается двумя способами. Пер
вый способ заклю чается в том, что ищется поле от индуктора конеч
ной длины в предположении, что проводимость всех сред равна нулю. 
В т.айойг постановке исследуется продольный краевой эффект, имею
щий место при холостом ходе машины. Второй способ заключается в 
следующем: ищется поле в предположении, что конечный индуктор 
состоит из дискретных линейных токов. Н айдя поле от одиночного то
ка, с учетом скинн-эффекта, методом суперпозиции ищется поле от 
всех проводников,, составляющих индуктор.

В данной работе используется модель в виде бесконечного слоя 
затвердевшего металла, находящегося в поле одностороннего индукто
ра, представляющего распределение дискретных проводников с током

I  = / 0£ т , где т  характеризует фазность тока, п  — целое положи
тельное число [2 ].

Вначале рассмотрим движение проводящего полупространства в 
поле одиночного линейного тока (рис. 1). Предположим, что движуща

яся металлическая среда изотроп
на, величина напряженности по
ля  не влияет на параметр среды, 
движение металлической среды 
происходит с постоянной скоро
стью.

Ранее нами рассматривался 
случай, когда полупространство 
двигалось в поле линейных по
стоянных токов [3]. В рассмат
риваемых системах электродина
мическое взаимодействие проис
ходит > в конечной области, 'а 
именно при входе и выходе про-



водящей среды в область взаимодействия. Случай, рассмотренный в 
[3], отвечал получению максимальной тормозящей силы. Рассмотрим 
область малых значений скорости v и область больших частот со, где 
силы электромагнитного взаимодействия направлены в сторону движ е
ния проводящего пространства и ускоряют движение последнего.

Решение поставленной Задачи  относительно вектор-потенциала 
имеет вид

л ?  е - М * \ + кл > е 1ах^
л г— — ----- ------------------------ d a ,  П )

2 тс -Га, &1 +  I а | Н-
где

k x =  - { ■ ] / ' а- +  / [X0}j,au) — i  а(А0 |j.a v  .

Компоненты поля находятся как Н х —^ ^ ;  / / у= — плотность потоков

д А  

dt

средняя плотность силы в области /

/,-yReC/V в',); /, = — iRefy,. в'х),
*  •

где В х ; В у— комплексно сопряженные величины.
В качестве безразмерных величин аналогично [3] берутся:

х  у _  —
х — — 1 У = — \ w = № 0avh\  u) =  (j,ji0ao) К1,

ti h

Все искомые величины имеют вид функций от несобственных интегра
лов. Д ля  нахождения численных результатов производилось числен
ное интегрирование на ЭВМ. В основу построения исходного алгорит
ма счета была положена работа [4]. Подынтегральные функции силь
но осциллируют, поэтому находились корни этих функций и интегри
рование велось от одного корня до последующего, чтобы, общая ошиб
ка не превышала 10-2 от истинного значения интеграла. Ввиду того, 
что в состав подынтегральных выражений входят экспоненциальные 
функции, то для достижения поставленной точности требуется вычис
ление трех-четырех корней. При таком подходе к счету интегралов ти
па ( 1) целесообразно пользоваться интерполяционными формулами 
Ньютона-Котеса, которые упрощают вид рабочих программ для ЭВМ. 
Наиболее экономичными все же получаются программы с использова
нием квадратурных формул Гаусса.

На рис. 2 приведены результаты численного счета компонент маг
нитного поля \ВХ\ ;j-£jrI . на поверхности -полупространства при. | я =  100; 
Л = 1; w =  0; 32; 128 (соответственно кривая 1, 2, 3) для различных 
значений обобщенного параметра частоты: а ) — о = 1; б). — (о = '3 ; 
в) — ш =  7; г) — со=14. -

Наблю даемое смещение максимумов можно объяснить, представив 
пульсирующее поле в виде одного периода бесконечной синусоиды с 
соответствующим полюсным делением*-аналогично [5].-

Если рассмотреть силу реакции, действующую на нить, которая
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по своей величине равна интегральной силе, но имеет противополож
ный знак, можно увидеть, что последняя уменьшается с увеличением 
частоты, что 'обусловлено окинн-эффектом. При увеличении скорости 
начинает^ сказываться скинн-эффект индуцированных токов, область 
взаимодействия уменьшается. Таким образом, в некотором диапазоне 
скоростей от 0 до гйкр при больших частотах са> 1 0  среда ускоряется. 
Последнее согласуется с экспериментальными результатами [ 1].

В теории дефектоскопии иногда нужно отстроиться от влияния 
униполярных токов. При контроле листовой стали, цилиндрических 
заготовок, движущихся через систему проходных или накладных д ат 
чиков, нужно знание динамических характеристик, последнее в случае 
накладных датчиков трудно рассчитать. Исходя из вышеизложенного, 
можно рекомендовать увеличением частоты питающего поля отстро
иться от влияния униполярных токов.
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Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н О Е  И С С Л Е Д О В А Н И Е  ПРОНИ ЦАЕМ ОСТИ  
ОБУГ Л И ВАЕ М Ы Х  А Б Л Я Ц И О Н Н Ы Х  Э К Р А Н О В  

В С Т А Ц И О Н А Р Н О М  СЛУЧАЕ

В. А. ЛОШ КАРЕВ, Г. Г. ТИВАНОВ.

Актуальность исследований движения жидкостей и газов в пори
стых средах определяется их большим практическим значением. Надо 
отметить, что по теории фильтрации опубликовано большое количест
во работ как экспериментального, так  и теоретического характера. 
Однако до настоящего времени нет надежного метода определения 
проницаемости среды, которая, как  известно, является важнейшей ха
рактеристикой процесса транспирации.

В частном случае при изучении фильтрации обугливаемых экра
нов аблирующих тел возникает необходимость определения проницае
мости системы скелет-газ. Заметим, что работ, касающ ихся непосред
ственно исследования проницаемости коксового остатка в условиях 
абляции, не обнаружено. В связи с этим авторами предлагается метод 
для изучения указанной выше проблемы.

Экспериментальная установка и методы исследования

В работе использовался метод ультразвукового анализа. Сущность 
его при исследовании проницаемости обугливаемых абляционных экра
нов заклю чается в следующем:

Во-первых, четко установленным экспериментальным фактом 
[3, 4, 5] является существование зависимостей скорости распростране
ния и других характеристик упругих звуковых волн от внутренней 
структуры тела, в которой они распространяются.

Во-вторых. Й мея количественные данные о распространении та
ких волн в эталонных образцах, можно определить проницаемость 
интересующих нас материалов.

Исходя из сказанного, предположим, что в жидкой среде в опре
деленном направлении распространяются упругие акустические коле
бания с известной частотой. Если теперь поместить в направлении 
этих возмущений пористые исследуемые экраны, то эффективная ско
рость распространения волны на участке, включающем пористое тело, 
исходя из [ 1 ,3 ] ,  будет зависеть от следующих параметров:

& > Рс> Рж> К  ■> 11 У •
По основной теореме теории размерности и подобия имеем:
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После очевидных преобразований получим

А - ц г Г РжГС#2[ £ - / ( 1 - г ) 1  kP J _ ( _ L Y .  °эф-1
^  Рс̂ 3 ’ рж-^Я2! -̂ —^(1—£)] ’ \  Я / V

Вводя для удобства обозначения

А - 3 :  л _Рж*Я2[1 - / (1 -г )1  Л Ь Ро -------------------------------------; л 2— ----------------------
L“ Q~lP J 3 PlKW?2[ Z - / (  1 - е ) ]

1 ( I V  « сэф-1
Л з =  Т  ; * * =its \ R I v

приходим к уравнению

Л 0 =  ¥ [ Л , ;  А,; Л 3; ( 1)

С целью определения зависимостей между Л0; А ;  Л2; A ;  Re  в к а 
честве эталонных образцов выбирались тела с цилиндрическими ка
пиллярами. Проницаемость для этой идеализированной, модели опреде
ляется по формуле Козени-Кармана [2]

К = — 1----------- - (2)
5 S o ( l—е)“

Эффективную скорость, скорость распространения волн С эф, геомет
рические характеристики L, I, R,  параметры пористого тела и жидкости 
Р с ; Рж ; К; v, очевидно, можно легко определить.

Получив эталонные зависимости, найдем проницаемость исследуе
мого тела, внутренняя структура которого более или менее точно опи
сывается выбранной моделью.

Пусть функциональная зависимость между Л0; Д ;  Л2; Л3; Re 
в реальных образцах описывается функцией

Л 0= / ( Л , ;  Л 2; Л 3; Re).  (3)

На основании метода относительного соответствия [6, 7] выразим 
реальную функциональную зависимость (3) через модельную ( 1). 

Составим функции

( А  А А  f ( A l - А *  Л з :  ШТ( А ;  Л 2; Л 3; R e ) ^  ^  , ( )

- ( А  • А  ■ А '■ R e )   ^ 6  ̂ (5)
? (  11 2 ’ * ' R ) ~ V 0( A h  A l - , A l ; R e ° ) '  ( }

Здесь же Ч'о и /о — значения функций при фиксированных одних и
тех же значениях Л о ; >4°; Л2 ; Л3 ; Re.0.

Проводя соответствующие преобразования, получим

f t  Л А • А  ■ Р  ’ А-2  > ^ 3  R & )  -f f  Д® . ^ 5 .  Л 9. О а 0 \

’ г ’ Ah А°з1Я е ° )М  ' ’ 1



Или прямо для проницаемости

Л8- # / С .  (6)

•™0
Очевидно, что ограничения на метод ультразвукового анализа носят 
в основном эмпирический характер, накладывающий определенные ус
ловия на длину волны %•, длину образца /, минимальные и максималь
ные размеры капилляров и т. д. [ 1].

Рис. 1. Принципиальная схема ультразвуковой установки для исследования 
проницаемости обугленных экранов (здесь 1 — ультразвуковая установка, 
2 — пьезопластины, 3 — исследуемый пористый материал, 4 — приемник 

, ультразвуковых колебаний, 5 — модельная жидкость)

"> го  50  «0 50 60

&

Рис. 2. Номограмма расчета А 0 от А\, А 2, Л3, Не (здесь Л 3 =  рассчи-TtzxRl
тывалась для значений О — 1,2; Д  =  1,5; Х  =  1>8)

При непосредственном определении проницаемости авторами были 
выбраны эталонные образцы в виде цилиндров из винипласта, органи
ческого стекла, дерева с определенными по диаметру и длине капилля
рами, в качестве же исследуемых материалов брались обугленные 
экраны, которые представляют собой продукты термоокислительной де
струкции, полученные в условиях Абляции авторами в работе [ 10]. 
Принималось во внимание, что данные пористые экраны в грубом при
ближении описываются моделью с цилиндрическими капиллярами.



При экспериментальных исследованиях использовался ультразву
ковой импульбный анализатор скорости УЗАС-7 и двухщуповой датчик, 
которые позволяют определять эффективную скорость распространения 
ультразвуковых колебаний с частотой 600 кгц-=-2 Мгц в пределах 
500-f-6500 м /сек. с погрешностью не более 1,0%. Общая схема экспери
ментальной установки приведена на рис. 1.

В целях уменьшения погрешностей эксперимента учитывались вы
шеперечисленные ограничения [ 1].

Значение пористости е, плотности пористого скелета р с исследуе
мых материалов находились из следующей системы уравнений:

п
с_  Р э ^ Р с  

Рж Рс

Плотности рэ , рэ соответствуют значениям эффективной плотности 
в легком газе и в тяжелой жидкости.

Средний модуль объемной упругости среды k брался из [8, .9].
Полученные зависимости Aq от  А\, А 2; As; Re  для эталонных образ

цов приведены в виде монограммы на рис. 2 .
Отметим, что в целях экономии времени и средств при проведении 

подобного рода эксперимента целесообразно первоначально определить 
А\; Аг; А г; Re  для реальных экранор, а затем уже изготовлять эталон
ные образцы с критериями, которые бы включали в своих пределах 
варьирования критерии исследуемого материала.

Исходя из формулы (6) были получены значения проницаемости 
для абляционных экранов ТЗП  на основе бутилкаучука и эпоксидной 
смолы, равные 3 ,1 2 -10—15 м2 и 4 ,09 -10-:15 м2 соответственно.

Предлагаемый экспериментальный мето'д позволяет достаточно бы
стро и точно проводить все необходимые измерения.

О б о з н а ч е н и я :  к — средний модуль объемной упругости; р — плотность, V — 
объем; К  — проницаемость; / — длина образца, v — коэффициент кинематической вяз
кости; е — пористость; So — уд.-поверхность, — эффективная скорость волньг, L  — 
длина акустич. базы.

И н д е к с ы :  ж; с; э — жидкость, скелет, эффективный — соответственно, р; м — 
реальный, модельный.
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ИМ ПУЛЬСНЫЙ ЦИФРО ВОЙ РЕГИСТРАТОР

А. М. МАЛЮТИН,  Г. С. РАТАНОВ, Г. А. ЦЫБА

При измерении импульсных или быстропеременных давлений су
ществует задача измерить их максимальное значение в каждом импуль
се и знать среднее значение максимальных давлений в серии импульсов.

Характерной особенностью подавляющего большинства приборов, 
регистрирующих давление, является то, что они имеют аналоговый вы
ход с регистрацией на стрелочнрм приборе или на шлейфовом осцилло
графе. Эта задача может быть решена с помощью импульсного элект
ронно-счетного цифрового вольтметра. В этом случае нет надобности 
проводить трудоемкие работы по обработке фотоматериалов, исключа
ются ошибки, связанные с геометрическими построениями при снятии 
информации с фотопленки.

Нами разработан и изготовлен прибор — автоматизированный из
меритель максимального давления (Н М Д ). Он позволяет регистриро
вать максимальное давление как при одиночных измерениях, так и при 
поступлении на вход целой серии импульсов.

Н М Д имеет режим измерения среднего значения амплитуды давле
ния серии импульсов.

В измерителе импульсных давлений использован принцип преобра
зования амплитуды импульса напряжения во временной интервал с 
числоимпульсным кодированием.

Устройство с амплитудно-временной трансформацией производит 
линейное преобразование исследуемых сигналов во временной интер
вал, пропорциональный амплитуде, выходного сигнала. Д ал ее  эта дли
тельность выражается в виде числа импульсов, следующих с опреде
ленной частотой. Поэтому входной сигнал преобразуется в серию им
пульсов, число которых пропорционально амплитуде входного сигнала.

Увеличивая число квантов, мы добиваемся уменьшения погреш
ности преобразования. Но число знаков на цифровом табло прибора 
нецелесообразно увеличивать больше необходимой точности отсчета, 
которая долж на соответствовать точности измерения.

Преобразователи, в которых временной интервал, пропорциональ
ный преобразуемому напряжению, формируется путем сравнения из
меряемого напряжения с эталонным, рассмотрены в литературе. Они 
отличаются друг от друга в основном схемными решениями элементов, 
обеспечивающими требуемые характеристики преобразования.

Блок-схема разработанного нами прибора приведена на рис. 1. 
Входное устройство и цепь коррекции позволяют настроить прибор для



ра оты в необходимом диапазоне давлений и получить цифровое вы ра
жение, соответствующее реальному значению амплитуды давления.

мпульс положительной полярности, полученный со схемы коррек
ции, поступает на схему «запоминания», содержащую конденсатор 
«памяти». Конденсатор заряж ается  до амплитудного значения и со
храняет зар яд  до поступления команды на схему сравнения. Если т а 
кая команда подана, то конденсатор начинает разряж аться  по линей
ному закону (так подобраны элементы схемы). В момент равенства

1yertio
fytH}4схена
проп.

Усил
инбер.

Преобр Тр-р Схема Форм. торц

шмитто проп. имп. 1бн

Т р -р  [fady-

Рис. 1.

напряжения на конденсаторе и напряжения схема выдает импульс окон
чания временного интервала. Стабильность соотношения между вре
менным интервалом и амплитудным значением напряжения на конден
саторе определяется стабильностью разряда конденсатора «памяти» и 
стабильностью сравнения. Он сохраняется постоянным с точностью вы
ше 0,05 в.

В качестве тактового генератора применен P C -генератор, стаби
лизированный кварцем на 1000 кгц. После формирования через схему 
пропускания импульсы поступают на суммирующее счетное устрой
ство.

Суммирующее устройство содержит узел коммутации для осуще
ствления процесса деления на необходимое число. Количество зареги
стрированных импульсов отмечается счетчиком входных импульсов. 
Индикация цифровая, на газоразрядных лам пах ИН-1. Одновременно 
с регистрацией среднего значения осуществляется регистрация каждого 
максимума импульса, но информация о его значении выводится через 
блок вывода данных на шлейфный осциллограф.

Блок вывода данных на шлейфный осциллограф выполнен в виде 
преобразователя «код— аналог» с усилителем постоянного тока на выхо
де. Величина тока может регулироваться в пределах от 1 до 50 ма.

Все схемы прибора собраны на полупроводниковых приборах по
блочно. Н апряж ения питания каскадов стабилизированы. Суммирующие 
и счетные узлы собраны на декадных ячейках типа ИЗ-13 с деш ифра
тором на диодах. Прибор имеет четыре цифровые индикаторные л а м 
пы для регистрации амплитуды входного импульса и две лампы для 
регистрации числа зарегистрированных импульсов.

Измеритель импульсных давлений может быть использован как 
импульсный цифровой регистратор. Скорость преобразования превыша
ет 100 импульсов в секунду.

Тщательно настроенный прибор обеспечивает измерение импульс
ного напряж ения с относительной погрешностью не выше ± 0,5 % при 
входном сигнале 5 вольт и ± 1  младшего разряда.



О В Л И Я Н И И  ЧИ С Л А  М  НА ФОРМУ  
О П Т И М А Л Ь Н О Й  ГОЛ О ВН О Й  ЧАСТИ Т ЕЛ А  В Р А Щ Е Н И Я

В. Д. М ЕРЗЛ ЯК ОВ , И. Т. СК ОРОД И НСК ИЙ

Обозначения:
М — числа М аха; 
х — безразм ерная абсцисса; 
у — безразм ерная ордината;

dy
у  — производная -■,̂  •

а  — угол между касательной к образую щ ей головной части и осью аб
сцисс;

(3 — угол наклона ударной волны местного конуса;
С у — коэффициент давления;
I — длина головной части; 
d  — калибр; 

d
Х~ Т '
F  — сила лобового сопротивления; 
q — скоростной напор; 
у  — показатель адиабаты  для  воздуха;

Y + 1 .

Индексы:
О — начальные значения; 
k  — конечные значения.

Постановка задачи

В процессе движ ения тела вращ ения по траектории его скорость 
может меняться в значительных пределах. Поэтому представляет ин
терес выявить влияние М  на оптимальную форму с тем, чтобы перейти



к выбору формы головной части тела вращения, обладающей мини
мальным сопротивлением в широком диапазоне М.

В работе рассматривается осесимметричное обтекание тела вращ е

ния идеальным газом с 7 =  1,4; 5 ^ М ^ | 2 5 ; - ^ - . В качестве
9 о

приближенного метода расчета коэффициента, давления принят метод 
касательных конусов (по равенству давлений), который для заданных 
интервалов изменения М и т  дает удовлетворительные результаты

Выражение для Ср имеет вид:

с-р= —
М 2

4 (Кс— 1 )+ 2 ( / (с— К ) 2—
Y +  1 у—1

К=^Ма;
К1

(1)

Д л я  тонких тел вращения [1]

К с Y+ 1 1/  1У±1 U - L . 1 t .V Iy+З/ Y+3 К 2К  Y+3

С учетом (2) после несложных преобразований (1) примет вид:

(2)

C - = t t ( 2 a V + ^ + 2 a а2 а? М 2

т a2( l - j - 2 a 2— 2  а) +  2а(а— 1)|//" л2а2-\г -— +

2агаЧ^ +2аа/  * 2a2+ w  

2 а 2 а г + ^ н '2 “ а ] / А “г“ 2 + ^ ) +  ж -

В общем виде

С-р = Ф ( а , у , М ) .  

Связь а  и у  выражается соотношением

sin2 a: Г
1 +у*

Поскольку мы рассматриваем тонкие тела, то

г/<1; sin2a-<*2.

Поэтому с учетом (3) можно принять
а — у.

(3)

(4)

Это вообще говоря, может быть несправедливо вблизи носовой части. 
Однако можно считать, что площадь поверхности головной части, для 
которой (4 ) несправедливо, мала по сравнению с полной площадью



поверхности головной части. Таким образом, ошибка в определении 
силы сопротивления будет незначительной.

С учетом (4)

Ср - Ф ( У , У , Щ .

Задача  определения оптимальной образующей сводится к задаче
о минимуме функционала:

F
-т—  =  j  ф (у , у , Щ - у -у d x .

т хл (5)

Уравнение Эйлера имеет первый интеграл

дФ
£Г-У-

ду (6)

где с — постоянная. 
Обозначим у  — р.

1
Интегрируя d x —~ - d y  , получим

х(Р)— х  о У(Р)

Ро Р о р2
(7)

Соотношения (6) и (7) определяют в параметрическом виде обра
зующую тела минимального сопротивления.

Из (6) следует, что если положить уо =  0, то необходимо, чтобы 
(дФ \

ро =  оо (уравнение не имеет конечных корней).

В рассматриваемой задаче при заданных Xq, у 0, x k , yk определяются 
р 0 и p k , которые при численной реализации этой задачи должны быть 
конечными. Поэтому необходимо, чтобы у (p0)¥=0.

Положим
х (р0) = х 0= 0; у (ро) =  ̂ о =  0,05; у (р 1;) =  1; л: (p k) = x k соответственно 
6, 10, 14, 18, т. е. будем рассматривать затупленные тела с диаметром 
затупления 0,1.

Окончательно система для определения ро и pk примет вид:

4 г)=0,05Ро
дФ  

~др 
,(i).

Р\

Ра

■ дФ
дР

•0,05=
Р о
д Ф '  

РЪ~дР ,

дР 
Pk

4 2,=  10; ' х Т =  14; х Г =  18.

Численные результаты

Решение задачи проводилось на ЭВМ БЭСМ-4 по алгоритму:.
1) для заданных величин М и х Кк определялся дискретный набор

корней первого уравнения системы (8) (р{; р { ) ;
2) каж дая пара из этого набора подставлялась во второе уравне^ 

ние системы (8 ); в качестве корней системы (8) выбиралась пара, да
ющая минимум выражению

Pk
+  .1 

Ро Ро

W  —  Л А . .  * ( 4>

д Ф \ ~ 1
дР

(8)



X{l ]- i  Pi\  -0 ,05- дФ
дР Н '

д_Ф\ - 1 
дР )

Р3-^~ I
j PJk ( д Ф \ ~ 'й+  kA p i . aJ L \  dP
,L U  dP
0 pjo

3) на основе параметрической связи у  (р) и х  (р ) определялась 
зависимость у (х).  1

Полученные зависимости у (х) в виде графиков приведены на рис.
1
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На основе анализа численных результатов можно сделать следую
щие выводы:

а) при увеличении М  имеется тенденция к уменьшению кривизны 
образующей;

б) с увеличением М уменьшается его влияние на вид оптимальной 
образующей;

в) с увеличением М. оптимальная образующая стремится К пре
дельной кривой, которая для заданного интервала изменения % практи
чески достигается при М —  20—25.

Существование предельной оптимальной формы головной части 
можно было предсказать заранее, так  как при М —^оо

т. е. предельная форма есть оптимальная форма, рассчитанная с ис
пользованием закона сопротивления Ньютона. Д л я  больших М  опти
мальную образующую можно представить в виде-

где
У" — оптимальная образующая, рассчитанная на основе закона сопро
тивления Ньютона;

г/i — оптимальная форма, соответствующая заданному М\ 
и, й — малые величины относительно г/, И у т.

Обозначим Ф (у, у, М) у = Ф  (у, у, М) .
Разлож им подынтегральную функцию функционала' (5) в ряд Тей

лора относительно y t и у % с( точностью до членов второго порядка ма
лости:

Если известна г/* (х), задача определения у % (х) сведется к задаче 
минимизации следующего функциойала;

Приближенный метод определения влияния М  
на оптимальную форму головной части тела вращения

2 a 2(V +  l ) ( y  +  7 )  

(Y +  3  ?

у i=y*+«;
У\ =  У*~г « ,

Ду*) — { { Ф (У . ,У ,  м )уЛ & ( у * . Y. М ) и +

Л ( и )  =  | { Ф ( У . ,  Y, Щ и  +  J ^ -  -У*-й  +
о у  у.



При граничных условиях:

u ( x 0) = u ( x k) = 0 . (9)

В силу условия (9)

Го д у у*

. . 1 ■> , d(d<P\ \ .■и-• u d x = ------ Г к 2— I   \dx:
2 I  d x \ d y \ y j

d x \ d y y*
У. W-*.

Таким образом, окончательно задача сводится к минимизации 
функционала

- У . ) -
■*о . d x \ d y  )

\ - и ? ± 1 д±
2

при граничных условиях (9). 
Обозначим

) + ( £ *  
*1 \ д у 2

У* Щ
у*

d x

2 = 2  й. / д 2Ф
[ д у 2 •У*

у*
Уравнение Эйлера примет вид

d  (д Ф  
y/ y* j  u d x { d y У*

или

д Ф
д у

■У*-
у*

Так как и есть величина первого порядка малости относительно у*, то

• I d  (д Ф д Ф  

у*; д у
У*• (10)

у*

После двухкратного интегрирования (10) получим: 

u ( x ) = C t + c 2- J ( 2 a , ) - 1rfc +  J a 3( 2 a 1) - 1a C -
Д-Q *-0

где С] и Сг — постоянные.

8 З а к а з  12781 113



С\ и Сч определим из граничных условий (9 ). 
Окончательно выражение для  и (я) примет вид:

и(х)= J (2 a x)~dX.
-Ха

J (2 а , ) - 1(02—■a 3) d t
Ха

+  ] { 2 а х) ~ \ а ъ~  a 2)d ^ ,

■ J ( 2 a 1) - W C +  (.11)
■*о

где

а , ( х )

а 2(х )

д 2Ф
д у 2

д Ф

у *

у*(хУ,
у*д у

« 3 W = f  Ф|,.-йГС.
■*о

Определив у # (х),  нахождение которой является значительно ме
нее трудоемкой процедурой по сравнению с определением у\ (х)  на ос
нове параметрического представления у  (р)  и х  (р) ,  из ( 11) определим 
и (х )  и тем самым у\ (х).
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НЕКОТОРЫЕ .ОСОБЕННОСТИ НЕСТАЦИОНАРНОГО  
ТЕПЛООБМЕНА В УСЛОВИЯХ ЗАДАЧИ ЛАГРАНЖ А

М. X. МУХАМЕТОВ, В. М. УШАКОВ

Процесс движения поршня в канале1 под действием расширяю
щихся нагретых газов сопровождается интенсивным теплообменом меж 
ду газом и стенкой канала (рис. 1).

В работе на̂  основе ламинарной теории плоского пограничного 
слоя несжимаемой жидкости рассматриваются особенности теплопере
дачи в области формирования пограничного слоя в запоршневом 
пространстве.

1. Качественная картина процесса

Теплообмен в запоршневом пространстве между расширяющимся 
газом и стенками канала протекает в нестационарных условиях. Непо
средственно за движущимся поршнем начинает развиваться погранич
ный слой, толщина которого уменьшается по мере приближения к 
поршню (рис. 1). Поэтому в области формирования пограничного слоя

происходит особенно интенсивный теплообмен между потоком газа и 
стенкой канала.

В общем случае нестационарность теплообмена обусловливается 
изменениями во времени параметров внешнего потока газов, толщины 
пограничного слоя и температуры омываемой поверхности. Влияние 
каждого фактора на нестационарность определяется отношением соот
ветствующего характерного времени к времени релаксации возмуще
ний в пограничном слое.



Процесс изменения параметров внешнего потока газа в запоршне
вом пространстве характеризуется временем

где L\ — длина канала,
Vi — характерная для данного процесса скорость основного потока. 
Время изменения температуры в стенке канала определяется соот

ношением:

<2= ф .  (2)

где

е_^ 2р2С2

к, р’, с — теплопроводность/ плотность и удельная теплоемкость соответ 
ственно (индекс « 1» — для газа, индекс «2» — для материала стенки 
канала);
Ь2— протяженность области формирования пограничного слоя (рис. 1).

Физический смысл области формирования заключается в том, что 
на расстоянии порядка L 2 в пограничном слое происходит наиболее ин
тенсивное торможение газа и резкое изменение продольной составляю
щей скорости потока. Обычно Ь2 принимает значение порядка несколь
ких диаметров канала.

Изменение толщины пограничного слоя, а такж е процесс релакса
ции возмущений в пограничном слое имеют одну и ту же величину и 
определяются соотношением

где ___

=  - р -  — масштаб толщины пограничного слоя,

V з== —V 1— масштаб поперечной скорости в пограничном слое.
2

Так как для большинства газов число П рандтля близко к единице, 
то время релаксации тепловых возмущений в пограничном слое:
(в дальнейшем считается Р г = 1  и /4 =  3̂).

Обычно в реальных установках протяженность пути движения 
поршня бывает намного больше его диаметра. Поэтому можно считать, 
что и L 2<^.L\. Стенки канала, как правило, изготавливаются из метал
ла и величина 5  принимает значение порядка 100 и более. Тогда из 
сравнения характерных величин времени следует, что t3 <£Lt\ и t3<g.t2. 
Эти неравенства показывают, что в области формирования параметры 
внешнего потока и температура стенки изменяются квазистационарно 
по отношению к процессу релаксации возмущений в п о г р а н и ч н о м 'слое. 
Следовательно, в области Ь2 нестационарность теплообмена обуслов
ливается преимущественно лишь изменением толщины пограничного 
слоя.



. К этому выводу можно прийти и с точки зрения формального ана
лиза размерностей уравнений пограничного слоя в системе координат, 
связанной с движущимся поршнем. В этом случае перед нестационар
ными членами, а такж е перед градиентом давления появляется безраз
мерный параметр—число Струхала' Sh  =  L 2/ t \V \ .  В рассматриваемой об
ласти S/i<C 1, поэтому в уравнениях пограничного слоя можно прене
бречь членами порядка 5 /г.

2. Решение задачи

Н а рис. 1 показаны расположения системы координат, связанной 
с дном канала (х, у ) ,  и подвижной системы, связанной с поршнем (х, 
У)-

Пуст^ь X! и U — соответственно текущее расстояние от дна канала 
до поршня и текущая скорость порЪшя. Тогда связь между величинами 
в двух системах координат запишется в виде

х ~ х х-\~х, и — и +  U , v = v, t =  t , (4)

д_=  д _ _ и д_ 
dt d l  д х '

где и, v — продольная и поперечная компоненты скорости в погранич
ном слое в неподвижной системе; 

й, V — в подвижной системе; 
t — время.

Применяя (4) к уравнениям плоского нестационарного конвектив
ного теплообмена‘через ламинарный пограничный слой [1] и учитывая 
малость числа Sh,  можно получить систему, описывающую безгради- 
ентное течение в области L2 в подвижной системе координат:

д _ д2 _и — U +  V ----и =  v ----- и,
д х  д у  д у 2

—  и-\------ v = 0 ,
дх  д у

-- д -р . _ д д гп /г \и-— T + v —  Т = а х— .Г, (5)
д х  ду д у г

у = 0, й =  —У ,  ~ ^ й = 0 , v = 0 ,
»д у г

д 2Т = Т 2, Я— Т - 0, 
д у *

g -Ь , й = 0 , — = 0 , Т = Т Х ,
1 ду

■̂т=о, 
ду

а х —— ------ температуропроводность газа,
с \9\



б — толщина динамического пограничного слоя, 
v — коэффициент кинематической вязкости,
Т ь Т2.— температура газа  и стенки соответственно,
Т  — температура в пограничном слое.

Система (5) решается известным интегральным методом на осно
вании понятия слоя конечной толщины [1]. Граничные условия удов
летворяются однопараметрическими профилями скорости и температу
ры, которые имеют вид

U 2 8 2 \  8 /  w
Т - Т 2 3 у  _  1 /  J _ \ 3
7 \ - Т 2 2 32 2 \ Ь 2 j  ’

где 62'— толщина теплового пограничного слоя в газе.
Интегрируя уравнение (5) с использованием (6 ) и переходя к не

подвижной системе для 8 и 62, получается, что

5 = 3 ,5 6 | /  - ^ - ( х , - х ) , 8г= 2 ,8 1 5 | / - l + x . - x ) .  (7)

Коэффициент теплообмена через пограничный слой определяется 
соотношением

“ = ° - 5 3 4 ‘ > l /  ч ^ ) '  <8>
где

лг1== |  Udt.
о

Из выражения (8) видно, что по мере приближения к поршню ко
эффициент а  увеличивается до оо, что согласуется с приведенной ранее 
качественной картиной теплообмена в области развития пограничного 
слоя L2.

Приведенное решение может быть использовано для оценки влия
ния теплообмена в области развития пограничного слоя на нагрев сте
нок канала, а такж е на перераспределение газодинамических велйчин 
в запоршневом пространстве.
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Т Е П Л О В А Я  З А Д А Ч А  Д Л Я  О Д Н О Г О  Т Е Л А  В Р А Щ Е Н И Я
С Л О Ж Н О Й  Ф О Р М Ы

С. Л. ПАВЛОВ

1. Рассматривается первая краевая задача теплопроводности для 
вращения, представляющего диск, спаянный с полубесконечным 

ндром, причем между диском, и цилиндром имеется плавная пере- 
ая часть.

Рис. 1.

Границы области задаются в цилиндрических координатах соотно-
1 Я М Ж

г =  1, l , 2 < z < o o ,  (1.1)

те'■=1,2— 0,2cos<p, 2 =  1,2— 0 , 2 s i n < p ,  О ^ ф ^ — .

г=1, 1 , 2 < г < о о ,

2 = 0 ,  0 < г < о о .

(.1.2)

(1-3)
(1.4)

участках границы (1.1), (1.2), (1.3) задана температура Т =  1, а на 
тке (1.4) задана температура Т = 0. Рассматривается стационарное 
овое поле, удовлетворяющее уравнению



Д 7 = 7 \„ + ^ + г,„=0. (1.5)
Г

Асимптотика решения на бесконечности для данной задачи на основе 
граничных условий и уравнения (1.5) является известной

при г->-оо ( 1.6)

T-+z, при г—>-оо ( 1.7)
I

• 2. Решение задачи проводится методом, изложенным в [1, 2, 3]. 
Оначала ищется «эскизное» решение, которое удовлетворяет урав

нению (1.5), является непрерывным и ограниченным со своими произ
водными внутри области и обладает заданной асимптотикой ( 1.6), ( 1.7) 
на бесконечности. Это решение находится в виде

7' i = - ~ [  P î гЬ2 (2-j-£)83]— г &2— (2— £)§з] "Ь

+  ̂ (*»+»з). (2.1)

Здесь 6i = 6 i(p, g, г, z ) ,  62= б 2(р, £, г, z ) ,  б3= б 3(е, £, г, z)  функции, 
приведенные в [*].

6 i = 6 i ( p — г, 2) ,  62= ( р , — г, z ) ,  б3= 63 (р,— I, г, г ) .  Функции 6Ь б2, 
б3 являются частными решениями уравнений

Д 6 ,= 0 , Д б з = 0 ,  ( д — р-2]  62= 0 .  (2.2)

По переменным г, z  функция (2.1) является решением уравнения (1.5), 
а внутри заданной области является непрерывной и ограниченной со 
своими производными. Функции 6 i, 62, б3 имеют следующее асимптоти
ческое разложение на бесконечности.

8' = Т + ° ( » -  8п £ + 0 ( тН ' 7 + 0 ( ^
(2.3)

■ СО

8, = —  1-of — -— V §2= —Р—----- И)( — -— V
|2- | Г  1 ( г - £ ) 2/ 2 | г — £ |3

8Я= - •-+of-VV (2’4>\ г - 1 \  
z — l  р ‘ ~ \ г 2

|*2—| | — ^оо
В силу (2.3), (2.4) решение (2.1) обладает заданной асимптотикой 
(1.6), (1.7).

Д л я  произвольно выбранного полюса вне области р =  1,21 и £= 
=  1, 21 функция Т\ была просчитана на границе области.

Гранич'ным условиям (1.1) — (1—3) эта функция не удовлетворяет, 
однако невязка в удовлетворении граничных условий быстро стремит
ся к нулю на границах (1.1), (1.3) при больших z  или г соответст
венно.

Граничному условию (1.4) функция (2.1) удовлетворяет точно в 
силу нечетности относительно плоскости z== 0.



Д л я  ликвидации оставшейся невязки в удовлетворении граничных 
условий к решению (2 .1) последовательно добавляются фундаменталь
ные решения уравнения (1.5). Фундаментальным решением уравнения
(1.5) является функция 6 i(p, £, г, г) [д, 2]. Эта функция является непре
рывной и ограниченной со своими производными везде, кроме полюса 
МоСр, Ю> где она имеет логарифмическую особенность.

Линии уровня фундаментального решения являются выпуклыми 
замкнутыми кривыми, приближающимися к окружностям около полю
са. Эти геометрические свойства фундаментального решения позволяют 
проводить процесс ликвидации невязки так же, как и в работе [*]. 
Полное решение записывается в виде

7’= 7 '1 +  j ; a ft?1(p*,6*, г, г) .  (2.5)
*=i

<Pi(Pa, Ik , r , 0 = Si(Pb r . « ) - 8i(P*,-S*. г )- (2-6)

Фундаментальные решения 6 i объединяются в пары (2.6), чтобы не на
рушалось граничное условие ( 1.4 ).
Д ля  удовлетворения граничных условий с точностью 1,3% в сумме
(2.5) требовалось взять 9 членов.
Коэффициенты a k в (2.5) и полюса р*, %k даются в табл.

Т а б л ,и ц а

к 1 2 3 4 5 6 7 8 9

pfe 1,152 6,0' 1,2 1,55 1,5 2,62 1,5 1,06 1,5

е* 1,136 4,5 1,2 1,2 5,6 1,2 4,0 1,137 1 3

а* 0,467 ‘ 7,654 -0 ,1 4 6 0,091 —0,468 0,093 —0,245 —0,042 — 0,113

На рис. 2 даны кривые 1, 2 распределения температуры по сечени
ям 2 = 0.5, 0 < У < 1 .5  й 2 = 1.2, 0 < г< С 1 .0  соответственно, рассчитанные 
по формуле (2.5).

т
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К Р У Ч Е Н И Е  П Р О С Т Р А Н С Т В А  С Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й  
И Р А Д И А Л Ь Н О Й  ПО ЛО СТЯМ И

С. Л . ПАВЛОВ

Р еш ается  зад ач а  о кручении пространства с вырезанной цилиндри- 
>ской полостью по оси вращ ения и щелевой радиальной полостью. 
)аница области  S  з адается  в цилиндрических координатах следующи-
д уравнениями:

г =  0.7, 0 < 2 < о о ,  5 , ;  ( 1)
г = \ ,  0 < 0 . 3 5 ,  S 2; (2)

= 1.15— 0.15cos<p, 2 =  0 .3 5 + 0 .15sinq>, O ^ q p ^ j t /2 ,  5 3; (3)
1 5 < r < o o ,  2 =  0.5, S 4. (4)

М омент N  прилож ен  на бесконечности и его направление совпада- 
с осью z. Эту задач у  можно рассм атривать  к ак  частный случай за- 

1чи о кручении полого в а л а  с глубоким вырезом.
Т ак  к а к  граница свободна от нагрузки, то краевы е условия для  

мметричиой части границы записываю тся следующим образом:

ап= — аГ9= 0  при г = 0 ,7, 0 < г < с о .  (5)
an^ a r f= 0 при 0 < г < 0 , 3 5  (6 )

or= a T9 cos <р— аг9 sin ср= 0  при 0 <<р<гс/2 , 
г = 1 , 1 5 —0,15 cos <р, 2 = 0 ,3 5 + 0 ,1 5  sin ср. (7)

cn= — aZ9 =  0  при г  =  0,5, 1 ,1 5 < / '< о о .  (8)

ятеграл от н апряж ений  по любой дуге, соединяющей цилиндрическую 
радиальную  полости при 2 > 0, долж ен  давать  заданны й момент-кру- 
ния N.  Н а  бесконечности долж ны  выполняться асимптотические ус- 
вия.

°zV-+ о, or?-*0, V г -  +  г-’- ^ о о ,  (9)

юдя вспомогательную  функцию напряж ения Ф [1, 3], переходим
второй краевой  задачи  к  первой. Ф  удовлетворяет следую щ ему урав-

нию:
Ф,ГГ- З Ф , г/ г + Ф , гг= 0 .  (10)



Разность функции Ф в двух точках области совпадает с точностью до 
множителя с моментом кручения, действующего на произвольную дугу, 
соединяющую эти точки. Граничные условия, соответствующие усло
виям (5) — (8), будут иметь вид

= Л / /4 я ц  на границах 2—4 ( 11)
Ф 5 = 0  на границе 1, ( 12)

где ц — коэффициент Пуассона для данного тела.
Решение задачи производится методом, описанным в [ 1, 2]. На 

первом эта-пе ищется «эскизное» решение, которое удовлетворяет урав
нению ( 10), а граничным условиям ( 11), ( 12) в наиболее характерных 
местах: на бесконечности и в средней части цилиндра г =  0,7, —0,35=^ 
< z < 0 ,3 5 :  г — \, —0,35^ 2 ^ : 0,35. Такое решение приведено в [2] и име
ет вид

Фэ(г ,г )= Ф 1+ Ф 2, Ф1=Л£«р1(р,Е; '■,г)-<р1( р , - | ;  г,г)], (13, 14)
ф 2 = ? 2 ( р Д ;  /’ ,г ) + (р2(р.— £; r i г ) ,  (15)

<pi(p,6; г,г) =  Т( г - | ) ( З р 3- р г 2)§1/1 2 + р [2 (г -£ )3/-+ 5 (г~ £ )  г х  (16) 
Х ( ^ + р 2)]§2/ 12-[-р(р4—r 4)bz/4,

Ъ = Щ 0 , 5 - У  Р о - / '2- ( г ~ ^ + | / '  ( р о - г — ( г - £ 0)а] ^ + 4 Ро( г - £ 0)2/ 2 ^ о Х  

Х ( 1+0,5  r 2/ V [ро— —(г—£о)2Р + 4 ( г —£0)2ро)/4 *t*. (17)

8t=pi(p , 6 ; г ) =  V ш/р г  (18)
82= Ц р , 1 ; г,г)=К ш /рг[(2/«— 1) / С ( » ) - 2 £(ш)/ш1/1с, (19)

h = 4 9 ,  6; г ,г )= - (г -  £)81/(р+ /- )+ (г-£)[(г-р)(Я0/тг-0,5)/1 г- р  |-

------0 ,5 ] /р |г —£ | ,  (20)
Н 0= « 1 2 - К ( » )  E M - E W F M + K W F M .  (21)

Функции /С(<о), £ (ш ) ,  F ( б, г]), Е ( б, т}), б, т} приведены в работе [1].
Полюса для «эскизного» решения имели значения: ,р =  р0=  1,151, 

£ = £ о = 0 ,3 5 1 4 .  Коэффициент4 А  выберем следующим: А = —0,5N/n\i.
Функция 4яр.(Ф 1+ Ф 2)/Л^ просчитана на границе области. Гранич

ные значения этой функции при г->-оо или z-*~оо обладаю т заданной 
асимптотикой, хотя на некоторых участках границы невязка в удовле
творении граничным условиям доходит до 79%.

Н а втором этапе ликвидируется оставш аяся невязка на границе. 
Это достигается суммированием фундаментальных решений 
Ф° (pfe, £ft ; г, z ) для функции напряжений со специально подобранны
ми коэффициентами А к . Решения в силу симметрии задачи относи
тельно плоскости z = 0  объединены в пары

Ф°(р,£; г , г )  =  <р0(рЛ; г,г)+<р0( р , - £ ;  г ,г) , (22)
?0(р,£; г , г ) = г { 0 .5 ? г Ъ 1 +  [ /* + ? + {г - -1 )* \Ъ л)13. (23)

Фундаментальные решения Ф°(рй ,£ й; ; г, z) выбираются последо
вательно. На границе тела 5  ищутся координаты r m, z m максимальной 
по модулю невязки, в этой точке определяется кривизна К, которая яв
ляется геометрической характеристикой поведения кривой невязки в



этой части границы. Ликвидация этой невязки будет достигаться до
бавлением к приближенному решению, полученному на предыдущем 
этапе, нового фундаментального решения Ф °( pfe. ; г, z ) .  Полюса 
р*, Ik, долж ны быть выбраны так, чтобы модуль Ф°(рА, l h; г, г)  до
стигал максимального значения на границе 5  в точке r m, z m . З.на- 
чит, фундаментальное решение должно удовлетворять уравнению

d  Q°(p* J l k; r ,z)  _  Q
dS r —r„

z = z .

а также, чтобы кривая Ф °(р*, г, z)  как  можно лучше повторяла 
кривую невязки на 5  в  этом районе, т. е. модуль кривизны Ко функции 
Ф°(Ра» r> z ) должен наименьшим образом отличаться от модуля
кривизны невязки К  для данного участка границы тела.

Коэффициенты A k перед фундаментальными решениями Ф° (р* , 
г, z) определяются следующим образо;м. Составляется квадратичная 
погрешность е приближенного решения в т  заданных точках r h z h ; 
( / =  1, 2, ..., т)  на границе тела

Ф5- Ф Э(гг, г * ) -Л ^ Л > Ф ° (Р *  ,Б*; г*, г Д / 4 ^ (25)

A k выбирается так, чтобы функция квадратичной невязки е имела 
. минимум, т. е.

де
дА.

=0 ( 6 = 1 ,2 ..... 4). (26)

Подставляя в (26) значение е из (25), получим систему L  уравнений

ЛГ£ А,  2Ф°(р», I» ; г , , г,) Ф«(р,, !,; г , ,  г,)/4 « |i=  
k- 1 / =  1

т
=  2 [ Ф * —Ф э('\,г{)]Ф0(р1-, l i ; r i t Zi), /=1,2 ,.. ., /: .  

i = 1
(27)

Реш ая систему (27), определим A k , т. е. коэффициенты найдены ме
тодом наименьших квадратов [4].

Задача  реш алась по следующему алгоритму. После нахождения «эс
кизного» решения определялись координаты г т, z m максимального .мо
дуля невязки и модуль кривизны невязки | /Со|, в этой точке. Затем от 
точки г т, z m на расстоянии шага h выбирался полюс p k, фунда
ментального решения так, чтобы этот полюс обеспечивал выполнение 
условия (24). Потом определялся модуль кривизны \Ki\  частного ре
шения ф ° ( р * , |А; ; г, z) на границе тела в точке r m, z m . Если | / C i | >  
> | /С о | ,  то полюс переносится еще на  шаг h дальше от r m, z m и новый 
полюс выбирается согласно (24). В силу того, что частные решения име
ют особенность при г = р и z — %, а из условия задачи момент круче
ния, действующий на произвольную дугу тела, должен быть конечен, 
следует, что все полюса необходимо выбрать вне тела.

Перебор полюсов прекратится при выполнении одного из следую
щих условий:

| / С о | > | Я | ;  p k- h < 0 ;  i k - h < 0 .  ( 2 8 )



После чего из (27) при L =  1 определяем коэффициент А\. Полное 
решение на этом этапе будет 4

*
ф=фэ(г,г)+A ,N Ф°(Р,, l i ; г,г)/4 141. (29)

Затем  находятся координаты  очередного м аксим ального модуля 
невязки  и для  ликвидации её в этом районе к реш ению  (29) добавля
ется ф ундам ентальное реш ение с полюсом и коэффициентом, выбран
ными выш еописанным способом. Если после добавлени я очередного

Т а б л и ц а

к ' 1 2 3 4 5

Pfe 1,0794 1,782 - 0,4259 1,3242 1,2661
ц 0,3829 0,0019 0,1376 0,2879 0,1342
Ak — 1,9811 0,293 5,5919 1,6665 -1,7936
к 6 7 8 9 10

h 0,5379 1,1081 0,6539 1,2266 1,1247
5ft 0,6196 0,2905 0,3672 0,3219 0,4194
Л 1,6622 —1,0246 0,4019 1.0146 -0,417

ф ундам ентального реш ения м акси м альн ая  невязка будет меньше, чем 
наперед зад ан н ая  величина, то вы числительны й процесс обрывается. 
В противном случае добавляется  очередное реш ение и та к  до тех пор.

Рис. 2.

пока не будет достигнута зад ан н ая  точность в удовлетворении гранич-
4V

ным условиям . П олученная функция напряж ений Ф будет иметь вид



Ф = Ф э ( ^ г )  +  Л ^ Л * Ф ° ( р А, |* ;  r ,z ) /4 * |x .  (30)
fe=i

Д ля  удовлетворения граничным условиям с точностью 2% берутся 10 
фундаментальных решений.

П ри веден а таб л и ц а  полю сов ф ундам ентальны х реш ений и коэф ф и 
циентов при них. П олное реш ение, удовлетворяю щ ее граничны м усло 
виям  (1 1 ), (12) с точностью  2% , зап иш ется  так:

Ф =  Ф э ( г , г ) + Л ^ А ,Ф ° ( р * ,1 * ;  г , г ) / 4 ^ .  (31)
fc=i

Н ап р яж ен и я  вы р аж аю тся  через полученную  функцию  напряж ени й 
(31) по ф орм улам

Jr--  Zr9=2v&Jr*.  (32)

Н а рис. 1, 2 приведена эпюра максимальных касательных напря
жений 2л  V ^ T c % \ N  на границе 5 , рассчитанная по формулам (32).

В зоне закруглен и я  возн и кает  концентрация напряж ений, на 40% 
превосходящ ая н ап ряж ен и я  в средней части цилиндра г = 1 0 ,  
— 0,35^2^0,35; г = 0,7.
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К РУЧЕН И Е ПРОСТРАНСТВА  
С В Ы Р Е ЗА Н Н О Й  Щ Е Л Е В И Д Н О Й  ПОЛОСТЬЮ

С. Л. ПАВЛОВ, В. И. ТАРАКАНОВ

1. Р ассм атр и вается  за д а ч а  о кручении п ростран ства с вы резанной 
полостью , сим м етричная часть границы  которой за д а е т с я  следую щ ими 
уравнениям и:

г = 1 ,  0 < г < 0 , 5 5  (1.1)

г = \ , \ Ъ — 0,'15 c o s ф, 2 = 0 ,5 5 + 0 ,1 5  БШф, О ^ ф ^  (1.2)

2 = 0 ,7 ,  1 , 1 5 ^ г < о о .  (1.3)

Н а-гр ан и ц ах  (1.1) — (1..3) н агр у зка  отсутствует, м ом ент N  прилож ен  на
бесконечности.

Д ан ную  зад ач у  м ож но р ассм атр и вать , к а к  частны й случай  задачи
о кручении в а л а  с глубоким  вы резом . В ан алогичной  постановке рас
см атр и в ал ась  з а д а ч а  в работе  [2 ] , где за  гран и ц у  вы ем ки б р ал ась  ги



пербола, и решение задачи искалось в специальной системе координат 
разделением переменных. Кручение валов с выточками разной (преиму
щественно круглой формы) рассматривалось в работах [2, 3, 4, 5], где 
либо использовались вариационные методы, разностные методы реше
ния, либо решение искалось в специальной системе координат с прибли
женным удовлетворением граничных условий. Краевые условия для 
симметричной части границы записываются следующим образом:

Напряжения на дуге бесконечно большого радиуса при 2>О должны 
давать конечный момент кручения.

Напряженное состояние области обладает следующей асимптоти
кой. В средней части цилиндра г =  1, —0 ,5 5 < z < 0 ,5 5  напряженное сос
тояние приближается к деформированному состоянию бесконечного ци
линдра, скручиваемого под действием момента, приложенного на бес
конечности. Н а бесконечности должны выполняться асимптотические 
условия (1.7) с учетом того, что суммарный момент от действия этих 
напряжений должен давать конечный момент.

Данную вторую краевую задачу удобнее свести к первой краевой 
задаче введением вспомогательной функции напряжений Ф [1, 4], для 
которой граничные условия, соответствующие условиям (1.4) — (1.7), 
будут иметь вид

При переходе от бесконечно удаленной точки г  =  0,7, /-->оо к точке
г =  0, г—>-оо по дуге бесконечно большого радиуса функции ф  должна 
уменьшать от N  до 0.

2. Решение задачи проводится методом, описанным в [1]. Сначала 
ищется «эскизное» решение, которое удовлетворяет дифференциальным 
уравнениям для функции напряжений, а граничным условиям — в наи
более характерных местах; на бесконечности и в средней части цилинд
ра r =  1, —0 5 5 ^ z < 0 ,5 5 .  Такое решение берется в следующем ви,де:

ап= а Г9= 0 при г =  1, 0 -§ 2-4 0 ,55.
•к

an= a r.C0S cp-a^sin <р, 0<4<Р < —  ,
2

г  = 1 ,1 5 —0,15 cos <р, 2 = 0 ,5 5 + 0 ,1 5  sin ср; 
0 n===—az.f = о при 2 =  0,7, 1 ,15< Г < оо ;

(1.4)

(1.5)

( 1.6)
(1.7)О29-Ю , ОГ9->0 , при У  Г ' + 2“ со.

Ф =  / / : 4 я ц  на границах (1.1) — (1.3). ( 1.8)

Ф = Ф 1+ Ф 2, Ф 1= Л [ < р , ( р ,  I ,  г ,  г )  —  cpt(p,—g, г ,  г ) ] ,

Ф 2= ? 2(р, & Г, 2 )  +  <?2( р , - & ,  г ,  2 ) ,

(2.1)
(2.2)

(2.3)

<Р2 =  Г——----{2р0 [ 1 —
1Ьтф.р0

1 2ро + У ?1 4 роРо
2 л 44 ро

9 ЗакА з 12781 129



V 2 V  [РО—r*—( z —go)*+4(« — Eo)*pgla

Здесь 6i =  6[ (р, г, г ) ,  62=62 (р, £, г, г ) ,  63= 6,$ (р, £, г, z)  приведены 
в работе [1]. Функции qn (р, | ,  г , г ) ,  ф2 (р, г, г) по переменным л, г 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям для функции напряже
ний.

А  — постоянный коэффициент.
Функции фг в смещениях соответствует функция

Непосредственным' дифференцированием можно проверить, что (2.5) 
удовлетворяет уравнению для смещения

Функция Фг обеспечивает заданную асимптотику на бесконечности, а 
функция Ф 1 обеспечивает требуемую асимптотику в средней части 
цилиндра r =  1, —0 ,5 5 ^ г ^ 0 , 5 5 ,  а на бесконечности удовлетворяет ус
ловиям (1.7) и дает нулевой суммарный момент кручения. После про
счета граничных значений для функций Фь Фг значение постоянного 
коэффициента А  берется таким, чтобы невязка в удовлетворении гра
ничных условий была минимальна. Полюса р, £, ро, £о были выбраны 
произвольно, вне заданной области

це области. Граничные значения этой функции обладают заданной 
асимптотикой, однако на отдельных участках границы невязка в удов
летворении граничных условий доходит до 80%.

Ликвидация оставшейся невязки в удовлетворении граничных ус
ловий производится. суммированием фундаментальных решений для, 
функции напряжений,, которые в силу симметрии задачи относительно 
плоскости 2 = 0  объединены в пары

Полюса и коэффициенты перед членами суммы выбираются последова
тельно способом, описанным в [ 1].

д г \ г  г  у  2ро * 4 ро
£  Ц . _  * Г ] p g - r » -  ( г — I Y Y  , ( г - 1 У

•(2.5)2
РО

(2.6)

р =  1,151, £ = 0 ,5 1 ,  р0= 2 ,5 ,  £о= 0 .

При этом значение коэффициента А  получилось следующим:
N  4 141

А =  — 1,23 —  . Функция - д — (Ф 1+ Ф 2) была просчитана на прани-

Ф °=Ф о(р, I, г, z) + ф 0 (р, — I, г, г ) , (2.7)
о

6



Д ля  удовлетворения граничных условий с точностью 1,4% берется 
сумма из 16 фундаментальных решений, причем коэффициенты суммы 
и полюса задаются таблицей.

Т а б л и ц а

К 1 2 3 4 5 6 7 8

h 1,2 1,15 1,073 1,05 1,23 1,11 1,05 1,05
0 0,3 0,6 0,15 0,6 0,634 0,564 0,47

11,59 13,88 -7 ,6 0,868 3,27 -1,29 —2,36 1,045
к 9 10 11 12 13 14 15 16

h 2,28 1,95 4,-19 3,32i 1,75 2,56 2,09 3,1
5* 0,6 0,65 0 0,5 0,65 0,67 0,68 0,65
в* —0,589 -0,335 0,238 0,256 —0,237 —0,135 —0,12 0,036

Таким образом, полное решение, удовлетворяющее граничным условиям 
с точностью 1,4%, представляется в виде

ф = ф ,+ ф 2+ - ^ 2 ‘г* фо0>*.£ьГ,г). (28)

4 0 ^  t=i

Напряжения, соответствующие решению (2.8), даются формулами [1]:

>.. =  - ^ 7 ® » .  (2-9)Г г

На фигуре дана эпюра максимальных касательных напряжений
2 ТС j---s------g-
ЛГн «гср+Огсрна границе области, рассчитанная по формулам (2.9).

В зоне закругления возникает концентрация напряжений, на 60% 
превосходящая напряжения в средней части цшщндра г —  1, —0 ,5 5 <  
< z < 0 , 5 5 .
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К О П Р Е Д Е Л Е Н И Ю  О П ТИ М А Л Ь Н Ы Х  ФОРМ  
МОМ ЕНТН Ы Х О Б О Л О Ч Е К  В Р А Щ Е Н И Я

В. Г. ПОТЕЙКО, В. М. РОГОВСКИЙ, Б. М. ШТЕРН

1. Р ассм атр и в ается  за д а ч а  по нахож дени ю  р ац и он альн ы х  форм 
моментны х оболочек вращ ен и я  при осесим м етричном  н агруж ени и . Р е 
ш ение проводится при допущ ениях: 1) оболочка р аб о тает  в упругой об
ласти  и  линейно деф орм и руем а; 2) при зад ан н о й  систем е н агрузок  
опасной явл яется  потеря прочности, а не устойчивости.

П рим ем  следую щ ий подход к реш ению :
П рочн остная  х ар ак тер и сти к а , пусть, нап ри м ер , м акси м ал ьн о е  зн а 

чение экви валентн ого  н ап р яж ен и я  по условию  прочности Т реска

и вес Р являю тся  ф ункциям и ф орм ы  оч ертан и я  м ери ди ан а г (х) и закон а 
изм енения толщ ины  б ( х ) :

Зд есь  г(х)  — расстоян и е от оси вращ ен и я  до  срединной поверхно
сти, б (х ) — расстояни е от срединной поверхности  до н ар у ж н о й  (внут
р ен н ей ), I, z — м ери ди он альн ая  и н о р м ал ь н а я  координ аты , а\, аг — 
м еридиональное и окруж н ое н ап ряж ен и я.

С тави тся  з а д а ч а  о н ахож ден и и  при зад ан н о й  си стем е н агр у зо к  т а 
ких ф ункций г(х) ,  б (х ) ,  удовлетворяю щ и х некоторы м  ограничениям

д л я  которы х оболочка им еет наим еньш ую  величину S  или наим еньш ий 
вес Р  П ричем , если м иним изируется  вели чи н а S , то в (3) д о л ж н о  быть 
вклю чено ограничение на вес, и наоборот.

К ак  и в [1 ] , ф ункции г(х)  и б (х )  будем  оты ски вать  в виде полино
мов достаточн о  вы сокой степени

S  =  m ax  ш ах  { | ctj[, | а 2|,  | cri— а г |} (1)

S = S [ r ( j f ) ,8 ( j c ) | ,  P =  P[r(x) ,  8 (* )] . (2)

L k [ r ( x ) \ ^ q k (А— 1,2 , . . .Д ) ,  
(1= 1 ,2 ,. . . ,  У),

(3)

т п



Н а совокупности функций (4) функционалы (2) обращаются в 
функции многих переменных, а ограничения (3) будут представлять со
бой алгебраические соотношения между параметрами а х и bt. Задача, 
таким образом, сводится к отысканию минимума функции многих пе
ременных при ограничениях, т. е. к задаче математического програм
мирования.

Рассмотрим задачу 6 более частной постановке, .когда варьируется 
только форма оболочки, а толщина остается постоянной. Оптимальный 
вариант будем находить из условия, чтобы величина S была минималь
ной. В этом случае задача может быть сформулирована так:

В области G, определяемо^ условиями Lk[ r ( x ) ] ^ q ^  ( k = \ ,  2, 
требуется найти такой вектор А (а, ), для которого. 5(A) = m i n  S ( / l ) .

Ае<э
Основной особенностью данной задачи является то, что вид функ

ции цели не известен и вей информация о ней мЬжет быть получена 
только путем вычисления ее для произвольных векторов А(а) .  Опреде
лять ее будем методом сканирования в процессе расчета напряженно- 
деформированного состояния.

Напряженно-деформированное состояние каждой привлекаемой для 
сравнения формы будем определять из решения основных уравнений 
осесимметричной теории, которые примем в канонической форме [1].

d V  6
~ТГ =  2  а«чУк+/т 1, 2,...6),
d l  tZi

' 2  M ikVha i ) =  Di( t ±  1, 2, 3). (5)
h—l k=\

Д анная система решалась численно, путем сведения краевой за- 
дачи к совокупности начальных. Устойчивость численного процесса 
обеспечивалась разбиением интервала интегрирования на подынтер
валы.

2. Рассмотрим конкретный пример. Пусть требуется найти рацио
нальную форму оболочки сопряжения двух цилиндрических оболочек 
различных радиусов (рис. 1). Система находится под действием внут

реннего давления и осевого растягивающего усилия. В качестве огра
ничений поставим условия плавного сопряжения в точках /  и 2 иско
мой оболочки с заданными цилиндрическими.

Входные данные следующие;



р —  внутреннее давление.
П равы й конец' оболочки"ж естко заделан , левы й соединен с жест-

ким днищем. Задан н ое на этом конце растягиваю щ ее усилие Ni =  p ~ ..

Д лины  цилиндрических оболочек вы бирались таким и, чтобы  условия 
закреп лени я не влияли на напряж енное состояние искомой оболочки.

Р еал и зац и я  задачи  осущ ествлялась по схеме метода скорейш его 
спуска в начальной стадии поиска и по схеме градиентного метода 
при небольш их отклонениях от минимума [2 ].

С ледует отметить, что функция цели S(a)  не является  гладкой 
(очевидно, она будет лиш ь кусочно-гладкой). В таких  сл у ч аях -гр ад и 
ентные методы не определены и при формалином использовании их ан а
логов вопрос о сходимости мож ет быть реш ен д л я  каж дой  конкретной 
задачи  в больш инстве случаев только эксперим ентальны м и расчетами. 
Кроме того, при решении зад ач и  учиты вался такой  момент: если при 
некоторой степени полинома найдена ф орма, то нельзя быть уверен
ным, что не сущ ествует другой, более соверш енной формы, для  аппрок
симации которой требуется полином более высокой степени. П оэтому 
расчет проводился в такой последовательности. С начала б рался  поли
ном невысокой степени п. Н аходился д л я  непо лучш ий вари ан т  и з а 
поминалось для  него достигаем ое значение ( S min)n . Затем  осущ ествля
лась  програм м ная настройка на оптимизацию  при степени полинома 
п + 1 . Н аходился лучш ий полином степени п+1,  и величины (S rain)re и 
( 5 Ш1п)я+1 сравнивались.

Если И —(S min)<I/ ( 5 min)/i+x|>e,

то расчет п родолж ался д л я  полинома степени п + 2  и т. д. О птим альная 
ф орм а считалась найденной, если для m и т  +  1 степеней полинома вы 
полнялось условие

I 1 ('Sjnln)m/(<Smin)m+l|'^e.
Здесь е — некоторая м ал ая  величина.
В наш ем примере оптимальны е формы и достигаем ы е для них зн а 

чения 5  совпадали с заданной точностью при 5. В табл . 1 приведе-

Т а б л и ц а  1

я* п = 5 /2=6 п —7

«о 0,657382 0,64854 0,66121
1,42923 1,42829 1,50493

я2 —1,39625 — 1,36151 —1,41408
яз -1 ,0 0 1 4 9 —0,99318 — 1,61637
«4 3,09679 3,31061 3,02879
«5 —2,95908 -2 ,9 7 7 5 0 — 1,97264
а6 — -0 ,8 6 0 2 0 0,31801

— — 1,115839

ны значения коэффициентов полиномов, записанны х в безразм ерном  
виде



7 Г =  2 а <*‘-Д1 /=1

для оптимальны х форм три  п =  5, 6, 7.
'  Н а рис. 2 представлено распределение вдоль меридиана величин

а * = - 4 - т а х  оэкв для  найденных форм при п = 3 (ш трих-пунктирная ли-
• Z

ния), п — 4 (пунктирная линия) и п = 5 (сплош ная линия).

6*-10'
.-а

Д ля оптимальной формы ( л = 5 ) ,  характерно то, что уровень н апря
жений изгиба в ней минимальный.

В данном  прим ере было исследовано влияние толщины. О казалось, 
что найденная ф орм а не зависит от толщины*, при которой она опреде
лялась. О т толщ ины зависит только величина достигаемого S. И если 
необходимо найти форму оболочки и толщину, при которой величина 5  
не превосходит некоторого допуска
емого значения а, то мож но посту
пить следую щ им образом . П ри не
которой толщ ине найти форму, а 
затем , используя граф и к зависим о
сти S(h)  (рис. 3) д л я  этой формы, 
по задан ном у  о найти толщину.

П ри найденной таким  образом  
форме и толщ ине оболочка будет 
иметь, очевидно, и наименьш ий вес 
по сравнению  с другими, равноопас
ными по прочности и удовлетворяю 
щими задан ны м  ограничениям.

Д л я  подтверж дения этого был рассмотрен другой подход, состоя
щий в вы боре в качестве функции цели веса оболочки Р {а ь , к)  и ми
нимизации его как  по парам етрам  формы а,-, так  и по толщ ине h при 
дополнительном  ограничении на прочность S ( a c , К)— а ^ О .

О птим изация в этом случае велась по схеме проекционного град и 
ентного метода [3 ]. П олученные результаты  совпали с предыдущ ими.

М иним изация м аксим ального значения эквивалентного н ап р яж е
ния обеспечивает наиболее равномерное распределение напряж ений 
как  вдоль м еридиана, так  и по толщ ине в тех пределах, которым позво
ляю т ограничения. П оэтому в данном примере проект оболочки с н аи 

* Имеется в виду диапазон изменения толщин, при котором обеспечивается ли
нейность прямой задачи и выполнение гипотез Кирхогофера—Лява.

,-2

Л-/Л



более равн ом ерны м  распределением  н ап ряж ен и й  им еет и наименьш ий 
вес.

В заклю чен и е отметим , что вы бор в качестве прочностной х ар ак те 
ристики величины  м акси м альн ого  экви вален тн ого  н а п р я ж ен и я  по усло
вию  прочности Т реска сд елай  лиш ь д л я  кон крети зац и и  зад ач и .

В качестве такой  величины  м ож но бы ло взять  м акси м альн ое экви
вален тное н ап ряж ен и е, оп ределяем ое по гипотезе энергии ф орм оизм е
нения, или м акси м альн ое  значен ие какого-ли бо  главн ого  напряж ения 
и т. п.

В ряде  зад ач  м ож ет о к азаться  целесообразны м  вы бор в качестве 
ф ункции цели или ограничения какой -ли бо  деф орм ац ионн ой  х ар акте
ристики.
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К ОПИСАНИЮ  ВЯЗКОУПРУГОГО ПОВЕДЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ,  
РАЗНОСОП РОТИВЛЯЮ Щ ИХСЯ РАСТЯЖЕНИЮ И СЖАТИЮ

А. А. СВЕТАШКОВ

1. П од разносопротивляю щ им ся растяж ению  и сж атию  м атериалом  
в дальнейш ем  поним ается такой м атери ал , для  которого соотнош ения 
м еж ду н ап р яж ен и ям и  и деф орм ац иям и зави сят  от знаков главны х н а 
пряж ений [1 ].

'Рассм отрим  элем ентарное напряж енное состояние:I

ffi ( 0  > 0 ,  o 2 ( t ) = o 3 ( t ) = 0 .  ( 1 . 1 )

П редполож им , что главны е удлинения вязко-упругого изотропного тела 
в некоторой области  |a i ( £ ) |< c r i  линейно зави сят  от главного н ап р я 
ж ения 0] (О

8i (0  = /С а (т ) ,  (1.2)

е 2 ( 0 = е з ( 0 = - Г < т , ( т ) ,

К / =  m t - x ) /  (т) Л ;  Г/ =  \ r ( t - r ) f ( z ) d  т (1.3)
о о

K { t ) =  1/Е b( t )+K(ty ,  Г ( / ) = \ / £ 8 ( 0  + ? ( * ) .

Здесь  К ( 0 .  Г ( 0 - я д р а  продольной и поперечной ползучести.
П ри  \ o \ { t ) \ ' ^ o *  будем иметь область нелинейности механических 

свойств м атер и ала , проявляю щ ую ся к ак  в зависим ости ядер  от зн ака
Gi(t),  т а к  и в нелинейности зависим ости  главны х удлинений от гл а в 
ных напряж ени й :

t l ( o = t f ° , + ^ K i - « ; ) [ M +o , + f o V b . . ] ,  (1 .4)

е2(0 =  ез (0  =  — Г  °1 — 1+01 +  А^32 +  ...],

где

K t f =  2̂.
00

Kt+(t)=Kt(t)-K(ty. r‘,+(t)=rt(t)-r(t). (1.5)



K T ( t ) = l / E n ( t ) + K t ( t y ,  r t ( t ) * v + I E + 4 t ) + r t ( t ) .

Функции K i  ( t ) ,  r t ( t ) ,  K 2(t ,  t ) , . . . ,
а такж е константы мгновенной упругости £ +^ + , Е& , v £ ,  ...-определя
ются из опытов на ползучесть при растяжении для o i { t ) > o i  (рис. 1). 

Аналогично для элементарного напряженного состояния

- * Й Г Г

-  4.6W

Рис. 1.

0 , ( ( О < О ,  o2( t ) = a 3( t ) =  0 (1.6)

будем иметь определяющие уравнения

Ф ) = К о х^ к { \ о х \ - о \ ) [ К \ - а ^ К 2 о \ + . . . \ .  (1.7)

е2(^) =  ез(^) =  — Г  Oj —А(| ох |—ot)[ Г Г о , Ч - / 7  0?+ ,..]

K ' - ( t ) = K - ( t ) - K ( t ) ; Л"(0 =  *7 £ -8(0+ Л “(0. (!-8)

Г Г (0 = /'Г (0 -Д О ; л т (0 =  1/я_8(0+^Г(0.
Переход от линейности к нелинейности в определяющих уравнениях 

П .4), (1.6) может описываться как  функцией Хевисайда

, ,  { 1 * > 0  d  . .  . . . .Л (х )=  -----/г (х )= о(х )
I 0 л :< 0  d x  '

x = | a i | —01 , так и функцией, порождающей функцию Хевисайда [2]:
X

Н (а, х) =  1— е а .

Параметр а  определяется из условия наилучшего согласия с экспери
ментальными кривыми.

Определяющие уравнения (1.4), (1.6) записаны таким образом, что 
при | a i | > q i  мы имеем уравнения, не отличающиеся от определяю
щих уравнения материала, не обладающего областью линейности меха



нических свойств, предложенные О. А. Амбарцумяном [1]. Ообозначим 
главные уравнения материала, не обладающего областью линейности,

через в j (/) и запишем определяющие уравнения [1] в виде

a2(* )= a3(^)=0 .

Г1( 0 = / С ; Ч + Л '2 + о ? + . . .  (1.9)

*£2 ( ^ )= ез(^) =  — /Т ° х  — / У  а?— ...

В дальнейшем, согласно [1], принимаем, что ядра поперечной пол
зучести при растяжении и сжатии (а такж е константы v +/E + , v ~ /E - ) 
одинаковы.

Д л я  материалов с определяющими уравнениями типа (1.9) удоб
но вводить фиктивную область линейности. За  линейное ядро продоль
ной ползучести можно взять, например,

K(0 =  [Kf (0+КГИ1/2. (1.10)
Погрешность, в  описании поведения материала в момент t опреде

ляющими уравнениями с фиктивной областью линейности и без нее 
может б ы ть ‘сделана меньше любого наперед заданного малого числа 
как только 01 <Со*

I 4 ( 0 - е, ( 0  | =  I К { ) a, - K + a . - K t  а? | <

оо

<1Л1>и=1
*где o i < o ^ , а п — максимальные значения модулей интегралов от функ

ций [ к г ( о - K t ( t )U 2 ,
В силу ограниченности последних заключаем, что

lini I St(̂ )—71(/) | =0. (1.12)

2. В общем случае, согласно [1], в вязкоупругом теле возможны 
следующие четыре вида напряженных состояний:

I <Ti(05*0; 02 ( 0 ^ 0 ;  оз ( 0 ^ 0 .
II 01 ( 0 ^ 0 ;  d a ( f ) ^ 0 ;  03( / ) ^ О .

III ' 0 , ( 0 ^  0; 02( / ) ^ О ;  03(О < О .
IV 0 1 ( 0 < 0 ;  02(О ^ 0 ;  0 з ( О ^ О . '

Определяющие уравнения для напряженных состояний общего ви
да можно получить следующим образом. Сделаем круговую замену ин
дексов в соотношениях (1.4), (1.6) и, складывая соответствующие оп
ределяющие уравнения для элементарных напряженных состояний, по
лучим для напряженных состояний I—IV следующие определяющие 
уравнения:

I. е1(^) =  /С — r { a2Jr ci)~]r l l( x ) [ K \ t ° i— Г  i(o2-j-o3)-f-
+  ̂ 0 ? - / ' и( 0 2 + 0 | ) + „ . ] .  (2.1)



(1, 2,‘3)

П. el(^) =  / ( <3i ^ { <32Jr az)Jrh{x ) \ {K \  <Jj—Г  i(o2+ a 3) +

—  Г 2 (  +  03) +  •.. ] j

®г(0 =  Л"®2 ^ (° 1 + 0з)+^(-*-)[^1 °2'— ^ 1(01+03)+

+ Я 2 о!—А ( ° 1+ 0з )+ .. .]т  

£з ( 0 ~ ^ " ° з —■̂ '(а1 + аз ) + ^ ( ' ,(:)1^'1+(3з— (2.2)

— Г  l(°l+ а2)  +  ̂ 2 ^  ° 3  — ̂  2 (01 +  0 2 ) +  ...].

III. St(f)  =  /C<J,—r(02JTai ) Jt h { X )\ K l +at — Г'l (0 2 +  03) +

- \ - К $  а?— Г 2 ( 0 3 + 0 3 ) - ) - , . . ] ,

е2 ( 0 = : - ^ а 2 — Г ( з х-\-аъ)-\-И.{х)[К\ а2 —  /" i ( o 1+ o 3) +

+  / G  02 —  Л 2(01 +  0 3 ) + . . . ] ,  ( 2 .3 )

e 3 ( 0  =  jf^ a 3 —  ^ ( ° 1 + 3 ; ' )  +  ^ ( ' * ' ) [ ^ 1  ° 3  —  Г  l ( ° l + a 2 )  +

+  Я 2 03—Л2(01 +  02) +  ...].

Символ (I, 2, 3) означает круговую перестановку индексов.
Определяющие уравнения для напряженного состояния типа IV 

записываются аналогично соотношениям (2.1) с заменой знака плюсна 
минус и круговой перестановкой индексов у главных напряжений и уд
линений. Здесь принято обозначение.

х = ш а х  | ctJ — ст* (2.4)

Д л я  записи соотношений (2.1) — (2.3) в произвольной системе ко
ординат, положение которой относительно главных направлений опреде
ляется девятью направляющими косинусами 1р , т 0, п р , воспользуемся 
выражениями тензоров напряжений и деформаций через главные на
пряжения и деформации [3]

a i j ~ C p C q  Opq , G p q = О ( Р =̂=<?).

ai j = C ^ C J  apq( p f q y j 1,2,3)
C} =  ll t  С ^ = т ( , C ;= n , ;  (2.5)

выражениями главных напряжений через инварианты девиатора на
пряжений | Ч ] ;

о1( 0 = 1 / У З 'а ц( - 0 5 1 п ( Ч ^ + 2 и /3 ) + а ( 0 /3 ,

a2(0 =  V K 3 a u(^ ) s in u ) (0 + o (0 /3 ,  (2.6)

° z ( t ) = l l V  3 o B( O s i n ( a > ( 0 - - 2 r c / 3 ) + e ( 0 / 3 ,

а такж е формулами для попарных произведений направляющих коси
нусов lp{t) lg(t ) ,  tnp (t ) m q(t) ,  rip ( t ) n q{t) [4]. Ограничимся в дальней
шем определяющими уравнениями, содержащими первую степень глав
ного напряжения. Тогда будем иметь следующую связь между тензо
ром деформации e pq ( t ) и девиатором напряжения spq (£)



+ А М Р * ( Л 1 ) + |* ( Л 1 ) о М ] С - | -  (2.7)

'„ (О  К„(в) l „ ^ ) d  т +  ГК1г(в )5р)(т)а( т +
О О

t 
JО

+  [«( Ж )  +  Р( Ж )а(<с)]5р9( х ) +  [ у ( М ) + 3 ( Ж ) а ( т ) ]  X

Здесь М — совокупность 0  =  t—т, аи ( т ) , Га (т ) ,
2

Г о ( 0  =  * р , ( * К т ( Ф т р ( 0 .  ои( / ) =  2 / 5 ( 0  =

= W ^ P * ( 0 ,  ? ( 0 = « р , ( ^ м . (2.8)
. /1 ^ 3  г . ( 0  \U) ( 0 = a r c s in

2 / « « ) / ’
ор(} — единичная матрица.

Функции а ( М) ,  %(М)  различны для различных видов-напряжен
ных состояний.

Д л я  напряженных состояний типа Ъ

х(Л*) =§(М) =^(АГ)=6(М)=±0,
М Ж ) = / < й ( 0 ) - / ( 11(е),а(Ж ) =  кЫР)-*-

(2.9)

- К г М ,  / с Й в ) = 4 - 1 ^ ( 0 ) - 2 Л ( 0 ) ] .  ^ i a ( e ) = K i t ( 0 ) + r 1(e). 
о

Д л я  напряженных состояний типа II

* ( M ) = i - * 3( e ) ( i + 2 Tl) - p ! ? 2 ,  

r t M ) = J - « , ( e ) - R 2(e) +  i - ( i + 2  Т1) « 0 ) ,
О У

a ( ^ ) = R , ( e ) + | - ( T!- T 3)4>s«3((l), (2-Ю)
О

Р(Ж)=(<р2- Тз) д3(0)/(зКз/„(<)),
8 (Ж ) =  - ? , Я 3( 9 ) / ( З ф ) ) ,

y ( j M ) = — 2  ? , < Р 2 S 3( 6 ) / ( / „ ( < ) V ^ ) .

Здесь

C O S < u ( 0  ,р = 8 1 п ш ( г ) ,  <p3 =  C O S 0 ) ( 0 t g 3 f f l ( 0 .  
co s3 d )(0

Ri(Q)=- /?2(0)=г1(е),, (2.11)
Д з (0 )= / (Г (0 )— /С+(в).

Д ля  напряженных состояний типа III, IV выражения для a(Af),..., 
х( М)  имеют вид, аналогичный (2.9), (2.10) соответственно, с заменой



Ki+ (0 )  на Ki (0 ) ,  причем для напряженных состояний типа III про
изводится замена sina>(/) на s in (o ) (0 + 2 j t /3 ) ,  cosg>(0 на cos((o(f)-j- 
+2ге/3).

Соотношения (2.7) являются вариантом главной нелинейной тео
рии вязко-упругости [2]

sp q V )  =  J [ 8p-? / 3 l ( Q )  +  0p 9 ( X) ^ 2( Q )  +  0p m ( X) a m 9( r ) X
О

X P a(Q)Jdx. (2.12)

Q — совокупность аргументов t—т, а (т ) ,  а  (т), Г а (т ) .
Соотношения (2.7) формально могут быть получены разложением 

функционалов Р j (Q ) в ряды по степеням сг(т) и учетом членов с ну
левой и первой степенями а (т ) .  Существенным отличием (2.7) от (2.12) 
является зависимость структуры первых от вида напряженного состоя
ния I— IV.

3. Д ля записи (2.7) в виде, разрешенном относительна напряжений, 
запишем (2.7) в виде

E = G ( S )
£ 4 ^ ( 0 ) , 5 = ( ® р?( 0 ) , а = ( у / ) ) ,  (3.1)

причем

G ( S ) = G , ( S ) / + G 2( S ) , ( / = (  S„)) .

,G1(S) =  ̂ + ( * h + * ) 3-
Ga(S ) =  («-(-/С12-1_Р0)^о-Ь(у-Ь8<3)^а  . (3-3)

Здесь а , р, ..., v — интегральные операторы с ядрами а ( М) ,  р(М ).,....,
у (М) соответственно. Согласно теоремам Б. Е. Победря [2], для силь
но и слабо релаксирующих материалов обратное (2.7) определяющее 
уравнение записывается в виде

S = ( E + F R n t ) / - \ - ( A + B R u z )R l2Ds + ( C + D R u z)R 2i2D*;

A f ^ s \ A [ t — T-, eu( t) ,  D e(x)] f{-,)d T,
о

*«(0 = -^ OT(<)eP,(0. (3.4)

eMW = ePJW —j - y .  r->- ( i ) - e me(t)epq( t)e1J l ) .

Д ля  отыскивания функций А, В, ..., F, применяем метод последова
тельных приближений

a<''+1) =  a(">_tf11[G1(S * )_ e ] .
D(rt+l) =  D (n)_ /?i2[G2(5 „)_ a ] > ( .3 5 )

S =  D a-\-I a.

В результате получим следующие выражения А, В, ..., F через а , р, •••>
х, а такж е через операторы Ru,  R n  (обратные линейным операторам
* п ,  а д :



E n + i = — Я ,  1 К — ^ л /?1 i x « _ a + . . .

+ (  — 1 ) > ЛЯ *i l ,
A n + l  = /  —  / ? i  2( а я +  Р п£ 'л ) Л /г,

i W i ^ - ^ K ^ + P ^ A + ^ A J ,  (3-6)
1 =  ~ ^  12 [ (ал +  Р л^/г ) С „ + Д 2,(у„ +  В„£„ ) ],

Д г + 1 = — ̂ 12[^л(а/г +  Р/г^л)+^л^'л^л+
+ P „ ^ C ra+ 2 ^ nS„(Y„+ S „ £ n)].

Здесь а я , Р„, ..., */я — известные операторы, ядра которых зависят от 
п— х  приближений второго и третьего инвариантов девиатора напряж е
ний, например

а „ / ~ / а [ ^ - х , а (Д х ) ,Г < '!)(т ) ] / (х )^ х ( (3.7)
о

инварианты образуются по формулам

П{п) —  —  Q(n) c - W  Г (л) — с <п) с<л) СХ я \° и  ■—  2  -РЧ- Р Ч * 1 °  — Ъ р т Ъ т ц  j  др ,

a Sp9* находятся на основании (3.5).
При первом приближении согласно (3.6), (3.3) имеем линейные со

отношения вязко-упругости

apq(t) = Rnz°pq+Ri2epq. (3.9)

Функция h(x)  входит множителем перед операторами а, р, ..., х,
поэтому в (3.3) она войдет множителем перед членами, зависящими от

Рл,..., то есть перед членами, описывающими физически нели
нейное поведение. Соотношение (3.3) распадается на четыре независи
мых соотношения в областях I— IV. Д ля видов напряженных состояний
I и IV отличны от нуля только операторы а , ц, причем, поскольку а ( М) ,
ц (М ), согласно (2.9), не зависят от. инвариантов, для отыскания взаи- 
мообратимых соотношений достаточно двух приближений.

P 2= I — R n ^ ,  A 2= I — R l2ai- (3.10)
OL\ —  a,  (Lti =  JLl.

Таким образом, для вида напряженного состояния Г  будем иметь

<spq(i) =  ̂ pqR\ie '\' Ri2epg-\-KX)[— '^pqRuKuRu  S +  (3.1 1)

+  ̂ pgR ue— Rl2KiR i2epq-\-Rl2epg]-

Условие перехода из области линейности механического поведения 
в область физичеокой нелинейности в (3.3) записывается через х, то 
есть через главные напряжения. Его можно выразить через деформа
ции, используя построенный процесс последовательных приближений.

В случае, когда о\ — максимальное'по модулю напряжение, будем 
иметь



* (n) =  j-^ =sin  (ш'п)+ 2 * / 3 ) + а (п)/3 -о * .  (3.12)

, 0 , ша выраж аю тся через деформации по формулам (3.8), (3,5).
Таким образом, введение области линейности механических свойств 

в соотношениях между напряжениями и деформациями вязко-упругого 
тела, разносопротивляющегося растяжению и сжатию, позволяет по
строить для них обратные соотношения. Кроме того, наличие области 
линейности механических свойств позволяет применить методы последо
вательных приближений для  решения возникающ их краевых задач.
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УСТРОЙСТВО СОГЛАСОВАНИЯ ЦИФРОВЫХ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ  
П Р И БО РО В СО ШЛЕЙФНЫМ ОСЦИЛЛОГРАФОМ

Н. С. ТАХТАМЫШЕВ, Г. С. РАТАНОВ, Г. А. ЦЫБА

Цифровые измерительные приборы в последние годы получают все 
большее признание и .развитие. Они автоматически осуществляют в про
цессе измерения операции квантования измеряемой величины, ее циф
ровое кодирование и представление результатов измерения в цифровой 
форме непосредственно в виде числа или кода. В настоящее время су
ществует большое количество цифровых вольтметров, аналого-цифро
вых преобразователей, частомеров, измерителей временных интервалов 
и фазометров. Пределы измерений цифровых приборов много шире ана
логичных, а точность измерений — более аналоговых. Эти качества и 
большое разнообразие цифровых приборов, позволяющие выполнять из
мерения всех электрических параметров с очень высокой точностью, оп
ределяют перспективность этих приборов в физических экспериментах 
д при различных измерениях.

Представление выходной информации в дискретной форме в виде 
кода или цифровой индикации на табло определяет быстродействие 
этих приборов, ограниченное возможностями оператора при списыва
нии информации или быстродействием регистрирующих приборов-пер
фораторов или цифропечатающего устройства. Наиболее быстродейст
вующее отечественое цифропечатающее устройство позволяет регист
рировать не более 30 строк (измерений) в секунду, что в Целом ряде 
случаев, совершенно недостаточно. Кроме того, согласующее устройст
во между цифровым прибором и ЦПУ, да и Ц П У — довольно сложные, 
дорогие .и ненадежные устройства.

С целью повышения быстродействия регистрации информации с 
цифровых измерителей предлагается простое устройство преобразо
вания кода в ток для записи на шлейфном осциллографе. Используя 
высококачастотные шлейфы современных осциллографов типа Н-115, 
Н-107 и т. п., возможно регистрировать до 1000 измерений в секунду. 
В случае применения фотобумаги типа УФ нет необходимости ее прояв
ления, и время получения готовой информации сокращается на время 
проявления и сушки обычных фотоносителей.

Принцип действия устройства заключается в преобразовании кода 
каждой декады в напряжение, пропорциональное сумме весов кода, 
и усилении мощности этого сигнала для управления шлейфом. Число 
каналов преобразователя и шлейфов определяется числом декад циф
рового прибора. Принципиальная схема одного канала преобразовате-
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ля приведена на рис. 1. Н а рис. 2 приведен 
пример записи*информации с предлагаемым 
преобразователем на шлейфном осциллогра
фе. Способ расшифровки записи ясен из рас
смотрения рис. 2, где слева—пример записи 
числа 15740, справа—тарировочные импульсы.
Число десятичных разрядов результатов изме
рения ограничено только особенностями шлей
фового осциллографа и возможностью отли
чить на записи два соседних уровня.

П ятиразрядная приставка для шлейфово
го осциллографа изготовлена в Н И И  ПММ и 
представляет собой малогабаритный блок, 
собранный на базе унифицированного блока 
питания «Александрит» путем установки до
полнительной печатной платы с монтажом р 2
параллельно стандартной плате блока пита- ис‘
ния на его же основании. В приборе использовано 45 транзисторов и 160 
сопротивлений и конденсаторов, вес его менее 0,5 кг. Прибор может 
быть использован для согласования шлейфного осциллографа с любым 
цифровым прибором, имеющим выход на ЦПУ. При кодах, отличных от 
8—4—2— 1, требуется перепайка весовых сопротивлений кода таким 'об
разом, чтобы сумма весов нового кода была пропорциональна выход
ному напряжению'преобразователя.



ОБ У Д О В Л Е Т В О Р Е Н И И  ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ  
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ  

Д Л Я  ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗА ДА Ч  ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

В. И. ТАРАКАНОВ

Д ля некоторых тел вращения сложной формы, имеющих бесконеч
но продолженные части, находятся частные решения уравнений осесим
метричной теории упругости, непрерывные и ограниченные в рассматри
ваемых -областях и удовлетворяющие заданным граничным условиям 
на бесконечности. Эти решения позволяют сводить краевую задачу для 
бесконечной области к задаче с нулевыми граничными условиями на 
бесконечности и, тем самым, упростить ее дальнейшее решение, сделать 
возможным сведение краевой задачи осе-с и мм етрично и теории упруго
сти к интегральным уравнениям.

1. Характер поведения задаваемых областей на бесконечности 
обычно совпадает с поведением областей, показанных на фигуре, где 
изображены только симметричные части, причем осью симметрии явля
ется ось z  цилиндрической системы координат г, z. Рассматриваемые 
области D t i = l ,  2, ..., 8 заштрихованы и ограничены отрезками оси 
симметрии и одной или несколькими контурными кривыми не имею
щими общих точек в конечной части плоскости z , г. При этом внешние 
к Z), области разбиваются на несколько подобластей, не связанных 
между собой. Контурные кривые V tnPH М - *"00 'стремятся к прямым 
r = c o n s t .  Эти крйвые могут быть произвольно деформированы, но так, 
чтобы они не имели общих точек, точек самопересечения, и сохраняли 
задаваемое асимптотическое поведение на бесконечности. При осесим
метричном деформировании компоненты вектора смещений в. радиаль
ном и осевом направлениях V, W  удовлетворяют системе уравнений

Ненулевые компоненты тензора напряжений даются формулами

U = О ( 1.1)

Здесь v — коэффициент Пуассона, Д =  ~г  дг  д г 2



• „ = 2  О

Ojptp — 2 С/

W
r

и

« + i r » K + f + " . <
(1.3)

r  +  M V " + T + W '‘.
° „ = 0 ( U ,  , + W „ ) .

Здесь G — модуль, сдвига.
Граничные условия на бесконечности выбираются из условия того, 

что на бесконечности тела осуществляется плоско-напряженное состоя
ние, компоненты тензора напряжений зависят только от координаты г.

I

D.

I—

L .V
Гг

г;

Л
Рис. 2.

При этом физически допустимое и реализуемое поведение компонент 
тензора напряжений на бесконечности возможно в следующем виде. 

Д ля  области

агг~*Си ° г г ^ С2, «гг=0(| 2 I"1" '  ), 2 ^  +  00 

a z z ^ C 3 a r r ~ > C i ,  ° к  =  0 ( 1 г 1“ 1 _ “ ) .  2 ^ - 00 .

Д л я  области D2:

a z z ~ > C  Ь  a r r ^ ^ 2 J r ^ b l r ‘\  олг =  0 ( 1 г Г 1 _ “ ) ,  2 - ^ - ) - 0 О

° z z ^ c з. arr-*c 4! cr z = 0(| г  I - 1- " ) ,  г - > —- 00.

(1.4)

(1.5)

Н а луче r = 0 ,  z < z \  напряжения и смещения должны быть огра
ничены.

Д л я  области £>3:

azz~>^ ’ 1, аг г ~ ^ ^ 2~\-Сь1 г \  агг =  0 ( |  2 ) ,  г - * - + ° о .



azz~+C 3, ° r r -v Q  +  C 2/''2, ®r« =  0 ( l z h 1_a ) ,  Z ^  — 0 0 . (1 .6 )

Д л я  области D 4:

0r/.-*-C2-)-C5/r2, Ог2= 0 ( | г | - 1- “ ), г ^ + о о .  (1.7)
<»„-*■ C4+ C e/̂ 2, o ^ ^ O d z l - 1- » ) ,  Z-> — 00.

При этом на отрезке r = 0 ,  z i < z < z 2 напряжения и смещения должны 
быть ограничены.
Д л я  области D5:

° z z - + c Ь в ,г -» - С 2, ог г = 0 ( | г | - 1- « ) } z - + o o .  ( 1 .8 )

°гг^О > O ^-s-0 , Z - < 0 ,  ] / V 2- |-Z 2 ->-оо .
I

Д л я  области D 6:

««-С,, о„-С2+С 5/г*, о„=0(|г|-'-), г-»». (1.9)
огг->Сь arr-^-C2, arz-+0, г < 0, l/V --f-z2 оо.

Д л я  области D 7:

° r r - > c 2, °/-г — 0 ( |  г | _ 1 _ а ), г - >  оо. (1 .1 0 )

Ggz~*"Ci j агг~*^Ъ >А
Д ля области D8:

°«-С,. »rr-C2+C s/i-s. »„=0(|г|->-), г-оо. (1.11)
az z ~ * ^ 4l ®rr~*’^~'bl <3rz~ * '^ l Г —>СО^

Произвольные постоянные С,- ( t = l ,  2, ..., 6) связаны с внутренним, 
внешним давлением и растягивающим усилием, действующим на ци
линдрические части области в бесконечности. В формулах (1.4) — (1.11) 
0 ( | z | -1 -a ), ( a > 0) есть величина, убываю щая не медленнее, чем | z | -1- a 
| z | —>оо. Ограничение на скорость асимптотического приближения к 
предельным значениям накладывается из условия конечности суммар
ного вектора усилий, действующего на бесконечную часть области.

2. Решения системы уравнений (1.1) — (1.2), удовлетворяющие гра
ничным условиям (1.4) — (1.11), ограниченные и непрерывные в обла
сти, берутся в виде линейной комбинации следующих частных реше
ний Vk, имеющих компоненты смещений U к, W k\

и х{ М ъ  М ) = ( 6 — 10»)(г S3+ P ° i ) + (  10 ft— 11 ) ( z - l ) S2:
Г 1(Ж 0, Ж ) = З г 8 2- З р В 1- 2 ( г - | ) § 3, (2.1)
£/2(М 0, М ) = 3 ( г - £ ) В 2- 2 / - 8 з - 2 р & 4, (2.2)

«72(Ж 0, Ж ) = ( 2 0 & - 1 9 ) ( Р81- г З ,)+ (  14—2 0 » )(г -& )8 3, (2.3)

U3= 0, W3= z ,  (2.4)
U t = r ,  'W4 = 0 ,  (2.5)
U s = l / r * ,  Г 5= 0 ,  (2.6)

U Q( M U M ) = — . - * . = ,  W 6( M U M ) - ------------------—  -
r V r * + { z - h f  } y r * + { z - h y '



Здесь

S3(^o, М)=— Ь, +-L .1^-11. й . н -
р -г Г Р 2 - 1  Г̂ -р

2 
ш

84(Ж 0, Ж ) = Ц - £ 8 1 1 |г-Е| |г-р| • / / -

р - ' '  
_|р—4

| г - £ | Г  р - г
р + г  г  г — £ г — р г — 6 L l P - ' l

Н = -пт/2—/(((в )£( 8 ,т] )—Е( ш )F( 8 ,7j )- f  /С( о) )F( S.tj ) 
4рл

тс 

2р ’ 
тс

2 л  ’

Т| =  1 — (О 5 (0 = ■8 =
K - P I

(Р + ^ )2+ ( г - Е )2 Р + г  | /  (р — r f + { z - l Y  ‘/
(р+/-)2+ ( г - Б ) а

К ( со), £(со), /’’(б, г]), £ (б ,  £) — полные и неполные эллиптические инте
гралы первого и второго рода.

- d * ,  2. , е д = п /о У ( 1 —шл:2)(1—х 2) о К 1— ■*“
arcsinS fl j. arcsino

^(8 ,7] )=  J л . "г " " ' 1 f ’ ]/"l—v] sin2 cp fifcp.
0 ] / l —T]Sin2cp o’ y ‘ T T

M(r,  z) — точки плоскости r, z, M\  (0, h ), М 0 (р, £)—некоторые фик
сированные точки области г, z. Точки Мо(р, £) Mi (О, К) являются осо
быми для решений V\, V2, V6. Комплексные функции 61+ ^ 64, 62+^63 
являются /^-аналитическим по переменным г, z  с характеристикой р = г  
и совпадают с сопряженными ядрами, введенными в [1, 2]. Выражения 
для бь б2 через полные эллиптические интегралы приводятся в [2, 3], 
а выражения через комбинацию полных и неполных эллиптических ин
тегралов функций, связанных с б3, 64 , приводятся в [3].

Функции б3, 64 определяются через 6 1 , 62 с помощью дифференци
альных соотношений

83,2--  2̂>Г > °2,г — ̂ 2iz 1
biir-\ -bJr=  —8Ьг.

(2.7)
(2.8)

Вцполнение следующих соотношений для б), 62 можно проверить непо
средственно дифференцированием

р8ьг— г  82,г+ ( г —1)82,гН---------- 82= 0 ,
z

862,г - - / ' 3 1,г+ ( г - Б ) 8 Ьг= 0 ,  

гЬ2,г— рб!,г + (z—£)бя,г = 0 .

гЬьг—рбг,г+ ( 2 —E)6iг-----у  62+61 =  0.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

6j, б2, б3, б4 являются решениями уравнений



Д 6 , = 0 ,  Д63= ( Ц а — L j  82 =  0, л - - ^ 184= о . (2.13)

Функции бь 62 однозначны, непрерывны и ограничены в плоскости г, z, 
кроме точки г —  р, 2 = £ ,  где имеют логарифмическую особенность, функ
ции б3, 64 ограничены и непрерывны ,в плоскости г, z  с вырезанным лу
чом z — \,  г > р ,  при переходе через который терпят разрыв 2я / q , 2к / г  
соответственно. При необходимости изменения ■ направления разреза 
плоскости г, z, н а  котором бы 63, б4 терпели разрыв, к выражению 63 
надо прибавить слагаемое A / q ,  а к 64 слагаемое Л2/ г  с соответствую
щим выбором кусочно-постоянных в плоскости г, z  коэффициентов
А ,  'М-

Используя (2.7), (2.9), (2.13), можно проверить, что смещения
(2.1), (2.2 ) удовлетворяют уравнениям упругости ( 1.1), ( 1.2 ). 

Компоненты тензора 'напряжений orn a2Z, arz для решений (2.1),
(2 .2) будут соответственно

6 83-f (1 0  &—6)—S4‘-[ - (6 + 1 0 9 )-— - 8 2—5 ( г —|)о2,г 
г  г

(2.14)

г — %
( 1 0 f t - 2 )  53+ 5 ( г - 1) о2,г +  5 -— -• 5

(огг), =  2 С( 10 0 - 7 )  §2—5 ( z —£)82,г], 

i arrh—'2 G 

( ^ h - 2  G

(10 & - 2 ) 8 3+  2— 84 — 2 -— -  ■ 82—5 ( г - ? ) 8 2,г 
r , r

( 1 4 - 1 0  &)83+ 5 ( г - 5 )  82,г+ 5 ( г - 1)
r

(<*„)a= 2  0 [ ( 9 — 10 & )& *-5(г-& )8а,г ]. (2.15)

Функции 61, 62, 6 3 , 64 имеют следующее асимптотическое представление 
при большом удалении от особой точки:

■0
1

о .,
Р г ■о

1

83-

, г - £ Г  _ Ц г - i W ’ '  2  | z — \ |3 ' \ ( г —| ) 4

- ^ + 0 Ш ,  >4= 1 * = и *  г  . J  1

(2.16)

1 - г
0

р \ ( z - l Y )  ’ ’ z - l  2  ( z - i r  { ( z - l f j
’ I z - \ \ - >  0 0 . (2.17)

it
Si= ~ + 0 I ~ ) -  82==2 ^ + 0 ( 7 ^

z - l
Г

(2.17)

» -I  * , n M  \  * \ z ~ l \  к , n83= - 4 ------ ! .  hO —  , ------ r - ~ "  +  ° ,* ‘ -3 I  __ p r  \ f

I z  — \
l - Z

1
3

r— >-oo

Н а основании (2.16), (2.17) напряж ения (2.14), (2.15), а также 
напряжения от смещений (2.3) имеют асимптотическое разлож ение на 
бесконечности ,

™ \ г — Ъ\ ,
( ar r ) i ~  1 2  G-

р z — l
-0 1 А  ы , = о / 1

X z - i y
(2.18)



Ю .= ( 4 - 2 0 » )  (J-L?—i t — + о (  1
г - |  р \ ( г - 1 Г )

(=ггЬ=(4—20ft)0— L£zzii+ 0 ('—J — '), ( 3 ),= o (r i — ), (2.19)
Р г - 1  Ц г - l y )  Ц г - Ч п

1 *
(»„)! = (20»-28)G -^- . i | = i ! + 0 ^ - i —  I

(2.20)

( Огг)1 =  _ 1 2 о 1 £ - | 1 - 1 + 0 ( А ) ,  ( ' „ ) , =  о Ш ,  (2.21)

(»«), =  (4 -2 0  ») О—  о Ш  ■
р Z —  1 \ Г“ /

(«„)2= (4  - 2 0 8 ) 0 - ^ l | = | i + o | i j ,  ( о „ ) ,= о Ш ,  (2.22)

(=«)2—(20&—28) 0—  I f = i i  +  o ( J - i  (2.23)
р г —|  \ /" /

Ю . = ° ( ^ г ) .  ( ° « ) « = о ( - ^ ] .  ( » « ) « = о ( - 1 ) .

Г->оо
Смещения (2.14), (2.15) чи соответствующие им напряж ения ограни

чены на оси г = 0.
3. Получение решений, удовлетворяющих уравнениям (1.1), (1.2) 

и граничным условиям (1.4) — (1.11), сводится к составлению линейной 
комбинации из смещений (2.1) — (2.6), определению постоянных коэф
фициентов при соответствующих членах и выбору особых точек. Коэф
фициенты находятся однозначно, а для  особых точек указывается толь
ко область определения. При э-гам используются асимптотические р а з 
ложения (2.18) — (2.23) и условие конечности решения на отрезках оси, 
ограничивающих область.

Д л я  области D\  решение получается в виде

^ = 2  a t V t , (3.1)
k=l

р ( 1 _ 5 # ) (С ,- С 3)+ (7 - 5 » ) (С 2- С 4)

1"  4 0 ^ 0  5 »=+9 - 4  ’ ( 1

р ' 3 ( С ,- С 3)+ (1 - 5 » ) (С ,- С .)

2 40 t.G  5&2+ $ _ 4

а  _  —2^(С,-}-Сз)
4 0 (1 + » )  , ’

(1 —&)(С2+ С 4) —9-(C i+ C 3)
• <3-2>



Особая точка ЛГ0 (г\, £) лежит вне области D x.
Д л я  области £>2 решением будет

k = \

Коэффициенты а\, а2, а3, а 4 даются соотношениями (3.2):

а ъ= а ^ =  c5/4G. (3.4)

Точка М 0 (р, I)  лежит в области, ограниченной кривой -yi, а Mi  (0, h ) ~
на оси, в области, ограниченной у 2.

Д ля  области Di  оешением будет

V  = 2  a,V„.  (3.5)
k = l

Коэффициенты a x, а2, а3, а\ даются формулами (3.2), а для  а$, а6 полу
чаются выражения

rt5== — (G$-\-Cs)/4G, О-в—  (Cs— Cq)I4G.
Точка М 0 (р, £) лежит вне D3 в области, ограниченной у2, а М i (0, h ) ле
жит ла-оси.
Д ля  области £>4 решение имеет вид

V = % a /y /!- a 7V i( M 2, M ) .  (3.7)
k=i

Коэффициенты аь а2, а3, а4 задаю тся формулами (3.2), as, а6, а.7 — фор
мулами

Й5=  — С&)/ AG, 0 .^'= cty — (С6—C^)/^G.  (3.8)

Точка M q (р, £) лежит вне Z)4, в области, ограниченной у2, М  (0, h ) ле
жит в области, ограниченной уь а М 2(0, h) в области, ограниченной 73-

Для области D5 решение имеет вид

2  (3.9)
k = \

Коэффициенты ak даются формулами (3.2), в которых необходимо
положить С з = С 4= '0 .  М0(р, | )  лежит вне области D 5. Д ля  области D5
решение дается формулой

У =  Os 1/5 +  06^6 1 — C5/4G. (3.10)
Mi (0, h) лежит на оси в области, ограниченной yi. Д ля области 

D7 решение будет

V = i a kV k. (3.11)
k=i

Коэффициенты a k даются формулами (3.2), точка М0(р, £) лежит в 
области, ограниченной 71.
Д ля области Ds решением будет

<3 | 2 >



Коэффициенты а ь а2\ а3, а 4 даются соотношениями (3.2 ), а $ = — Cs/4G; 
Мо(р, леж ит в области, ограниченной 71.

4. Полученные частные решения можно использовать и при реше
нии задач для 'конечных областей, если эти области имеют характерные 
участки, где известна асимптотика решений.

Пусть, например, дана область Z)0, представляющая тело вращ е
ния, изображенное на рис. 2, у которого боковая поверхность свободна 
от нагрузок, а к торцам приложена растягивающ ая сила. При этом в 1

области D 0 будут существовать три подобласти D XQ, £>2°, D3°, где изве
стна асимптотика решения, соответствующая .решению о растяжений 
бесконечного цилиндра постоянной толщины.

Постоянные С\, С2, С3 известны и различны, так как различны толщи
ны цилиндрических частей в подобластях D i°, D2°, D 3°.

Получение общего решения данной задачи значительно облег
чается, если возможно решение следующей частной задачи: требуется 
найти частное решение осесимметричной теории упругости, непрерывное 
со своими частными производными любого порядка и имеющее асимпто
тику (4.1) — (4.3).

Решение этой задачи находится на основе использования того же 
набора функций, что и  для области D\ (рис. 1), только вне D0 распре
деляются два  полюса: Мъ, М\, причем полюс Mq располагается в райо
не перехода подобласти ZV в D 2°, а полюс М i — в районе перехода под
области D2° в  £>з°-

Соответствующее решение будет иметь вид

Считая подобласти Di°, D2°, D 3° достаточно протяженными, можно ис
пользовать асимптотическое разложение функций Vk при больших зн а 
чениях аргумента z — и на их основе находить значения коэффициен
тов a k .

Решения (4.4) сконструированы так, что для  напряжений о гп сгг, 
асимптотика (4.1) — (4.3) уже выполняется, а для удовлетворения 
асимптотики в напряжении ozz на коэффициенты а\, а2, а 3 необходимо 
наложить следующие соотношения:

Р»с. 3.

В подобластях £)?, D 2, Dz решение должно приближаться со
ответственно к следующим:

az z ^ C  1. агг-+ 0, огг->0,
a Z Z ~ > C 2,  Ог г - > 0 > ° г г - >  О ,

° z z - > C 3 ,  0 ,  o r z ^ 0 .

(4:1)
(4.2)
(4.3)

V=a2\vi(M0,M)+-2—V,(M0, М)]+а.[УАМ1,М) +
1—5и-

(4.4)



P 1—5 ft

Я 100№— 160 ft—44
C u (4.5)

Q ./ 3

Решение (4.4) с коэффициентами, найденными из (4.5), является не
прерывным со своими производными в До и удовлетворяет асимптоти
ческим условиям (4.1) — (4.3) в подобластях D\°, D 2°, D 3°.

1. Г. Н. П о л о ж  и й. О /^-аналитических функциях комплексного переменного.-- 
Докл. АН СССР. Т. 58, № 7, 1947.

2. Г. Н. П о л о ж и й .  Обобщение теории аналитических функций комплексного 
переменного. Киев. И зд. Киевского университета, 1965.

3. Ю. И. С о л о в ь е в .  Некоторые вопросы, связанные с решением пространст
венной осесимметричной задачи теории упругости при помощи обобщенных аналити
ческих функций.— Сб. «Строительная механика». Труды Новосибирского института ин
женеров железнодорожного транспорта. Вып. 62, 1967.
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Т Е Р М О Н А П Р Я Ж Е Н И Я  В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ  
П Р И ’ П Р О И З В О Л Ь Н О М  ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ  

С ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ

В. И. ТАРАКАНОВ

Существующие в настоящее время методы решения задач термо- 
упругост^ для полупространства в случае осевой симметрии теплового 
поля основаны на представление температурного поля в виде двумер
ного интеграла Фурье— Бесселя, а конкретные решения получены для 
частных случаев температурных полей, для которых такое интеграль
ное представление известно .и является не (Слишком сложным [1, 2, 3].

Д л я  практических расчетов такое разложение температурного поля 
является затруднительным, поэтому представляет (интерес задача о на
хождении термонапряжений без разложения функции распределения 
температуры в интеграл Фурье— Бесселя.

В данной работе выводятся формулы для нахождения термонапря
жений в полупространстве z < 0  с поверхностью, свободной от нагрузки 
при произвольном, непрерывном, ограниченном, осесимметричном тем
пературном поле на основе теории потенциала применительно к случаю 
осевой симметрии, причем в конечные формулы входит непосредствен
но сама функция распределения температур, а не ее интегральное 
представление.

§ 1. Получение решений задач основано на фундаментальном ре
шении 6(р, | ,  г, z)  гармонического уравнения в цилиндрических коор
динатах.

где г, z  —  цилиндрические координаты, р, £ — координаты некоторой 
точки М 0 (р, I )  в  плоскости г, z.

( 1.1)

Таким фундаментальным решением является функция

( 1.2)

полный эллиптический интеграл первого рода



Непосредственным дифференцированием можно проверить, что (1.2) 
действительно удовлетворяет уравнению (1.1).

Решение (1.2) непрерывно и ограничено вместе со своими произ
водными во всей плоскости г, z, кроме точки г — р, z=%,  где оно имеет 
логарифмическую особенность, причем это решение для задач с осевой 
симметрией является аналогом логарифмического потенциала для дву
мерных плоских задач.

Асимптотическое представление (1.2) в особой точке имеет вид

S (p ,i , /-.г)----- 1л К (^ --р ) -+ (г— D-- [ 1 + 0 ( ] / > - р ) Ч - ( г _  £)*)]. (1.3)
Интегралы по площади и контурные интегралы от потенциала б(р, 
г, z)  обладают некоторыми свойствами, аналогичными свойствам соот
ветствующих интегралов от логарифмического потенциала.

Если в интеграле 77т JT f(P> Ю б (р, t  г, z )  d  s f(p,l)
s

является непрерывной, ограниченной функцией, то интеграл F(r, z) 
вне области интегрирования непрерывен* вместе со своими производ
ными, которые можно находить, меняя порядок интегрирования и 
дифференцирования, причем сам интеграл F (г, z)  при этом удовлетво
ряет уравнению (1.1). В области интегрирования F (г, z)  непрерывен вме
сте со своими первыми производными, которые можно находить измене
нием порядка дифференцирования и интегрирования. Вторые производ
ные F (г, z)  такж е непрерывны, однако при их нахождении нельзя не
посредственно менять порядок дифференцирования и интегрирования в 
связи с отсутствием условий равномерной сходимости интегралов.

Повторяя выкладки, проводимые для интегралов от логарифми
ческого потенциала, можно показать, что интеграл F(r, z )  в том слу
чае, если точка M(r,  z)  не лежит в области интегрирования, удовле
творяет неоднородному уравнению

AF(r,  z ) = f ( r ,  z ) .  (1.4)

д °°
А для интеграла — J(/(p)S(p, 0, г, z ) d p  (1.4)

dz  о

получается следующее предельное значение/
А <*>

l i m  —  f  f (p)  б  (р, 0, г, z ) d p = n f ( r ) .  (1.5)
г— о дг  о

§ 2'. Решение поставленной задачи термоупругости в ч полупрост
ранстве 2 <С0 должно удовлетворять уравнениям

0 , л+ ( 1 - 2 » ) ^ - ^ | = 2 ( 1 - г а ) а Г > (2.1)

0 , г+ ( 1 - 2 О ) Д Г = 2 ( 1 + & ) а  Т , г

и граничным условиям



"« ,- 2 (!.+ | * )1 »в - (1 + » )аГ + (1 - 2 » )£ « ] „0= 0 , (2.2)

3 „= 2 (X + t.)( l- 2 i> )e „k _o = 0 .

Здесь U, W — компоненты вектора смещений, Т —  температура,

в = 1 Л ,Н  & — коэффициент Пуассона, а  — коэффициент
»  * 

линеиного расширения, X, [л — упругие коэффициенты Ламэ.
Решение задачи можно получить в виде

Ф.r+ 2  z  © гг4-(3 — 4  .
№ =ф,*+2 г ср,ггЧ-( 3 - 4  *>)?.*, (2.3)

где функции г|з и ф представлены интегралами по области

0 < р < о о ,  — о о < | < 0 .

* =  ——  JT Т(Р, I) 8 , (р, Г, г) ofs, (2.4)
.S

Потенциалы 6i и бг даются выражениями

8, =  ] / f », • К<»,). », = 7 - п 4 ^ г й Т  . (2.5)

о)3 - /С(со2), О).,

(р+г)Ч(г-6)3
4рг

( p + ^ F F F F I j 5

На основании (1.4) в> области z < 0  выполняется соотношение

Дф — Дср=0.  (2.6)
т 1—ft т

Из формул (2.6) следует, что смещения (2.3) тождественно удовле
творяют уравнениям термоупругости (2.1) при z < 0. Смещения по 
формулам (2.3) можно рассчитывать путем изменения порядка диф
ференцирования и .интегрирования. Д ля  компонент тензора напря
жений

а17= 2 ( ^ + ^ ) [ ( Ю - ( 1 + & ) а Г ) 8 (7+ ( 1 - 2 0 ) £[/]

получаются следующие выражения:

а2г/2 (Х + р .)  =  ( 2 & — 1 ) —̂ -—a T - \ - ( \  — 2 b ) \ ^ iZZ— y iZZ-\r 2 z  <f>,zzz],
1—tr

оrrj2(̂ -\-\)-) — (2  &— 1)[^,22+3 ср,гг+2 Z  <р.ггг +  ̂ ( 3  — 4$)-f-

+ - ^ + 2 — ®,rz], (2.7)



W 2 ( H l O = ( 2 » - l ) | ± ! “ r + ( l - 2 » ) [ - 4 » * , „ + 2 — ? . » +
1 —  О Г

+  — + ( 3 —4 0 )  —  
r r

агг/2(Х+ Р ')  =  (1—2 ^-)[ф, ,* + ? ,  г*+2  2 ?,«*].

В формулах (2.7) при расчетах нельзя во вторых производных инте
грала -ф, который имеет особенность при 2 < О , менять порядок диф
ференцирования и интегрирования. Поэтому после однократного диф
ференцирования по г интеграла ,-лр сменой порядка интегрирования и 
дифференцирования интегралы по области заменяются по формуле 
Грина—Остроградского интегралами по контуру, после чего становит
ся возможным повторное дифференцирование заменой порядка диф
ференцирования и интегрирования. То же самое проделывается для 
производных <ргг . В результате получаются следующие расчетные 
формулы для тензора напряжения при гфО:

0m.;2 ( 4 - I*) =  (2 О— 1 ) а Г — аJj j  тд (§2 - 8,).; Л +
*

2 j j Т -Z 62 ,zzzds — 2j Т  • 8 (/", р ,2 ,0 ),г^р| ,
s 0 i

2 0 - 1  1+&
°гг/2(а+н-) =  "  • т-1—г®{ 2 f Т о(р, г, г, 0).* d  Р+

2 ТС 1 — d ( о

+  JJ Т. е (3  82, e + ° u )^ 5 +  f [ r
4 0  3 Л 1>, о 2 '
----- • °2,г-----°1,г — ̂ -°2 ,zr ^2 02>г

Г  Г Г
ds ,

f 7 - . 8 ( r , p , 2 , 0 ) . z d p +
1 +  и 2 тс 1 — v [ о

+ 4 ftJ J7 ’.;82.eflfs+ JJ7 ’
S S

2 0—1 1+0

2 — 02.гг+ — + ( 3 — 4 0 ) —  
г г г

aJ  2(M-tO 2 тс 2 0
—°2)./■^+2j j  7 г 82,tzz ds 1.

После предельного перехода при z->— 0, а такж е учета (1.5) и пре
дельных равенств

1 1 m  82 =  l i m  8,=8(г, р, £, О )=80(г, р, I),
Z -~*-—О Z -* - —О

l i m  JJ'/(p,S)2 82,r„flfs=0, l i m  [ | / ( р , | ) г  o2:ZZZd s= -0
z-* —О

получаются следующие значения напряжении на границе полупро
странства

zz~ =0, 0 = 0 ,

-  °rr = ( 1 - 2  0)— Уа Г ( г , 0 ) -  
2 (Х + |* )  1 - 0  '



a ( i — 2 » }i ^ | | J J  Г , е 8° — ( i — &)JJ7’ , (2-9)

= ( 2 & - 1 ) ^ а 7 ' ( г , 0 ) -
2 ( Л-—J—[а) 1—

-  i - < l - . 2 » )  j ± j  S0.e* - t  ( l - » ) { {  T S ^ d s  j.

Из (2.9) видно, что граничные условия задачи (2.2) также выпол
няются.
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И С С Л Е Д О В А Н И Е  ПОЛЯ С К О РО С Т ЕЙ  ГАЗА 
В З А З О Р Е  М Е Ж Д У  РО Т О РО М  

И КОЖУХОМ Ц Е Н Т Р О Б Е Ж Н О Г О  П Ы Л Е О Т Д Е Л  ИТЕЛЯ

В. А. ТЕНЕНЕВ, В. А. ШВАБ, М. И. ШИЛЯЕВ

I

К ак известно, уравнения движения двухфазного потока в форме 
Телетова С. Г. [1, 2] не учитывают взаимодействия между частица
ми и с достаточным основанием могут быть применимы лишь для 
потоков с невысоким содержанием твердых примесей. В общем случае 
система дифференциальных уравнений турбулентного движения ока
зывается незамкнутой в силу неопределенности тензоров турбулентных 
напряжений как  для  газ.а, так  и для  частиц. Это обстоятельство тре
бует при решении конкретных задач  экспериментальных данных либо 
введения разумных гипотез. Кроме того, сила взаимодействия между

фазами Z, проявляю щ аяся как сила 
аэродинамического сопротивления 
частиц с учетом концентрации твер
дой фазы, по существу, эмпиричес
кая величина.

Однако в некоторых случаях 
при обоснованном упрощении зада
чи о движении гетерогенной среды 
удается выявить хотя бы качествен
ный характер распределения скоро
стей.

Представим себе несколько 
идеализированное течение гетеро,- 
генного потока с невысокой кон
центрацией твердой фазы  между 
дисковым ротором и цилиндричес
кой стенкой в вертикальном цент
робежном пылеотделителе [3] 

(рис. 1). П олагаем  поток осесимметричным. Считаем скорость газа и 
скорость частиц по оси постоянными, независящ ими от радиуса и 
ст =  ст{г). Эти допущения оправдываю тся тем, что в реальных кон
струкциях центробежных пылеотделителей с вертикальным расположе
нием. оси имеем небольшие длины сепарирующего ротора и достаточно 
широкие по радиусу зазоры, а следовательно, незначительные по вели
чине аксиальные скорости и их изменения по высоте, составляющие по
рядок радиальных входных скоростей газа  в ротор ( < 1  м /сек ) .  Кроме 
того, предполагаем процесс движения установившимся и газ несжимае
мым. Таким образом,

Ro

Рис. 1.



д д л
’^ j r  ’ ®*= c o n s t * ® *= con st ,  p= con s t ,  (1)

Pm=const, cos(cp,g)=0, p « p m,

и уравнения движения в направлении координаты <р и уравнения не- 
разрьшности запишутся в виде

/?Р«| ( d 3 ? + 3 ? )  — J d2,wv | 1 d w 9 w 9\  , 2 ,  — г-7-;-

I д / —:— ~+  - < - * p W r ® , ) - Z „  (2)

( d v v v A  д , ——г 2 —— г
т Р т ^ г у  r  J  C m ? m V r  V y )  ~| — ( С т Р т ^ г  ̂ <р, (3 )

d (cw r) , ™ Л
-1— ^ + С- ^= 0 , (4)

дг г

^i£rn£r)_ I - ®г _г> /е\
^  + * « T - ° ,  ( 5 )

гд е с т + с = 1 ,  Z y = B ( w v— v<t) — компонента силы сопротивления по ф.
Поскольку в сепарациоН'Ную зону ротора могут проникать только 

наиболее мелкие фракции ч'аст.иц, то с достаточным основанием сле
дует предположить, что

w 9= v 9 , w ’—v'.  (6)

Учитывая (6), умножая ( 2 ) 'на p/Q m и складывая с (3), получим

/1 . Р  ̂ ( d2w<? I 1 d w 9 w A  , д , —— гг , 2 . —— *-г
С Р w  I 1 + { *  J L  = 7 J  _ _ 2 _ | -— S----^  4- ( - p W r W  ).| -( - р а ; г ш 9),

V Рт) \ дГ Г дг Г- ) дг Г
(7)

где n = M z / M i  =  n ( r ) — расходная концентрация материала по радиу
су для полидисперсного материала, убывающая к роТору вследствие 
сепарации частиц на равновесных круговых траекториях; Мч и Mi — 
массовые расходы материала и несущей среды. Накапливающийся на 
радиусах зазора материал достигает таких предельных концентраций, 
обусловленных энергетическими возможностями аксиального потока 
удерживать о зазоре частицы во взвешенном состоянии, превышение 
которых влечет за собой выпадение материала в бу.нкер. Если в пото
ке движутся настолько мелкие частицы, что все они не задерживаю т
ся центробежным полем ротора, то следует полагать, что jx = c o n s t  и 
равна начальной расходной концентрации в зазоре. Таким образом, 
величина ц невысока и либо постоянна, либо в высокоэффективном 
йылеотделителе убывающая к ободу ротора практически до нуля. 
Следовательно,

J*— « 1  
9т

и уравнение (7) перепишется как



/  dwv w9 \ /  d2wv 1 dw4 Wa, \  , d , ; ^7 .
c>wi ^ +T n b F ^ - ^ - i ‘)+j?-->w'w*)+

H-------( —p w rwv). (8)
r

Из уравнения неразрывности (4) получим

хс р wrr = c 0 р nyr0r 0= c o n s t = —— . (9)
ZTzfl

С (дш,л М = ( ч + Л ( Ш )

Гак что

г \ д г  г ) \  дг- г  дг  г 2

где C = p q /2 n h  и компонента тензора турбулентных напряжений, со
гласно Бусенеоку,

Xr. =  — pwr г с л А
dw9 w9 
~ д г ~  г*

В уравнении (10), как и в работах [4, 5], динамический коэффици
ент турбулентной вязкости по турбулентному ядру потока положен 
осредненной величиной

/4=y40 =  const,

вычисляемой на среднеквадратичном радиусе по Прандтлю как

Л 0 =  р ( / - г
д / wv 

д г [ ~ т Гср
( 11)

Учитывая, что в турбулентном ядре потока т ^ с Л ь  будем иметь

q 1 ( d w 9 w9 \ (. d2Wy 1 d w 9 гюЛ /1ГЛ
*01 —1----------------------- :--------- г  I *2тг h г \  dr г  )  дг2 г  дг г 2

или, обозначая q /2nhe0=  (1—cm0) r0w r0/E0 — n, получим дифференци
альное уравнение второго порядка типа Эйлера для определения ско
рости Шщ

d2w ' l — n d w 9 1-f п
— f + --------------------т - оу<р= 0 ,  (13)
д г2 г дг  г 2

имеющее общее решение вида

w9= C xr l+n+ C 2r ~ \  (14)

где постоянные интегрирования С i и С2 определяются из граничных 
условий.

Из полученного выражения (14) следует, что характер распределе
ния окружных скоростей в гетерогенном потоке с невысоким содержа
нием тон'кодисперсных твердых примесей аналогичен распределению,



окружных скоростей для чистого газа. Однако уровень самих скоростей 
может быть отличным и определяется по граничным условиям, соответ
ствующим гетерогенному течению у стенки и у обода ротора, но для 
невысоких объемных концентраций материала в зазоре следует ож и
дать это отличие незначительным.

Д ля полного определения граничных условий у стенки цилиндриче
ского бункера необходимо знать концентрацию твердой фазы 'на грани
це ламинарного подслоя с турбулентным ядром стЛ, что представляет 
собой предмет специального рассмотрения сложной задачи о распреде
лении концентрации полидисперсного твердого материала в поле цент
робежных сил. Решение такой задачи с необходимостью требует при
влечения достоверных экспериментальных данных, связанных с опреде
лением констант х и а  для гетерогенного потока, в то время как даж е 
для течения чистого газа сведения о решении подобных задач в литера
туре отсутствуют. Отсутствуют и экспериментальные исследования 
аэродинамики таких потоков. Аналогично граничное условие на ободе 
дискового ротора центробежного пылеотделителя из-за недостаточной 
изученности турбулентного движения гетерогенных потоков поставить 
не удается, тем более, что даж е для гомогенного течения оно может 
быть определено в настоящее время только экспериментальным путем.

В связи с вышеизложенным на данном этапе имеет смысл решение 
задачи в вышеизложенной постановке пока для гомогенного течения 
газа.

Д ля  гомогенного течения при чисто вязком режиме движения газа 
в зазоре постоянные Ci и С2 в (14) определяются по граничным усло
виям

где n = w T/ o h .
При м-э-0, что соответствует большим v либо отсутствию расхода газа 
q —  0, из (16) получаем'известную в гидромеханике зависимость окруж 
ной скорости от радиуса при течении вязкой жидкости между двумя 
коаксиальными цилиндрами

Движение жидкости согласно зависимости (16) возможно лишь для 
больших значений v. Д ля  газовых потоков в центробежном пылеотде- 
лителе все режимы течения, как правило, соответствуют турбулентному 
движению.

В случае турбулентого течения газа в зазоре положим, как и в 
работах [4, 5], кинематический коэффициент турбулентной вязкости в 
ядре потока осредненной величиной e0> v .  Тогда (14) при граничных 
условиях

w9= M r 0 при г —г0 , w9= 0 при r = R 0. (15)

Так что

(16)

R0-*oo  соответствует потенциальному распределению

(18)



перепишется как
^ ( г 0)=ф(ог0 , ^ ( Я о - Л ) = ^ л ,  /?0»* л  

и»р= ф  /?о’я— { ( Г — 1)/-2+ п— Д R l + n ],

(19)

(20)

где

« Ч / A  , Ф = > Р ? / (1  — Ро+“), г--ш,, „/'(!« г„ р0 , 

Д = Г р 2„+“- 1 ,  р 

d  f w v 
d r \ r

*o=A0fo =  ̂ P г 

П олагая 1 = k {Rq—г) получим

е0 = 2х*|ФЙ«(Г-1)^р0— +Д)
Ро

(21)

(22)

При аксиальной подводе газа  с невысокими скоростями между 
бункером и ротором в ламинарном подслое у стенки распределение ско
рости т 9 можно принять линейным и провести оращивание решения 
(20) на радиусе Ro—6 Л с линейным согласно двухслойной схеме [6]: 

Разрыв производных —

дг  V г  }Rо-«л д г \  г  //?»—8Л
(23)

равенство касательных напряжении —

р г 2 /2 д г \  г
wa :Г, Г wa

Ro-*»

равенство скоростей —

(24)

(25)

где w VJl= a v  , у - ,  т0 — напряжение трения на стенке, а  — эк

спериментальная константа, относящаяся к ламинарному подслою.
Равенство напряжений на границе ламинарного подслоя с турбу

лентным ядром (24) при распределении скорости w \  в турбулентном 
ядре по (20) и линейном распределении в ламинарном подслое

v
w $ = - f ( R 0—r)  

дает соотношение с учетом Ro^>8ji, / —*(Я0—г)

Ф [ ( Г - 1 ) / г + 2 Д ]  =  - г > : / е 0 ,

(26)

(27)

откуда

- Г ) * =  —

1 Фае,°о
2 «1»в)Г0ро

<2Р5+”+ « )  + / { 4 -  £ % <  2 p S B ) } V ® ( 2 + » ) 4 .  (28)



В ы раж ая 8о через п  как  Eo=wr0 Го/п, из (21) найдем

2

п.-. т 0ро

2 * Ф Я о ( 1 - 1 / р 0)2
п
—  Ро ( Г — 1 ) + Д

где Г = а о # /фигоро.
Подставляя (28) в (29), получим трансцендентное уравнение для оп
ределения величины п в виде

n = f ( n ), (30)

решаемое методом итерации.
Толщина ламинарного подслоя, согласно универсальному закону 

распределения скорости у стенки, определится из выражения
S ^av /u* . (31)

Рис. 2.

Экспериментальные к  и а  могут быть определены следующим об
разом. Находим из экспериментального р аспределения скорости, соглас
но (20), на среднем радиусе гсР — V R q г0 Щ с? , равное

Ф Г i+iL
( Г - 1 ) Р о  2 - АW  9 ср —  3/2v шр0' (32)

где w 9 сР =  w* Ср/Ш /"о — безразмерная окружная скорость газа на
1+— 1+Л i+iL

радиусе г ср.' Учитывая, что (Г — 1)р0 2 — Д=(1-(-Гр0 2 ) ( 1 —р0 2 ),
ф  — (Ьюло/(1—ро+” ), получим

1 -Д \ 21п
1 - Г  

In Ро



где Л — Шерср/ф/Ро, Г =  ш<Рл/(1>Ро. Подставляя в (2 8 ) a - w 4>nl,v!f и 
будем иметь выражение для экспериментального определения и а

Wv* 1 Г ъ
v-— r = V  ф

Wr0 Г0 ( Г 1
2Д
п

(34)

Константа турбулентности х определится из (22) как 

Ро Г  w

1 - V
гО

Ро Г п  1+Л  „  ж'
2 R 0n Ф Т Ро 2 (1 — Г )+ Д

(35)

Очевидно, что в общем случае х и а  должны быть функциями 
адг0, ад,о » Яо—г0, т. е.

* = / i ( co/*0 > WrOi Ro Го).
а  =  / 2 ( ш Г 0, w r0> R q ~  r o)-

Из теории размерностей следует
6

i = Г — 1аГ-^-
LceKj [.сек.

м

откуда а + Ь + с =  0, — а — Ь — 0. Так что
а = — Ь, с = 0.

Следовательно, единственным параметром, определяющим х и а ,  будет

*=/i(a>?6), а=/2(й??о),
где

w ro = w rolи г0.

Результаты расчета иллюстрируются на рис. 2. Экспериментальные 
х и а  изображены на рис. 3, где

а 1 —  а2= \ .
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О б о з н а ч е н и я :  с — объемная концентрация; г, cp, z  — цилиндрические коор
динаты; р — плотность; v — скорость частиц; w — скорость несущей среды; г)— дина-, 
мическая вязкость; v—кинематическая вязкость; и', w '—пульсационные скорости для 
частиц и несущей среды; h — высота живого сечения ротора; — осредиенный коэф
фициент отставания газа от обода ротора по окружной скорости, ^  — w ^ ( r 0)l^rQ\ б л— 
толщина ламинарного подслоя; ю — угловая скорость вращения ротона; го— радиус 
ротора; /?0— радиус кожуха; шг0—ереднерасходная радиальная скорость газа на входе 
в ротор; с то— концентрация твердой фазы на ободе ротора; q — объемный расход газа; 
т  — индекс, относящийся к твердой фазе. '



И С С Л Е Д О В А Н И Е  ПРОЦЕССОВ СЕП А РА Ц И И  
В Ц Е Н Т Р О Б Е Ж Н О М  П Ы Л Е О Т Д Е Л И Т Е Л Е  
С Д В УМ Я  СТУПЕНЯМИ ГАЗООЧИСТКИ

В. А. ШВАБ, М. И. ШИЛЯЕВ

1. Влияние концентрации твердых примесей в очищаемом  
потоке газа на эффективность центробежного пылеотделителя

В работе [1] показано, что в центробежном пылеотделителе с ди
сковым ротором и с тангенциальным подводом пылегазовой смеси в ци
линдрический корпус аппарата процесс осаждения пыли реализуется 
практически в две ступени. Н а  первой, так  называемой циклонной сту
пени, за счет пр ед варите л ьной закрутки пылегазовой струи у стенки 
корпуса осаждаются наиболее крупные фракции частиц. Вместе с ними 
при высоких входных концентрациях материала ро вследствие взаимо
действия между собой и в основном с крупными частицами осаждаются 
и наиболее .мелкие частицы пыли, которые в силу малости своей инер: 
ционности не могут быть задерж аны  центробежным полем ротора. Этот 
эффект существенно повышает эффективность аппарата по сравнению 
с расчетной эффективностью, определяемой по равенству центробежной 
оилы силе аэродинамического сопротивления, действующих на частицы 
предельного диаметра б* на эффективном радиусе г* с учетом фракци
онного состава отделяемого материала

sT= l - G B(§*). (1)

Математически этот эффект можно оценить коэффициентом, зависящим 
от способности пыли к адгезии, агломерации, весовой расходной кон
центрации |д,о в очищаемом потоке газа, а для конкретной п ы л и — явля
ющимся функцией только ро и равным отношению действительной за 
пыленности потока на выходе к теоретическому

* Ы = — . (2)
Ст

где

Ст=р[*оОв( П -

Экспериментальными исследованиями пылеотделителей на различных 
по физическим свойствам пол иди с п е р с н ы х материалах установлено, что 
с уменьшением среднего размера частиц способность материала к сли-



паемости, к адгезии при повышенных jx0 увеличивается, в результате 
коэффициент k  (|хо) уменьшается, увеличивая эффективность аппарата.

ed= l - % B)Gp(8*).' (3)

Так например, при (х0« 0 , 3  для талька бСцо) ~0 ,005  ( С в(б =  0ч-5 мк) =  
=  65%), для цемента 6 ( 1x0.) ~ 0 , 18 (G B (6 =  0-f-5 мк) =  10%), для более 
крупного и сыпучего материала хлористый калий (GB (8=0- i-7  мк) =  
=  2 %) &(ц0) уже значительно выше [1]. При обработке опытных д ан 
ных б* рассчитывалось по формуле

(4)
w R o V  n h p  m

соответствующей условию равенства центробежной силы силе аэроди
намического сопротивления, действующих на частицу размером б* на 
ободе ротора. Здесь 'ф0= < 1 / < ? (V o)/W o> —коэффициент отставания 
окружной скорости газа от окружной скорости точки на ободе ротора, 
райный по экспериментальным результатам работы [2] в среднем 0,65. 
Однако, как  следует из эксперимента, при Tj)0= 0 ,6 5  даж е для невысо
ких концентраций ц ж  0,03—0,06 коэффициент &(|л0), как правило, ни
же 1 (рис. 1). Этот факт объясняется, по-видимому, как результатом 
дополнительного осаждения частиц размером б<Сб* за счет сил адге
зии вблизи стенки бункера или случайных аэродинамических эффектов 
в застойных зонах осадительного бункера, так и является следствием 
значительного повышения средней по высоте зазора окружной скорости 
газа в междисковом пространстве ротора. Анализ полученных распре-

Qfi

0.6

0,ь

О,г

о 1 1  .3 у
Ряс. 1.

делений окружных скоростей между дисками ротора при его радиаль
ном течении к оси [3", 4] позволяет ввести коррективы к определению 
коэффициента i|)o и, .следовательно, к определению габаритов .ротора 
при заданном предельном размере частиц б*.
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2. Оценка среднего значения коэффициента ^  с учетом распределения
скоростей газа между дисками

В названных работах [3, 4] проведены аналитические исследова
ния турбулентного и ламинарного течений газа в междисковом прост
ранстве ротора в режимах работы центробежного пылеотделителя. Тур
булентная задача решена для осредненной по высоте зазора ме^кду диска
ми скорости г'аза численно при коэффициенте трения о диски по Бла- 
зиусу как в плоских трубах. Решение для ламинарной задачи получено

аналитически с учетом изменения ради
альной, окружной скорости по высоте 
зазора и наличия осевой составляющей. 
Из аналитического решения ламинарной 
задачи следует, что течение между дис
ками может быть разделено на две об
ласти: 1) область входа гв ^ г ^ 1 ,  где 
заметно проявляются начальные пара
метры газа на ободе ротора и 2) асим: 
птотическую область , где влия
ние начальных параметров практически 
исчезает. Расчет ламинарного движения 
газа для режимов работы центробежно
го пылеотделителя показал, что в асим
птотической области радиальные скоро
сти выравниваются и с  большим основа
нием могут быть аппроксимированы для 
общих оценок среднерасходными, окруж
ные скорости в этой области достигают 

своих максимальных значений, а возвратные течения, характерные для 
входной области, отсутствуют (рис. 2). В этой области течения'исчеза
ет и аксиальная составляющая скорости газа.

Распределение осредненной по высоте зазора окружной скорости 
газа в асимптотичеокой области между дисками может быть выражено 
как

р
6

\
.2

О

-г

-ч

-£

%*QS 
х  -5,гъ

N0,2

0.9 0.8

/
У

Рис. 2.

1 Ф
< v 9>  =  $v9( r , z ) d z = r  ----- ,

О г
(5)

где

= r + i - < D ^ - i ,  ф  =  — L \ L  = -----(L —
i»R0 2 г  3 2mnRoh

l h2(0 Z-----. z = ----- . (6)
4 v hj 2

Радиус r„ достижения максимальной окружной скорости <t>«p > между 
дисками определится из условия экстремума

d<.v  ср>
dr

= 1 - ф / г! = о ,

Г . = / Ф . О)



Внутри ротора на некотором 'радиусе г №, вообще говоря не равном 
, достигается условие равновесия центробежной силы и силы аэроди

намического сопротивления, действующих на частицу предельно мало
го размера б*, которую возможно отделить ротором при заданном ре
жиме работы аппарата. Это условие запишем в врде

3 ^ ' < V ^ ) > = m < V ' ( r ' - ) >  , (8)
А**

ИЛИ

2

р  ■, } >  , (9)

где m =  Pmic8*a/6> ^  (10)

Учитывая, что

< ^ ( 0 > = . ( ^ + Ф ) — . О 1)
г **

< V t( r J > ^ q :2 r . R ^  (12)

получим

где

г . = / ‘ - 2 У Ф + ^ - 4 Т О . (13)

^  -  °> V  <  VrO >  , <  Vro >  =  <  v r(г0) >  /шго-
Или

Г = л / ~  Л + V 1 - А Ч  r l
** у  9 ijr (14)

Положим, что Тогда из выражения (14) следует

4 У Ф = 1 .  (15)

В работе [4] получен радиус начала асимптотической области течения 
между дисками в виде

' « = [ / "  l - 2 , 3 ® ( 2 + l g i — 'Фо . х
ф (16)

Математически возможные значения г а лежат, в пределах 0 
чему соответствуют реальные пределы для параметра

0,24-0,21 < Ф ^ 0 , 354-0,45 (17)

при ф о » 0,55-^0,65. Значение Ф =  0 {га = 1 ) ,  соответствующее движ е
нию газа без расхода, опущено. Поскольку крайние значения параметра 
Ф практически нереальны и, следовательно, при наличии между диска
ми значительной зоны асимптотической области в действительности ре
жим движения газа должен соответствовать некоторым'средним зна-



чениям < Ф > ,  выбираем для оценки сепарационной способности рото- 
ра < Ф >  среднеквадратичным из крайних пределов л  равным 0,3. Та
ким образом, при условии выполнения равенства (15) среднее значение, 
параметра 'F должно быть равным 0,835. Практически значение Ч'1 в 
среднем лежит вблизи величины 0,835* и поэтому приближенно можно 
полагать, что г,.»/"** и из соотношения (15) получим б? в виде

З-Ю 6 Г ~ 7 Г Т

( 1 8 >

где

ф = 2 К Ф « 1 , 1 .  (19)

В этом случае коэффициент ф учитывает суммарное влияние повыше
ния окружной скорости газа в междяюковом пространстве ротора на 
процесс пылеотделения и оказывается значительно выше, чем ij) =  0,65

*ф =  1,7*фо-

Из рис. 1 следует, что для входной концентрации цементной пыли 
в очищаемом потоке газа, равной |о,о~0,05^-0,06, А(р,0) « 0 ,5 8 .  Следова
тельно, учитывая (2), (18) и полагая для мелких частиц б < 6 *  
GB (б) =а6,  получим

°о,65= 1,7 Su , ^(^0 )1.1= 1 ,7  ^(^0 )0,65 (21)

И

k ; 0,990, (22)

величину, близкую к 1, что и следовало ожидать при отсутствии влия
ния частиц друг на друга при невысоких расходных концентрациях цо- 
Таким образом, для инженерных расчетов дискового ротора центробеж
ного пылеотделителя можно с уверенностью рекомендовать формулу 
(18), полагая

г|з= 1.

3. Наименьший размер улавливаемых ротором частиц

Наименьший размер улавливаемых ротором частиц определялся 
расчетом из экспериментально полученных Эффективностей модельного 
пылеотделителя при невысоких входных запыленностях потока ( ~ 4 0 — 
50 г /м 3), когда можно предположить, что взаимодействие м еж ду части
цами пренебрежимо мало и й(цо) « 1 .  Из формул (1) и (3) будем иметь 
ет =  £а , а формула (2) позволяет связать для данного материала эф- 
фективноеть пылеотделения е с комплексом X=(j iR0/  У 2pR0< . V Г(г0) > .

* Заметим, что г %= г ^  и соотношение (15) для среднеинтегральных по зазору 
значений скоростей выполняются точно. Действительно, если r<_vr >  = c o n s t , то усло
вие экстремума для < v ? >  совпадает с условием экстремума для б* и максимальному 
значению < v 9 >  соответствует минимальное значение б*

do*- _  2&* do* _ д  d (г  < v r > \ _  _  2 Acons t  d <  v 9 _ q
dr dr  dr  \ < i b > 2/ <г.'9> 3 dr

или d b * j d r = d < v 9 ~> j d r = 0 ,  rihPm-



О бработка результатов эксперимента на каолине иллюстрируется 
рис. 3. Из графика видно, что максимальная эффективность 98% дости
гается при значениях X  в интервале 220—240, что соответствует мини
мальному размеру частиц 5* та2 мк. Результаты расчета предельных 
размеров частиц дублировались микроскопическим анализом уноса пы
ли из аппарата. Измеренные ■•максимальные размеры частиц в уносе 
удовлетворительно согласуются с результатами расчета.

Рис. 3.

Кривая насыщения эффективности (рис. 3), полученная на модель
ных установках для материала с неизвестным фракционным составом 
и неизвестной плотностью, может быть использована при расчетах и 
проектировании промышленных аппаратов с наперед заданной эффек
тивностью. По снятому с графика значению X  могут быть определены 
геометрические размеры ротора, радиальная скорость входа газа в ро 
тор и скорость его вращения.
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О Д Н О М Е Р Н О Е  ТЕЧЕН ИЕ  
Н ЕС Ж ИМ А ЕМ О Й Д В У Х Ф А З Н О Й  С Р Е Д Ы  

В ТРУБАХ ПОСТОЯННОГО И ПЕРЕМ ЕН Н О Г О  СЕЧЕНИЯ

А. В. ШВАБ

Рассматривается одномерное течение идеальной несжимаемой ге
терогенной среды в трубах переменного и постоянного сечения с уче
том влияния сопротивления трения на основе экспериментальных дан
ных. Приводится наиболее удобная форма преобразования системы 
уравнений движения гетерогенной среды, в которой в качестве основ
ной переменной принята, обратная величина объемной концентрации 
несущей среды U=l/-e.  Это преобразование позволило систему урав
нений привести всего к двум уравнениям и открыло возможность к точ
ному решению ряда частных случаев течения гетерогенной среды в 
трубах переменного сечения и в том числе, когда отношение площади 
начального сечения 5 0 к текущему значению площади сечения S(£), 
то есть f = S 0/ S ( l ) ,  меняется по линейному закону, а такж е  в тех случа< 
ях, когда это отношение может быть представлено функцией перемен
ной U или безразмерного статического давления Р. Рассмотрен также 
на основе численного метода общий случай течения в канале с про
извольно заданным изменением сечения и учетом влияния сопротивле
ния трения. Н а  основе проведенного анализа течений в каналах  пере
менного сечения построен метод расчета расходов и расходных кон
центраций по экспериментально измеренному распределению статиче
ского давления по длине канала, что открывает возможность практиче
ского применения метода для определения параметров гетерогенной 
среды и в том числе расходной концентрации по измерениям статиче
ского давления. В трубах постоянного сечения рассмотрен характер 
изменения параметров гетерогенного потока в начальном участке при 
неустановившемся течении и такж е установлены основные соотношения 
между параметрами потока при установившемся течении гетерогенной 
среды в том случае, когда учитывается сопротивление трения.

Основные предпосылки, принятые в работе’, сводятся к следую
щему.

1. Рассматривается идеальная гетерогенная среда, лишенная вяз
кости, однако сопротивление частиц примесей учитывается по зависи
мости для сопротивления сферических частиц.

2. П редполагается равномерное распределение частиц примесей в 
поперечном сечении потока.

3. Рассм атривается течение несжимаемой гетерогенной среды, 
справедливое для капельных жидкостей с твердыми примесями и пЫле- 
газовых сред при ограниченных перепадах давлений.



4. Учитывается влияние сопротивления трения на стенках по экспе
риментальным данным о коэффициентах сопротивления трения для ге
терогенной ареды.

5. Рассматривается для упрощения расчетов монодисперсный со
став примесей, однако не представляет труда обобщение результатов 
работы на полидисперсный состав примесей. (

Течение несжимаемой идеальной гетерогенной среды, но без учета 
влияния аил сопротивления трения на стенках рассматривалось 
Я. 3. Клейманом [1], построившим исследование на линеаризирован
ной форме уравнений движения, и К. Ш. Латиповым [2] без предвари
тельной линеаризации уравнений для переменного сечения, но с ограни
чениями, наложенными на характер изменения профиля сечения, а так 
ж е в аналогичной постановке эти вопросы рассматриваются в моногра
фии Д. Ф. Файзулаева [3].

Идея применения измерений статического давления В 'каналах пере
менного сечения для определения расходной концентрации гетероген
ной среды рассматривалась в работах Барта, Нагеля и Ваверена [4], 
а так ж е  в работах [5] и [6].

Система дифференциальных уравнений одномерного несжимаемого 
гетерогенного потока в более общей постановке с учетом влияния сил 
сопротивления трения при непосредственном введении объемных кон
центраций, составляющих смеси, может быть представлена в виде [7]

ре(х) и (л:)5(х) =  G  =  const, (1)
Р т гт  ( x ) w ( x ) S ( x )  =  G  т  =  |.lG =  COnst, (2 )

dll d p  . I
ери - = — г - -----Ер g-COSY— —  ■ (3)

a x  a x  2D
d w  dP % „ i

£тРт™-^- =  — £т^-----£mPn,g COS Y -  —  SmpmW2 +  ZmpmZ , (4)
d x  d x  2D

£m + £ = l> (5)

где z = 0,75 £ (и— w ) 2/6pm— массовая сила сопротивления твердых ч а 
стиц; и, w — скорости несущей среды и примесей; G и Gm — массовые 
расходы; е и г т — соответственно истинные объемные концентрации;
S — переменная площадь сечения трубы; р, Qm — истинные плотности 
несущей среды и  примесей; ц — расходная концентрация; 6 — диаметр 
твердых частиц; D — характерный диаметр сечения трубопровода; X и 
Хт — коэффициенты сопротивления трения на стенках трубы; £ — коэф
фициент аэродинамического сопротивления частиц; р — статическое 
давление; х  — координата, ориентированная в направлении движения; 
у — угол м еж ду направлением трубы и вертикалью.

Система уравнений (1) — (5) может быть сведена к двум диф
ференциальным уравнениям для безразмерного давления Р = р / а 2р и 
переменной U — 1/б в зависимости от безразмерной координаты 
=  x / D 0. На основании уравнений (1), (2), (5) имеем

s U  1 ( ^ - D
u ^ f U -  i = D '

Используя эти соотношения, в результате вычитания и сложения урав
нений (3) и (4) получим



U [ ( U - \ y + r f ; ‘ f U
d  I J  O' fe

П  r ^ U - l l  Fr cos у -  Q - U 2( U —  1 )3+  -bs. - % r  i*2 U 2( U — 1 )-
r / 2 2 D

|- C  ^ £ / 3( U  - 1  -  (1 г )2( U - 1).

_  d P =  ,, j  J _  d_ 
d f ~  I f  d l

f UfU-\- r [x2-

X D n r , , D*

+
Fr 1

D

: u -  w .cosy

U

где

2 D  ' 2 0  (£/ - l )J

a = G / p 5 0; Fr =  g D 0/a!2; r = p / p m ; }— S 0/S .

(8)

Индекс 0 относится к начальному сечению трубопровода, т . — к твер
дым примесям гетерогенной среды. В том случае, когда можно прене
бречь влиянием сил сопротивления трения на стенках и. гравитацион
ной силой, система уравнений (7)-— (8) примет вид

U \ ( U - 1 f + r  И  - V •'( U -*■ 1 ж  U - 1  d4 t-
d l  f  d l

_ ± 0 > г и ч и _ 1 г П и _ у
4 о

d l  d l
f U + r v ? - f U

{ U - 1)

(9)

(10)

Переменные >в дифференциальной системе уравнений (7) — (8) в 
общем случае не разделяются, однако, если считать площадь сечения 
трубы функцией безразмерной переменной U, полагая f = S 0/S  = f ( V),  
то после подстановки f (V) в уравнения (7), (8) решение получим в об.- 
щем 'Случае; без ограничений, в виде ивадратур

1 - 1
' Щ { и - \ у + г ? \ + и \ и - т и - 1 у - г , ? \ у % у и

° - r ) !^ ~ 1>V r c o s v — l U \ U - I ) -
U0 r j -  2 L) Z U

(П)

— A.

где A =  U3(U — r ) 2;

P o - P - U 2u0
1

[l2r
( U - \ f + - f>/ V  u-lldu

f r  \d j_  +

4~
Fr

u p
1

U - 1 d U y 1 , I  UD0( d U  W  
—  cosy  4------------ 2 —  +
d l )  2 D [ d l I

(12)



+

Из качественного анализа движения гетерогенной среды ясно, что объ
емная концентрация газа пропорциональна площади сечения 5  и, следо
вательно, U обратно пропорционально S. В частном случае функция 
f  ( U ) может быть задана, например, в виде

/=l  (13)
После подстановки f в уравнения (11) и (12) и без учета влияния сил 
сопротивления трения и гравитационных сил, уравнения (11), (12) для 
этого 'Случая могут быть проинтегрированы

^  l 2 ( U - U 0) + r- £ — ±\n—
B { U o— l ) l  ° '  / > +  1 U 0

+  ( 2 г  ( л - 1 +  CUZlL
V 1Н-/-Р. I  U o - r v - l

р°~р=( 5 ^ { т ^ 3+(/7“ 1)3 -  ^ -(£ /0- i m

+(Г  1

где B =  18pr]Do|ap62; r ] — динамическая вязкость несущей среды; £ — 
коэффициент аэродинамического сопротивления частиц, который для 
сферических частиц подчиняется зависимости

2 4  94-
С= - £ -р = - ^ (  1+0 ,183  Re°'5+ 0 ,0 1 7 5  R e ) . (14)

Re Re

Таким образом, задание / = 5 0|5  функцией переменной U приводит к 
точному решению системы дифференциальных уравнений (7) — (8). 
П одбирая функцию f  (V) ,  можно добиться заданного характера измене
ния площ ади сечения трубы.

Аналогичным способом может быть найдено решение системы 
(9) — (10), когда /  является функцией безразмерного давления Р =  р \ а 2р. 
Интегрируя уравнение (10) в предпосылке, что f  =  f ( P) ,  получим

_  \ f ( p ) i u + Y ?  r - ¥ — \ - ( U b + ixV— ^ - Л  (15)
к  АР )  I ( и -\ )j  1 u 0~ i j

Полученное уравнение — квадратное относительно переменной U, его 
решением будет

t / = - i - ' ( l / F = 4 c - 4 ) ,  (16)

где

f ( P)  k f ( P )  f  I  ^ o + l

1

f { P)
t ' o + ' V

un p, dPf
^ o - l  k f ( P ) l



Дифференцируя уравнение (16) по переменной Р  и подставляя значе
ние U и d U \ d P  в уравнение (19), учитывая также, что d U \ d \ —  
= ( dU\ dP)  • ( d P \ d Q,  получим после разделения переменных и интегри
рования

" < и { ( и - 1 Г + г ^ ) ^ + и % и - т и ~ 1 у - - г ^ ] \ Щ а р  

S -  5 , -  1 1 ( 17)

4 о

П редставляет интерес такж е частный случай прямого задания /(£) 
относительного изменения площади сечения насадка в виде линейной 
функции безразмерной координаты l , ~ x \ D o

f = M i + N .  (18)

При этом будет

^ = M = c o n s t ,  (19)
d \

/
что обеспечивает разделение переменных в уравнениях (7) — (8) при 
отсутствии гравитационных сил и сопротивления трения. В зависимо
сти (18) приняты обозначения

^  So S K _ д7__50 S 0 S k ^
S«(6«-6o) ’ 5 K S K( l K- l 0) к‘

Индекс 0 — начальное, к -^ к о н е ч н о е  сечение конфузора или диффузо
ра. Точное решение системы дифференциальных уравнений (9) — (10) в 
этом случае, используя, зависимости (18), (19), получим в виде

--------^  In U ~ l - f r f l n — +е/.-  (20)
М  ® ^ 0  {a'~\~b-\-c) U q— 1 R 0

р ° - р = м 1 И и + *  ги ^ Ш У +  /2 f1 ■- < ^]Ь
(21)

где

я = ( ' | ‘ - - 1 ) ~ - В ( 1 + ' » ;  ь=2%+(г р+2) в-, 
d \  d \

„= _ £ _ _ ^ /  . ( а-\-Ь-\-с)(а— с)-{-с(Ь-\-с)г 18 р-д О 0 ^
d \  ’ 2ас{а-\-Ь-\-с)  ’ ар82

_  bc(b-\-c)r р2— 2 ас2г р2— (а-\-Ь-\-с)(аЬ+Ьс-\-4 ас) _ 
2 ас(&г\-Ь-\-с)

R =  a-{-bU-\-cU2; R 0= a-\-bU 0-\-cU i\ Д = 4 ac— b2\



_____1 _ , п( 6 + 2 с ^ - У - Д ) ( 6 + 2 с 1 Г 0 + / - A
V —  Д ( 6 + 2 с / 7 + К - Д ) ( 6 + 2 с ^ о - К - Д

4 с ( £ / - £ / 0)  д _ 0

( 6 + 2 c i / ) ( H -  2 с ^ 0)

| /  Д-
, b-\ -2cU b-{-2cU0arctg —!—= ------arstg - 0

) / Д  ] /Д
Д > 0 .

В общем случае при произвольно заданном изменении площади 
сече Вия насадка  может быть построен приближенный метод расчета 
параметров потока,'основанный на зависимостях (20), (21),. С этой це
лью насадок переменного сечения разбивается на отрезки, в пределах 
которых приближенно удовлетворяется требование, лежащ ее в основе 
этих зависимостей и заключающееся в том, что изменение площади сече
ния с определенным приближением подчиняется линейному закону (18) и,, 
следовательно, d f \d £ ,= const. Последовательное применение решений 
(20) — (21) для выбранных.участков, с учетом условий сопряжения меж
ду участками, дает возможность, найти изменения параметров по длине 
канала  переменного сечения с заданным профилем.

В частном случае течения гетерогенной среды, когда размер транс
портируемых частиц мал 6->0, из уравнения (7) следует

U =  1 + ф ,  (22)

что соответствует для объемной концентрации ' е=  1— eOT=  const, причем 
суммарная плотность ореды p s удовлетворяется зависимостью

pE:=ep+empm.

При этом из зависимости (6) следует условие о равенстве скоростей не
сущей среды и примесей u — w. Используя значение U по соотношению
(22) и интегрируя уравнение (10), получим

P o - P - Y f i + p - H i + ^ x r - i ) .  (23)

Учитывая, что

а = - 5 _ ;  p = -E —-t G = e i l p S ;  S U —S 0U0, 
p S 0 a2p

после несложных преобразований имеем

р  . Ц2 Р« , «о , ,0/1,— + - ^ - =  —  + - c o n s t ,  (24)
ps Z  ps Z

которое является уравнением для идеальной друхфазной среды плотно
стью pv. При концентрации твердых примесей (я =  е m =  0 имеем урав
нение Бернулли для несущей среды.

Расчет параметров потока несжимаемой гетерогенной среды при те
чении в каналах с произвольным, но гладким характером изменения 
площади сечения и учетом влияния сопротивления трения на стенках 
трубы может быть выполнен такж е численным методом непосредствен
но по уравнениям (7) — (8). По разработанной для ЭВМ программе



такие расчеты были, в частности, выполнены для насадка с изменени
ем площади сечения по закону

и ногда

/ =
D\

4 [ £ + Я - ~ 1 / > 2( а - * ) 2]2 ‘

На рис. 1 показан характер изменения сечения для частного случая 
6 =  0,02 im; а =  0,05 м; £>о=0,05 м; а радиус кривизны сопла R  опреде

ляется по заданным размерам а, b и Do. Д ля  данного сопла на рис. 2,
3, 4 приведены результаты численного расчета. Н а рис. 2 показано рас
пределение параметров гетерогенного потока по длине сопла. Кривые

/,0

O.S

0.6

о. г

*гР

'BS.0

'й*.е

т. г

о , /35.8

т л

o l  '83

и ,  V !  

(  ДГд)

(

SO 1

ев 0, 999Й

гг 0. 9 9 9 6

>8 О. 999 4

/« ■0.9992

fO . 0 ,9 9 9 0

1 , 2  — соответственно скорости газа и твердых частиц: и, w; 3 — истин
ная объемная концентрация газа е; 4 — безразмерное статическое д ав 
ление Р =  р | а 2р; 5 — отношение скорости частиц к скорости газа w\u.  
Расчет проводился для случая р = 1 ,2  к г /м 3; р т  = 2 0 0 0  кг/м3; j u l =  1;



= 0 .0 0 5 ;  £ = Ю 0  мк; / = 0 , 0 5  кг/сек; /?'о= 105н/м2. Н а  рис. 3 приведе
но распределение безразмерного статического давления по длине канала 
для твердых частиц примесей разных размеров. Кривой 1 соответствует
6 =  50 мк; 2 —. б =  100 мк; 3 — 6 =  250 мк; 4 — 6 =  500 мк; причем рас
чет проводился для случая |х =  4, во =  0,9975 и исходных данных, ука
занных выше. На рис. 4 показано такж е распределение давлейия по 
длине канала при различных значениях расходной концентрации. Кри
вой 1 соответствует fx =  0; 2 — (х = 1 ; 3 — (и=4; 4 — ц = 1 0 .  Расчет про
водится при 6 = 1 0 0  мк, 8 =  0,9937 и исходных данных, указанных выше.

Большой практический интерес представляет возможность опреде
ления параметров гетерогенной среды при помощи’измерений статичес
кого -давления по длине насадка переменного сечения. Применение это
го метода имеет большое практическое значение в связи с трудностями 
непосредственного измерения, например, такого параметра, как расход
ная концентрация. Д ля указанной цел/и преимущественно используют 
насадки переменного сечения, обеспечивающие более существенные пе
репады да:вления и вызывающие наиболее энергичные перераспределе
ния объемных концентраций за счет инерционных и аэродинамических 
сил, чем, 'например, в трубе постояного сечения. С другой стороны, 
влияние сопротивления трения в коротких насадках переменного сече
ния относительно мало, что упрощает построение метода расчета п а
раметров потока по известному из опАгга распределению статических 
давлений. Обобщение метода расчета параметров потока по измерени
ям статического давления, предложенного в работе [8], сводится к сле
дующему. Воспользуемся аппроксимацией функции безразмерного д а в 
ления Р  в зависимости от безразмерной координаты % = x \ D 0

Р =  Р(1)

и после разделения переменных и интегрирования уравнения (10) полу
чим

J
1

- n r d l - - m w
( U - 1)

-£/0=o. (25)



Здесь интеграл в уравнении (25) является известной функцией коорди
наты. Реш ая уравнение (25) относительно переменной V, получим

1и = Ф { \ ) = - L- - { V b > - 4 c - b ) ,  (26)

где

1

№  
с

\ ± dJ L d l — 0 ^ 1 — и
J /  d i  (U0-  1). со 

1

+ Н 3'2- 1,

Г  ̂ I r 'i3‘2̂ °  | U
т г 1  т  i + t / °'о

Определяя производную dll\d'EI из соотношения (26) и подставляя зна
чения U и d U \ d l  в уравнение (9), получим

Ф [ ( 0  — =  — Ф 2[(Ф — 1)-Л |Л 2] ( 0 -  1)“ -  
d l  /  d \

Б Ф 2(Ф —1)2( Ф —/-[х— 1). 1 (27)

Это уравнение является алгебраическим относительно постоянных па
раметров гетерогенной среды. Применяя уравнение (27) для произволь
ных четырех сечений, получим систему четырех алгебраических уравне
ний относительно параметров ц, U0, a  =  G|pSo, б, решение которой и 
определяет эти параметры. На рис. 3, 4 видно, что распределение ста
тического давления вдоль канала переменного сечения существенно за 
висит от расходной концентрации ji и размера твердых примесей б. 
Этот факт и является основой при построении метода определения по
стоянных параметров гетерогенной среды, таких, как расходная кон
центрация, расход воздуха, размер транспортируемых частиц и др. 
Д ля полидиспер'сного материала при определении постоянных парамет
ров двухфазного потока требуется знание функции распределения*час
тиц по размерам. Использование последней в уравнениях движения по
зволяет путем известных методов обобщить полученные результаты на 
движение среды с, полидисперсными примесями.

Течение^ несжимаемой гетерогенной среды в трубе постоянного се
чения характеризуется наличием начального участка потока, в преде
лах которого осуществляется стабилизация течения, приводящая к не
которому равновесному соотношению параметров потока на достаточ
ном удалении от входа. Процесс стабилизации одномерного установив
шегося течения несжимаемой гетерогенной среды, который возникает в 
начальном участке, является следствием неравновесного силового взаи 
модействия компонент смеси, которое приводит к относительному уско
рению их движения с направленностью, удовлетворяющей тенденции 
уменьшения неравновеоности, причем этот процесс стабилизации носит 
а си митотический характер. Совершенно очевидно, что степень неста
бильности двухфазного потока при входе в трубу определяется мерой 
отклонения входных параметров от параметров равновесного течения 
для данного конкретного случая. Эти отклонения могут быть весьма ог
раниченными или полностью отсутствовать и тогда процесс стабилиза
ции ускоряется или вообще исчезает. Д ля одномерного течения гетеро
генной среды в трубе постоянного сечения уравнения (7), (8) примут 
вид



f r  y - } u 4 u - i r  +

+  X- * r v ? U i ( U ~ \ )  - ^ ^ l U \ U - \ ) { U - \ - ^ . r ) \  (28)
2, 4 8

dP_
d l

1 Г |J.2

( U - \ f
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(29)
В предположении постоянства коэффициентов сопротивления треийя 
Я, Хт и коэффициента а эродинaiMичеокого сопротивления принятому 
по закону Стокса-щри горизонтальном расположении трубопровода 
(cos у = 0 ) ,  уравнения (28), (29) могут быть проинтегрированы. Реш е
ние получим в виде

i - t n l - r ^ n "  + -In
U - 1
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4 { b + 2 c ) { U - \ ) { U 0- \ )  \ +

+  k In U - \ - cr*v>\
^ o — l L 4 ( 6 + 2 c ) ( a + 6 + c )

г  |i2X Ц Ы 2 с )
4 с 4{а-\-Ь-\-с) 4 c-
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На рис 5 показано изменение безразмерного давления Р = р  | а 2р— ( 1 ) ,  
истинной объемной концентрации несущей среды е— (2) и отношение 
скорости твердых примесей к скорости несущей среды а>|и— (3) в зави
симости от координаты в процессе стабилизации на начальном участке 
трубы для частного случая D = 0 , 0 5  .м; рт =  2 0 0 0  кг/м3; р =  1,2 кг/м3; 
[ Л = 1 0 ;  6 = 1 0 0  м«; Ат  = 0 , 0 0 5 ;  G =  0 , 0 5  кг/сек; р0= Ю 5 н/м2; е о = 0 , 9 8 .  
Как отмечалось выше, в результате процесса 'Стабилизации течения все 
параметры гетерогенной среды принимают установившиеся значения. 
В области вполне установившегося течения несжимаемой гетерогенной 
среды следует положить производные d u \ d x = d w \ d x = d U \ 4 l  =  0 И, при
нимая во внимание,- что при полной стабилизации течения градиент дав
ления остается постоянным, система дифференциальных уравнений 
(7 )— (8) преобразуется в алгебраическую

— F r ( £ / - l ) 3c o s Y- —  (£/— 1)3£/2 +  
г  2

hiLr JX2и ( U - 1) -  —  С- U 3( U - 1 ) ( £ / - 1  - к ) 2. 
2 4 о
№ * ц  ■ К  U

2  2  ( U - 1)

(32)

( 3 3 )

При конкретной постановке задачи о вполне установившемся течении 
двухфазной среды в трубе постоянного сечения система пяти уравне
ний: (6), (32), (33) устанавливает возможные соотношения между се
мью величинами G, G т илу (х, и, w, е, г т , АР\е.  Очевидно, что выбор 
частного, конкретного случая движения определяется заданием любых 
двух параметров из вышеуказанных. Ниже рассмотрены два наиболее 
интересных случая, когда считаются известными либо расход газа G



и истинная объемная концентрация газа к, либо предполагается извест
ным расход газа и примесей G и Gm . В первом случае, разреш ая урав
нение (32) относительно расходной концентрации ц', получим

B ( U - 1) ■1+ 1- 2 К
г В 2 В + ^ г -

( 1 - г )  Fr* 
г  ZPC0SY

(34)

Следует отметить, что коэффициент аэродинамического сопротивления 
£ взят по универсальной за:висимости (14). Д ля частиц, подчиняющихся 
закону Стокса, то есть (3=1, значение ц непосредственно определяется 
из (34); для случая движения частиц, не подчиняющихся закону Сток
са, значение р, определяется итерацией уравнения (34).

Д ля  горизонтально расположенного трубопровода, в случае отсут
ствия сил сопротивления трения А.— Хт= 0 ,  получим

fJ. = i « L ( t / _ l ) :
ре

что может иметь место при равенстве скоростей несущей среды и при
месей U —  W.

Во втором случае, когда предполагаетЬя известным G и Gm , урав
нение (31) с учетом (14) рримет вид

a ( j* + b U s+ ( c + d ) U 2- 2  d U + d = 0 , (35)

где

а = — В = — ; 6=X-L(2-t-^-г)В\
2

о D/1 ,  ̂ , (1 —r ) _ .  D 18 r$ Dс = ~ г  5 ( 1 +  [а г ) — —; ------- -F rc o s  у; В = ----- .
2 2 г  аро-

В случае горизонтального трубопровода (cos у = 0 )  получим квадратное 
«уравнение, из которого следует

U-- 1
2 а

{У Ь2—А а с — Ь).

Необходимый перепад давле
ния для перемещения диспер
гированной твердой фазы оп
ределяется из соотношения 
(32). Таким образом, получен
ный результат позволяет ,уста- 
новить равновесные парамет
ры гетерогенного потока и в 
том числе определить значение 
отставания частиц по скорости 
от газа* имеющее место в свя
зи с действием сил сопротив
ления трения на стенках.

Н а рис. 6 показана зави
симость отношения скорости 
частиц материала к скорости 
газа w \ u  в зависимости от ди-

аг

(36)





аметра транспортируемых частиц 6 для разных значений коэффициен
тов сопротивления трения. Крйвой 1 соответствует Хт = 0 ,0 0 1 ;  2 — 
Ът = 0 ,0 0 4 ;  3 -  к т = 0 ,0 1 ;  4 -  Хт = 0 ,0 3 .

Н а рис. 7 показана зависимость расходной концентрации от разм е
ра т|ра1Н>стюрти1руемых частиц б при различном значении объемной кон
центрации материала ет . Кривой 1 — соответствует ет  =0 ,0025 ; 2 — 
8т ==0,005; 3 — e rt=\0,01; 4 — ет = 0 ,0 1 5 ;  5 - е т  =  0,02.

Н а рис 8 показан безразмерный перепад давления1 Ар\  а 2р в зави 
симости от расходной концентрации pi при разных значениях крупности 
транспортируемых частиц б. Кривой 1 — соответствует 6 =  50 мк; 2 —  
6 = 1 0 0  мк; 3 — 6 =  250 мк; 4 — 6 =  500 мк.

Расчеты проводились для частиого случая течения при р —1,2 кг/м3; 
рт  = 2 0 0 0  кг/м 3; D =  0,05 м; Хт = 0 ,0 0 5 ;  G =  0,05 кг/сек; ip0= 1 0 5 н /м2.
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