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Предисловие
Данное учебное пособие предназначено для факультетов информа­

тики или информационных технологий университетов, в частности тех, 
которые начали обучение по программе бакалавриата.

Структура курса следует из методики контроля знаний, принятой на 
факультете информатики Томского государственного университета, 
согласно которой после каждых четырех недель занятий проводится 
мини-сессия на пятой неделе. Поэтому курс состоит из четьфех моду­
лей по четыре лекции каждый. Так как вопросы по четвертому модулю 
и выборочно по остальным трем модулям выносятся на экзаменацион­
ную сессию, а по результатам трех мини-сессий учитывается основное 
содержание первых трех модулей, то изменилась последовательность 
изложения материала. В первых трех модулях собран материал, суще­
ственной частью которого являются те или иные вычисления. А  имен­
но, в модуле I -  это матрицы и определители, в модуле III -  это вектор­
ные пространства, в модуле II -  это системы линейных уравнений. Тот 
же материал, который обычно вызывал серьезные затруднения у сту­
дентов, когда он читался в начале курса, теперь помещен в четвертый 
модуль (речь идет об алгебраических структурах). Более того, объем 
лекций этого модуля существенно увеличен по сравнению с лекциями 
других модулей для свободы маневра лекторов и увеличения самостоя­
тельной работы студентов, а также для организации проектной деятель­
ности.

Следует заметить, что знакомство специалистов по информацион­
ным технологиям с алгебраическими структурами становится все более 
востребованным по мере перехода абстрактных алгебраических поня­
тий в практическую плоскость. Например, математической основой 
наиболее часто применяемых на практике криптосистем с открытым 
ключом, таких, как криптосистемы RSA, Эль-Гамаля и Рабина, являют­
ся кольца вычетов. Далее, в новом стандарте С Ш А шифрования данных 
AES, принятом в 2001 г., ключевую роль играет математический аппа­
рат конечных полей, а в стандартах России и С Ш А электронной цифро­
вой подписи используется математический аппарат групп точек эллип­
тических кривых над конечным полем и их циклических подгрупп.



МОДУЛЬ I

Лекция 1. МНОЖЕСТВА, ОТОБРАЖЕНИЯ 
И ПОДСТАНОВКИ

Основатель теории множеств Георг Кантор дал следующее интуи­
тивное определение понятия множества: «множество есть нечто, мыс­
лимое как единое». Расширительное толкование определения Кантора 
приводит к следующему интуитивному определению, которым мы бу­
дем пользоваться в дальнейшем.

Определение 1.1.1. Совокупность различных объектов, объединен­
ных некоторым общим признаком, называется множеством, а сами 
объекты -  элементами множества.

Множества принято обозначать прописными буквами некоторого 
алфавита, обычно латинского: А, В, С, ..., X, Y, Z. Элементы множеств 
принято обозначать строчными буквами некоторого алфавита, обычно 
латинского: а, Ь, с, х,у,  z. В записи множеств часто используют фи­
гурные скобки, внутри которых указываются элементы множества, на­
пример: А =  {а ,Ь , с } . Для данного множества М  запись т е М  означает,

что т есть элемент множества М  (читается «ти принадлежит М »). Соот­
ветственно запись т й М  означает, что т не является элементом мно­
жества М  (читается « т  не принадлежит М »).

Пример 1.1.2. Рассмотрим множество /4 =  {1,1,2}. Это множество

имеет два различных элемента.
Определение 1.1.3. Будем говорить, что множество А есть подмно­

жество множества В (обозначение A q B) ,  если для любого элемента 

а е А имеет место а е В. Если существует хотя бы один элемент Ь е В, 
который не принадлежит А (т.е. b i A ) , T O  будем говорить, что А есть 
собственное подмножество множества В (обозначается А с  В).

Запись А ^ В  (соответственно А а  В)  читается так: «множество А 
содержится во множестве В » (соответственно «множество А строго со­
держится во множестве 5 » ), Иногда используется и следующая терми­



нология: запись А ^ В  читается как «включение А в В »  (соответственно 
запись А а В  читается как «строгое включение А в В» ) .

Пример 1.1.4. Пусть А есть множество всех десятичных цифр, т.е. 
^  = {о, 1 , 2 ,...,8 ,9 }, а 5  есть множество всех натуральных чисел, не пре­

восходящих 8 , т.е. 5  = {1,2,3,...,7,8 } .  Поскольку каждый элемент мно­

жества В является также и элементом множества А,то В ^  А. Посколь­
ку существует элемент множества А, который не является элементом 
множества В (например, число 0), то имеет место строгое включение В 
ъА, т.е. В а  А.

Определение 1.1.5. Будем говорить, что множества А и В равны 
(обозначение А =  В), если А ^ В и В  (^А.

Пример 1.1.6. Пусть А =  {0 ,2,4,6,8} и В есть множество всех неотри­
цательных четных чисел, меньших 10. Тогда для любого а е  А имеем 
также а е В п для любого Ь е  В имеем также Ь & А. Следовательно, 
имеем А ^ В  W В с  А, откуда получаем А = В.

Обычно, если в некотором рассуждении идет речь о множествах А,
B, С, ..., то предполагается, что существует некоторое универсальное 
множество и, подмножествами которого являются множества А, В,
C , ... Множество U принято называть универсумом рассуждения.

Заметим, что U  не является множеством всех множеств и его ис­
пользование не приводит к противоречию.

Определение 1.1.7. Множество, которое не имеет ни одного эле­
мента, называется пустым множеством.

Пустое множество обычно обозначается 0 .
Пример 1.1.8. Пусть М есть множество всех натуральных чисел, ка­

ждое из которых меньше нуля. Тогда очевидно, что 0 .
Рассмотрим теперь способы задания множеств.
1. Задание множества списком. Пример; множество букв алфави­

та, множество студентов группы.
2. Задание множества характеристическим свойством. Пример: 

множество В из примера 1.1.6.
3. Задание множества посредством порождающей процедуры. 

Пример; множество чисел Фибоначчи. Действительно, порождающей 
процедурой для чисел Фибоначчи является получение каждого сле­
дующего числа посредством суммирования двух предыдущих чисел.

В дальнейшем будут использоваться стандартные обозначения 
для следующих множеств. Множество всех натуральных чисел



N =  { 1 , 2 , 3, множество всех неотрицательных целых чисел Nq = 

=  {О, 1, 2, множество всех целых чисел 2 =  {О, ±1, ±2, множе­

ство всех рациональных чисел Q = \mln\n& N, /и е  Z | , множество всех

ненулевых рациональных чисел Q* = [т/гАп е  N, О /и е  Z } , множество

всех действительных чисел К и множество всех ненулевых действи­

тельных чисел R *. Мощностью множества М  называется число элемен­
тов множества М,  обозначается мощность Мтак: \М\. Мощность множе­

ства N называется счетной мощностью, и все множества, мощность ко­
торых равна счетной мощности, называются счетными множествами. 
Примеры счетных множеств:

N , No, Z, Q , Q * .

Бесконечное множество, мощность которого не является счетной, на­

зывается несчетным множеством. Примеры несчетных множеств; К, К*. 
Имеет место следующая
Теорема 1.1.9. Мощность множества Р{М)  всех подмножеств конеч­

ного множества Мравна |ДМ)| =  2 '^.
Доказательство. Используем метод математической индукции. 
Пусть \Щ =  1 , т.е. M  = [m^] .  Тогда Р{М)  =  {0 ,  М ) ,  откуда \Р{,М)\ =  

=  2  =  2 ' =  2 '"'.
Пусть утверждение теоремы верно для всех множеств мощности ^ к, 

и рассмотрим множество Л/мощности А: +  1: М  = { / и , , ^*+1 } .  Обозна­

чим через =  тогда по предположению индукции 

Р(ЛГ)| =  2*. Заметим, что для любого подмножества L  множества М

имеют место две возможности;

1) г  Z,, и тогда L  есть подмножество множества К\

2) e L , v i  тогда L  состоит из элементов некоторого подмноже­

ства Л7 множества К, к которым присоединен элемент .

Но тогда число подмножеств вида «1 »  равно 2* и число подмно­
жеств вида «2 »  тоже равно 2*, поскольку для каждого подмножества К '  
вида « 1 »  существует единственное подмножество вида « 2 », полученное 
из К '  присоединением . Поскольку любое подмножество множе­

ства М  имеет либо вид «1 », либо вид «2 », причем не существует под­



множества множества М  одновременно одного и другого вида, то общее 
число подмножеств множества М  равно сумме чисел подмножеств вида 

«1 »  и «2 ». Таким образом, |/’ (М)| = 2* +  2* =  2 • 2* =  2**' = 2 '" '.

Определение 1.1.10. Декартовым произведением множеств А и В 
называется множество всех упорядоченных пар вида (а, Ь), где а в  А, 
Ь в  В.

Декартово произведение множеств А и В  принято обозначать А х  В.
Пример 1.1.11. Если ^  = 5  = К , т о  ^ x 5  =  R x R .
Понятие декартова произведения естественным образом обобщается 

на случай любого конечного числа множеств.
Определение 1.1.12. Декартовым произведением множеств 

А,, А ^ , А ^  называется множество всех упорядоченных последова­

тельностей вида еА . , г  =  1,п.

В частном случае А,, А^,..., А  ̂ = А декартово произведение 

А х  Ах . . . X  А принято называть л-й декартовой степенью множества А и
п раз

обозначать ее А”.
Теорема 1.1.13. Для любого множества А и любого натурального 

числа и имеет место равенство

^ 1 = И Г -
Доказательство получается методом математической индукции, и 

его проведение предоставляется читателю.
Рассмотрим теперь операции над множествами.
Определение 1.1.14. Пусть А, В — произвольные множества, U  -  

универсум, тогда
а) назовем пересечением множеств А н В  следующее множество:

А [ ] В  =  {х  х е А  и х е д } ;

б) назовем объединением множеств А и В  следующее множество:

A \ j B  =  ^x х е  А или х е В \ \

в) назовем разностью множеств А и В  следующее множество:

А\ В  = ^ х х е А  и х г 5 } ;

г) назовем симметрической разностью (по другой терминологии -  
суммой) множеств А и В  следующее множество:



^ + fi = ( ^ \ f i ) U ( f i \ ^ ) ;

д) назовем (абсолютным) дополнением множества А следующее 
множество:

А = и \ А .

Теорема 1.1.15. Для произвольных множеств А, В w С  имеют место 
следующие тождества:

а) АГ\В = ВГ\А-,

б) ><П (5 П С ) = (> < П 5 )П С ;

в) A\JB = B { ] A \

г) > < U (5 U C ) =  ( > f U 5 ) U C ;

д) > < U (5 n C ) = (> tU fi)n (> < U C );

е) > < n (f iU C ) =  (> fn f i )U (> < n C );

ж) А [ } А  = А, A\JU = U\

з) АГ\ А = А, AV\U = а  ;

и) А и 0  = А ; А П 0  = 0 ;

к) A i l A  = [/, А П А  = 0 ;

л ) А и в  = АГ\В, АГ\В = А и В ;

м) А и ( А П В )  = А, А П ( А и в )  = А.

Докажем одно из этих тождеств, например «д », остальные доказы­
ваются аналогично.

Доказательство « д » .

Покажем сначала, что левая часть содержится в правой части. Пусть 
X G ^ и ( 5 П С ) , тогда х е А  или х е  5 П С . Отсюда (х е А  или х е В ) и

(х в  А или X G С). Так как х е А  или х е В  означает х & А [ } В ,  

В с  А с  С  или X G С означает x G ^ U C , T o ( x G y 4  или х е В)  и (х е А 

или X е  Q  означает X е  ( ^ U 5 ) n ( ^ U C )  .

Теперь покажем, что правая часть содержится в левой части. Пусть 

XG (^ U fi )n (-4 | J C ) , тогда x & A \ j B  и x e ^ L l C .  Отсюда (х е А 

или X G fi) и (х G ^  или X G С). Но тогда X G ^ или (х G fi и X G С), что



означает х е  A\J[BV\C)  . Мы показали включения в обе стороны,

следовательно, доказано равенство.
Определение 1.1.16. Будем говорить, что задано отображение /  с 

областью определения X  и областью значений У, если каждому х & Х  
ставится в соответствие однозначно определенный y e Y ,  который обо­

значается у =  f  ( jc ). Элемент у называется образом элемента х  при дей­

ствии отображения/ а элемента называется прообразом элемента;^ при 
действии отображения/

Символическая запись отображения /  выглядит так:

а действие/  на элементах множества X  записывается в виде

f \ x \ - ^ y  = f { x ) .

Заметим, что соответствие /  из множества X  в множество Y является 
отображением, если выполняются следующие условия:

1) всюду определенность в X,
2) замкнутость в Y\
3) однозначность.

Пример 1.1.17.

а) соответствие / :  N  ^  N, / : хь - ^х^  является отображением 

из N в N;

б)соответствие / : N ^ N ,  f : x b - ^ y f x  отображением не является, 

так как нарушено условие замкнутости в N;

в)соответствие /  : N ^ R ,  f \ x \ - ^ 4 x  является отображением;

г) соответствие / : N  ^  К, f  \х\-^ ±\fx не является отображением, 

так как нарушено условие однозначности;

д)соответствие f : Z - > Q , f : x i - ^ — не является отображением,
X

так как нарушено условие всюдуопределенности ( / ( 0 )  не определено). 
Определение 1.1.18. Пусть f : X —> Y  -  отображение. Множество

\ m f  =  ^ y e Y 3 x e . X  такой, что >' =  /(jc)| называется образом ото­

бражения /
Очевидно, что 1 т /  с  Г .



1 о Модуль I

Определение 1.1.19. Пусть f \ X - ^ Y  -  отображение. Множество 

Г ( / )  = G VxG Л' выполнено 7  = / ( х )  называется графи­

ком отображения f .
Очевидно, что Г ( / ) с Л ' х Г .

Пример 1.1.20.

а) для отображения / :  R  R, / :  х 1- »  имеем

Im /  = [0 ,о о ) ,Г (/ )  есть п а р а б о л а =

б) для отображения /  : N - > R ,  f \ x \ - ^ 4 x  имеем

Г ( / )  есть множество точек на кривой у  = \[х вида для и е N .

Определение 1.1.21. Будем говорить, что два отображения 
f : X - ^ Y  и g - . X '  - ^ Y '  равны, если X  =  Х \  У = У ' , и для любого

х е Х  имеем / ( x )  =  g ( x ) .

Определение 1.1.22. Отображение f ' . X ^ Y  называется сюръек-

тивным, если для любого у  &Y  существует х ^ Х  такой, что у = f { x ) .

Другими словами, отображение/  сюръективно тогда и только тогда, 
когда Im /  =  7 .

Пример 1.1.23.

а) отображение / : N - > N ,  f : x \ - ^ x ^  не является сюръективным 

отображением, так как, например, 2 g Im / ;

б ) отображение / :  R  н-» R, / :  х 1-> не является сюръективным 

отображением, так как, например, - 1  г  1ш / ;

в) отображение / : R - >  О,со), является сюръективным 

отображением, так как для любого у е  [О, °о) существует х € R

(а именно X = -y/j ) такой, что з '=  / (х ) / { х ) = [ 4 у ]  ~ У  •
\ /

Определение 1.1.24. Отображение f : X - ^ Y  называется инъектив­

ным, если для любых х , х ' & Х  из того, что х ^ х '  следует



Пример 1.1.25. Отображение / : Z —> Q ,  является инъек­

тивным отображением, так как для любых целых чисел п п т, если
п т 

п ^ т , то Y  Y '

Предложение 1.1.26. Отображение f \ X - ^ Y  является инъектив­

ным тогда и только тогда, когда для любых х , х ' е Х  из того, что 

f [ x )  = f { x ' ) , следует дг = дс'.

Доказательство очевидно.
Примером сюръективного, но не инъективного отображения являет­

ся отображение из примера 1.1.23 «в », а примером инъективного, но не 
сюръективного отображения является отображение из примера 1.1.25.

Определение 1.1.27. Отображение / : Х — называется биектив­

ным (или биекцией), если /  является сюръективным и инъективным 
отображением.

Предложение 1.1.28. Пусть /^^:дг1->ах  + й -  отобра­

жения, зависящие от действительных чисел а и Ь, как от параметров. 

Отображение  ̂ является биекцией тогда и только тогда, когда а ^ 0.

Доказательство. Необходимость очевидна, так как если для биек- 

ции J имеет место о =  О, то, так как j : х i-> й не является биекцией, 

получаем противоречие.

Достаточность. Пусть а О, и покажем, что  ̂ есть биекция. Для

доказательства инъективности /,  ̂ пусть х,, Xj -  произвольные дейст­

вительные числа, такие, что Это означает, что 

ох, + 6  =  ахт + 6  . Отсюда следует, что ох, - aXj , откуда ввиду a ^ Q  по­

лучаем X, = Х з . По предложению 1.1.26 имеем инъективность отображе- 

ния /д J. Покажем далее сюръективность отображения j,. Пусть 

> ' б К  -  произвольное число, нужно показать, что существует х б Е  

такой, что у =  ( х ) , т.е. у = ах + Ь . Очевидно, что в качестве х можно

У  ~  Ь
взять х = -------. Таким образом, является инъективным и сюръек-

а

тивным отображением и, следовательно,  ̂ -  биекция.



Определение 1.1.29. Для любого множества X  определим отображе­
ние Ix  ' X ^ X  по формуле (х )  = X для любого х & Х . Отображение

/д. называется тождественным отображением на множестве X.

Определение 1.1.30. Композицией отображений f  : U  и

g : F  - > f V  называется отображение g  о f  : U  - ^ W , которое действует 

по формуле

( я °  / ) ( « )  = g’(/ (w ) )  для любого ме { 7 .

Наглядно композиция g o f  представляется следующей диаг­

раммой (рис. 1 ):

g ° f
и ---------------------- >  W

Заметим, что для любых трех отображений вида f : U ^ V ,  

g : F  и h : W - > Т  имеет место равенство

{ h o g ) o f  = h o [ g o f ) .

Определение 1.1.31. Пусть f  : Х  и g  : Y  ^  X  -  отображения. 

Если g °  f  - 1X ^ f  ° g - I y ,  отображение g  называется обратным 

отображением к /  (соответственно/  называется обратным к g). 

Обозначения: g  =  / ”‘ ( /  =  g ”‘ ) •

Пример 1.1.32. Пусть ^ : R  ->  R, ^ : х 1- »  (хс + А -  отображения 

из предложения 1.1.28. Тогда обратным к f^i, является отображение

f a b : R  ->  R  , - i- (x - b ) . Действительно,
a

{fo,b ° fa], ) (^ ) = fa,b (/ J  (^ ) )  = fa,b
ка

+ b = x - b  +b  = X,



т е. ° = /«• С другой стороны,

= fa!b (ах + 6 ) = ̂ { { а х  + Ь ) - Ь )  =  х,

т.е.

/а,Ь ° /а,6 “  •

в  примере 1.1.32 обратное отображение найдено для биекции. То, 
что этот факт не случаен, показывает следующая теорема.

Теорема 1.1.33. Отображение / : Х —> У имеет обратное отображе­

ние / ” ' : Y  X  тогда и только тогда, когда/ есть биекция.

Достаточность. Пусть/ -  биекция, тогда/ -  инъективное и сюръ- 
ективное отображение. Пусть y & Y  -  произвольный элемент, тогда из

сюръективности /  вытекает то, что существует дтц е  X  такой, что 

У -  / (^ 0 ) • Из инъективности /  следует, что Хц есть единственный эле­

мент X  со свойством >' = / (х о ).  Действительно, пусть существует 

X ^ Х  такой, что f { x ' )  = y ,  тогда имеем / ( хд )  =  f { x ' ) ,  и из инъек­

тивности /  вытекает Хц =  х ' . Построим соответствие g : У ->  X , 

g : 7  лго для произвольного y ^ i Y  и единственного Хд е X  так, что 

у = / (х о ) ,  тогда g  есть отображение из У в X. Непосредственно прове­

ряется, что g °  f  =  1х VI f  ° g  = Iy ,  откуда следует, что g  = .

Необходимость. Пусть для отображения f : X ^ Y  существует об­

ратное отображение f~^ : Y  ̂  X , тогда f ' ^  ° f  - 1 х  и f  ° = 1 у  

Проверим инъективность /  Пусть ХрХ^ е Х  -  произвольные элементы 

X такие, что / ( х , ) = / ( х , ) .  Имеем

(̂ 1 )  = (^2 ) )  =

Следовательно,/есть инъективное отображение. Проверим сюръектив- 
ность /  Для любого y ^ Y  имеем
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У =  1у ( j . )  =  ( /  о / - ' ) ( J') =  / ( / - '  ( j ) )  -

Обозначим X =  / ” ‘ [ у ) ^ Х ,  тогда

П = с ) = / { Г ' Ы Н / ‘ Г ' ) у = у -

Следовательно, есть сюръективное отображение.
Имеет место следующая
Теорема 1.1.34. Пусть X -  конечное множество, f : X - > X  -  ото­

бражение. Если /-инъективное отображение, то/есть биекция.
Доказательство. Достаточно убедиться в сюръективности отобра­

жения / . Пусть у  & Х  произвольный элемент, и рассмотрим следую­

щую последовательность элементов множества X:

Так как X  -  конечное множество, то для некоторых натуральных чи­

сел т Ф п  выполняется (>;) =  (_у ). Действительно, в противном

случае последовательность ( * )  бесконечна, что противоречит конечно­
сти множества X. Без ограничения общности можем считать, что т > п  .

Ввиду инъективности /, получаем (д;) =  ( j ; ) . Продолжая та­

ким образом, получаем

Тогда ш  / (/ "■ ■ ■ '’ ( ^ ) )  =  >  следует, что существует z ^ X  (а именно

Z =  )  так, что f { z )  = у .  Следовательно, /  есть сюръективное

отображение.

Определение 1.1.35. Бинарным отношением между множествами X  
и Y  называется произвольное подмножество декартового произведения 
Х и  Y, p c X x Y .

Другими словами, любое бинарное отношение р между Х и  У  есть 
некоторое множество упорядоченных пар (х ,^ ), где х е Х ,  y ^ Y .  Тот

факт, что (х , j )  G р , будем записывать как хру и читать -  « х  находится

в отношении р к j » .  Если Л!" =  Y, то будем говорить, что р есть бинарное 
отношение на множестве X.



Пример 1.1.36. Бинарное отношение « < »  на множестве IR есть мно­
жество точек плоскости М ( х , у ) ,  координаты которых удовлетворяют

соотношению х < у .  Аналогично определяются бинарные отношения 
« > »  и « = » .  На рис. 2 даны эти бинарные отношения.

Пример 1.1.37. Пусть f : X ^ Y  -  отображение. Тогда график 

Г ( / )  отображения /  есть бинарное отношение между и У. Действи­

тельно,

Г { / )  = { { х , у р х в Х ,  y = f { x ) } ^ X x Y .

Определение 1.1.38. Бинарное отношение р на множестве X  называ­
ется отношением эквивалентности, если выполнены следующие три 
условия для любых x , y , z e X  :

1 ) рефлексивность, т.е. хрх;

2 ) симметричность, т.е. если хру , то ур х ;

3) транзитивность, т.е. если хру и yp z , то xpz.

Другими словами, бинарное отношение р на множестве X  есть отноше­

ние эквивалентности, если для Vx g X  имеем (л :,х )е р , для любых

х , у е Х  имеем, что из (з^,л:)ер следует (x ,> »)ep , и для любых

x,y,z g X  из того, что {х,у)  е р и  ( y , z )  е р , следует (x ,z ) е р .

Пример 1.1.39. Зададим на множестве TL бинарное отношение р сле­
дующим образом: для x , j ^eZ ,  если х - у  есть четное число, то 

(^х,у)вр,  т.е. хру.  Проверим, что р есть отношение эквивалентности. 

Рефлексивность р следует из того, что для любого л: е Z  из того, что



х - х  = 0 есть четное число, получаем хрх.  Симметричность р следует 

из того, что если для x , y ^ Z  имеем х р у , то х —у  есть четное число и, 

следовательно, у - х  есть четное число, откуда вытекает урх.  Транзи­

тивность р следует из того, что если хру и ypz выполнены для 

x , y , z e Z ,  то х - у  и y - z  являются четными числами, но тогда 

x - z  =  { x - y )  +  {^y-z^ есть четное число, откуда вытекает x p z .

Определение 1.1.40. Пусть р есть отношение эквивалентности на 

множестве Х  Для любого х & Х  обозначим х = { у^Х\урх^  и назовем

X классом эквивалентности элемента х.

Пример 1.1.41. Пусть р есть отношение эквивалентности из приме­

ра 1.1.39. В этом случае 0 =  2Z -  множество всех четных чисел и 

1 =  Z  \ 2Z  есть множество всех нечетных чисел. Заметим, что в этом 

примере выполняются следующие равенства: O U l =  Z  и О П 1 = 0 .

Лемма 1.1.42. Для произвольного отношения эквивалентности р на 

множестве X  и произвольного класса эквивалентности д: для х е Х  
имеют место следующие свойства:

а) для любого х е Х  имеем х е  дс;

б ) для любого у е х  имеем >> =  х .

Доказательство, а) Пусть х & Х , тогда из рефлексивности отноше­

ния эквивалентности р следует хрх. По определению х  для любого 

у  & Х , если _урх, то GX . Но из хрх тогда следует, что х с х .

б) Пусть z & y  -  произвольный элемент, тогда имеем zpy.  Так как 

е  X , то урх выполнено и вместе с zpy по транзитивности р получаем 

zpx , откуда следует, что z e x .  Мы показали, что у  ^ х  . Покажем те­

перь обратное включение. Пусть z g x , тогда имеем zp x . Учитывая, что 

у р х , пол)^аем по симметричности р, что хру . Но тогда из zpx и хру 

вытекает zpy,  откуда z ^ y .  Следовательно, х с > ^ . И з  > ^с х  и х с у  

получаем у  = х .



Определение 1.1.43. Обозначим через я (А ')  множество, элемента­

ми которого являются некоторые непустые подмножества множест­

ва X,  где а  е  / , т.е.

я (Х )  = {5 „| 0 ;^ 5 „ с ;Г, а е / } .

Множество л  (А ')  называется разбиением множества X,  если вы­

полняются следующие условия:
1 ) X = [ J S , -

а е /

2 )  из следует П = 0 .

Пример 1.1.44. Пусть р есть отношение эквивалентности из приме­

ра 1.1.39. Как следует из примера 1.1.41, n ( Z ) =  0,1 есть разбиение

множества Z.

Теорема 1.1.45.

1. Пусть р есть отношение эквивалентности на множестве X. Тогда 

л (А ' ) =  x j x e A ' I  есть разбиение множестваХ

2. Пусть л (А ')  = |5„ а  G /} -  произвольное разбиение множества X. 

Тогда существует отношение эквивалентности р на множестве X  такое, 

что любой класс эквивалентности х  относительно р совпадает с неко­

торым 5ц е я ( Х )  и любой е я ( Х )  совпадает с некоторым классом

эквивалентности х  относительно р.

Доказательство 1. Пусть р есть отношение эквивалентности на 

множестве X. Покажем, что х x g X^  есть разбиение множест­

ва X.  Покажем сначала, что X  = х . Так как х с Х  для любого
xsX

х е Х , то имеем \J х с Х . Для доказательства обратного включения
хеХ

пусть у е Х  — произвольный элемент, тогда из у е у  и у с  U jc  полу-
х̂ Х

чаем у  G и  X . Следовательно, А ' с  U х и тогда X  = \J х .
хеХ хеХ хеХ



Для проверки второй части определения разбиения пусть х ^ у  — 

произвольные различные классы эквивалентности относительно р. По­

кажем, что х П ^  =  0 .  Пусть тогда z e j c  и z е  j ; , откуда име­

ем zpx и zpy, тогда из xpz и zpy получаем, что имеет место х р у .

Следовательно, х е у  и по Лемме 1.1.42 « б »  получаем х - у .

Доказательство 2. Пусть л ( Х )  есть произвольное разбиение мно­

жества X, л  ( А ') = 5ц 0  с  А', а  е  /|. Зададим бинарное отношение 

р на множестве X следующим образом: для любых х , у & Х  пусть хру 

тогда и только тогда, когда х и у  принадлежат одному и тому же под­
множеству . Непосредственно проверяется, что р есть отношение

i X — множество классовэквивалентности. Обозначим тг, (A^) =

эквивалентности относительно р. Для доказательства утверждения 2 
нужно показать, что п (А ') =  т1 , (Л ') .

Покажем сначала, что л (Л ')  с  л, (АГ ) . Пусть 5 „e K (A ^ ) -  произ­

вольный элемент л  (Л ') ,  и пусть лгд есть произвольный элемент 

Докажем, что S ^=Xg ,  что и будет означать то, что e n , ( Z )  и, сле­

довательно, л (А ')  с  Л( .

Пусть ^  е  -  произвольный элемент, тогда из е  получаем 

, откуда следует у е х ^ ,  т.е. с  х „ . Пусть 6  , тогда имеем 

jvpxi,, откуда по определению р получаем, так как Хд е  , что е  , 

т.е. Хо с  . Следовательно, .

Покажем теперь, что л, (Х )  с  я ( Л ' ) . Пусть х  е  л, ( Х )  -  произволь­

ный класс эквивалентности относительно р, тогда существует 

е л (^ Г ) такой, что х е 5 '„ ( я (Х )  есть разбиение множества JQ. По­

кажем, что X =  . Если у в х ,  то получаем у р х , откуда следует 

y e S ^ .  Если то, учитывая x e S „ ,  получаем урх,  откуда выте­

кает у е х .  Таким образом, x  = S^ e  л  ( А ' ) , следовательно,

л , ( Х ) с л ( Х ) .



Определение 1.1.46. Пусть = {1 ,2..... к} -  отрезок натурального

ряда чисел. Назовем подстановкой на множестве произвольную би­

екцию на этом множестве.
Пример 1.1.47. Рассмотрим отображение ф :Мз ->Мз ,  заданное 

в виде

ф(1) = 2, ф (2) =  1, ф(3) = 3.

Убедимся, что отображение ф является биекцией.
1. Сюръекивность ф.
Для любого из чисел в N 3 есть прообраз относительно ф: 

для 1 прообразом является 2 , 
для 2  прообразом является 1 , 
для 3 прообразом является 3.

2. Инъективность ф.
Различные числа из N 3 при действии отображения ф переходят в 

различные числа, наглядно это можно изобразить так:

ф =

Следовательно, ф есть биекция на N 3 , т.е. ф -  подстановка.

Условимся записывать подстановку ф на множестве следую­

щим образом:

' 1  2 ••• А: '

1ф (1) ф (2) -  4>{1с ) )

где верхняя строка чисел из упорядочена в естественном порядке, а 

нижняя строка состоит из образов чисел верхней строки при действии 
отображения ф. Заметим, что перестановка столбцов этой таблицы не 
меняет подстановку ф. Для упрощения впредь будем опускать стрелки в 
записи подстановки. Например, подстановка ф из предыдущего примера 
запишется как
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1 2 3^
Ф =

. 2  1 3,

Рассмотрим произвольный набор чисел из N * , скажем, а.

Будем говорить, что пара чисел и а. из этого набора образует поря­

док, если меньшее из этих двух чисел расположено левее большего чис­
ла, а если оно расположено правее большего числа, то эта пара чисел 
образует инверсию. Например, рассмотрим набор чисел 3, 1, 4, 5, 2. Па­
ра чисел (3, 2) образует инверсию. Кроме того, инвфсию в этом наборе 
также образуют пары (3, 1), (3, 2), (4 ,2 ) и (5, 2).



Определение 1.2.1. Любую прямоугольную таблицу А из т строк и 
п столбцов, элементы которой являются действительными числами, 

будем называть матрицей размера т х п ,  а ее элементы обозначать ,

где / -  номер строки, у -  номер столбца, на пересечении которых нахо­
дится элемент a.j. Если т = п , то А называется квадратной матрицей

порядка п.

Пример I. 2.2. Рассмотрим матрицу

А =
, ^ 2 1  ^ 2 2  2̂3

размера 2 x 3 .

Элемент а,з находится на пересечении первой строки и третьего столб­

ца, элемент -  на пересечении второй строки и первого столбца.

Обозначим через множество всех матриц размера т х п  с

элементами из R  , а Л/„ (R )  -  множество всех квадратных матриц по­

рядка п с элементами из R  .

Определение 1.2.3. Пусть А,B e  ( R ) . Будем говорить, что мат­

рицы A = (̂ a.ĵ  и В =  [b.j)  равны (обозначение; А ~ В), если для любых 

/ =  1 , /и и у =  1 , и имеем a.j = by.

Зададим для матриц операции сложения и умножения на число.

Определение 1.2.4. Пусть А,В s . Назовем суммой матриц

^ =  (а..) и 5  = ) матрицу С  = (с..) е  Л/„„ ( М ) , для которой

с . = а .  + Ь.

для всех / =  1 ,от, j  = l ,n.



Пример 1.2.5. Пусть

А =

' 1 - Г ' 3 4'

2 3
, в  =

-3 1

0 1 - 2 0

- 1 2 . . 4 -3.

Тогда

А +  В =

' 1 + 3 -1 + 4' ' 4 3'

2 -3 3 + 1 - 1 4

0 - 2 1 + 0 - 2 1

-1 + 4
V 2 -3 . . 3 - 1

У

Определение 1.2.6. Пусть А е  „ (R ) ,  A = (aS^ и а  е  R  . Назовем 

произведением матрицы А на число а  следующую матрицу:

с - Ь ) .

где Су =  сшу для любых i  =  \,m, j  = \,п.

Пример 1.2.7. Пусть а  =  -2  и

^ - 1

А =
1 2 3 

3 - 2 0 1

тогда

оА =
( - 2 ) . ( - 1 )  (-2 ).1  (-2 )-2  (-2 ).3

и -2 )-3  ( - 2 ) . ( - 2 )  ( - 2 ) . 0  ( - 2 ) . ( - l ) J

2 -2  ^  -6  
^ - 6  4 0  2 ^

Определим далее операцию умножения матриц. Кажется естествен­
ным определить умножение матриц аналогично сложению, т.е. пере­
множить элементы матриц на одинаковых позициях. Однако такое 
определение умножения матриц (оно называется произведением мат­
риц по Адамару) не нашло применения в различных приложениях 
матриц, и поэтому рассмотрим определение умножения матриц, кото­
рое является общепринятым.



Определение 1.2.8. Пусть А е М ^ „ [ Ж ) ,  т.е.

А = {а , ) ,  а, для i = 1,т; J  = 1,п -  матрица размера т х п .

’ для г  = 1,п; s =  l ,k — матрица размера п х к .  Тогда 

назовем произведением матрицы А на матрицу В следующую матрицу 
С = [ci^) = А - В  размера т х к :

Cis='Za.bjs
у=1

для i = \,m;s = \,k.

Другими словами, если число столбцов матрицы А равно числу 
строк матрицы В, то произведение матриц АВ =  С  определено и любой 

элемент е  С  на пересечении /-Й строки и ^-го столбца матрицы С

вычисляется по правилу «строка на столбец», а именно: первый элемент 
/-Й строки матрицы А умножаем на первый элемент j -го столбца матри­
цы В  плюс второй элемент г-й строки умножаем на второй элемент j -го 
столбца плюс и т.д. плюс я-й элемент /-й строки умножаем на п-й эле­
мент 5 -го столбца.

Пример 1.2.9. Пусть

А =

тогда произведение С = АВ определено, так как число столбцов матри­
цы А равно числу строк матрицы, причем матрица С имеет размер 
т х к , т.е. в данном случае 2x4. Имеем

Г 1 2 -3>
' 0 1 - 1 2 ^

и В = 1 1 0 - 1

- 2  1 2
Ч  /

- 1\ 2 - 2 К

С =
5 - 3  5 -3^ 

-1 3 -2  -3

Заметим, что в примере 1.2.9 произведение ВА не определено, так 
как число столбцов матрицы В не равно числу строк матрицы А. Оче­
видно, что для квадратных матриц оба произведения АВ и ВА определе­
ны, но не обязательно АВ = В А .



Пример 1.2АО. Пусть 

А =

тогда

АВ =

 ̂ 1 2' '0
и В =

- 1\ 1 >

- 2 3' г
и ВА =

- 1 0 ^ - 2  - 1 ✓

Определение 1.2.11. Пусть А е М „  (R )  -  квадратная матрица по­

рядка п с элементами из Е  . Назовем определителем п-го порядка квад­

ратной матрицы А =  {a.j)  число а  е  R , являющееся алгебраической 

суммой я! слагаемых вида

Aj « 2 /, У =  Ьи! ,

где каждое такое слагаемое А  ̂ является произведением элементов мат­

рицы А, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца этой 
матрицы, а Sj есть сумма общего количества инверсий в обоих строках

подстановки Cj индексов слагаемого A j , а именно

'\ 2  •••

Л  h -  in /

Определитель матрицы А обозначается \а \ (иногда d e t^ ). Допуская

вольность речи, говорят об элементах, строках или столбцах определи­
теля, хотя это элементы, строки или столбцы матрицы данного опреде­
лителя.

Вычислим определители 2-го и 3-го порядка, используя определе­
ние, данное выше.

^ 1 1  î; есть квадратная матрица 2 -гоПример 1.2.12. Пусть А -
«22 j

порядка. Согласно определению, имеем 2! =  2 слагаемых: 

А\ =  ( - i f  а, , « 2 2  +  (-1 )* ' а,2 « 2 1  •

Имеем



'\ 2^ '\ Т
^ 1  = , ^ 2  =

J  2 ; . 2  1 ,

5 , =  О И 5 з =  1, тогда 

Пример 1.2.13. Пусть

« 1 1 « 1 2 «13
А = « 2 1 « 2 2 «23

.«31 «32 «33
есть квадратная матрица 3-го порядка. Согласно определению, имеем 
3! =  6  слагаемых:

^ = ( - 1 ) ,̂,022033 + ( - l )  я,,023̂ 32 +

■ '■ ( " 0  ^ 1 2 ^2 1 ^3 3  ( “ О  ^ 1 2 ^2 3 ^3 1

■*■(■"0 ^̂13̂22̂ 3̂1 ■*■(“ ! )  ‘ 1̂3̂ 21̂ 32-
Имеем

'\ 2 3' 1 2 3̂ 2 3'
С̂1 = « ^ 2  = , а, =1

2 3. 3 2 > . 2 1 3.

а 2 3' Л 2 3̂ ' 1 2 3'
^4 = > <̂5 = > ^ 6  =

. 2 3 К .3 2
1 >

' О
.3 1 2

Отсюда

Тогда

— О, — 1, Jj — 1,1У4  — 2, — 3, — 2 . 

A = «11«22"33 -«П«23«32 -«12"21«33 +

+^2«23«31 -«13"22«33 +«13"21«32.

Для облегчения запоминания этой формулы вычисления определи­
теля 3-го порядка можно сформулировать правило треугольников.

Три слагаемых со знаком «п лю с» изображаются как



а три слагаемых со знаком «минус» -  в виде

Рассмотрим теперь свойства определителей.

Определение 1.2.14. Пусть А = )  -  квадратная матрица порядка

и, тогда транспонированной матрицей называется матрица, полу­
ченная заменой строк матрицы А на ее столбцы с теми же номерами.

Пример 1.2.15. Пусть

1 2 - Г  

^ = 0 - 1  1

1 1 - 1

тогда

А^ =
Г 1 О Л

2 -1  1 

- 1  1 - 1

Свойство 1. А^ А , т.е. при транспонировании матрицы А опре­

делитель не меняется.
Доказательство. Пусть произвольное слагаемое Aj определителя

А имеет вид

Л  = ( - 1 ^  «ц « 2 /, •••««,,•

Тогда соответствующее слагаемое определителя 

где подстановки индексов выглядят так:

А^ имеет вид

'1 2 ... п f I, /2 -

Л  h -  in.
, =

2 ... n )



Ясно, что Sj = s’j  для любого j  =  \,n\. Таким образом, каждое сла­

гаемое определителя А является однозначно определенным слагаемым

, причем с тем же знаком, и наоборот, каждое слагаемое явля­

ется однозначно определенным слагаемым 

Таким образом, множества слагаемых А

, причем с тем же знаком.

А^ совпадают, но тогда

Свойство 2. Если некоторая строка (или столбец) матрицы А состо­
ит из нулей, то А = 0 .

Доказательство. В этом случае произвольное слагаемое определи­
теля содержит в качестве множителя нуль, следовательно. А = 0 .

Свойство 3. При перестановке двух строк (столбцов) матрицы А оп­
ределитель меняет знак.

Доказательство. Пусть матрица Ai получается из матрицы А пере­
становкой строк с номерами t и г. Рассмотрим произвольное слагае­
мое определителя

где подстановка

П  2 ... г ... t...
^J =

Ь-

Это слагаемое входит и в определитель А̂  , но с подстановкой 

, 2 ... г . . .  /... п

‘  U  h -  К -  к.

и со знаком ( - 1 )*^.

Покажем, что четности s- и s', различны. Понятно, что различие 

чисел S. и 5' зависит от инверсий чисел и i, с числами, расположен­

ными между ними. Пусть в нижней строке подстановки <s. между чис­

лами и i, находится р  чисел и число i, составляет £ инверсий с эти-



МИ р  числами, а число i, составляет к инверсий с этими же числами. 

Тогда в нижней строке подстановки ст'. число i, составляет p - t  ин­

версий с числами между i, и , а число i, составляет р - к  инверсий. 

Следовательно, общее число инверсий, которые числа и /, состав­

ляют с числами между ними в нижней строке подстановки , равно 

t  +  k , й  общее число инверсий чисел и /, с промежуточными числа­

ми в нижней строке подстановки равно 2 р - { к  +  £) .  Обозначая ко­

личество всех остальных инверсий в нижней строке подстановки 

через W, получим, что

Sj = w  +  k +  t ,

а

j ' = w +  2 р - [ к  +  ̂ )  ± 1 ,

поскольку здесь учитывается еще одно изменение числа инверсий от 
перестановки и i, между собой. Тогда

s j - s ' \  =  \ 2 p - 2 { k  +  i ) ± \  

есть нечетное число. Следовательно, четности чисел Sj и различны, 

и тогда знаки соответствующих слагаемых в А\ и различны. Таким 

образом, \А\ и  Щ  различаются только знаком.

Свойство 4. Если в матрице А две одинаковые строки (столбца), то 
/11 =  0 .

Доказательство. Если в матрице А поменять местами две одинако­
вые строки, то от этого матрица не изменится. С другой стороны, по 
свойству 3 определитель матрицы А меняет знак. Тогда А =  -\А\ , отку­

да 2\А = 0  и А = 0 .

Свойство 5. Если все элементы некоторой строки (столбца) матри­
цы А имеют общий множитель а , то а  можно вынести за знак опреде­
лителя.

Доказательство. По определению каждое слагаемое определителя 
матрицы А имеет общий множитель а, откуда и следует утверждение.



Свойство 6. Если в матрице А = {а^) ^ М „ (R )  все элементы фикси­

рованной строки /ц представлены в виде суммы a^j = b^j +  для лю­

бого у = 1, л , то Л = fi + С  , где в матрицах 5  и С  все строки, кроме 

строки ц ,  такие же, как в матрице А ,  а строка состоит в матрице В  из 

элементов , а в матрице С -  из элементов .

Доказательство. Рассмотрим произвольное слагаемое определителя
, скажем.

( - 1 ) “  «.у,«2/3

Поскольку а̂ .,̂  ™  слагаемое А разбивается на два

слагаемых

( - 1Г  «.у ■

Собирая вместе п\ первых слагаемых и п\ вторых слагаемых, получим

соответственно В

Определение 1.2.16. Будем говорить, что строка (столбец) матрицы 

А, скажем, с номером ^ является линейной комбинацией остальных 

строк (столбцов), если каждый элемент строки является суммой со­

ответствующих элементов остальных строк, предварительно умножен­
ных на фиксированные числа для каждой позиции.

Пример 1.2.17. П усть

А =

Г 1 2 - П  

-1  1 1 

-1  8 -1

Тогда третья строка матрицы А является линейной комбинацией осталь­
ных строк, а именно, третья строка является суммой первой строки, пред­
варительно умноженной на 3, и второй строки, предварительно умно­
женной на 2. Действительно, если все элементы первой строки умножить 
на 3, то получится набор чисел (3 ,6 ,-3 ), а если все элементы второй



строки умножить на 2, то получится набор чисел (-4, 2,2). Сумма этих 
наборов чисел (т.е. суммируем соответствующие элементы) является на­
бором чисел (- 1 , 8 , -1 ), что совпадает с третьей строкой матрицы А.

Свойство 7. Если некоторая i  -я строка (столбец) матрицы А явля­
ется линейной комбинацией остальных строк (столбцов), то \А =  О.

Доказательство. Рассмотрим произвольное слагаемое А :

(“ О
По условию имеем для каждого у, =  1,и:

р=1

р*1

По свойству 6  определитель |̂4| записывается в виде суммы определи­

телей:

\ A = t W l

где в матрицах Ар все строки, кроме £ -й, такие же, как в матрице А  ̂ а 
£ -я строка имеет вид

По свойству 5 тогда имеем для любого р  =  \,п,рф£".

где в матрицах А'  ̂ все строки, кроме £-й, такие же, как в матрице А,  а 

£-я строка имеет вид {o^^ap2 ■■̂ Ofя,)■ Но тогда матрица А ^ , р  =  1,п, 

р ф £ ,  содержит две одинаковые строки с различными н о м е р а м и и  £.

Следовательно, по свойству 4 все матрицы А' ,̂ р  =  \,п, р  *  £ , имеют

определитель = О. Но тогда и все А = 0 , р  =  1,п, р ^ £ . Таким обра­

зом, поскольку А = ' ^
р=1
p*t

,т о А = 0 .



Свойство 8. Определитель матрицы А не меняется, если к любой 
строке (столбцу) матрицы А прибавить произвольную линейную ком­
бинацию остальных строк (столбцов).

Доказательство. Рассмотрим матрицу у которой фиксированная
i-я строка является произвольной линейной комбинацией остальных 
строк, а все остальные строки -  такие же, как у матрицы А. Пусть мат­
рица А2 имеет /-ю строку, которая является суммой /-х строк матриц А и 
Аи а все остальные строки -  такие же, как у матрицы А. Тогда по свой­
ству 6  имеем

Л
По свойству 7 определитель Â  = 0 ,  следовательно,

Определение 1.2.18. Пусть А = ) G М „ (М ) . Выберем к строк и к

столбцов в матрице А. Элементы матрицы А, находящиеся на их пере­
сечениях, образуют квадратную матрицу порядка к, определитель кото­
рой Z,̂  называется минором ^-го порядка.

Пример 1.2.19. Пусть

А =
-1

2
1

4

О

-3

- 1

2
1

О

2

VI к =  2.

Выберем первую и третью строки, второй и четвертый столбцы матри-

Г 4  П
цы На их пересечениях находится матрица L j =

-3 1
определи­

тель которой L j = 1  является минором 2 -го порядка.

Определение 1.2.20. Пусть Z,̂  есть минор ^-го порядка в матрице 

А = â̂ j)  е М „ (М ). Обозначим через сумму номеров строк и столб­

цов, на пересечениях которых расположены элементы матрицы Ц .  

Элементы матрицы А, находящиеся на пересечениях п - к  строк и 

п - к  столбцов, не вошедших в , образуют квадратную матрицу Ц  

порядка п - к , определитель которой Ц  называется дополнительным



минором к минору . Алгебраическим дополнением к минору 

называется число

Пример 1.2.21. Найдем алгебраическое дополнение к минору из

примера 1.2.19. Элементы дополнительного минора расположены

на пересечениях второй и четвертой строк, первого и третьего столбцов 
матрицы А, а именно

^ - 1  1 

1 21А =

Тогда дополнительный минор |Z,j| есть |Ẑ | = -3 . 

Для вычисления алгебраического дополнения найдем сначала

. Имеем

Тогда

( 1 + 3 ) +  (2 + 4 )  =10 .
HOMqM строк иом^м столбцов

чЮ
/ ^ = - 3 .

Мы теперь можем сформулировать одну из основных теорем теории 
определителей.

Теорема 1.2.22. (Теорема Лапласа). Пусть в матрице А е М „  (К )

выбрано к строк (или к  столбцов). Определитель А  матрицы А  равен

сумме произведений всевозможных миноров к-го порядка, расположен­
ных в выбранных строках (столбцах), на их алгебраические дополнения. 

Пример 1.2.23. Пусть матрица

А =

2
3

5

- 1

О

0

1 
О 

2

2
-1
2

-1
1

0 ^

О

4

О

-2
Пусть к =  2 , и выбираем первые две строки. В этих двух строках име­
ется всего один ненулевой минор, а именно



1 2

L, =
2  - 1

= -5 .

е к минору равно

1 1 4

О 1 О

2 2 - 2
Находим S,

S, = (Г + 2 )+ (1 + 3 ) = 7,

Вычисляем определитель по правилу треугольников: 

1 1 4

О 1 О 

2 2 - 2
= - 2  + 0 + 0 - 8  + 0 +  0 =  - 10 .

Тогда = (-1 )^  • (-1 0 ) = 10 и, следовательно,

А\ = Щ - А ^  = (-5 )-1 0  =  -50 .

Следствие 1. Определитель матрицы А равен сумме произведений 
всех элементов некоторой строки (столбца) матрицы А на их алгебраи­
ческие дополнения.

Доказательство. Применяем теорему Лапласа для случая А: =  1. 
Пример 1.2.24.
Пусть

'2  О - Г  

А =  Ъ 3 -2  

1 О 1

Выбираем второй столбец, тогда

2 -1

1 1
= 9.

Следствие 2. Сумма произведений всех элементов некоторой стро­
ки (столбца) матрицы А на алгебраические дополнения соответствую­
щих элементов любой другой строки (столбца) равна нулю.



Доказательство. Рассмотрим сумму произведений всех элементов 
произвольной к-й строки матрицы А на алгебраические дополнения со­
ответствующих элементов любой другой, скажем i-й, строки матри­
цы А. Пусть А' -  матрица, у которой все строки, кроме i-й, такие же, 
как у матрицы А, а элементами i-й  строки матрицы А ' являются соот­
ветствующие элементы к-й строки матрицы А. Тогда у  матрицы А ' две 
одинаковые строки и, следовательно, по свойству 4 имеем, что \а '\ =  О.

С другой стороны, по следствию 1 определитель \А'\ равен сумме про­

изведений всех элементов i-й  строки матрицы А ' на их алгебраические 
дополнения. Заметим, что алгебраические дополнения элементов i-й 
строки матрицы А ' совпадают с алгебраическими дополнениями соот­
ветствующих элементов i-й  строки матрицы А. Но элементами i-й  стро­
ки матрицы А ' являются соответствующие элементы к-й строки матри­
цы А. Таким образом, сумма произведений всех элементов j-й строки 
матрицы А ' на их алгебраические дополнения с одной стороны равна 
нулю, а с другой стороны равна сумме произведений всех элементов 
к-й строки матрицы А на алгебраические дополнения соответствующих 
элементов i-й строки матрицы А.

Теорема 1.2.25. Пусть матрицы А , В е М „  ( R ) . Тогда |i4 • Б| =  |i4| • fi|.



Пусть A = {a^^, i  =  \,n, j  =  \,т -  прямоугольная матрица над R  , и 

предположим, что , т.е. хотя бы один из â j *  О .

Определение 1.3.1. Назовем рангом матрицы А и обозначим его 

rki^A) наибольший из порядков отличных от нуля миноров матрицы А.

Если г  =  гк{^А),  то любой ненулевой минор порядка г  назовем базис­

ным минором матрицы А,  а строки и столбцы матрицы А, на пересече­
нии которых расположен базисный минор, назовем базисными строка­
ми и столбцами.

Пример 1.3.2. Пусть матрица А имеет вид

' 1  2  0  0 ^

/1= О О О О 

. 1 3  0  0 ;

В этой матрице отличен от нуля только один минор второго порядка, а 
именно

= 1 .

Все миноры третьего порядка равны нулю, поскольку содержат ну­
левую строку или нулевой столбец. Тогда наибольший из порядков не­

нулевых миноров матрицы А равен 2, т.е. г к [ А )  =  2 .

Первая и третья строки являются базисными строками, а первый и 
второй столбцы являются базисными столбцами.

Рассмотрим методы вычисления ранга матрицы.

Определение 1.3.3. Пусть -  минор ^-го порядка матрицы А. 

Выберем строку с номером / и столбец с номером у, которые не прохо­

дят через минор М^.  Тогда минор порядка к +  1, проходящий 

через к строк и столбцов минора М* и также /-ю строку и у-й столбец.



назовем минором, окаймляющим минор , или просто окаймляющим 

минором матрицы А.
Пример J.3.4. Пусть матрица А  имеет вид

^ 1 - 1 0  1 0 ^

2 -2  0 0 0
1  0  0 - 1 1  

, - 1  1 0 - 1 0 ,

А =

Рассмотрим минор М ^, расположенный на пересечении первой и 

третьей строк, второго и пятого столбцов матрицы А, а именно

- 1  О
О 1

Выберем для окаймления вторую строку и первый столбец матрицы А, 
тогда окаймляющий минор расположен на пересечении первых 

трех строк и первого, второго и пятого столбцов матрицы А\

'и -1 0 1

[2 -2 0 0

ш 0 0 -1 ш
1-1 1 0 -1 oj

то есть

1 - 1  О
М з  =  2  - 2  О .

1 О 1

1. Метод окаймляющих миноров.

Поскольку А ф О,  то г к ( А ) > 1 ,  т.е. существует ненулевой минор 

первого порядка a. j ^O.

Если все миноры второго порядка матрицы А,  окаймляющие , 

равны нулю, то гк{^А') =  \. В противном сл)^ае выберем ненулевой ми­

нор второго порядка , окаймляющий a ĵ. Опять имеем две возмож­

ности. Если все миноры третьего порядка матрицы А, окаймляющие



минор M j,  равны нулю, то г к ( А )  = 2 .  В противном случае выберем 

ненулевой минор третьего порядка , окаймляющий , и т.д.

Продолжая подобным образом, получим, что либо на некотором 
шаге для ненулевого минора все окаймляющие миноры А: +1 -го

порядка равны нулю, и тогда г к [ А )  = к ,  либо дойдем до ненулевого

минора Mf  максимально возможного порядка, равного i  = rmn{n,m) , v i

тогда г к [ Л )  = 1 .

Пример 1.3.5. Рассмотрим матрицу А из примера 1.3.4:

М  -1 О 1 0 "

2 -2  0 0 0
1 0  0 - 1 1

, - 1  1 0 - 1 0 ,

На пересечении третьей и четвертой строк и первых двух столбцов 
матрицы А находится ненулевой минор второго порядка

1 О

- 1  1

А =

М , = =  1?^0 .

Среди миноров третьего порядка, окаймляющих минор , есть нену­

левой минор, полученный добавлением третьей строки и четвертого 
столбца, а именно

2 - 2  О 

1 О - 1 = - 2  5^0.

- 1  1 -1

Найдем два окаймляющих минора четвертого порядка, полученных до­
бавлением первой строки и третьего столбца, а также первой строки и 
пятого столбца.

Имеем

1
2
1

-1

-1  О 1

-2  0 0
0 0 - 1

1 О -1

= 0 ,



так как третий столбец состоит из нулей,

1 - 1  1
2 - 2  0
1 О -1 

- 1  1 - 1

= 0 .

так как первая и четвертая строки пропорциональны с коэффициентом 
пропорциональности - 1 .

Таким образом, все миноры четвертого порядка, окаймляющие ми­

нор A f j , равны нулю, тогда гк{^А) =  3.

Рассмотрим теперь другой метод вычисления ранга матрицы, а 
именно метод элементарных преобразований.

Определение 1.3.6. Будем называть элементарными преобразова­
ниями матрицы А следующие ее преобразования:

1 )  транспонирование матрицы А ;
2) перестановка двух строк или двух столбцов матрицы А',
3) умножение любого элемента некоторой строки или столбца на 

отличное от нуля число а  G К  ;
4) прибавление ко всем элементам некоторой строки или столбца 

соответствующих элементов другой строки или столбца, пред­
варительно умноженной на отличное от нуля число а  е  М .

Имеет место следующая теорема, которую приведем без доказа­
тельства.

Теорема 1.3.7. Любое из элементарных преобразований матрицы А 
не меняет ее ранг.

Теперь мы можем привести метод элементарных преобразований.

Ш аг 1. Если о,, ; tO, то умножаем первую строку матрицы А  на 

l/â  ̂ , в результате получим о', =1 . В противном случае вначале пере­

становкой строк и/или столбцов матрицы А добиваемся, чтобы а,, О, а 

затем применяем указанное выше преобразование.
Ш аг 2. С помощью a[  ̂ =  1 получаем нули в первом столбце посред­

ством следующих элементарных преобразований:
-  ко второй строке прибавляем первую строку, предварительно ум­

ноженную на -Й 2 , ;

-  к третьей строке прибавляем первую строку, предварительно ум­
ноженную на - f l j , , и так далее;



- К  т-У1 строке прибавляем первую строку, предварительно умно­
женную на - а „ , .

В результате шага 2 получаем матрицу

1
О

О

«12

Ш аг 3. Получаем нули в первой строке посредством следующих 
элементарных преобразований:

- и з  второго столбца вычитаем первый, предварительно умножен­
ный на -а ,2 ;

-  из третьего столбца вычитаем первый, предварительно умножен­
ный на - а 'з ;

- и з  и-го столбца вычитаем первый, предварительно умноженный 

В результате шага 3 получаем

1 0  ... 0

0

А '

0

Повторяя указанные выше преобразования, в итоге придем к матрице 
вида

1 0 . . . 0 0
0 1

•
•

0 0

. . . • 1. . . 0 0
0 0 • ̂ 0 0
0 0 0 0

и число единиц на главной диагонали равно рангу г к [ А ) .



Пример 1.3.8. Применим метод элементарных преобразований к 
матрице

Г- 1  2  1 0 ^

1 - 2 - 1 0  

0  1 1 1  

. 1  1 1 1 ,

Прибавляя первую строку ко второй и четвертой строкам, получим мат­
рицу

А =

- 1 2 1 0 ^ - 1 2 1 0 '

1 - 2  - 1 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 1 1 1

. 1
1

1 . 0
3 2 к

Далее переставляем вторую и четвертую строки:

- 1 2 1 0 ^ ^ - 1 2 1 0 '

0 0 0 0 0 3 2 1

0 1 1 1 0 1 1 1

. 1
3 2 h . 0

0 0
0 .

Затем получаем нули в первой строке, прибавляя ко второму столбцу 
первый, предварительно умноженный на второй, и к третьему столбцу 
прибавляем первый:

Г-1

о 

о 1 

о о

о о
3 2 

1 

о

Далее поменяем местами вторую и третью строки и дополнительно ум­
ножаем первый столбец н а - 1 , получим матрицу

\ О О o')
0  1 1 1

0 3 2 1

0 0 0 0.
Подматрица А ' имеет вид



П  1 П

А ' = 3 2 

О О

Получаем нули в первом столбце:

П  

О 
О

а затем в первой строке:

1

-1

О

О
- 1

О

-2
О

0 ^

-2
О

Умножаем вторую строку на - 1  и затем получаем нули во второй строке:

О 0^
О 1 о 

,0  о о .

Итак, в итоге получаем матрицу

1 0  0 О
О О

Следовательно, г к [ А )  =  3.

В заключение применим метод элементарных преобразований к 
матрице из примера 1.3.5 и сравним трудоемкость вычислений с мето­
дом окаймляющих миноров.

Пример 1.3.9. Найдем методом элементарных преобразований ранг 
матрицы

-1 О
- 2  О

А =

1
2
1

-1

1 О
О О

0 0 - 1
1 о -1



Имеем

'  1 - 1 0 1 0^

2 - 2 0 0 0
- >

1 0 0 -1 1

- 1 1 0 -1 0 ; V

(1 0 0 0 0^
/

0 0 0 -2 0
->

0 1 0 -2 1

.0 0 0 0 0; \

-1  О

0 о
1 о 
о о

0 о
1 о 

о 
о

1

-2
-2

1

О

о о 
о о

0 о

1 о ' 

- 2  1 

-2  О

О О,

'1 0 0 0 0' '1 0 0 0 0'

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
->

0 0 0 --2 0 0 0 0 1 0

.0 0 0 0 0. .0 0 0 0 0.

0 0 0 0'

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

.0 0 0 0 0;

Получим тот же ответ, что и в примере 1.3.5 методом окаймляющих ми­
норов, но трудоемкость вычислений существенно меньше, чем в том 
примере.



Лекция 4. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА И МАТРИЧНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ

Определение 1.4.1. Пусть ) е  Л/„ (R )  -  квадратная матрица

порядка п с числовыми элементами. Будем говорить, что квадратная 

матрица В =  ) е  (R )  порядка п с числовыми элементами является 

обратной матрицей к матрице А, если А - В =  В ■ А =  Е , где

П  О О 0^

0 1 0  0
Е  =

, 0 0 0 1,
единичная матрица порядка п. Условимся обозначать обратную матри­

цу 5  к матрице А через А~ ' .
Следующая теорема дает критерий существования обратной мат­

рицы.

Теорема 1.4.2. Матрица А =  ) е  (R )  имеет обратную матрицу 

тогда и только тогда, когда р4| О.

Необходимость. Если матрица /4” ‘ существует, то из

А '' -А  = А -А  ' = Е  следует по теореме 1.2.24, что

Е  =1.

Следовательно, 1.4| О.

Достаточность. Пусть \А\=а О.

Рассмотрим алгебраические дополнения А̂  ̂ к элементам матри­

цы А и составим матрицу А'  , которая называется присоединенной к 
матрице следующим образом:



А *  =

Г4 .
А2 п̂2

••• •'̂ ЯП/

Другими словами, для составления матрицы v4* нужно сначала каждый 
элемент â j матрицы А заменить на его алгебраическое дополнение ,

а затем полученную матрицу транспонировать.

Теперь обратная матрица у4"‘ вычисляется следующим образом:

П

В = - А  =  
а

а

а

- А .  - А .
\ а  а

а

а

Действительно, рассмотрим матрицы С  =  АВ и D  =  BA.

Любой элемент этих матриц c.j (^d.j)  вне главной диагонали, т.е.

/ ̂ J, равен нулю, поскольку после вынесения общего множителя — за
а

скобки элемент Су ( ) равен сумме произведений элементов i-й строки

(/■-го столбца) матрицы А на алгебраические дополнения к соответст­
вующим элементам j-vi строки (/-го столбца), которая по следствию 2  из 
теоремы Лапласа равна нулю.

Любой диагональный элемент этих матриц равен единице,

поскольку после вынесения общего множителя — за скобки элемент
а

Су равен сумме произведений элементов i-й строки (/-го столбца)

матрицы А на ик алгебраические дополнения, которая по следствию 1 
из теоремы Лапласа равна определителю матрицы А,  который равен а, 

т.е. =1 для любого i  = l ,n.  Следовательно, C  =  D  =  E, и таким

образом В =  А~\



Определение 1.4.3. Будем называть матрицу 4̂ =  е  (R )  не­

вырожденной, если |/4| О.

( а  ЬЛ
Пример 1.4.4. Пусть А =

U  d )
Ш аг 1. Вычисляем А = a d  - Ь с  =  а.

Если а  О, то переходим к следующему шагу.
Ш аг 2. Находим присоединенную матрицу 

2 а) A^^=d , А ,2 = - с ,

= —Ь , А22 ~  ^  5

f d  - b ^
26) А'  =

а

Ш а г  3. Находим обратную матрицу

А - ' Л
а

f d  - Ь )  

- с  а

Рассмотрим теперь методы вычисления обратной матрицы.
Метод 1. Этот метод изложен в доказательстве теоремы 1.4.2, по­

этому нет необходимости вновь излагать его.

Метод 2. Пусть А е М „  ( R ) , и рассмотрим расширенную матрицу

А ' , полученную присоединением к матрице А единичной матрицы Е  
порядка и, т.е. А ' имеет вид (А\Е).

Ш аг 1. Применяем к матрице А ' метод элементарных преобразова­
ний вычисления ранга матрицы, причем разрешается использовать 
только элементарные преобразования строк матрицы А '.

Если ранг матрицы А ' меньше «  (т.е. матрица А  приводится к диаго­
нальному виду с числом единиц, меньшим п), то |Л| =  О и обратной мат­
рицы к матрице А не существует. В противном случае переходим к сле­
дующему шагу.

Ш а г 2. Пусть ранг матрицы А ' равен п, т.е. матрица А ' приводится 
к виду



'1 О ... О 

О 1 ... О

^0 о ... 1

Тогда /!■' =  А " .
Метод 3 (метод Фаддеева). Пусть v4 € A / „ ( R ) ,  и  рассмотрим

последовательность матриц 5,., / =  1 ,и , вычисленных следующим 

образом:

4  = ^ ;  Т г 4  = р , ;  А^ - р^Е  = В^, 

= A2 I '2 ' ^ ^ ~ Р 2 ’ ~  ~  ^2>

B^A =  А.̂ ', —Тг y4j = ; А̂  — р^Е =  В^,

= - т г л  = р„ ;  А - Р п Е = в „ ,
п

где Тг А. -  след матрицы Д., т.е. сумма диагональных элементов Д., 

/ =  \,п .

Тогда, если матрица А -  невырожденная, то А'^ = — В^ ,.
Рп

Замечание. Контроль правильности вычислений ведется по = О. 

Пример 1.4.5. Пусть матрица

П  2  0 ^

2 3 0А =

-4  -2  1

Вычислим А~' согласно методу 1. 

Ш аг 1. Находим |у4| =  -1 О.

Ш аг 2. а) Вычисляем Ау для i , j  =  1,я :

Д , = 3 ; Д 2 = - 2  ; Дз = 8 ,



/^2 1 — — 2  ; — 1 j -^3 — 6 ,

Ajj = О ; Aj2 — О > Ajj =  — 1.

б) Составляем матрицу А ' :

А =

ГЗ  - 2  0  ̂

-2  1 О 

8 - 6  -1

Ш аг 3. Находим обратную матрицу:

Г-3 2 О

А -' = - А '  =

Проверка

А - А - ’ =

2 - 1 0  

- 8  6 1

П  О 0  ̂

О 1 О 

О О 1

Пример 1.4.6, Пусть матрица А из примера 1.4.5, т.е.

' ' 1  2 0"

А = 2 3 0 

-4  -2  1

Вычислим А ‘ согласно методу 2. 
Ш аг 1. Составляем матрицу

Ш аг 2. Выполняем следующую цепочку элементарных преобразо­
ваний строк А ' :



2 0 1 0
1 0 2 -1
0 1 —8 6

Ш а г  S. Таким образом,
/

-3 2 0 '

А- '  = 2 - 1 0

ч - 8 6

Проверка

'\ 0

АА-^ = 0 1 0

. 0
0

Пример 1.4.7. Пусть матрица А из приме;
1 2 o'!

А = 2 3 

-4  -2

Ш аг 1. Находим матрицу 5 ,:

А, = А ;  ТгА, =  5;  А ^ - 5 Е  =  

Ш а г  2. Находим матрицу :

0

1/

- А

2
- Л

2
-2
-2

О

О

-4

= 5..

'  0 - 2

; - Т г 4 = - 3 ;  А ^ + З Е  =  
3

 ̂ 3 - 2 0 '

В,А = А  ̂ = - 2 - 2 0 - 2 1 0

. 8
- 6 . 8

- 6
- 1



Шаг 3. Находим матрицу В-̂ : 

Г-1 О 0^
В^А = Aj = 0 - 1 0  

0 0 - 1

; —TrAj = - 1; A j + £  = В̂  = 0.

Таким образом, А ' = -В^ = 

Проверка

-3  2 0^ 
2 - 1 0  

-8  6 1

АА~̂  =
Г1 О 0^
О 1 О
О О 1

Укажем применение обратной матрицы к решению матричных урав­
нений.

Рассмотрим матричные уравнения вида

АХ = В {\) к YA = B .  (2)

Если матрица А невырожденная, то решения этих уравнений нахо­
дятся так: умножаем слева обе части уравнения (1) на матрицу А~', по­
лучаем

A-^(AX) = A-^B,

(а -'а ) х  = а -'в ,

ЕХ = А~'В, Х  = А-'В.
Для решения уравнения (2) действуем аналогично справа, получаем

(ГА) А-' = В А ' \

у (а а - ' ) = в а -',

УЕ = ВА-', Г = ВА-'.
Пример 1.4.8. Пусть даны уравнения

АХ = В и УА = В ,



где А = 

тогда

2> '- 3  г
. в  =.2 3; . - 4  2,

, Х и  У -  неизвестные матрицы из Л /^(К ),

Х  = А-'В =
'-3 2" '-3  Г  ̂ 1 Г

. 2 -К .-4  2, -2  0,

Y = ВА-' =
^-3 Г ^-3 2> '11 -5^

2. . 2 - 1; .16 - 10,



Вопросы для самоконтроля

1. Верно ли, что произведение матриц А = ) и i , j  = \,п,

состоит из произведений соответствующих элементов, т.е. С = (с..)

2.

3.

есть произведение матриц С =  А-В , если с у = a.j ■ by, i, j  = I, п 7 

Вычислите определитель матрицы
' 1  О - П  
2 1 1

А =

4.

5.

6.

7.

8.

Дайте словесную формулировку вычисления определителя второго 
порядка общего вида

а Ь 
с d

Как изменится определитель п-го порядка, если транспонировать 
его матрицу?
Как изменится определитель п-го порядка, если поменять местами 
его две строки?
Чему равен определитель и-го порядка с двумя пропорциональны­
ми столбцами?
Как изменится определитель и-го порядка, если к первой его строке 
прибавить сумму всех остальных строк?
Верно ли, что определитель суммы матриц равен сумме определи­
телей слагаемых, т.е. А + В = А + В

9. Верно ли, что определитель произведения матриц равен произведе­
нию определителей сомножителей, т.е. А - В = А • В 'I

10. Верно ли, что диагональные матрицы п-го порядка перестановоч­
ны, т.е. если Л = d iag(a,,...,a„) и B = d i a g ( Z ? , то А-В = В-А7

11. Найдите ошибку в «доказательстве» следующего утверждения: 
«любая ненулевая матрица порядка гг имеет ранг и».

Доказательство. По определению ранга матрицы ранг данной 
матрицы порядка п равен наибольшему из порядков ненулевых ми­
норов этой матрицы. Поскольку матрица ненулевая, то она сама яв-
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ляется ненулевым минором порядка и и, следовательно, ранг данной 
матрицы равен п как наибольшему из порядков ненулевых миноров 
этой матрицы.

12. Сформулируйте метод окаймляющих миноров вычисления ранга 
матрицы.

13. Сформулируйте метод элементарных преобразований вычисления 
ранга матрицы.

14. Чему равен ранг невырожденной матрицы порядка «?
15. Если матрица порядка п имеет ранг и, то означает ли это, что мат­

рица невырожденная?
16. Верно ли, что обратная матрица к невырожденной матрице также 

является невырожденной матрицей?
17. Сформулируйте метод вычисления обратной матрицы через вычис­

ление присоединенной матрицы.
18. Сформулируйте метод вычисления обратной матрицы через при­

соединение единичной матрицы.
19. Сформулируйте метод Фаддеева вычисления обратной матрицы.
20. Верно ли, что если матричное уравнение АХ  = В имеет решение 

X  = С ,то матрица А невырожденная?



МОДУЛЬ

Лекция 1. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА 
И ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА

Понятие векторного пространства в общем виде (забегая вперед, 
«для произвольного поля скаляров») мы сможем дать только после рас­
смотрения различных алгебраических структур, в частности поля, что и 
будет сделано позже. Здесь это понятие вводится для частного случая, 
когда скаляры -  действительные числа.

Определение 11.1.1. Будем говорить, что множество V является век­
торным пространством над R  , если выполняются следующие условия:

1) задано отображение т.е. для любой упорядоченной 
пары х , у е У  существует однозначно определенный z e F  такой, что 
z  = / j ( x , y ) ,  такой элемент z  назовем суммой элементов х, у  и обозна­
чим z = x + y ;

2) задано отображение : М х К Г , т.е. для любой пары элемен­
тов а е R  и x g V существует однозначно определенный y e V  такой, 
что 7  = ( а ,х ) , такой элемент у  назовем произведением а  на х и обо­
значим у  = а - х ’,

3) отображения и ^  удовлетворяют следующим условиям:

3.1) {х + у )  + Z = X  + [ у  + z)  для любых x , y , z e F  ;

3.2) существует элемент О еУ  такой, что 0 + х = х + 0 для любого
Xе Г , такой элемент O e F  назовем нуль-вектором и обозначим О;

3.3) для любого элемента х е У  существует элемент у е У  такой,

что х + у  = у  + х = 0  , такой элемент у  назовем противоположным к х и 
обозначим у  = - х ;

3.4) х + у  = у  + х для любых x , y e F ;
3.5) (а  + р )х  = схх + рх для любых a , p e R  и любого x e F ;



3.6) a ( x  + j )  = cur + a>; для любого a e R  и любых x , y ^ V ;

3.7) (ар)л: = а(Рлг) для любых а ,Р  е М и любого x e V  ;
3.8) 1 х  =  х  для любого x e F .

Условимся называть элементы векторного пространства У векторами, а
числа из [R -  скалярами.

Пример II.1.2. Рассмотрим множество V всех направленных векто­
ров-отрезков на плоскости. Непосредственно проверяется, что относи­
тельно обычных операций сложения векторов-отрезков и их умножения

на число множество V является векторным пространством над 1R.
Пример П. 1.3. Рассмотрим множество всевозможных строк 

( а , , а 2, - " ,а „ ) ,  где а , = Зададим сложение строк

х = ( а , , . . . ,а „ )  и = следующим образом:

jc + >̂ = ( a ,+ p „ . . . ,a „ + p „ ) .

Далее для любого а е М  и любой строки х = ( а , , . . . ,а „ )  определим 

произведение а  нах следующим образом:
а х  =  ( а а , , . . . , а а „ ) .

Непосредственно проверяется, что для введенных операций выполня­
ются свойства 3.1 -  3.8, и, следовательно, есть векторное про­
странство, которое называется арифметическим векторным пространст­
вом /1-мерных векторов-строк.

Рассмотрим множество всевозможных столбцов 
\а

где а,. g R, / = 1,и . Задавая операции сложения столбцов и их умноже­
ния на число аналогично соответствующим операциям для строк, убеж­
даемся, что Rj^  ̂ есть векторное пространство, которое называется

арифметическим векторным пространством «-мерных векторов- 
столбцов.



Пример IJ.1.5. Рассмотрим множество всевозможных

матриц A = размера /мхи с элементами а̂ . g R ,  г = 1,/«;У = 1,и.  

Зададим сложение матриц A = ^a ĵ и В = j так:

А + В = С = (с .̂), 

где C.J = a.j + b.j для i = l ,m , j  = \,n.

Зададим умножение матрицы А = ) на число а  е  R так:

а - А  = [а-а^)

для i = \,m, j  = \,п.
Поскольку операции над матрицами сводятся к операциям над чис­

лами для каждой позиции (у ) ,  то полз^аем векторное пространство

действительных матриц, которое будем обозначать  ̂.
Рассмотрим теперь простейшие свойства векторных пространств. 
Свойство 1. Пусть V -  векторное пространство и x g V -  произ­

вольный вектор. Тогда

0 - х = 0 .

Другими словами, произведение числа О на произвольный вектор х есть 
нуль-вектор.

Доказательство. Имеем равенства

0 -х = (0 + 0)-х  = 0 -х + 0 -х .

Прибавляя к обеим частям равенства вектор -(О -х ) , получим 

- ( о  • х) +  О • X =  - ( О  • х) +  [о • X +  О • х ] .

Левая часть равна

- ( 0 х) + 0 х = 0 .

Правая часть равна

- ( 0 -х) + [0 -х + 0 -х]= - ( 0 -х) + 0 -х + 0 -х = 0 + 0 -х = 0 -х.

Следовательно, О • х = О .



Свойство 2. Пусть V -  векторное пространство и О -  нуль- 
вектор. Тогда для любого числа а  е  R

а - 0  = 0 .
Доказательство. Имеем равенства

а 0  = а - (0  + 0) = а - 0  + а - 0 .

Прибавляя к обеим частям равенства вектор - ( а  • О), получим

- ( а - 0 )  + а - 0  = - ( а - 0 ) +  а  О + а  О .

Левая часть равна

- ( а - 0 )  + а - 0  = 0.

Правая часть равна

- ( а - 0 ) +  а-О + а - 0  = - ( а - 0 )  + а - 0  + а - 0  =

= 0 + а - 0  = а-0 .

Следовательно, а  • О = О .
Свойство 3. Пусть V -  векторное пространство, x& V -  произволь­

ный вектор и a e R  -  произвольное число. Тогда, если а - х  = 0 , то 
х = 0 или а  = 0 .

Доказательство. Пусть аФО,  тогда, умножая обе части равенства 
а  • X = О на 1 /а , получаем

1/ а ( а - х )  = 1/ а - 0 .

Левая часть равна

1/ а ( а - х )  = (1/ а - а ) х  = 1-х = х.

Правая часть по свойству 2 равна

1/ а -0 = 0 .

Следовательно, а  = О или х = О .
Свойство 4. Пусть V -  векторное пространство, x& V -  произволь­

ный вектор. Тогда (-1 ) • х = - х .
Доказательство. Имеем

х + ( - 1) -х  = 1-х + ( - 1) -х  = [1 + ( - 1) ] -х  = 0 -х = 0 .



Тогда вектор (-1) х является противоположным к вектору х и, сле­
довательно,

( - l ) x  = - x .

в  дальнейшем условимся обозначать вектор х + (->’) как х - у .

Определение П.1.6. Пусть V -  векторное пространство, x g F  -  
произвольный вектор и

XpX2,...,Xj -  (1)

произвольная система векторов из V. Будем говорить, что вектор х ли­
нейно выражается через систему (1), и обозначим это так: (1) , если

х = а,х, +OL2 X2 +--- + а^х^,

где ttj € R .
Правую часть этого равенства будем называть линейной комбина­

цией векторов x,,x2,...,xj^, а числа -  коэффициентами этой 
линейной комбинации.

Пример II.L7. В арифметическом векторном пространстве строк 
рассмотрим систему векторов-строк:

XpXjjXj, (2)

где X, =(1,-1,0,l),Xj = (2 ,1 ,-2 ,0 ),Хз =(-1,1,-1,1) ипусть х = (2 ,4 ,-3 ,^ ) .
Легко проверить, что вектор х линейно выражается через систему 

(2) посредством следующей линейной комбинации:
X -  -3xi + 2xj -  Х3 .

Приведем еще два примера векторных пространств.
Пример П.1.8. Рассмотрим множество всевозможных функций

(отображений) из [R в [R, обозначим его как

К®

Определим для любых функций gR® и х  сумму f ^ + f j  следую­
щим образом:

и + л ) ( ^ ) = / ; ( ^ ) + л ( ^ )
для любого x e R .

Далее определим а  • /  для любой /  е  R’’̂ и любого а  е  R так:



{ а - / ) ( х )  = а - / ( х )

для любого x g R.
Непосредственно проверяется, что все пункты определения вектор­

ного пространства выполняются для относительно введенных выше 
операций.

Пример II. 1.9. Рассмотрим множество всевозможных многочленов 
от одного неизвестного х с действительными коэффициентами, обозна­
чим его М[х]. Для любых многочленов gIR[x] определим сумму

yj + /2 следующим образом.
Если

^  =а„х” +--- + О,х + Оо,

/2 =К^"' +••• + *,х + 
и пусть для определенности п > т ,  то запишем

f z = b y  + -  + Ь,х + Ь̂ , 

определив Z>. = О для m < i < n .
Тогда зададим

у; + Л  = К  + +b,)x + a^+b^.

Для любых /  ( и а  G ж определим 

а  • /  = аа„х" + • • • + аа,х + а а ^ ,

если

f  = a„x” + -  + а̂ х + аа.
Непосредственно проверяется, что все пункты определения векторного 
пространства выполняются для !
операции.

Пример II.1.10. Пусть (")

относительно введенных выше

есть множество всевозможных мно­
гочленов от неизвестной х с коэффициентами из М степени, не превос­
ходящей и. Если в задать такие же операции сложения много­

членов и их умножения на скаляр, то аналогично проверяется, что
(«) есть векторное пространство над



Определение IL2.1. Пусть V -  векторное пространство, и рассмот­
рим произвольную систему векторов из V:

Будем говорить, что система (I) линейно зависима, если выполня­
ются следующие условия:

а) если к = 1 (т.е. система состоит из одного вектора), то единствен­
ный вектор системы (I) есть нулевой вектор;

б) если Л > 1, то существует вектор х, из системы (I) такой, что х. 
линейно выражается через подсистему (II) системы (I), где

(11) = (1) \{х , ) .

Другими словами, существует вектор данной системы векторов, кото­
рый линейно выражается через остальные векторы этой системы век­
торов.

Пример IL2.2. В арифметическом векторном пространстве 
рассмотрим систему векторов-строк:

(1)х , ,х 2,хз,

где
X, = (-2 ,1 ,-1 ,3), Хз = (1 ,-2 ,2 ,-1 ), Хз = (-1 ,-4 ,4 ,3 ) .

Система (I) линейно зависима, поскольку существует вектор из системы
(I), а именно вектор Х3, который линейно выражается через остальные 

векторы X, и X j следующим образом: х, =2х, н-Зх^.
Определение I I .2 .3 . Система векторов из векторного пространства

V называется линейно независимой, если эта система векторов не явля­
ется линейно зависимой.

Пример П.2.4. Любая система векторов, состоящая из одного нену­
левого вектора, будет линейно независимой согласно пункту «а» из оп­
ределения II.2.1 линейной зависимости системы векторов.



Сформулируем теперь необходимое и достаточное условие линей­
ной независимости системы векторов.

Теорема II.2.S (критерий линейной независимости). Пусть V -  век­
торное пространство. Система (I) векторов пространства F яв­
ляется линейно независимой тогда и только тогда, когда выполнено ус­
ловие

(*) для любой линейной комбинации векторов из системы (I), 
если а,х, +--- + а^х  ̂ = О , то а , = а^  =--- = а^ = 0 .

Доказательство. Необходимость. Пусть система (I) линейно неза­
висима, и покажем, что тогда условие (*) выполняется.

Для к = \ утверждение очевидно, поскольку в этом случае из ли­
нейной независимости системы (I) следует, что х, ^  О , и по свойству 3 

(с. 56) из а,х, = О следует, что а , = О. Поэтому можем считать, что 
к ^ 2 .

Предположим, что существует линейно независимая система (I) 
векторов из V с к > 2 ,  для которой условие (*) не выполняется, т.е.
а,х, +■̂  ̂+ â x̂ . = О и для некоторого / е  {1,...,^} имеем а,, ть О . Без ог­
раничения общности можем считать, что / = 1 (при необходимости мо­
жем перенумеровать векторы из системы (I)), т.е. а , э* О. Тогда имеем

а,х, = - 02X2 ------- а^х^,

откуда получаем

«2X, = ---- ^X j------------х^,
«. «.

и, следовательно, система (I) линейно зависима, что противоречит 
предположению. Необходимость условия С") доказана.

Достаточность. Пусть для системы (I) выполняется условие (*), и 
покажем, что тогда (I) есть линейно независимая система векторов из V.

Предположим противное: пусть система (I) линейно зависима. Если 
к = \ ,  то это означает, что х, = О, и тогда из а,х, = 0  не следует, что 
а , = О, т.е. условие (*) не вьшолняется, что противоречит предположе­
нию о том, что для системы (I) выполняется условие (*). Тогда можем 
считать, что к > 2 .



Из линейной зависимости системы (I) в этом случае следует, что 
существует такой, что вектор х. линейно выражается через
остальные векторы системы (I). Без ограничения общности можем счи­
тать, что г = 1, тогда

X, =а^Х2 +"- + a^Xi.
Отсюда имеем

1 • Х| -  ttjXj------- â Xj = О .

Получили линейную комбинацию векторов из системы (I), равную 
нуль-вектору, но, по крайней мере, один из коэффициентов этой линей­
ной комбинации, а именно а , = 1 О. Это означает, что условие (*) не 
выполняется, что противоречит предположению. Таким образом, дока­
зана достаточность условия (*).

Следствие. Система (I) х,,...,х^^ векторов из V является линейно за­
висимой тогда и только тогда, когда существует линейная комбинация 
векторов из системы (I), которая равна нуль-вектору, причем хотя бы 
один из коэффициентов этой линейной комбинации отличен от нуля. 

Доказательство получается из записи отрицания условия (*). 
Отметим ряд свойств векторных пространств, относящихся к ли­

нейной зависимости и линейной независимости систем векторов (нуме­
рация этих свойств ведется с учетом свойств 1 - 4 ,  приведенных ранее).

Свойство 5. Если система векторов (I) содержит линейно зависи­
мую подсистему (II), то система (I) является линейно зависимой.

Доказательство. Пусть система (I) д^,х2,...,х^ содержит линейно 
зависимую подсистему, которую без ограничения общности (перенуме­
ровав, если необходимо) можем записать так:

(II) Х|, х^,..., х^,

где Е<к.
Тогда в подсистеме (II) существует вектор х^, i < i  , такой, что 

X, = а,х, + • • • + а,х,_, + а  ,„+••• + а ,х ,.

Если в правой части этого равенства добавить слагаемые с нулевыми 
коэффициентами (т.е. слагаемые, равные нуль-вектору), то вектор х̂  от 
этого не изменится. Следовательно,



X j — « 1-'̂ ! Н I" +  <^;+i^,+i H I- а^д:^ +

+0 - н—  + 0 -x^,

и тогда система (I) линейно зависима.
Свойство 6. Если в системе векторов (I) есть нуль-вектор, то эта 

система линейно зависима.
Доказательство. Если система (I) состоит из одного нуль-вектора, 

то (I) есть линейно зависимая система векторов согласно определе­
нию П.2.1. Если в системе (I), кроме нуль-вектора, есть и другие векто­
ры, то, взяв линейную комбинацию этих ненулевых векторов с нулевы­
ми коэффициентами, получим, что нуль-вектор является линейной ком­
бинацией остальных векторов системы (I). Это означает, что система (I) 
линейно зависима.

Свойство 7. Если система векторов (I) линейно независима, то лю­
бая ее подсистема также линейно независима.

Доказательство. От противного, если существует подсистема (II) 
системы (I), которая линейно зависима, то по свойству 5 система (I) яв­
ляется линейно зависимой, противоречие.

Свойство 8. Если система векторов (I) линейно незави­
сима, а система векторов (II) линейно зависима, то вектор
у  линейно выражается через систему (I) (будем обозначать это так:

Доказательство. Из линейной зависимости системы (II) следует, 
что существуют числа а , , а 2, . . . ,а^,а^^, , среди которых хотя бы одно 
отлично от нуля, такие, что

« 1̂1 + + • • • + = О .

Возможны два случая.
Случай 1. = О.
Тогда

a,jc, + 0 L 2 X 2  + - "  +  a ^x^  =  О , 

и из линейной независимости системы (II) следует, что

а ,  = а ^  =--- = а^ = 0 ,



т.е. все числа а , , /  = 1Д  + 1, равны нулю, что противоречит наличию

хотя бы одного ненулевого числа среди а, ,г = 1Д + 1. Таким образом, 
случай 1 не выполняется.

Случай 2. О . Тогда имеем

= -------- « Л  .
откуда получаем

а, a j  а* 
j  = ----- ! - х , ------------------------

Рассмотрим произвольную систему векторов
(I)

и укажем способ нахождения ответа на вопрос, является ли данная сис­
тема векторов линейно независимой или нет.

Пусть

а,а, + а ,02 +--- + а^а^ = О

есть произвольная линейная комбинация векторов системы (I). Рассмат­
ривая векторы системы (I) как упорядоченные наборы чисел, по каждой 
позиции этих наборов получаем слева линейные комбинации коэффи­
циентов a , , a 2,...,o.t, а справа -  нули. Отсюда, если рассматривать ко­
эффициенты a , , a 2,...,ttj как неизвестные, то получаем систему линей­
ных уравнений относительно этих неизвестных. Если эта система урав­
нений имеет только нулевое решение, т.е. ttj = О, Oj = 0,...,а^ = О, то по 
теореме П.2.5 это будет означать, что система (I) линейно независима, в 
противном случае -  линейно зависима.

Пример 11.2,6. Пусть в задана система векторов
(I) йГ| , £12, ,

где а, = (1 ,-1 ,2 ,-2 ); ^2 = (2,0,1,-1); = (3,-2,1,2).
Рассмотрим произвольную линейную комбинацию этих векторов, 

равную нуль-вектору:

а,а, + a 2fl2 + ® •
По первой позиции имеем

1-а, + 2 - а 2 + 3 - a j  = 0 ,



неизвестными

аналогично по остальным позициям
( - 1) а ,  + 0 а 2 + ( - 2)-аз  = 0 ,

2 - а ,  +1 • «2 +1 • а з  = О ,

(-2 )  ■ а, + (-1) • ttj + 2 ■ ttj = О .

Таким образом, получаем систему уравнений 
t t p t t j  И а , :

а , + 2aj + 3aj = О, 
а, + 2ttj = О,
2а, + a j  + аз  = 0, 

а , + ttj -  2a j = 0.

Из второго уравнения получаем
а , = - 2a j .

Подставляя - 2 а ,  вместо а, в остальные уравнения, получим

а , + 2tt2 +3a j  = 0, 
а , + 2a j = 0,
2а, + а^ + ttj = О, 
а , + a j  - 2a j  = 0.

Из второго уравнения получаем
а , = - 2а , .

Подставляя - 2 а ,  вместо а, в остальные уравнения, получим

2а^ + а ,  = О, 
a j  -  За , =0, 

а^ -  4 а , = 0.

Из двух последних уравнений имеем
« 3 = 0 ,

откуда ttj = О. Но тогда и а, = О.
Таким образом, данная система уравнений имеет только нулевое 

решение и, следовательно, система (I) линейно независима.



Пример П.2.7. Пусть в задана система векторов
(I) у

где а, = ( - 2,1, - 1,1); = ("3 ,2 ,-2,1); (0, - 1,1,1) •
Действуя аналогично предыдущему примеру, получаем систему 

уравнений:
>а, + 3tt2 = О, 
а, + 2aj -  ttj = О, 
а, + 2aj -  ttj = О, 
а ,  + t tj  + a j  = 0.

Из первого уравнения имеем

а, = — а.

После подстановки вместо а, в остальные уравнения из второго урав­

нения получаем a j = — Придавая значение аз = 2 , получаем не­

нулевое решение
а, = -3, = 2, «3 = 1, 

т.е. система (I) линейно зависима.



Определение II.3.1. Пусть V есть векторное пространство над R , и 
рассмотрим систему векторов из V:

(I) ,

Подсистема системы (I):
(II) г < к  ,

называется базисом системы (I), если (II) есть максимальная линейно 
независимая подсистема системы (I).

Другими словами, подсистема (II) является базисом системы (I), если
1) (II) является линейно независимой системой векторов;
2) присоединение к подсистеме (II) любого вектора Ь в  [(I) \ (II)] 

дает линейно зависимую подсистему
(III) = (II) и  {М.

Замечание 1. Если система (I) линейно независима, то она совпадает 
со своим базисом.

Замечание 2. Если система (I) линейно зависима, то она может 
иметь несколько базисов.

Пример II.3.2. В пространстве рассмотрим систему векторов- 
строк:

(I)

где X, = (-2 ,1 ,-1 ,1); = (1,2,0,-1); Хз =(4,3,1,-3).
Подсистема

(II) XpXj

является базисом системы (I). Действительно, (II) является линейно не­
зависимой подсистемой, поскольку вектор-строки х, и х̂  не пропор­
циональны.

Далее, присоединение к системе (II) вектора Xj дает линейно зави­
симую систему векторов, поскольку х, = 2х̂  -  х ,.

Аналогично можно убедиться, что системы векторов



(III) Х,,Хз и (IV) JCj.Xj
являются базисами системы (I).

Теорема II.3.3. Пусть в векторном пространстве V над R задана 
система

(I)
и пусть система

(II)
является базисом системы (I). Тогда любой вектор системы (I) единст­
венным образом линейно выражается через базис (II) системы (I).

Доказательство. Покажем сначала, что любой вектор х системы (I) 
линейно выражается через базис (II).

Случай 1. х е  (II).
В этом случае утверждение очевидно.
Случай!. хе. (II).
В этом случае рассмотрим систему

(III)

По определению базиса эта система линейно зависима. Поскольку 
система (II) линейно независима, то по свойству 8 (с. 62) вектор х ли­
нейно выражается через базис (II).

Покажем теперь, что вектор х единственным образом линейно вы­
ражается через базис (II). Пусть вектор х двумя способами линейно вы­
ражается через базис (II):

х = а,,а,,+... + а^а^,

^ = Р/1«,1+ -  + Р Л -
Тогда имеем

О = (а,1 -  Р.1 )«-1 + -  + («̂ г -  ■

Поскольку (II) есть линейно независимая система векторов, то по 
теореме П.2.5 получаем, что

а ,,-р ,1= 0 ,...,а ,,-р ^ = 0 .

Но тогда а,., =р,„...,а^ =Р,,.
Определение II.3.4. Пусть в векторном пространстве V над R есть 

две системы векторов:



И (II)
Будем говорить, что система (I) линейно выражается через (II), если 

любой вектор системы (I) линейно выражается через систему (II). Будем 
обозначать это так: (I) (II).

Теорема II.3.5. В векторном пространстве V над R  рассмотрим 
систему

(I)

и ее подсистему
(II) .

Подсистема (II) является базисом системы (I) тогда и только тогда, 
когда выполняются следующие условия:

а) подсистема (II) линейно независима;
б )(1 )^ (П ).

Доказательство. Необходимость. Пусть (II) есть базис системы (I), 
тогда по определению базиса, во-первых, система (II) линейно незави­
сима, во-вторых, для любого вектора х е  (I) \  (II) система

(III)

является линейно зависимой системой. Но тогда по свойству 8 (с. 62) 
имеем х ^ (П ) .  Поскольку это имеет место также и для любого хе(П ), 
то оба условия (а) и (б) выполняются.

Достаточность. Пусть оба условия (а) и (б) выполняются, тогда 
система (II) линейно независима по условию (а) и для любого вектора 
х е  ( l) / ( l l )  система

(III) а ,„а,2,...,а^,х

является линейно зависимой, поскольку х ^ ( 11) согласно условию (б). 
Но тогда подсистема (II) является базисом системы (I) согласно опреде­
лению базиса.

Определение II.3.6. Две системы векторов
(I)

и (II)

назовем эквивалентными, если (1 )^ (П ) и (II) ̂ (1 ) .  Эквивалентность 
систем (I) и (II) будем обозначать так: (I) ~ (II).



Замечание I. Непосредственно проверяется, что эквивалентность 
систем векторов пространства V над R  является отношением эквива­
лентности.

Замечание 2. Легко видеть, что любая система векторов эквивалент­
на любому своему базису.

Предложение 11,3,7, Любые два базиса данной системы векторов 
эквивалентны.

Доказательство. Пусть в системе
(I)

имеются два базиса:
(II)

и (III) а.,а.^,...,а.^.

Очевидно, что любой базис системы векторов эквивалентен этой 
системе. Тогда имеем

(П)~(1) и (1)~(Ш ).
По свойству транзитивности эквивалентности систем векторов получаем

(II) ~ (III).
Теорема П.3.8 (теорема Штейница о замене).
Пусть даны две системы в векторном пространстве V:

(I) а„...,а^

(П) 6,,...,6, .

Если система (I) является линейно независимой и (I) —> (II), то спра­
ведливы следующие утверждения:

а) число векторов системы (I) не превосходит число векторов сис­
темы (II), т.е. k<s' ,

б) в системе (II) можно так выбрать к векторов, что, заменив их век­
торами из системы (I) и разместив на первых к местах, получим систему

(III)

которая эквивалентна системе (II), т.е. (III) -  (II) .
Рассмотрим теперь ряд следствий из теоремы о замене.
Следствие 1. Любые две линейно независимые и эквивалентные 

системы векторов имеют одинаковое число векторов.



Доказательство. Пусть системы (I) а^,...,а^ и (II) 6,,...,А, линейно 
независимые и эквивалентные. Тогда по теореме о замене имеем, что

k < s  и s < k ,
следовательно, k ~ s .

Следствие 2. Любые два базиса данной системы векторов имеют 
одинаковое число векторов.

Доказательство. Пусть а,,...,а* имеет два базиса:

(II) а^,а^,...,а^

и (III) aj^,aj^,...,a..

Согласно предложению II.3.7, базисы (II) и (III) эквивалентны. То­
гда по следствию 1 из теоремы о замене получаем, что г = s .

Определение II.3.9. Число векторов в любом базисе системы векто­
ров (I) назовем рангом данной системы векторов и обозначим гапк(1). 

Пример и . 3.10. В рассмотрим систему векторов
(I) Х,,Х2,Хз.Х4,

где X, = (1,-1,1,2); ^2 = (1,1,-1,2); Xj = (-1 ,-3 ,3 ,-2 ); лс, = (1,-3,3,2).
Найдем ранг системы (I). Согласно следствию 2, из теоремы о заме­

не достаточно найти хотя бы один базис системы (I) и тогда ранг систе­
мы (I) равен числу векторов в этом базисе.

Покажем, что подсистема (II) Х̂ ,Х2 является базисом системы (I). 
Действительно, во-первых, система (II) линейно независима, так как 

строки JC, и jCj не пропорциональны. Далее, во-вторых, любое расши­
рение подсистемы (II) посредством вектор-строки из (1)\(П) дает линей­
но зависимую систему. Действительно, подсистема

(III)

линейно зависима, так как Xj = х, -  2Xj.
Далее, подсистема

(IV) х ,̂х ,̂х^

линейно зависима, так как
4̂ = 2дг, -  ̂ 2 .

Следовательно, подсистема (II) есть базис системы (I), и тогда



rank(l) = 2 .

Следствие 3. Пусть даны две системы
(1)а„...,а* и (II) ^>„...,6, .

Если (1)-> (II), то rank(l) < rank(II).
Доказательство. Пусть система (III) а,. является базисом

системы (I), а система (IV) -  базисом системы (II).

Поскольку (I) ~ (III) и (II) ~ (IV) согласно замечанию 2 к определе­
нию эквивалентности систем векторов, то с учетом условия (1)-»(П) 
получаем цепочку:

(III)- ^ ( 1) a i) -^ ( iv ) .
По транзитивности отношения —> получаем (III) —> (IV). Посколь­

ку система (III) линейно независима и (III) ->  (IV), то по теореме о за­
мене имеем г <£ . Поскольку rank(I) = /■ и rank(II) = £, то получаем до­
казательство.

Следствие 4. Эквивалентные системы векторов имеют равные ранги. 
Доказательство. Пусть системы (I) и (II) эквивалентны, тогда 

(I)-^( II )  и ( I I ) -^(1).
По следствию 3 имеем

rank(I) < rank(II) и rank(II) < rank(I).

Отсюда получаем rank(I) = rank(II).
Верно ли обратное утверждение к следствию 4, т.е. если две системы 

векторов имеют одинаковые ранги, то будут ли они эквивалентны? Сле­
дующий пример показывает, что ответ на этот вопрос отрицательный. 

Пример IL3.II. В рассмотрим две системы векторов;

(!)«. ,
где а, = (1, - 1,1,1), и

(II) «2.
где 0 2  = (1,2,3,1).

Обе системы имеют ранг 1, но не эквивалентны.
Следствие 5. Если две системы векторов имеют равные ранги и од­

на из них линейно вьфажается через другую, то эти системы эквива­
лентны.



Доказательство. Пусть две системы 

{I) a^,...,a^ и (II)

имеют равные ранги и (I) (II).
Рассмотрим системы векторов

(Ш )а,„ ...,а^  и (W )

которые являются базисами систем (I) и (II) соответственно. Имеем
(III) (I) (II) (IV), 

тогда по транзитивности отношения —» получаем (III) —> (IV). Посколь­
ку система (III) линейно независима и (III) -> (IV), то из теоремы о за­
мене следует, с учетом равенства рангов г  = £, что если заменить сис­
тему (IV) системой (III), то получим систему, эквивалентную (IV), т.е. 
(Ш) ~ (IV). Поскольку базис системы векторов эквивалентен этой сис­
теме, то из эквивалентности базисов следует эквивалентность систем 
векторов.

Определение П.3.12. Назовем базисом векторного пространства V
над 1R максимальную линейно независимую подсистему векторов из V 
(если такая подсистема существует).

Другими словами, подсистема (I) есть базис пространства
V, если

1) система векторов (I) является линейно независимой системой;
2) для любого вектора Jce[F\(I)] подсистема (II) = (I)f/{x} является 

линейно зависимой системой.
Замечание. Векторное пространство может не иметь конечной мак­

симальной линейно независимой подсистемы.
Пример II.3.I3. Рассмотрим векторное пространство К[х] много­

членов от неизвестной х  с действительными коэффициентами (см. при­
мер II. 1.9). Предположим, что существует конечная максимальная ли­
нейно независимая подсистема в DS[jc]

(I)

Обозначим через п максимальную из степеней многочленов -
Рассмотрим систему

(П) = (1)С/{х"^‘ }.



Предположим, что система (II) линейно зависима. Тогда по свойст­
ву 8 линейной зависимости jc"*' должен линейно вьфажаться через мно­
гочлены , степени которых не превосходят п, что невозможно.

Итак, пространство IR[x] не имеет конечного базиса. В то же время 
существует бесконечное максимальное линейно независимое множест­
во в IR[jc], а именно

1 X  х"

Определение II.3.14. Векторное пространство V над Ш. назовем ко­
нечномерным, если V имеет конечный базис (т.е. конечное максималь­
ное линейно независимое множество). В противном случае V называет­
ся бесконечномерным пространством.

Условимся в дальнейшем рассматривать только конечномерные 
векторные пространства, поэтому в дальнейшем термин «векторное 
пространство», если не будет оговорено противное, будет по умолча­
нию означать «конечномерное векторное пространство», а «базис» -  
«конечный базис».

Мы хотим определить понятие размерности векторного пространст­
ва аналогично понятию ранга системы векторов. Для этого необходимо 
получить аналоги тех теорем и утверждений, на основании которых бы­
ло введено понятие ранга системы векторов.

Теорема II.3.15. Пусть V есть векторное пространство над [R и сис­
тема

(I) о ,,..„а ,

— базис V. Тогда любой x G V  единственным образом линейно выража­
ется через базис (I).

Доказательство получается дословным повторением доказательства 
теоремы П.З.З.

Теорема П.3.16. Система векторов (I) векторного простран­
ства V является базисом пространства У тогда и только тогда, когда вы­
полнены условия:

1) система (I) линейно независима;
2) любой вектор jtrG V линейно выражается через систему (I).
Доказательство получается дословным повторением доказательства

теоремы II.3.5.



А теперь необходимо расширить понятие эквивалентности систем 
векторов.

Определение II.3.17. Две системы векторов (возможно, бесконеч­
ные) назовем эквивалентными, если каждый вектор любой из этих сис­
тем линейно выражается через другую систему.

Замечание. «Система векторов линейно выражается через бесконеч­
ную систему векторов» означает, что система векторов линейно выра­
жается через некоторую ее конечную подсистему.

Предложение II.3.18. Любые два базиса векторного пространства V 
эквивалентны.

Доказательство получается дословным повторением доказательства 
предложения II.3.7, с тем различием, что вместо конечной системы (I) 
рассматривается бесконечное пространство V, и тогда нужно использо­
вать эквивалентность систем векторов в смысле определения П.3.17. 

Теперь из теоремы о замене получается новое следствие.
Следствие 2+. Любые два базиса векторного пространства V имеют 

одинаковое число векторов.
Теперь, наконец, мы можем ввести понятие размерности. 
Определение II.3.19. Число векторов в любом базисе векторного 

пространства V назовем размерностью пространства V и обозначим 
d im F .

Пример П.3.20. Найдем базис и размерность пространства 
Рассмотрим систему векторов (I) а ,̂а. ,̂а ,̂а ,̂ где а, =(1,0,0,0),
а, =  (0,1,0,0), аз =(0,0,1,0)и =(0,0,0,1).

Покажем, что (I) есть базис .
Сначала проверим линейную независимость системы (I). Пусть 

Oifl, + ОгОг + ajflj + а^а  ̂= О,

тогда

(a„a j,a j,fl3 .a4 ) = 0,

откуда
а, = 0 2  =O j =а^ = 0 .

Теперь покажем, что любой вектор

x  =  (xi ,x2yxj ,xjeu^*^  

линейно выражается через систему (I). Действительно, имеем



X  =  x^a^  +  X ja ^  +  ХуОу +  х ^ а ^ .

Тогда по теореме П.3.16 система (I) является базисом в Отсю­
да следует, что dimR<")=4, поскольку система (I) состоит из четырех 
векторов.

Применим теперь полученные выше результаты к понятию ранга 
матрицы.

Определение 11.3.21. Пусть 4̂ есть /и хи-матрица над К. Рассмотрим 
систему векторов-строк матрицы А и систему 1̂  векторов-столбцов 

матрицы А. Ранг системы векторов L, назовем построчным рангом мат­
рицы А и обозначим его через гк̂  (.<4). Ранг системы векторов Lj назо­

вем постолбцевым рангом матрицы А и обозначим его через гк̂  [ А ) .
Пример П.3.22. Для матрицы

О О П  
А =  2 0 0 3  

,0 0 0 0^

система состоит из векторов

а, = (1,0,0,1),а, = (2 ,0 ,0 ,3),^3 = (0 ,0 ,0 ,0 ), 

а система -  из векторов

Z), = (1,2,0),6, = (о,о,о),^з = (о ,о ,о )А  = а з , 0) .

Очевидно, что ранги систем L, и равны 2, причем подсистема в 

Lj из векторов является базисом L ,, а подсистема в из векто­

ров 6, , является базисом в Lj. В то же время легко видеть, что 
гк(А) = 2 и минор

1 Г
2 3

= 15^0

является базисным минором матрицы А, причем базисными строками 
являются первые две строки, а базисными столбцами -  первый и чет­
вертый столбцы матрицы А. Заметим, что в этом примере

гк(А) = гк,(А) = гк ,(А) .



Теорема II.3.23 (теорема о базисном миноре). Базисные строки 
матрицы А составляют базис системы векторов-строк 1̂ ,  а базисные 
столбцы матрицы Л составляют базис системы векторов-столбцов .

Доказательство приведем для строк (для столбцов аналогично).
Покажем сначала, что любая система базисных строк является ли­

нейно независимой. Действительно, если предположить, что эта систе­
ма линейно зависима, то одна из базисных строк линейно выражается 
через другие базисные строки из этой системы базисных строк. Но то­
гда по свойству 7 определителей (с. 30) базисный минор равен нулю, 
что противоречит определению базисного минора.

Покажем далее, что любая строка матрицы А является линейной 
комбинацией базисных строк. Поскольку перестановка строк и столб­
цов не меняет равенство нулю определителя, то без ограничения общ­
ности можем считать, что базисный минор А находится в левом верх­
нем углу матрица А, т.е. в первых г строках и столбцах матрицы А, где 
r  = rk{̂ A') -  ранг матрицы А.

Для любой строки с номером к, где \ < к < т ,  и любого столбца с 
номеромjy где 1 < j < n ,  обозначим через А̂ . следующий определитель

порядка г + 1:

Г)А^ =

°12 

2̂1 ^2

“*2

«г,

Покажем, что для любых k n j  имеем Ajy = 0.

Действительно, для к < г  или j < r  имеем = О, так как в этом

случае имеет две одинаковые строки или два одинаковых столбца.

Если же к > г  и _/>г , то А̂ . является минором матрицы А порядка

г + 1, и по определению ранга матрицы такой минор должен равняться 
нулю.

Пусть теперь к-я строка матрицы А есть произвольная фиксирован­
ная строка матрицы А, которая не является базисной строкой, т.е. к > г  .



Будем предполагать далее, что для имеем г < к < т  и \ <  j < n .
Обозначим алгебраические дополнения элементов j-vo  столбца в (*) че­
рез

A j = ‘̂ i’A j = ‘̂ 2.....Л; =*̂ г+1-

Тогда для любого у = 1,и имеем

0 = Л^.= c,a,j + c â ĵ +... + с̂ а̂ . + с„,а*..

Действительно, для j  = \,r  это вытекает из следствия 2 к теоре­
ме 1.2.22, а для j > r  из следствия 1 к теореме 1.2.22. Учтем теперь, что

с,^, = Д О, и тогда для любого j  = \,п  имеем

Но это и означает, что к-л строка является линейной комбинацией 
первых г базисных строк. Поскольку для базисной строки это утвер­
ждение очевидно, то мы получили, что любая строка матрицы А линей­
но выражается через систему из г базисных строк. Таким образом, эта 
система является базисом в системе векторов .

Следствие 1. Для любой матрицы А имеем 
гк{А) = г К{А)  = гкХА).

Доказательство. По теореме П.3.23 базисные строки составляют 
базис системы 1̂  . Но тогда число этих базисных строк есть ранг систе­
мы L ,, т.е. гк̂  (а ) - С другой стороны, число базисных строк есть поря­

док базисного минора, т.е. гк(^А). Следовательно, гк(А) = гк^(А). 

Аналогично получаем гк(Л) = гк^(А).
Следствие 2. Пусть А есть квадратная матрица порядка п.\А\ = 0 то­

гда и только тогда, когда система векторов-строк (система векторов-

столбцов ^2) линейно зависима.
Доказательство. Необходимость. Если И[ =0, то г к [ А) <п .  По 

следствию 1 из теоремы П.3.23
гк[А) = гк̂  (А) = гк̂  (а ) < п .



Но если ранг системы из п векторов меньше п, то системы векторов 
L, и Z,2 линейно зависимы в нашем случае.

Достаточность. Если строки или столбцы матрицы А линейно за­
висимы, то строка или столбец линейно выражаются через остальные 
строки или столбцы соответственно. Но тогда по свойству 7 определи­
телей (с. 30) имеем И| = 0.

Замечание /. Если для некоторого ненулевого минора к-то порядка 
все окаймляющие его миноры 1-го порядка равны нулю, то 

есть базисный минор и тогда гк{^А) = к .

Действительно, строки минора линейно независимы по следст­
вию 2 из теоремы IL3.23. Добавление любой строки к этим строкам по 
условию дает линейно зависимую систему согласно следствию 2 из 
теоремы II.3.23. Таким образом, строки минора Л4 образуют макси­
мальную линейно независимую подсистему системы Z ,, т.е. базис сис­
темы Ц . Это означает, что есть базисный минор. Но тогда, так как 
число строк Mf. равно к, имеем к = гк^{^А), следовательно, к = гк (Л ) .

Это замечание дает обоснование методу окаймляющих миноров вы­
числения ранга матрицы.

Замечание 2. Используя теорему о базисном миноре и её следствия, 
получаем метод определения линейной зависимости или линейной не­
зависимости системы векторов посредством нахождения ранга матри­
цы, составленной из векторов этой системы.

Пример Н.3.24. Рассмотрим систему векторов в 
а, = (1, - 1,0,1,0),а , = (2, - 2,0,0,0),
Оз = (1,0,0, =  ( - 1,1,0, - 1,0).

Составим матрицу, строки которой а,., i = 1,4 :

1 - 1 0  I ОЛ

А =
2 -2  0 0 0
1 0 0 - 1 1  

-1 1 0 - 1 0

Ранг этой матрицы вычислен в примере 1.3.9 и равен гк [л )  = 3.  Но 

тогда rk̂ (̂ A'j = 3, т.е. ранг системы векторов а,,...,а4 равен 3. Следова­



тельно, система линейно зависима. Более того, зная базисный минор 
матрицы А, а именно минор

' 2 - 2  0^
1 О -1 

-1  1 - 1 ,

из примера 1.3.5, мы получаем базис нашей системы векторов из строк 
матрицы/4, проходящих через минор М^,т.е.



Определение II.4.1. Пусть V есть векторное пространство над М и
V  c V  -  подмножество V. Будем говорить, что V’ есть подпространст­
во пространства V, если V  само является векторным пространством 
над Е  относительно тех же операций, что и в пространстве V.

Теорема 11.4.2 (критерий подпространства). Подмножество V' век­
торного пространства V над К является подпространством пространст­
ва V тогда и только тогда, когда выполняется условие: для любых 
a,b&V'  и любого а е К  , a + b e V  и a a e V ’.

Доказательство. Необходимость очевидна.
Достаточность. Пусть выполнено условие теоремы, рассмотрим 

операции сложения векторов и умножение вектора на скаляр, заданные 
для V, относительно V . Согласно условию, пункты 1 и 2 определе­
ния II. 1.1 векторного пространства применительно к V' выполняются. 
Пункт 3.1 этого определения для V  выполняется, поскольку он выпол­
няется для всех векторов из V, следовательно, и для F ' c F . Для про­
верки выполнения пункта 3.2 пусть а е  V' -  произвольный элемент и 
а  G М -  произвольный скаляр. По условию a a e V , но тогда
0-а = 0 е У ,  что означает выполнение п)шкта 3.2 для V'.

Для проверки пункта 3.3 пусть аеУ" -  произвольный элемент и 
а  G М -  произвольный скаляр. По условию a a e V , но тогда 
(-1 ) ■a = - a e V ,  что означает выполнение пункта 3.3 для V' . Осталь­
ные пункты 3.4 -  3.8 определения П.1.1 выполняются для F' , поскольку 
они выполняются для К

Пример II.4.3. Пусть и -  векторные пространства вектор- 
строк к к <(.. Для любой строки х = (jCi,...,jc^) е  рассмотрим

Обозначим множество всех вектор-строк длины t ,  полученных таким 

образом, через . Понятно, что с  . Применяя критерий под­

пространства к Ё***, получаем, что есть подпространство в Е^ ’̂ .



Следующее определение даст универсальный способ построения 
подпространств.

Определение II.4.4. Пусть дана система векторов пространства V
(I)

Линейной оболочкой системы (I) назовем совокупность всевозмож­
ных линейных комбинаций векторов из системы (I). Будем обозначать 
линейную оболочку системы (I) через < > .

Замечание. В определении II.4.4 система векторов (I) может быть 
бесконечной.

Теорема II.4.5.
а) Линейная оболочка произвольной системы векторов из V является 

подпространством пространства V.
б) Любое подпространство У' с  У является линейной оболочкой 

некоторой системы векторов из V '.
Доказательство.
Утверждение «а» следует из критерия подпространства.
Непосредственно проверяется, что V  является линейной оболочкой 

своего базиса, откуда следует «б».
Определение II. 4.6. Пусть и есть подпространства векторно­

го пространства V над К . Определим сумму подпространств 

+ V̂  = = Xj + eV ,̂X2 еУЛ ,

и FJ пересечение У̂ и У2 .

Предложение П.4.7. Сумма и пересечение подпространств вектор­
ного пространства V над R являются подпространствами У.

Доказательство. Утверждение получается непосредственным при­
менением критерия подпространства.

Определение П.4.8. Будем говорить, что подпространство У  век­
торного пространства У над К является прямой суммой подпро­
странств Уу VL У̂ , если

1) y' = y,+f^2l

2 ) У, ПУ2=0 .

Будем обозначать прямую сумму подпространств У, и как 
У,ФУ,.



Теорема П.4.9. Подпространство V  векторного пространства V 
над К является прямой суммой подпространств V̂ и тогда и только 
тогда, когда любой xe^V можно единственным образом выразить в 
виде

ДГ =  Д^+ДГ2,

где е  , Xj G ^2.
Доказательство. Необходимость. Пусть У' = У,ФУ2  x g F'  есть 

произвольный элемент. Поскольку
F '  =  V j +  V 2 ,  т о  X =  д;̂  +  Xj ,

где Хз е  Г2. Докажем теперь единственность такого представле­
ния. Пусть

X =  +  ^2 И х  =  х1  + Х 2 ,

где д^.х,' G Г и Xj.Xj е  .
Тогда

д̂  +Хг =х,' + х '.

откуда получаем

х , - х , ' = х ; - х 2.

Поскольку Xf -X^GV^ и Х2 -  Х2 € ^2, то

Z = X,-J^ = X2 -X j ПР 2̂ = 0 .

Отсюда имеем д̂  = х[ и Xj = Xj.
Достаточность. Пусть произвольный элемент х е  Г ' единствен­

ным образом представим в виде
х = д̂  +Х2,

где x^eV^, х2 еУ 2 - Тогда, во-первых, Г ' = К,+ FJ. Покажем, что, во- 

вторых, ViC\V2=0.  Пусть z^ ir\V 2 ~ произвольный элемент. Тогда 
имеем два представления элемента г:

z = 0 + z = z + 0 .

Из единственности представления z  в таком виде получаем, что
2 = 0 . Поскольку V' = V^+V2иV^Г\V2=0,тoV^ = V^®V2 .



Теорема II.4.10 (теорема о достройке базиса).
1) Любая линейно независимая подсистема данной системы векто­

ров из конечномерного векторного пространства V над М может быть 
дополнена до базиса этой системы векторов.

2) Любая линейно независимая система векторов конечномерного 
пространства Vнад R может быть дополнена до базиса пространства V.

Доказательство (1). Пусть имеется система
(I) ,

и в (I) рассмотрим произвольную линейно независимую подсистему

(II) а. -

Можем считать, что г  <к {а противном случае доказывать нечего). 
Возможны два случая.

Случай 1. Присоединение любого вектора Ь е  [(I) \ (II)] к подсисте­

ме (II) приводит к линейно зависимой подсистеме а. ,Ь . В этом
'] 'г

случае (II) является максимальной линейно независимой подсистемой 
системы (I), следовательно, (II) есть базис (I).

Случай 2. Существует вектор fee (I) \(П) , присоединение которого 
к подсистеме (II) дает линейно независимую подсистему. В этом случае 
рассмотрим расширенную подсистему (III) а. ,Ь и применим к

*1 'г
ней те же рассуждения, что и к подсистеме (II), т.е. опять получим слу­
чаи 1 и 2.

Продолжая этот процесс, заметим, что он оборвется не более чем за 
S шагов, где s  есть ранг системы (I).

Доказательство (2) получается аналогично (1).
Следующая теорема позволяет не только вычислить размерность 

суммы подпространств, но и дает способ нахождения базиса суммы 
подпространств.

Теорема II.4.11. Размерность суммы двух подпространств равна 
сумме размерностей этих подпространств минус размерность их пере­
сечения.

Доказательство. Пусть п V.̂  -  подпространства векторного про­
странства V над R . Покажем, что 

+K2) = dimI^



Обозначим dim(F, П ) = Лц,dim V^=k^,d i m , и пусть система

® "..... \
есть базис П . Поскольку F, П с  F, и F, П Fj £  F j , то по теореме 
о достройке базиса (теорема П.4.10) систему (I) можно дополнить до 
базисов как F j, так и • Имеем системы

(II) а , - б а з и с  V„

(III) а,,...,о ,а , - , а  -базис F^.
*0 *0 *2

Рассмотрим следующую систему из А, л-к^-к^ векторов:

Заметим, что система (IV) является объединением систем (II) и (III). 
Покажем, что система (IV) является базисом Vi+V^.

Покажем сначала, что (IV) является линейно независимой системой. 
Пусть имеется произвольная линейная комбинация векторов системы
(IV), равная нулю:

Обозначим через

х = +■■■+“ *,“*, =

+1 +1 ^*2 ̂ ^2"
С одной стороны, как линейная комбинация векторов системы (II), век­
тор X е  F  . С другой стороны, как линейная комбинация векторов сис­

темы (III), вектор Следовательно, л: е  F, П F j. Но тогда вектор х

можно представить в виде линейной комбинации векторов из базиса 
подпространства П Fj, а именно через систему (I):

Отсюда получаем линейную комбинацию векторов линейно независи­
мой системы (II), равную нулю:



(а  - т , ) а  + .,. + (а  - у  )а +
О 0 0

+ а ,  , + ... + а ,  а , = 0.

Следовательно, все коэффициенты этой линейной комбинацика» 
нулю, в частности

а ,  , = „ . = а ,  = 0 .
*0^ ' *1

Но тогда

"о "о "о ■ ■ "о ■ ■ ^ 2

Отсюда получаем равную нулю линейную комбинацию векто]й|. 
нейно независимой системы (III);

а а  + ... + а  а + р  Ь + р  Ь = 0 .
1 k к к +1 к +1 kĵ  к-у

0 0 0 0

Следовательно, имеем

“ i =■■■=“ * . i = - = P j , = ® -
0 0 ^

Поскольку равенства

а  = ... = а  = 0  А +1 кО

были установлены выше, то все коэффициенты линейной комббццц 
(*) равны нулю и, следовательно, система (IV) линейно независик 

Пусть -  произвольный элемент, тогда z = a ^ + i j

X, и Xj
Отсюда имеем

X, = а  йг + ... + а  а  + а  а + ... + а  о ,
1 11 К  К  *„+1 *„+1 К К 0 0 0 0 1 1

^ 2 = Р , “, + -  +  Р* “ 4 +
0 0 0 0 2 2

и, следовательно,

X, +Х2 = ( а ,  + р , ) а ,  + -  +  ( а ^  +Pito)' '*o +



Таким образом, вектор х, + jCj является линейной комбинацией векто­
ров системы (IV). Следовательно, система (IV) есть базис V^+V^, и 
тогда

dim(Ĵ  + Fj) = Л, + ̂ 2 - Лр = dimp; + dimFj - dim(f̂  П

Приведем теперь примеры нахождения базисов и размерностей 
подпространств, но сначала соберем вместе информацию о базисах и 
размерностях основных классов векторных пространств, с которыми мы 
имеем в основном дело.

Пример II.4.I2. Пусть V = [х] -  пространство многочленов от
неизвестной х с действительными коэффициентами степени, не превос­
ходящей п. Стандартный базис этого пространства

и, следовательно, его размерность равна
и + 1.

Пример П.4.13. Пусть F  = Л/„ (К ) -  пространство квадратных мат­
риц порядка п с действительными элементами. Стандартный базис это­
го пространства

Ey, i , j  = \,n,

где E.J содержит единицу на позиции ( i,J  ) и нули на остальных пози­

циях.

Следовательно, dim^M^ (R)J = .

Пример П.4.14. Пусть V = -  векторное пространство векторов- 
строк с и элементами. Стандартный базис этого пространства 

е , = ( 1,0,..,0) ,...,е „= (0,0,...,0,1) ,

следовательно,
Пусть 1\ = x ^ V  x = [x^,...,x„) удовлетворяет х, +... + х„ =0}.

По критерию подпространства есть подпространство. Рассмот­
рим следующую систему векторов из :

а, = (1, - I , 0,...,0),fl22 = (0,1, - 1,0.....0),а„_, = (0,...,0, l , - l ) .



________________________ Лекция 4. Подпространства______________________

Данная система векторов линейно независима. Действительно, 
пусть

а,о, ••• + «„_,о„-1 = 0.
тогда

а, = 0 .а 2 - а ,  = 0 ,...,а„_,-а„_2 = 0

и, следовательно, а , = =... = а„_, = О.
Пусть jc = (x,,...,x^)e F -  произвольный вектор, тогда

;с, +  Xj + . . .  +  дг„ =  О .

Выразим векторX как линейную комбинацию :

х = х, (1,-1,0,...,0) + (х, +Х2)(0,1,-1,0,...,0) + ...+ 

+(х, +Xj +... + х„.,)(0,0,...,0,1,-1).

Следовательно, есть базис подпространства и тогда
dim V^=n- \ .



Вопросы для самоконтроля
1. Сформулируйте определение векторного пространства.
2. Сформулируйте простейшие свойства векторных пространств.
3. Когда система из двух векторов линейно зависима?
4. Верно ли, что если система векторов содержит линейно независи­

мую подсистему, то и сама система векторов будет линейно неза­
висимой?

5. Верно ли, что если система векторов линейно зависима, то в этой 
системе есть нуль-вектор?

6. Сформулируйте определения линейно зависимой и линейно неза­
висимой систем векторов.

7. Сформулируйте критерии линейной независимости и линейной за­
висимости систем векторов.

8. Найдите ошибку в «доказательстве» следующего утверждения: 
«любая система ненулевых векторов линейно независима». Доказа­
тельство. Пусть имеется система ненулевых векторов • 
Рассмотрим произвольную линейную комбинацию этих векторов, 
равную нуль-вектору: +0202 + "• + = О.

9. Сформулируйте определение и критерий базиса системы векторов.
10. Может ли линейно зависимая система векторов иметь единствен­

ный базис?
11. Сформулируйте теорему Штейница о замене.
12. Верно ли, что в системе векторов ранга г любая линейно независи­

мая подсистема из г векторов будет базисом?
13. Верно ли, что если система векторов и некоторая ее подсистема 

имеют одинаковые ранги, то они эквивалентны?
14. Сформулируйте теорему о базисном миноре и ее следствия.
15. Верно ли, что если у квадратной матрицы система векторов- 

столбцов линейно независима, то матрица невырожденная?
16. Сформулируйте определение и критерий подпространства.
17. Верно ли, что размерность прямой суммы подпространств равна 

сумме размерностей этих подпространств?
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18. Сформулируйте критерий представления подпространства вектор­
ного пространства в виде прямой суммы некоторых подпро­
странств.

19. Верно ли, что любое векторное пространство совпадает с линейной 
оболочкой своего базиса?

20. Верно ли, что если размерности векторного пространства и его 
подпространства равны, то пространство совпадает с этим подпро­
странством?



МОДУЛЬ III

Лекция 1. СОВМЕСТНОСТЬ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Определение 111.1.1. Рассмотрим систему из т линейных уравне­
ний с п неизвестными над R :

о „ х , + а д + -  + о,„х„=6„

®21̂ 1 +О2 2 Х2  Н ~̂02„Х„ = ^2» (1)

где ад,Ь. G К, I = 1,т; j  = 1,и .

Решением системы уравнений (1) будем называть упорядоченный 
набор и значений неизвестных

X, = а , , х 2 = а 2, . . . , х „ = а „ ,

при подстановке которых все уравнения системы обращаются в верные 
равенства. Система уравнений (1), имеющая хотя бы одно решение, на­
зывается совместной, а система уравнений (1), не имеющая решений, 
назьшается несовместной. Совместная система линейных уравнений 
(СЛУ), которая имеет единственное решение, называется определенной
системой линейных уравнений. Далее матрицу А = ), / = \,т, j  = \ , п ,

коэффициентов при неизвестных СЛУ (1) будем называть матрицей 
СЛУ(1), а матрицу

в = А

\ K j
будем называть расширенной матрицей СЛУ(1).

Следующая теорема дает ответ на вопрос: при каких условиях сис­
тема уравнений (1) совместна?



_____________ Лекция I. Совместность систем линейных уравнений___________9 ^

Теорема III.1.2 (теорема Кронекера- Капелли). Система уравнений 
(1) совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы урав­
нений (1) равен рангу расширенной матрицы этой системы, т.е.

г(А)  = г (В) .

Доказательство. Необходимость. Пусть система уравнений (1) со­
вместна, тогда существует решение СЛУ (1):

X, = а , , х 2 = а 2, . . . , х „ = а „ ,

т.е. верны равенства
а , , а , + а ,2а 2 + - -ьа ,„а„= ^) , ,

2̂1̂ 1 ^22 2̂ *■ ̂ 2п^п ~ 2̂ >

««■«I +«»2«2+
Вычитая из последнего столбца матрицы В первый ее столбец, ум­

ноженный на а , , затем второй столбец, умноженный на O j, и так да­
лее, наконец, я-й столбец, умноженный на а „ , получим матрицу

с  = .1^

io.
Заметим, что ранги /-(C) = r ( S ) ,  поскольку матрица С получена из 

матрицы В посредством элементарных преобразований. С другой сто­
роны, г(С) = г ( ^ ) ,  поскольку все ненулевые миноры матрицы С равны
соответствующим минорам матрицы А и наоборот (т.е. множество всех 
ненулевых миноров матрицы С равно множеству всех ненулевых мино­
ров матрицы А). Следовательно, ^ (5 )  = г (А) .

Достаточность. Пусть /-(5) = г(у4) = г , и предположим для опре­
деленности, что отличный от нуля определитель г-го порядка матрицы 
А расположен в левом верхнем углу (в противном случае сделаем пере­
становку уравнений системы уравнений (1), т.е. перестановку строк 
матрицы В, а значит, и матрицы А, и/или перенумеруем неизвестные в 
системе уравнений (1), т.е. сделаем перестановку столбцов матрицы А, а



значит и матрицы В). Из условия следует, что базисный минор матрицы 
А является базисным минором матрицы В. Следовательно, опреде­
литель

D  =

г̂1
расположенный в левом верхнем углу матрицы А, отличен от нуля и 
является базисным минором матриц А ч В .  Тогда по теореме о базисном 
миноре первые г  строк матрицы В являются базисными, следовательно, 
они линейно независимы и остальные строки матрицы В линейно вы­
ражаются через эти базисные строки. Но это означает, что первые г 
уравнений системы уравнений (1) линейно независимы, а остальные 
т - г  уравнений являются их линейными комбинациями. Поэтому дос­
таточно ограничиться решениями подсистемы системы уравнений (1), 
состоящей из первых г уравнений системы уравнений (1). Поскольку 
г  й п ,  то возможны два слз^ая.

Случай I: г  = п .
В этом случае подсистема системы уравнений (1), состоящая из 

первых г уравнений, принимает вид
+ -  + а,,х, =&,,

........................................ (2)

причем определрггель матрицы этой системы уравнений есть базисный 
минор D ^O  системы уравнений (1).

Обозначим через Ад̂  алгебраическое дополнение к элементам а.̂  в 
определителе D. Умножим первое уравнение системы уравнений (2) на 
Â ,̂ второе уравнение — на и так далее, последнее г-е уравнение -  на
Д., и сложим их все вместе. Тогда получим

4 i K « i + « + -  + " iA )  +

(“21̂ 1 + " 22̂ 2 + • •' + ̂ 2г г̂ ) + ••• +

+^1 + ̂ г2̂ 2 + "  • + ) =



-^ 1̂ 22 "I
+ ................................................ +

Н А Л г + А^Л г + - -  + Al^rr)^r = 

= А А +  А А  + • • • + .

Заметим, что коэффициент при ;с,, т.е. +A 2 0̂ 2 i + -"  + 4i^*,i)>
есть сумма произведений элементов первого столбца определителя D  на 
их алгебраические дополнения и равен D  согласно следствию 1 из тео­
ремы 1.2.22. В то же время коэффициенты при х2 ,...,х^ равны нулю по 
следствию 2 из теоремы 1.2.22 как суммы произведений элементов од­
ного столбца определителя D  на алгебраические дополнения к другому 
столбцу. Следовательно, получаем линейное уравнение относительно 
неизвестного х , :

Обозначим через D̂  определитель, полученный из определителя D  за­
меной его первого столбца на столбец из свободных членов 
системы уравнений (2). Тогда из разложения D̂  относительно первого 
столбца по следствию 1 из теоремы 1.2.22 получаем 

Д  +*2^1 +
Следовательно, имеем

Dx^=D^.

Действуя аналогично для остальных неизвестных, получаем систе­
му уравнений

Dx^=D„
Dx2 ^ D „

где D. / = ],г есть определитель, полученный из определителя D  заме­

ной /-ГО столбца на столбец свободных членов •
Поскольку D ^ O ,  то система уравнений (3) имеет единственное 

решение, а именно:



X  X  X  С4)

(Заметим, что формулы (4) называются формулами Крамера.)
Система уравнений (3) является следствием системы уравнений (2), 

поскольку каждое уравнение системы (3) является линейной комбина­
цией уравнений системы (2). Но тогда любое решение системы уравне­
ний (2) является также и решением системы уравнений (3). Поэтому из 
единственности решения системы (3) следует, что если предположить 
существование решения системы (2), то оно единственно.

Покажем теперь существование решения системы уравнений (2) не­
посредственной подстановкой решения (4) в уравнения системы (2), 
например, без ограничения общности, в первое уравнение. Имеем

А  , „ А  Д
D D D

+ ^ 1̂ + - + 4 Л )  +

+а,2 + • • • + ) +

+ ..........................................+

+ { А А  + + • • • + ). =

= 1  + 1̂2 ̂ 2 + • • • + а,, Л , )+  

+ * 2  ( « 1 1 ^ 1  +  « 1 2 Л 2  +  •'• +  « 1г Л г  )  +

+ ................................................ +

+  ( « 1 1 Л 1  +  « 1 2 Л 2  +  • • • +  « 1г Л г  ) ]  =

поскольку скобки при всех 6,., i = 1,г, i ^ l ,  равны нулю по следствию 2 
из теоремы 1,2.22, а скобка при b̂  равна D  по следствию 1 из теоремы 
1.2.22.

Таким образом, система уравнений (2) имеет единственное решение, 
задаваемое формулами Крамера (4).



Вернемся теперь к решениям системы уравнений (1). Очевидно, что 
системы уравнений (1) и (2) равносильны (т.е. множества их решений 
совпадают). Действительно, поскольку система (2) является подсисте­
мой системы (1), то любое решение системы (1) является также и реше­
нием системы (2). С другой стороны, поскольку любое уравнение сис­
темы (1) линейно выражается через подсистему (2), то любое решение 
подсистемы (2) является решением системы (1).

Следовательно, система уравнений (1) совместна и имеет единст­
венное решение, задаваемое формулами Крамера (4).

Случай П: г < п .
В этом случае подсистема системы уравнений (1), состоящая из 

первых г линейно независимых уравнений, принимает вид
о,,х,+--- + а,„х„ = 6,,

(5)

Оставим в левых частях уравнений из системы (5) первые 
г неизвестных, а остальные слагаемые перенесем в правые части и ос­
тальные п - г  неизвестных объявим свободными неизвестными:

(6)
+ -  + а„х  ̂ = ̂  -------

где определитель системы уравнений (6) есть базисный минор 
системы уравнений (1). Для системы (6) выполняется случай I и, со­
гласно доказанному выше, тогда система (6) имеет единственное ре­
шение, зависящее от свободных неизвестных . Найдем это 
решение.

Обозначим правые части уравнений системы (6) через с ,,...,с ,, в 
результате будем иметь систему

0„ X i + -  + 0i,X, = с „

.........................  (7)
K i ^ i + - -  + o„x, = с „  

и ее единственное решение, зависящее от свободных неизвестных 
, находится по формулам Крамера. Имеем



x̂  =
D  ------ - D

Придавая свободным неизвестным произвольные значения из М , полу­
чаем бесконечное множество решений системы (7), а следовательно, и 
бесконечное множество решений системы (1) вида

D D

= а „  — произвольные действительные числа.
Следовательно, система уравнений (1) в этом случае есть совмест­

ная система уравнений с бесконечным числом решений.
Приведем теперь примеры применения теоремы Кронекера -  Ка- 

пелли к решению вопроса о совместности системы уравнений.
Пример III.1.3. Рассмотрим систему линейных уравнений:

x̂  -2x2  +^4 =3,
- 2х, -  3jCj + 2xj - х ^ =  5,

X, -SjCj—5X4 = 1.

1. Составляем матрицы А и В:

' 1 -2 -3 Г 1 -2 -3 1 3'
А = 2 -3 2 -1 , в = 2 -3 2 -1 5

1Ч 0 13 -5> 1\ 0 13 -5 1/

2. Вычисляем ранги матриц А и В:

г {А)  = 2 и г (В)  = 2.  

Действительно, для матрицы В имеем

^1 -2 -3 1!з> 1 -2 -3 1! 3̂
2 -3 2 -■ l is ->• 0 1 8 - 3 i -1

.1 0 13 - 5 | 1 ,  

' 1  - 2 ■

0V,

-3

2

1!

16

3'

- б | -2>

- > 0 1 8 - 3 i -1 .

.0 0 0 0 | 0.



3. По теореме Кронекера -  Капелли данная система совместна, при­
чем поскольку г{^А) = 2 < п - 4 ,  то система имеет бесконечное множе­
ство решений.

Пример IIL1.4. Рассмотрим систему линейных уравнений:
X, + 2^2 -  JCj = 3,
2дг, + Здг̂  + 2̂ 3 == 4,
ЗдГ) -  2^2 -  3xj = 5,
-Зх, + 9^2 + 1х̂  = -3 .

1. Составляем матрицы А
 ̂ 1 2 - Г ' 1 2 - 1  3'

2 3 2 2 3 2 4
А = , в  =

3 -2  -3 3 - 2 - 3  5
.“ 3 9 7̂ -3  9 7 -3^

2. Вычисляем ранги матриц AviB:
г{А)  = Ъ и г{Б)  = 3.  

Действительно, для матрицы В имеем
' 1 2 - 1 | 3' 2 - м 3'

2

3
3

- 2 - з 11

4
5

0

0

-1

- 8

1

0 !  1

- 2
-4

-3 9 7 | -3 . .0 7 4 | 2.

'1 2 ! 3> '1 2 -11 3'
0 1 -4  1 2 0 1 -4  1 2
0 0 -32 1 12 0 0 1 ; - X

.0 0 32 -12; .0 0 o i o j

3. По теореме Кронекера -  Капелли данная система совместна, при­
чем поскольку г(^А) = п = 3,  то система имеет единственное решение, 
которое может быть найдено по формулам Крамера. Имеем

= P l = ^  = } 1
D  32 8 ’



. _ А . 16 1

D 32 2 ’

11- 3

D 3 2 “ 8 ’

где

D  =

1 2 -1

2 3 2

3 -2 -3

А  =

1 3 -1

2 4 2

3 5 - 3

= 32, Д  =

= 16, D ,=

3 2 - 1

4 3 2

5 -2 -3

= 52,

1 2 3

2 3 4 

3 - 2  5

=  - 12 .

Пример III. 1.5. Рассмотрим систему линейных уравнений:

X, + 3^2 - 2jcj + 2х  ̂= 1,

■ 2х, -Х2 - 3xj + Х4 = 3,

X ,-llxj -4 X4 = 5 .

1. Составляем матрицы А и В:

3 - 2 2 > '1 3 - 2 2 Г

А = 2 -1 -3 1 , В = 2 -1 -3 1 3

1\ -И 0 -41У 1Ч -1 1 0 -4 5.

2. Вычисляем ранги матриц А и В:

г(А) = 2 и г(В) = 3. 

Действительно, для матрицы В имеем

3 -2 2 0 (1 3 - 2 2 1  П

2 -1 -3 1 3 0 -7 1 -3 I 1 1 -

-11 0 -4 5; 1о1 --14 2 - 6 i Ь

'1 3 -2 2 i П '1 3 - 2 2 ! Л
0 --7 1 -3 ! 1 1 0 1 - X x i -К

.0 0 0  0 12. .0 0 0 0 | 1/

3. По теореме Кронекера - Капелли данная система несовместна.



Лекция 2. ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Определение III.2.1. Система линейных уравнений, у которой сво­

бодные члены равны нулю, называется однородной системой линейных 

уравнений.

Таким образом, однородная система линейных уравнений имеет вид

ацХ,+- + а1„А:„=0 ,

а д  =0.

Очевидно, что однородная система линейных уравнений всегда совме­

стна, так как имеет нулевое решение х, = = • • • = = О.

Лемма III.2.2. Однородная система линейных уравнений (1) имеет 

ненулевое решение тогда и только тогда, когда матрица А системы (1) 

удовлетворяет условию

г{А)<п.

Доказательство. Необходимость. Пусть система (1) имеет ненуле­

вое решение. Заметим, что ранг матрицы А удовлетворяет условию 

л(Л )<и. Пусть г(v4) = и , тогда в силу г[А) = г[В) = п из доказатель­

ства достаточности теоремы Кронекера - Капелли (случай 1) следует, 

что система (1) имеет единственное решение. Следовательно, нулевое 

решение является единственным решением системы (1), что противоре­

чит предположению. Тогда получаем г [А) < п .

Достаточность. Пусть г (^ )< и , тогда из доказательства доста­

точности теоремы Кронекера - Капелли (случай 2) следует, что система 

(1) имеет бесконечное множество решений. Но тогда система (1) имеет 

ненулевое решение.

Лемма Ш .2.3. Однородная система линейных уравнений (1), для 

которой т  = п, имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда



^1 = 0 . Доказательство следует из леммы Ш.2.2 и того факта, что опре­

делитель квадратной матрицы А порядка и равен нулю тогда и только 

тогда, когда г{^А)<п .

Пусть д:, = a ,,X 2 = а 2,...,д:„ =а„ - некоторое решение однородной 

системы линейных уравнений (1). Его можно рассматривать как эле­

мент (a ,,a 2,...,a„)GM ^"^

Лемма IIL2.4. Множество Р всех решений однородной системы ли­

нейных уравнений (1) является подпространством в .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно прове­

рить, что для любых х ,у&Р  и a e R  выполняется х - у еР  и ахеР. 

Имеем

д: = (а ,,а 2,...,а„),> ; = (р,,р2.....Р„) -

решения системы (1), тогда

д: - 7  = (а, -Рра^ - Pj,...,a „-р„), 

и, подставляя координаты дг-j  в систему (1), получаем

«11 (« 1  -  Pi) + • • • + (а„ -  ) = (а„а, + • • • + а,„а„) -

- (« ..Р .+ - + « .А )= о - о = о ,

"K iP i  + -  + а « А )  = 0-0 = 0.

Следовательно, х- уеР .

Аналогично проверяется, что сис есть решение (1), т.е. оосеР. 

Поскольку d i m = и , то dimР<п.

Определение П1.2.5. Базис подпространства Р всех решений одно­

родной системы уравнений (1) называется фундаментальной системой 

решений (ФСР) системы (1). Обозначим через d размерность подпро­

странства Р, т.е. d = dim Р .

Теорема III.2.6 (теорема о фундаментальной системе решений). 

Пусть п - число неизвестных, г - ранг матрицы однородной системы 

линейных уравнений (1), d = dim Р - размерность подпространства всех 

решений системы (1). Тогда

d = п-г.



Доказательство. Поскольку г < и, то рассмотрим сначала случай, 

когда /• = « . По лемме III.2.2 в этом случае получаем, что система (1) 

имеет единственное решение, а именно нулевое. Тогда Р = 0 и 

d = dimP = 0 = n-r .

Рассмотрим теперь случай, когда г <п. Предположим, для опреде­

ленности, что базисный минор D  ^ О порядка г находится в левом 

верхнем углу матрицы А системы (1), т.е.

D  =

«и

о.,

а,.

Перенесем слагаемые со свободными неизвестными в первых

г уравнениях системы (1) в правую часть со сменой знака коэффициен­

тов этих слагаемых, тогда получим систему уравнений:

+ • • • + а̂ х̂̂  = д:„ ),

а,,х, + — + а̂ х̂  

где правые части уравнений системы (2) имеют вид

■а,,х.

(2)

Z», (дг,̂ „...,дг„ ) = --- а^х„.

Придадим свободным неизвестным следующие значения:

■'r+l

тогда обозначим через

А,(1,0,...,0) = с«,6 ,(1 ,0 ,...,0 ) = с^'),...,АД1,0,...,0) = сМ . 

Имеем систему линейных уравнений;



â x̂̂  +-- + а,,лг, =с<‘\ 

â x̂̂  +-- + а^^х^=с^^\

а̂ .дс, +-- + а„д:, =с "̂К

(3)

определитель матрицы которой равен D ^ O .  Тогда по формулам Кра­

мера получаем решение системы (3):

ДD, А
x , = -  = a „ x , = -  = a„...,x^=-g = а_.

Отсюда получаем следующее частное решение системы (1): 

е, = (a ,,a j,...,a^ ,I,0 ,...,0 ). 

Аналогично, придавая свободным неизвестным значения

>+1

получаем частное решение системы (1):

е2=(р„...,р„0,1,0,...,0).

Продолжая таким образом, найдем систему из п-г векторов, яв­

ляющихся частными решениями системы (1):

е, = (а ,,а 2 .....а^,1,0,...,0),

2̂ “ (Р1>Р2>” чРг>0,1,...,0),
(4)

Покажем, что система векторов (4) является базисом подпростран­

ства Р, т.е. (4) есть фундаментальная система решений однородной сис­

темы линейных уравнений (1).
Необходимо доказать, что

а) система векторов (4) линейно независима;

б) любое решение системы уравнений (1) линейно вьфажается через 

систему векторов (4).

а) Система векторов (4) линейно независима, поскольку ранг матри­

цы, строки которой составлены из векторов системы (4), а именно



5  =

У̂|> Уг» - -чУг» ^

равен п-г. Действительно, матрица S имеет п-г строк, « столбцов и 

содержит отличный от нуля минор порядка п-г , а именно

1 О ... О

О 1 ... О J

О О ... 1

Из того, что ранг матрицы S равен п-г , следует, что построчный ранг 

матрицы 5  равен и - г . Но тогда система п-г векторов-строк матрицы 

S  совпадает со своим базисом и, следовательно, является линейно неза­

висимой. С другой стороны, система векторов-строк матрицы S  совпа­

дает с системой векторов (4). Таким образом, система векторов (4) ли­

нейно независима.

б) Пусть е = (г|,,г|2,...,г|„) - произвольное решение системы урав­

нений (1).

Рассмотрим следующую линейную комбинацию решений системы 

уравнений (1):

^о=^-г]г^А---

Найдем представление в виде вектор-строки;

-Пл.2 (Р,.— ---

-П„(У1.- .Уг.0>0 .- Л ) = (ЛрЛ2.- .Л„)-

- (Пг+1 «Р  - . Лг.1 «г. Пг+1.0. • • •, 0 )-

-(П..2рр —  П ,.2Рг.0 .Пг.2.- .0 ) ---

-(п„Ур-.Л„У,.0,0,...,г1„) = (р ,,р2,...,р^,0,0,...,0),

где



Pi = 4  -Лг+гр!--- Л„У,.

Р2 = Л 2 - ̂ ,+1^2 - Л,+2р2 --- Л„У2 .

Р, =Л,-Лг+.а,-Лг+2рг--- Л„У.-

Заметим, что е Р  как линейная комбинация векторов из подпро­

странства Р всех решений системы уравнений (1), т.е. вектор являет­

ся решением системы уравнений (1). Далее, из 

бо = (ррР 2,...,Рг.0 ,0 ,...,0 ) следует, что решение е„ получено из систе­

мы уравнений (2 ) для следующих значений свободных неизвестных:

>̂г̂1 = 0 .^г*2 = 0 ,---,>:„=0 .

Но тогда

й,(0 ,0 ....,0 ) = 0 , 

й,(0 ,0 ,...,0 ) = 0 , 

6, ( 0 ,0 ,...,0 ) = 0

и, следовательно.

X, =р ,,Х 2 = Р 2,...,д:, =Рг 

является решением системы уравнений

а,,х,+-" + a„x, = 0 ,

(5)

+ -  + а^х  ̂= 0 .

Но однородная система линейных уравнений (5) имеет определитель 

D ^ O ,  следовательно, имеет единственное нулевое решение. Тогда

Pi =р 2 =-" = р г=0 .

и получаем

е „= (0 ,0 ,...,0 ).

Отсюда следует, что

Таким образом, система векторов (4) является базисом подпро­

странства Р, и тогда dimР = п-г .



Пример 111,2.7. Найдем ФСР  однородной системы линейных урав­

нений

дг, + - Xj = О, 

lx̂  +  4xj - 2jCj - О, 

Зд:, +6xj -Злз = 0 .

1. Находим ранг матрицы А коэффициентов:

'\ 2 -1^ 2 -Г

2 4 - 2 -> 0 0 0

3V 6 -3; .0 0 0

Следовательно, г{^А) = \.

2. Находим число векторов в ФСР:

d = dimР =n-r =Ъ-\ = 2 .

3. Находим общее решение системы:

- -2xj + Xj.

4. Находим ФСР:

ДСз

«I -2 1 0

«2
1 0 1

5. Таким образом, любое решение системы имеет вид

я = Х|й1| +  ̂ 2^2 ’

где Х,,Х,2 e R .

Найдем связь между решениями однородной и произвольной систе­

мами линейных уравнений.

Рассмотрим матричные формы записи этих систем уравнений:

П  АХ = Ь,

где

A = {^aŷ ,i = \,т, j  = \,п - матрица системы (*),



х  = - столбец неизвестных.

Ь =

(ЬЛ

\̂ т /

- столбец свободных членов.

(**) АХ = 0 -

ассоциированная с (♦) однородная система линейных уравнений, где А и 

X - такие же, как и в (*), и вместо Ь - столбец из т  нулей.

Пусть далее Р есть подпространство всех решений однородной сис­

темы (**) и 2  - множество всех решений произвольной системы линей­

ных уравнений (*). Следующая теорема устанавливает связь между 

множествами P h Q.

Теорема 1II.2.8. Пусть Q к Р  есть множества всех решений системы 

линейных уравнений (*) и соответствующей ассоциированной однород­

ной системы линейных уравнений (**). Если Хр - произвольный фик­

сированный элемент Q, то имеет место равенство

ys] (")
^Уо^Р>У=Хо+Уо\-Q = x̂  + P =

Доказательство. Включение

имеет место, поскольку при подстановке в систему уравнений (*) про­

извольного элемента

где у ^ е Р , x^eQ ,  убеждаемся,что у e Q .

Для доказательства включения

пусть y & Q -  произвольный элемент. Тогда

А{у-х^) = Ау-Ах^=Ь-Ь = 0

и, следовательно, у^^= у - х ^& Р . Отсюда

У = Хо+Уо едГо + Р .



Лекция 3. МЕТОД ГАУССА РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим систему линейных уравнений с действительными ко­

эффициентами:

а„дс,+ад+-- + а,„д:„=й,,

а д + а д + - + « 2А = ^ 2.

,^miXy+a„2X2+- + a„„x„=b„.

Очевидно, можем считать, что среди коэффициентов a.j системы (1) 

есть ненулевые.

Шаг I. Перестановкой уравнений или изменением нумерации неиз­

вестных система (1) приводится к виду, где а,, 5* О.

Шаг 2. Умножаем левую и правую части первого уравнения на 

1/а,, , в результате коэффициент при х, станет равным 1.

Шаг 3. Из каждого j-ro уравнения, где j = 2, 3, т, вычитаем по­

членно первое уравнение, левая и правая части которого предваритель­

но умножены на . В результате система (1) примет вид

х ,+a ,> j+-  + a,>„=fc;,

^22̂ 2 + ■ ■ ■ + ̂ 2n̂ n “  ̂ 2> 2̂)

^1гХ2+- + ̂ 1пХ„=Ь'„.

Указанные выше три шага образуют I этап исключения неизвестных 

(в данном случае неизвестное дс, исключено из всех уравнений, кроме 

первого).

Рассмотрим подсистему системы (2), состоящую из всех её уравне­

ний, кроме первого, и применим к этой подсистеме три шага, аналогич­

ные тем, которые применялись при исключении неизвестной х,. Они



образуют II этап исключения неизвестных, и в результате его получаем 

систему уравнений:

д:, + а\̂ х̂  + о,>з + ■ • • + а[„х„ = Ь[,

Xj +^23^3 ~ ̂ 2 »
О33Х3 +--- + а1„х„ =bj. (3)

а д + - ■+^Lx„=b"„.

Продолжая процесс исключений неизвестных, в конечном счёте прихо­

дим к системе уравнений:

д:, + а[̂ х̂  + aIjXj + • ■ • + а;„х„ = Ь[,

х̂  + Огз̂ з + • • • + = *2 ’

(4)

0 = Ь^\

Говорят, что система (4) имеет ступенчатый вид.

Для системы (4) можно легко решить, совместна первоначальная 

система (1) или нет. Действительно, если хотя бы одно из чисел 

6*+},...,6 '̂̂  ̂ отлично от нуля, то получим противоречивое равенство 

(отличное от нуля число равно нулю), и в этом случае система (1) не­

совместна.

Пусть = ... = 6 ^ = 0 ,  и покажем в этом случае, что система (4), а 

следовательно и система (1), совместна, нахождением решения посред­

ством процедуры, которая называется обратным ходом метода Гаусса, а 

процедура приведения системы уравнений к ступенчатому виду (4) на­

зывается прямым ходом метода Гаусса.

Из последнего ненулевого уравнения выражаем неизвестное х̂  че­

рез неизвестные , которые объявляются свободными неиз­

вестными:



Затем поднимаемся на одну ступеньку выше и выражаем неизвест­

ные через свободные неизвестные (при этом вместо х, 

подставляем правую часть из (5)).

Продолжаем подниматься по ступеньки вида (4) и в итоге получим 

общее решение системы (4), а следовательно и решение системы (1), в 

котором главные неизвестные х ,,..., выражены как линейные комби­

нации свободных неизвестных .

Замечание 1. Число ступенек г в системе (4) равно рангу матрицы 

системы (1), поскольку все преобразования, которые применялись при 

переходе от системы (1) к системе (4), не меняют ранг матрицы системы.

Замечание 2. Из критерия совместности системы линейных уравне­

ний и замечания 1 вытекает, что необходимым и достаточным условием 

совместности системы (1) является равенство нулю правых частей 

уравнений системы (4), которые располагаются ниже г ненулевых сту­

пенек, т.е.

*!;1 = - = б Г = о .

Замечание 3. Если г = п,то свободных неизвестных нет, и обратным 

ходом метода Гаусса получается единственное решение системы (1).

Рассмотрим теперь примеры решения методом Гаусса совместных 

для г = п и г <п систем линейных уравнений.

Пример 111.3.1. Рассмотрим систему линейных уравнений:

2х, + Xj + X, + Х4 = 1,

Зд̂  +4X2 “ 3̂ ” 4̂ = О,

+3Xj -Xj +X4=2, (*)

5Х| - 3x2 + + Зх̂  = 3,

2х, - 7x2 + 7xj + 4X4 = 3.

Если действовать строго по схеме метода Гаусса, то на шаге 2 этапа 

(I) исключения неизвестных обе части первого уравнения нужно разде­

лить на а,, = 2 и дальше работать с дробями. Чтобы как можно дольше 

избегать появления дробей в «ручных» вычислениях, можем применять 

перестановки уравнений системы (*) или переставлять неизвестные 

вместе с коэффициентами так, чтобы в левом верхнем углу появилось 

неизвестное с коэффициентом ±1. Например, поменять местами первое



И третье уравнения или во всех уравнениях поменять местами д:, и 

вместе со своими коэффициентами. Выберем первый способ, тогда по­

лучим систему уравнений:

X, + Зх̂  - Хз + Х4 = 2 ,

Зх, + 4x2 “  ̂ 3 “  ̂ 4 “

2х, +Xj +Х3 +Х4 = 1,

5х, - Зх̂  + 6х̂  + ЗХ4 = 3,

2х, -1x2+ 7^3 + 4X4 = 3.

В результате исключения неизвестного х, из всех уравнений, кроме 

первого, получим систему уравнений;

X, + 3 x 2  -х^+х^=2,
-5Xj + 2X3 - 4X4 = -6 ,

-5x2+ЗХ3 -Х4 =-3, (*1)

-18x2 + 11л:з - 2X4 = -7,

-13xj +9хз+2х4 =- 1.

Если на этапе (II) исключения неизвестных действовать строго по 

схеме метода Гаусса, то получатся дроби. Используем наличие в треть­

ем уравнении слагаемого -Х4 и переставим во всех уравнениях системы 

(*1) слагаемые с неизвестными Х2 и Х4 , а затем поменяем местами вто­

рое и третье уравнения, тогда получим систему уравнений (дополни­

тельно обе части уравнения со слагаемым -Х4 умножаем на-1):

X] +  Х4 - Хз +  3x2 =  2 ,

Х4 - ЗХз + 5X2 = 3,

-4X4 + 2X3 - 5X2 =

-2X4 + 1 1Хз - 18x2 =

2 X 4 + 9 х з  - 13X2  = - 1 .

После исключения неизвестной Х4 из всех уравнений этой системы, 

кроме первых двух, получим систему уравнений:



X, 4- Х4 - д̂з + 3^2 = 2,

Х4 - Зхз + 5д̂  = 3,

-Юл:, 4-15ЛГ2 = 6,

5х̂  -8x2 =- 1,

15хз-23х2=-7.

На третьем этапе исключения неизвестных отсрочим появление дробей 

перестановкой третьего и четвертого уравнений;

x^+x^-x^+3x^=2,

х̂  -3Xj 4-5д̂  =3,

5^3-8^2 =- 1, (*2)

-Юдгз +15x2 = 6 ,

15jCj - 23x2 ~ “ 7-

Исключаем неизвестное Х3 из всех уравнений системы (*2), кроме пер­

вых трёх (можем не делить третье уравнение на коэффициент 5 при , 

поскольку в четвёртом и пятом уравнениях коэффициенты при Х3 крат­

ны 5):

X, +  Х4 - X j +  ЗХз =  2,

Х4 - Зд̂  + = 3,

5хз-8х,=-1, (*3)

-Х2= 4, 

х,=-4.

Меняя местами четвёртое и пятое уравнения и исключая неизвестное 

X2  из последнего уравнения, окончательно получим систему уравнений 

ступенчатого вида:

X, + Х4 - Хз + 3xj = 2 ,

Х4 -Зд  ̂+5д^ =3,

5Хз -8х2=-1, (М )

X j = - 4 ,

0 =  0.



Поскольку ниже ненулевых уравнений имеется равенство О = О , то сис­

тема (*4), а следовательно и система (*), совместна, и можем обратным 

ходом Гаусса найти единственное решение этой системы ( г = и = 4 ).

Итак, д:̂  = -4, и подставляя это значение в следующее уравне­

ние, получим

5хз+32 = -1, Хз =- у-

Продолжая подобным образом, получим д:̂  = и .

Пример III.3.2. Рассмотрим систему уравнений: 

x̂ +15j +5хз +9^4 = 0 ,

X, - Зхг - Хз - 2^4 = О,

' 2x, + *2 -Зхз + 4^4 = 1,

Зд̂  + Ix^ + 4Xj - ЗХ4 = -1,

Зх, - 2 xi - 4Xj + 2 X4 = 1.

Меняем местами первое и второе уравнения и исключаем неизвестное 

X, из всех уравнений, кроме первого:

X, -3x2 -  Хз -  2x4 =  О,

18x2 + 6x3 + 1 1x4 = О,

7x2 -Xj + 8X4 = 1, 

llxj +7Xj +ЗХ4 =- 1.

Меняем местами неизвестные X j и X j , а также второе и третье урав­

нения:

Д̂ -Х, -3X2 ” 2 X4 = 0 ,

- Хз + 7xj + 8x4 -1,

6x3 + 18x2 + 11X4 = 0 ,

7л̂  + 11x2 +ЗХ4 =- 1.

Исключаем неизвестную из третьего и четвёртого уравнений:



Xj -Xj -Зх̂  -2х  ̂ = 0 ,

-д:з + 7xj + 8 д:4 = 1 , 

бОхз 4- 59д:4 =  6,

6 0 xj 4- 59д:д =  6.

Исключаем неизвестную из последнего уравнения:

JC, - Xj - 3x2 ~ ̂ 4̂ - О»

- JCj + Ix  ̂+ 8X4 = 1,

60xj + 59^4 = 6 ,

0 =  0.

Обратным ходом метода Гаусса находим общее решение:

1 56
^ 2  ------X,,
" 1 0  60 '

3 67
■̂1 = -----
' 1 0  60 ^

1
х,=- х,.

Пример III.3.3. Рассмотрим систему уравнений:

-Зх, + 2jCj - Xj + Х4 + 4 x5 =  1,

2 х, - Xj +  3Xj + 2 X4 - Х5 = 2 ,

-5Х| + 4Xj +2х^+х^+ 3Xj = 3,

-I9x, +15Xj + 6 ;^ +X 4 + 9 x5 = 1.

Ставим неизвестную x̂  во всех уравнениях на первую позицию и ис­

ключаем её из всех уравнений, кроме первого:

Х4 - Зх, + 2xj - Xj + 4 x5 = 1,

8 х, - 5xj +  5д(̂  - 9 x5 = О,

- 2 х, + 2 xj +3xj -Х5 = 2 ,

- 16х, + 13х  ̂+ 7Xj + 5Xj =  0 .

Слагаемые с неизвестной Х5 ставим на вторую позицию во всех урав­

нениях и меняем местами второе и третье уравнения, затем исключаем 

неизвестную Xj:



Х4 +4xj-Зд^+2 х̂ -д̂ з = 1,

-х^-2х^+ 2x2 + 3Xj = 2 ,

- 9X5 + 8xi - 5д:2 + 5 3̂ =

5̂ 5 -16л  ̂+13х^ + 7Xj =0;

Х4 4- 4^5 - Зх, + 2х  ̂- JC3 = 1,

- Х5 - 2дс, + 2xj + ЗХ3 = 2 ,

26х ,-23^2 -22x3 =-18,

-26х ,+ 23x2 + 2 2x3 = 10.

Исключаем неизвестную х,:

х̂  +4Xj -Зх, +2Xj - Xj =1,

- Xj - 2х, + 2xj + ЗХ3 = 2 ,

26xi-23x2-22x3 =-18,

О = -8.

Следовательно, первоначальная система уравнений несовместна.



Лекция 4. ТРЕУГОЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ МАТРИЦ 
(матричная интерпретация метода Гаусса)

Получим теперь матричное представление метода Гаусса, а именно 

треугольное разложение матрицы системы уравнений, которое позволит 

дать обоснование метода Гаусса.

Определение 111.4.1. Назовем две системы линейных уравнений 

равносильными, если их множества решений совпадают.

Метод Гаусса состоит из последовательности преобразований сис­

темы уравнений, и если мы сможем установить, что на каждом шаге 

метода Гаусса происходит переход к равносильной системе, то тем са­

мым будет получено обоснование метода Гаусса.

Для упрощения изложения рассмотрим частный случай системы 

линейных уравнений с матрицей, ранг которой совпадает с числом не­

известных, т.е. г = п'.

а „ х ,+ а д + ... + а,„д:„=6„ 

а^,х,+а^^х^+... + а^„х„=Ъ^,

где А = ) - невырожденная матрица. 

Запишем систему (1) в матричном виде

Ах = Ь,

где д: = , ь =

( 1')

Среди преобразований метода Гаусса есть перестановки уравнений 

или неизвестных, в матричном виде - это перестановки строк или 

столбцов матрицы А с соответствующей перестановкой компонент век­

торов хиЬ.

Пример IIL4.2. Пусть система уравнений имеет вид

Ах = Ь ,



где А =

3 -2 3^ 

5 -4 1 

-2 3 2

д: =

"2 "

1

3

При реализации первого шага метода Гаусса необходимо переста­

вить местами первое и второе уравнение, а также неизвестные х, и х-̂

вместе с их коэффициентами, тогда после этих преобразований о,, = 1 . 

Для их осуществления нужно переставить в матрице А первую и вторую 

строки, а также первый и третий столбец, кроме того, в векторе jc поме­

нять местами и Х3 , а также в векторе Ь поменять местами первую и

вторую компоненты.

В результате получим систему уравнений

А’х’ = Ь\

-4 5^
/ N

где А' = 3 - 2 3 ; = ;б ' = 2

<2 3 -2 . .3.

Рассмотрим и X и -матрицу перестановок (p.j ) , где

Pii = Pjj=^, Pij=Pj,=^, Pkk = К  k ^ i j ,

а все остальные элементы равны нулю. Можно проверить, что умноже­

ние матрицы А на матрицу P̂j справа дает перестановку / -го и j  -го

столбцов матрицы А, а умножение матрицы А слева на дает переста­

новку i -й и j  -й строки матрицы А.

Пример III.4.3. Пусть А - матрица из примера Ш.4.2. Рассмотрим 

матрицы /^3 и /^2 :

0̂ 0 г '0 1 0'

^3 = 0 1 0 1 0 0

0 0. .0 0 1.

Тогда матрицы

Р,,А =

'5  -4 Г ' 3 - 2  3 ' (\ -4 5 '

3 - 2  3 1 -4 5 и Р,^АР^,= 3 - 2  3

-2 3 2Ч / 2 3 -21V / .2  3 -2 ^



совпадают с матрицами, полученными из матрицы А соответственно 

перестановкой первой и второй строки, первого и третьего столбцов, а 

также первой и второй строки и первого и второго столбцов.

Заметим, что любая матрица перестановок содержит в точности од­

ну единицу в каждой строке и каждом столбце, поэтому ее определи­

тель равен ±1 , следовательно, матрица перестановок есть невырожден­

ная матрица. Более того, поскольку повторная перестановка той же па­

ры строк или столбцов возвращает матрицу в исходное состояние, то 

для любой матрицы перестановок имеем = Е„, где - единичная

матрица порядка и.

Следующее преобразование метода Гаусса - умножение левой и 

правой частей i -го уравнения системы на а~/. Это преобразование 

можно представить как умножение обеих частей матричного уравнения

Ах = Ь

слева на невырожденную матрицу

п

с ,=

о

а,

1

Наконец, еще одно преобразование метода Гаусса - вычитание /-го 

уравнения системы из всех последующих, при этом необходимо пред­

варительно умножить его на для каждого j  -го уравнения соответ­

ственно, где у = / + 1,...,и. Это преобразование можно представить как 

умножение обеих частей матричного уравнения

Ах = Ь

слева на невырожденную матрицу

п

о

-а..



Заметим, что обратной матрицей для L .' будет следующая матрица:

( \
О

1
L-' =

О

1

Теперь можно дать матричную интерпретацию метода Гаусса.

Итак, рассмотрим систему уравнений в виде матричного уравнения

Ах = Ь.

I этап исключения 

Шаг 1. Перестановку первого и j  -го уравнения осуществляем ум­

ножением обеих частей матричного уравнения на матрицу слева:

Р,̂ Ах = Р,.Ь.

Перестановку первого и А:-го столбцов матрицы А осуществляем со­

вместно с перестановкой компонент Xj и вектора х :

iP,jAP,,y{P,,x) = P,.b.

Действительно, так как Р̂  ̂ = £ , то имеем

) W  = iP,jA)(P,,P,,x) = P,jAx.
Поскольку очевидно, что перестановка уравнений иУили слагаемых 

уравнений (т.е. коэффициентов совместно с неизвестными) не меняет 

множество решений системы уравнений, то в дальнейшем при изложе­

нии метода Гаусса преобразования этого вида для упрощения записи 

учитывать не будем.

Шаг 2. Согласно предположению, сделанному в шаге 1, в результа­

те этого шага имеем

С^Ах = С^Ь,

-I
о.,

где С .=
1
О

О



Шаг 3. В результате этого шага имеем

L,CiAx = L,C^b,

где

1

-а„ 1 О

: о

Обозначим

L,C,A = A,=(4'^), 

L,qb=b^'^ =

в результате I этапа исключения получаем систему уравнений

А,х = Ь^\

в которой неизвестная х, (мы решили не учитывать перестановки неиз­

вестных) исключена из всех уравнений, кроме первого.

11 этап исключения

Шаг 1. Не учитываем.

Шаг 2. В результате этого шага получаем

где

1 О

О О'22 
о о

о о 0 - 1ч

Шаг 3. В результате этого шага получаем

L^C^A^x =



где

'\ 0 0 • . 0̂

0 1 0 • • 0

0 1 • • 0

.0 0 . ■ 1/

Обозначим = ^  = {af^),

b?̂

И в результате II этапа исключения имеем систему уравнений

А,х = Ь̂ ^\

в которой проведено исключение для неизвестных х, и (напомним, 

что было решено не учитывать возможные перестановки неизвестных).

В итоге после всех этапов исключений прямой ход метода Гаусса 

дает систему уравнений

где А„ = Ь„С„...ЦС^А есть верхнетреугольная матрица, и обозначим 

A „= R .

Выразим теперь матрицу А через матрицу R и какие-то другие мат­

рицы. Для этого нужно сначала вычислить обратные матрицы для Ц и

С,.. Матрица Z,’ ' была приведена выше, найдем С г '.

Можно убедиться непосредственной проверкой, что

'\

1 О

Рассмотрим матрицу



которая как произведение диагональных и нижнетреугольных матриц 

является нижнетреугольной матрицей.

Умножим теперь обе части равенства

А„=1„С„...ЦС,А 

на матрицу L слева, получим

LA„ = ){l„c „..±,c ,a ) = а  ,

откуда с учетом обозначения А̂  = R получаем разложение А = L R , 

которое называется треугольным разложением матрицы А.

При наличии треугольного разложения матрицы А решение системы 

уравнений Ах = Ь сводится к решению двух треугольных систем урав­

нений

Ly = b

и Rx = y .

Вернемся теперь к обоснованию метода Гаусса. Поскольку на каж­

дом шаге этого метода обе части матричного уравнения умножаются 

слева на одну и ту же невырожденную матрицу, то множество решений 

этого уравнения при таком преобразовании не меняется, так как при 

умножении на обратную матрицу возвращаемся к исходному матрич­

ному уравнению.



Вопросы для самоконтроля
1. Сформулируйте критерий совместности системы линейных урав­

нений (СЛУ).

2. Когда СЛУ из п уравнений с п неизвестными имеет единственное 

решение?

3. Может ли СЛУ из и - 1 уравнений с п неизвестными иметь единст­

венное решение?

4. Может ли СЛУ из я + 1 уравнений с п неизвестными иметь единст­

венное решение?

5. Пусть СЛУ имеет п уравнений с п неизвестными, и при попытке 

применить формулы Крамера для решения этой СЛУ выяснилось, 

что определитель этой системы D  = 0. Означает ли это, что данная 

СЛУ несовместна?

6 . Может ли однородная СЛУ из я - 1 уравнений с п неизвестными 

иметь единственное нулевое решение?

7. Когда однородная СЛУ из п уравнений с п неизвестными имеет 

ненулевое решение?

8 . Сформулируйте теорему о фундаментальной системе решений од­

нородной СЛУ. Какое отношение имеет размерность подпростран­

ства решений однородной СЛУ к ее фундаментальной системе ре­

шений?

9. Сформулируйте связь между решениями произвольной СЛУ и ас­

социированной с ней однородной СЛУ.

10. Образует ли подпространство множество решений произвольной 

СЛУ?

11. Можно ли при реализации метода Гаусса решения СЛУ обойтись 

без операций деления?

12. Верно ли, что если при реализации метода Гаусса для СЛУ из и 

уравнений с п неизвестными ступенчатый вид СЛУ принимает тре­

угольную форму, то СЛУ имеет единственное решение?

13. В каком случае при реализации метода Гаусса СЛУ несовместна?

14. Верно ли, что две системы двух линейных уравнений с двумя неиз­

вестными равносильны, если обе системы имеют бесконечное 

множество решений?
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15. Верно ли, что две системы двух линейных уравнений с двумя неиз­

вестными равносильны, если графики соответствующих уравнений 

обеих систем попарно параллельны?

16. Верно ли, что две системы двух линейных уравнений с двумя неиз­

вестными равносильны, если все коэффициенты (в том числе и сво­

бодные члены) соответствующих уравнений пропорциональны?

17. Верно ли, что две СЛУ из п уравнений с п неизвестными равно­

сильны, если обе СЛУ являются определенными?

18. Верно ли, что две СЛУ из п уравнений с и неизвестными равно­

сильны, если обе СЛУ несовместны?

19. Сформулируйте, что такое треугольное разложение невырожден­

ной матрицы.

20. Можно ли получить аналог треугольного разложения для вырож­

денной матрицы?



МОДУЛЬ IV

Лекция 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ И ГРУППЫ

Определение IV.1.1. Будем говорить, что на множестве X  задана 

алгебраическая операция *, если любой упорядоченной паре х ,у & Х  

поставлен в соответствие однозначно определенный элемент z & X , 

который обозначается z = x * y . Множество X  с заданной на нем алгеб­

раической операцией * будем называть алгебраической структурой и 

обозначать {Х\ *).

Пример IV.1.2. Множество Z целых чисел образует алгебраические

структуры (Z; +) и (Z; •) относительно алгебраических операций сложе­

ния и умножения.

Пример IV.L3.YidL множестве N натуральных чисел рассмотрим 

следующее соответствие Д из N х N  в N :

Данное соответствие не является алгебраической операцией на 

множестве N, так как, например, 2ЛЗ = 2/3 ^ N .

Пример IV. 1.4. Множество ненулевых рациональных чисел Q *  об­

разует алгебраические структуры (Q*;-) и (Q *;:) относительно опера­

ций умножения и деления.

Л /и ш ф /К /.5. Алгебраическую операцию 

= {0 ,1,2 ,} зададим таблицей:

на множестве

* 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Как видно из определения алгебраической операции, характеристи­

ческими ее признаками являются:



а) всюдуопределенность;

б) однозначность;

в) замкнутость.

Рассмотрим некоторые свойства алгебраических операций. 

Определение IV.1.6. Будем говорить, что алгебраическая операция *, 

заданная на множестве X, имеет свойство ассоциативности (ассоциа­

тивная операция), если для любых x,y,z & X  выполняется следующее:

х*[у* z)-[x* у)* Z .

Алгебраическая структура (X ; *) с ассоциативной алгебраической опе­

рацией * называется полугруппой.

Пример IV.1.7. Алгебраические структуры (Z; +), (Z; •) и (Q *; •) яв­

ляются полугруппами. Алгебраическая структура (Q *; :) полугруппой 

не является, так как, например, 1 :(2:3)?ь(1 ;2 ):3 . Можно проверить,

что алгебраическая структура из примера IV. 1.5 является полугруппой.

Определение IV. 1.8. Пусть {Х-, *) - алгебраическая структура. Эле­

мент е & Х  называется нейтральным элементом, если для любого 

х& X  имеет место

х *е = е *х = х .

Заметим, что нейтральный элемент единственный. Действительно, 

если е' Е.Х ~ другой нейтральный элемент, то из е' *е-е и е' * е = е' 

получаем, что е = е'.

Пример IV. 1.9. Алгебраическая структура (Z; +) имеет нейтральный

элемент О, (Z; •) и (Q * ; •) - нейтральный элемент 1. Алгебраическая

структура (Q *; :) не имеет нейтрального элемента. Действительно, если

в (Q *; :) есть нейтральный элемент е е Q * , то, например, из 2  ; е = 2 
следует е = 1. В то же время е=\ не является нейтральным элементом

в (Q *; :), так как, например, \ '.2ф 2.

В алгебраической структуре из примера IV. 1.5 нейтральным эле­

ментом является 0 .

Определение IV.1.10. Алгебраическая структура (X; *) называется 

моноидом, если;

а) (X; *) есть полугруппа;

б)существует нейтральный элемент е е Х  алгебраической структу­

ры (X; *).



Пример IV. I. П . Алгебраические структуры (2 ;+), (Z; ■) и (Q *; •) 

являются моноидами.

Приведем пример полугруппы, которая не является моноидом.

Пример IV.1.12. Пусть (N; *) - алгебраическая структура, где 

а * Ь = min[a,b) для любых а,Ь Е N . Ясно, что (N ; *) есть полугруппа, 

так как

min(min[a,b),c) = min(a,rain{b,c)) .

Пусть e € N - нейтральный элемент в (N ; *), тогда для любого е € N 

имеем min(x,e) = jc, т.е. х<е. Это означает, что любое натуральное

число не превосходит числа е G N, что очевидно невозможно, так как

е+\> е. Следовательно, (N; *) не имеет нейтрального элемента.

Определение IV.1.13. Алгебраическая структура {Х\ *) называется 

квазигруппой, если для любых а,Ь&Х  однозначно разрешимы урав­

нения а* х = Ь и у*а = Ь.

Пример IV. 1.14. Алгебраическая структура из примера IV. 1.5 явля­

ется квазигруппой, поскольку уравнения вида а* х = Ь и у*а  = Ь для 

любых а ,Ь&Х  однозначно разрешимы согласно таблице, задающей 

операцию *.

Приведем пример квазигруппы, которая не является полугруппой. 

Пример IV.1.15. Пусть X  = {0,1,2}, а алгебраическая операция * за­

дается таблицей:

0 1 2
0 1 0 2
1 2 1 0
2 0 2 1

(Jf; *) является квазигруппой, поскольку уравнения вида а* х  = Ь и 

у* а = Ь для любых а , Ь е Х  однозначно разрешимы согласно таблице, 

задающей операцию *. В то же время {X, *) не является полугруппой, 

так как имеют место равенства

(0 * 1)*2 = 0*2  = 2 ,
0 * ( 1* 2) = 0*0  = 1.



Определение IV.1.16. Пусть (X; *) есть алгебраическая структура с 

нейтральным элементом е е X  Будем говорить, что элемент j  е X  яв­

ляется обратным элементом для элемента х & X, если х*у  = у*х = е . 

Будем обозначать обратный элемент для элемента х & Х  через а 

элемент, для которого существует обратный, будем называть обра­

тимым.

Пример IV. 1.17. Ъ (2 ;+ ) любой элемент обратим (нейтральный

элемент - О, обратный элемент для целого числа п есть -и). В (2; •) об­

ратимыми являются только 1 и - 1  (нейтральный элемент есть 1, обрат­

ный для -1  равен -1).

Определение IV.1.18. Алгебраическая операция * на множестве X  

называется коммутативной, если для любых элементов а ,Ь&Х  спра­

ведливо равенство

а *Ь=Ь *а .

Пример IV. 1.19. Алгебраические операции сложения и умножения

на множествах Z, Q  и OS являются коммутативными.

Пример IV. 1.20. Следующая алгебраическая операция на множестве

N не является коммутативной:

п *т  = т, п,т&Ы.

Каждая из алгебраических структур, которые рассматривались вы­

ше, а именно полугруппы, моноиды и квазигруппы, удовлетворяют не­

которым из небольшого фиксированного набора свойств, т.е. ассоциа­

тивность, существование нейтрального элемента и однозначная разре­

шимость уравнений вида ах = Ь и уа = Ь . Сейчас будет рассмотрена 

фундаментальная алгебраическая структура, которая нашла многочис­

ленные применения не только в математике, но и в физике, химии, био­

логии и других науках.

Определение IV.1.21. Алгебраическая структура (G; *) называется

группой,если

а) алгебраическая операция * ассоциативна;

б) для любых a ,b&G  однозначно разрешимы в G  уравнения 

а*х = Ь и у*а = Ь.

Другими словами, класс групп определяется как пересечение клас­

сов полугрупп и квазигрупп (см. рис. 1).



Условимся, если (G ; *) - группа, для краткости будем говорить о

группе G, а групповую операцию называть умножением, т.е. принимать 

мультипликативную форму записи.

Теорема IV.1.22. Алгебраическая структура (G ; •) является группой

тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия;

1) для любых a,b,ceG

a[bc) = [ab)c;

2) существует элемент 1 е G  такой, что для любого элемента a e G

a- l  = l a  = a',

3) для любого элемента a & G  существует элемент й”' 6  G такой,

что

аа~' = а~'а = 1.
Определение XV.1.23. Группа G  называется коммутативной или абе­

левой, если для любых a,b&G  вьшолняется условие коммутативности

аЬ = Ьа.
Для абелевых групп принято групповую операцию записывать как 

операцию сложения, тогда нейтральный элемент группы обозначается 

как О, обратный элемент для элемента а обозначается как -а, т.е. для 

абелевых групп принята аддитивная форма записи. Приведем теперь 

некоторые примеры групп.

Пример 1К1.24.{1;+), (Q ;+ ), (К ;+), (Q *; •) и ([R*;-) - абелевы 

группы. (<jZ,2(1R); •) - (неабелева) группа невырожденных действитель­

ных матриц второго порядка по умножению, C2(IR) - абелева группа



скалярных действительных матриц второго порядка по умножению (т.е. 

(а  0 ^
матриц вида .где а б IR).

1 0  a j

Определение IV.1.25. Подмножество Я  группы G  называется под­

группой. если Н  само является группой относительно той же операции, 

что и в G. Условимся обозначать подфуппу так: Н  й С .

Пример IV. 1.26. (Z; +) < (Q ; +) < (IR; +).

Теорема IV.1.27. Подмножество Я  группы G есть подгруппа в G то­

гда и только тогда, когда выполняется условие

(*) для любых х ,у€Н  выполнено ху~' е Я  .

Доказательство. Необходимость очевидна.

Достаточность. Пусть выполнено условие (*), покажем, что 

Н  < 0 . Для этого сначала проверим выполнение условий 1 - 3 теоре­

мы IV. 1.22.

Начнем с условия 2. Рассмотрим х ,у е Н ,  где х=у, тогда 

ху~' =хх"' =1д е Я  по условию (*). Тогда 1^, очевидно, является ней­

тральным элементом и в Я.

Проверим условие 3. Возьмем пару х,уеН,гле х = 1^, у- любой 

элемент Я. Тогда

ху-' =у~' е Н

по условию (*). Условие 1, очевидно, выполняется. Осталось убедиться, 

что алгебраическая операция группы G является алгебраической опера­

цией и в Я. Пусть х ,у е Н ,  нужно проверить, что х ,у е Н . По дока­

занному ранее у~̂ е Н  , тогда рассмотрим пару х,у~̂  е Я  . По условию 

(*) имеем

х{у-')еН.

Но (д'”' ) = Д', следовательно, х ,у еН .

Теорема доказана.

Замечание. В аддитивной записи критерий подгруппы принимает 

следующий вид: Я  ^ G тогда и только тогда, когда для любых х^уеН 

выполняется условие

(**) х - у е Н .



Определение IV.1.28. Пусть G - группа, g e G  - произвольный 

элемент. Для любого целого числа п определим п-ю степень элемента 

g следующим образом:

g-g...g, если п>0.

g = g^-g '...g'\ если п<0.

Н
1 , если и = 0 .

Теорема IV.1.29. Пусть G - группа, g eG  - произвольный элемент. 

Тогда g” -g” = g”"̂” для любых целых чисел т и п .

Теорема IV.1.30. Пусть G - группа, g eG  - произвольный элемент.

Тогда ) = g""" для любых целых чисел т и п .

Пусть G - группа, g & G  - произвольный элемент. Обозначим через 

(g) множество всевозможных целочисленных степеней элемента g'.

= = \ , g , g ^ .

По теореме IV. 1.27 множество является подгруппой группы G. 

Действительно, для любых элементов x = g'" и y = g", т, п - целые 

числа, множества (g) имеет место по теоремам IV. 1.29 и IV. 1.30:

^  - . “ 1 - п  т -п  ^
Х'У ) =g  ‘g =g  e[g).

Будем говорить, что (g) есть подгруппа группы G, порожденная 

элементом g, а сам элемент g будем называть образующим подгруп­

пы (g ) .

Определение IV.1.31. Группа G называется циклической группой, 

если G = (g) для некоторого g e G , который называется образующим

циклической группы G.

Если все целочисленные степени элемента g в циклической группе 

{g) различны, то в этом случае говорят, что (g) есть бесконечная цик­

лическая группа, а элемент g имеет бесконечный порядок, который обо­

значается так; 0 (g) = 00.
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Пусть некоторые целочисленные степени элемента g с различными 

показателями степени совпадают, т.е. g" = g” для некоторых целых 

чисел п ^ т  . Для определенности можем считать, что п < т ,  тогда, ум­

ножая обе части этого равенства на g ' " , получаем g'””" = 1. Пусть к 

есть наименьшее натуральное число такое, что g* = 1, тогда в этом слу­

чае говорят, что порядок элемента g равен к (обозначение: 0 (g) = A:), 

а группа (g) называется циклической группой порядка к.

Определение IV.1.32. Пусть G  есть произвольная группа. Назовем 

порядком группы G  мощность G группы О.

Имеет место следующая

Теорема IV. 1.33. Пусть G  = (g) - циклическая группа с образую­

щим g. Тогда

G| = 0 (g ) .

Доказательство. Рассмотрим два случая.

Случай I. G-  бесконечная циклическая группа. В этом случае 

G  =<Х1 и О (g) = сю,следовательно,

И  = о (я ).

Случай 2. G- циклическая группа порядка п. В этом случае группа 

G = (g) имеет следующий вид:

Действительно, с одной стороны, так как 0{g)  = g" = 1, имеем 

g =g,-,g = g  ,g =i>-

С другой стороны,

g "=b g - '= g "- g - '= g - ',

g-^=i-g-^=g"-g-^=g"-\-,g-'=g"-' 

для Л: = 1,2,...,л-1. Далее имеем

«- =(«■  Г

« - ' = «-  ■ S- = g-' =g- '....s - ‘ =«-*=«■-*



ДЛЯ любого к = \,2,...,п- \. Продолжая таким образом, получаем, что

любой элемент из (g) является одним из элементов . Но

тогда \G =п = 0 (g ) , что и требовалось доказать.

Замечание. Для аддитивной записи групп целочисленные степени 

образующего заменяются на его целочисленные кратные, тогда беско­

нечная циклическая группа записывается так:

~ g’,0,g’,2g’.... I ,

а конечная циклическая группа порядка п имеет вид

Пример IV.1.34. Пусть G  есть мультипликативная группа целочис­

ленных матриц второго порядка вида

(\ кЛ

О 1
, где ке  Z.

Проверка того, что G - группа:

а) умножение матриц - ассоциативно;

(\ 0^
б) нейтральный элемент -

О 1

в) для матрицы 

Обозначим go = 

Действительно, =

1 к 

О 1✓

п  г

о 1

обратным элементом является 

, тогда G = {g^).

1 -к'̂  

О 1

О 1

Y l 1> 2'

Л о .0 i j ’

2> '\
/

\о .0 h VО 1

Это утверждение обосновывается с использованием принципа матема­

тической индукции. Для t = 1 утверждение очевидно.



Пусть для произвольного натурального числа i имеем

"1 п (1 t

.0 0\ 1 ,у

'1 о
t+l

'1 Г
<

г '1 f 1> '1  ̂+ г

.0 1; .0 1; .0 к .0 к 0 .0 1 .

Найдем

Следовательно, согласно принципу математической индукции, для 

любого натурального числа I имеем

Л(I

О 1

Аналогично для отрицательных показателей степени: для любого j < О

Заметим, что s = -

п  

^0

и тогда

(1 г
S

'1 1̂ -н f
iV ''

н
fl -n н (I - п

.0 1 .0 1; V V  . 0
\

1
/

0
\

1
/

Таким образом, G  есть бесконечная циклическая группа.

Пример IV.1.35. Аддитивная группа (Z; +) целых чисел является 

бесконечной циклической группой с образующим 1. Действительно, 

любое целое число п является целочисленным кратным 1, так как

п = пЛ.

Приведем теперь примеры конечных циклических групп.

ПримерIV1.36. Пусть = тогда относительно умножения

чисел G  является циклической группой второго порядка, так как 

(-1)̂  = 1. Образующий группы G - это число -1, имеет порядок 2. По­

рядок группы G  (т.е. число ее элементов) тоже равен 2.

Пример IV.1.37. Рассмотрим циклическую группу G, состоящую из 

целочисленных степеней матрицы

( О 
-1 о,



которая является подгруппой мультипликативной группы действи­

тельных невырожденных матриц второго порядка. Заметим, что 

0 (g ) = 4 . Действительно,

' 0 п
2

^-1 0'

.-1 о> . 0 -1,

g* =

 ̂ 0 г
3

'-1 0' ' 0 Р ^0 -г

,-1 0; . 0 -к .-1 J  0.

' 0 Г
4

'0  -Г ' 0 Г 'I 0'

.-1  0. .1 0, .-1  0. .0 1.

Таким образом, (g) есть циклическая группа порядка 4.

Определение IV.1.38. Пусть G - группа, g s G  - произвольный

элемент. Назовем подгруппу (g) группы G  циклической подгруппой,

порожденной элементом g. Заметим, что по теореме IV. 1.33 порядок 

циклической подгруппы, порожденной элементом g (т.е. число ее эле­

ментов), равен порядку элемента g.

Определение IV.1.39. Пусть G - группа, Н  - подгруппа группы G. 

Для произвольного g G G рассмотрим множество

gH  = {^е  G|x = gh для некоторого he ,

которое называется правым смежным классом относительно подгруппы 

Я  с представителем g e G .  Аналогично определяется левый смежный 

класс Hg, g e G .

Для различных приложений имеет важное значение следующая 

Теорема IV. 1.40 (теорема Лагранжа). Пусть G есть конечная груп­

па, G = п. Если Я  есть подгруппа группы G  и Н  = к ,то для некоторо­

го натурального числа s имеем

n = k-s.

Доказательство. Введем на группе G бинарное отношение р сле­

дующим образом: для любых х,у в G пусть хру тогда и только тогда,

когда х '^уеН.



Покажем, что р есть отношение эквивалентности. Действительно, 

имеем

а) хрх, так как х~'х = 1еН  ;

б) хру влечет jnpx, так как из х^'уеН  следует ' =у~'хеН;

в) из хру и ypz следует хрг.таккакиз х~'у&Н и x~'zeff сле­

дует {х~'уу{^у~'= х~' Z & Н .

По теореме 1.1.45 классы эквивалентности относительно отношения 

эквивалентности р составляют разбиение группы G, скажем, 

G = лг, U — • Рассмотрим произвольный класс эквивалентности

X, , i = 1,...,5 . Покажем, что х. = х.Н для любого i -1,...,^.

Пусть g е X. , тогда gpjc,., откуда g"'x, = h & H  . Следовательно, 

Xi=gh, и тогда g = x,.A“‘ ед:,.Я. Пусть g e x .H , тогда g=x,h, где 

h & H  , откуда получаем g“'jc, =  ̂= в Н , т.е.

gpx, и, следовательно, g е х, .

Тогда G = х^Н и —U х^Н - разбиение группы G. Поскольку Н  - к , 

то Н  ={Л,,...,А^}, и тогда х.Н = [x.h^,...,x\] для любого i = I,...,s. За­

метим, что |л:,.Я| = А: для любого i = \,...,s. Действительно, если 

x-ĥ = x-h, , то тогда хТ' (jc,A,) влечет А, = А,, т.е. для к раз­

личных элементов А,,...,А  ̂ элементы х.И^,...,х\ тоже будут различны­

ми. Таким образом, в каждом классе эквивалентности по к элементов, 

всего этих классов s, следовательно, из определения разбиения получа­

ем п= G =к -5. Теорема доказана.

Следствие. Если G - конечная группа и G = л, то для любого эле­

мента g е G имеет место g" = 1.

Доказательство. Обозначим Н  = (g ). Так как Н  - подгруппа груп­

пы G, то, если |я| = А:, то по теореме Лафанжа n-k-s для некоторо­

го натурального числа s. Поскольку по теореме IV. 1.33 имеем

^l = o (g ),



ТО 0 (g ) = * и, следовательно, g* = 1. Тогда имеем

=■(«*)'= 1' = 1.

Теорема IV.1.41. Пусть G = {х) есть циклическая группа порядка п.

Элемент g = х* е G  является образующим группы G тогда и только то­

гда, когда выполняется условие

HOD{k,n) = l.

Доказательство. Необходимость. Пусть g есть образующий груп­

пы G, тогда G = (g ). Предположим, что HOD{k,n) = d>\. Учтем, что

О (х) = « , тогда имеем

=(x^f^  = = х "^  = (х ")^  = 1̂  = I, 

откуда следует, что 0[g)<nld  <п, что противоречит тому, что

G = {g)-

Достаточность. Пусть для элемента g = x̂  e G  имеем 

HOD[k,n) = 1. Покажем, что тогда g есть образующий группы G, т.е. 

(g) = G . Ясно, что (g) с  G . Проверим, что G с  (^g). Достаточно убе­

диться, что образующий х группы такой, что х с  , поскольку тогда 

из того, что любой элемент y e G  имеет вид х‘ , следует у е (^g).

По одному из свойств наибольшего общего делителя двух натураль­

ных чисел, имеем, что если d = HOD{k,n) , то существуют целые числа

S ТА t такие, что sk-¥tn = d . Тогда

g‘ ‘ g'-\^g’ (х-) -х" 

так как = 1 по условию. Следовательно,

x = g‘ &{g),

что и требовалось доказать.

Теорема IV.1.42. Любая подгруппа конечной циклической группы 

G  является циклической группой.



Доказательство. Пусть G-{x) и G =  л, тогда О(:с) = и . Предпо­

ложим, что Н  есть произвольная собственная подгруппа группы G  (т.е. 

Н  и Я 5ь{1} )и  А б Я  - произвольный элемент. Так как А g G , то

Л = X* для некоторого целого числа к, где 0 < к < п .  Если к = 0, то 

А = 1, если к = I, то И = X и (jc) = G  с  Я  , т.е. G = Н. Следовательно, 

можем считать, что \<к<п.

Пусть L - множество натуральных чисел, которые являются показа­

телями некоторой степени с основанием х для элемента Л е Я  такого, 

что А 1. Заметим, что L - непустое множество, поскольку из Я  ^  {1

и Н  ^ G  следует, что существует h = x'" & Н  такой, что \<к<п, т.е. 

k & L  . Далее ясно, что для любого i & L  имеем \<1<п. Поскольку 

любое непустое множество натуральных чисел имеет наименьший эле­

мент, то в Z, есть наименьший элемент Обозначим /ц,=х^“ б Я и  

рассмотрим . Покажем, что Н

Достаточно убедиться в том, что любой А е Я  также

Пусть А е Я  - произвольный элемент такой, что А ть 1, тогда И = х^, 

\<к <п . Так как k e L  и - наименьший в L, то делим А: на с 

остатком и получаем

k = q-£^+r, 0<г<£^.

Имеем

= х*.(Аг')’ =А-(Аг')’ е Я ,

поскольку А е я  и А̂ "‘ е Я , а, следовательно, е Я  .

Предположим, что г >0 и = 1. Тогда О (jc)<г<п, что противо­

речит условию 0 (х) = я .

Предположим, что г > О и jc’’ ^  1. Тогда д* е Z,, и так как г < , то 

получили противоречие с тем, что - наименьший элемент L. Итак, 

если г>0,  то получаем противоречие, следовательно, г = 0. Тогда 

имеем



k = q-iô

и тогда h = x̂  = х‘'“> - )’ = Л* е (Л ,̂).

Теорема доказана.

Следующее утверждение показывает, что для циклических фупп 

обратная теорема к теореме Лагранжа имеет место.

Теорема 1УЛ.43. Пусть G = {x) - циклическая группа порядка п. 

Если d есть делитель п, то существует и единственная подгруппа Н  

группы G  такая, что Н  = d .

Доказательство. Рассмотрим элемент и подгруппу

н  = {у). Тогда

\d

Так как 0 (х ) = и , то 0(jv) = d , следовательно, Н  = d .

Покажем единственность подгруппы порядка d. Пусть Я ' есть 

другая подфуппа группы G порядка d. Поскольку по теореме IV. 1.42 

имеем, что Н ' есть циклическая фуппа, то H ' = (z) для некоторого

элемента z = х* g G  . Так как 0 (z ) = с/, то d есть наименьший показа­

тель степени элемента z, такой, что z“̂ = 1. Имеем

l = z"=(jc‘ )‘'=jc*^.

Поскольку 0 (х ) = и, то п есть наименьший показатель степени эле­

мент X, такой, что х" = 1. Следовательно, n<kd . Заметим, что Ы  на­

цело делится на п. Действительно, если kd = nq+ г ,гд,е О < г < п , то из

х'̂  = 1 получаем

1 = =х"^-х' =[х")'' -х' =1-х  ̂=х\

что противоречит О (дс) = п , поскольку г <п. Таким образом, kd = nt 

для некоторого натурального числа /. Отсюда

к- —  
d^

и так как d есть делитель п, то можем записать число к в виде



Следовательно, имеем

к- —  -— t

: = jc* = j =y ‘ & H  .

Поскольку О (z) = t/ и z & H ,  то (z) = Я . Учитывая Я '= (z), полу­

чаем Н  = Н ' , что и требовалось доказать.

Рассмотрим следующую задачу.

Пусть в группе G  элемент х имеет порядок п, а элемент у имеет 

порядок т. Вычислить порядок элемента Д7 .

На первый взгляд можно предположить, что порядок ху как-то свя­

зан с порядками X к у. Однако следующий пример обескураживает.

Пример IV.1.44. Пусть G - мультипликативная группа невырож­

денных целочисленных матриц второго порядка, x ,y s G  такие, что

х =
О П

- 1  о
У =

о

-1  -1

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что 0(jc) = 4 и 

О (у) = 3 . Рассмотрим элемент ху:

' 0 г  ̂ 0 г ^-1 -1\

.-1 .-1 -1 . 0 -1,
ху^

Найдем порядок элемента ху, для чего вычисляем его степени для лю­

бого натурального числа п:

Г - 1  - П

О -1

iV

= и ) " 1 о  ;i = и "

1 п

о 1

Поскольку все степени ху различны для разных натуральных чи­

сел л, то 0 (л>') = оо.

В то же время для некоторых частных случаев порядок произведе­

ния двух элементов зависит от порядков сомножителей. В частности, 

это имеет место в следующем случае.

Теорема 1V.1.45. Пусть G - произвольная группа, а элементы 

x ,y & G  имеют взаимно простые порядки 0 (jc) = 5, 0[y) = t, т.е.



HOD(^s,t) = \. Если элементы х, у перестановочны (т.е. ху=ух), то 

0 (лу) = л̂  и (л5 )̂ есть прямое произведение циклических подгрупп 

(jc) и (>'),т.е.

{ху) = {х)х{у).

Доказательство. Для проверки представимости {ху) в виде прямо­

го произведения {х) и {j) достаточно убедиться в выполнимости сле­

дующих условий:

а) любой элемент g € (ху) можно записать в виде g = g^gj, где

б) Wn(>-> = {1} ;
в) любые элементы и&{х), vG(y) перестановочны.

Условие «в» вытекает из перестановочности элементов хи у. 

Условие «а» выполняется, так как для любого А: G N

(ху)* = (ху)(ху)...(ху) = х(я:)(:их)-(ху) =

к раз

= ̂ с(лу)( за)...(л>-) = x V  (лу)...(лу) =... = x V .

где использованы ассоциативность умножения в группе и перестано­

вочность элементов х и у. Осталось убедиться в справедливости усло­

вия «б».

Пусть ze(x)ri(>') - произвольный элемент и 0 (2 ) = ^, тогда из 

z = x‘ = у‘ следует

z" = = х" = (х' j = 1 ,

z ' = ( y ) ' = / = / = ( y y = i .

Но тогда Е, как порядок элемента z, удовлетворяет условиям 

и £t,T.e. £ есть общий делитель s и /.Поскольку HOD[s,t) = \, 

постольку i=l ,  откуда z ' = l ,  влечет z = l. Это означает, что

(-)П (у ) = (1}-



То, ЧТО 0(лу) = 5/, следует из

О (ху) = \{ху)\ = |(х)| • |(у)| = О (х) ■ О  (у) = sr.

Теорема доказана.

В предыдущей теореме прямое произведение циклических групп 

взаимно простых порядков оказывается циклической группой. В общем 

случае прямое произведение циклических групп может не быть цикли­

ческой группой.

Пример IV.1.46. Пусть G  = (x)x(y ) - прямое произведение цик­

лических групп (дс) и (у ), где 0 (х ) = 0 (у ) = 2. Предположим, что 

G  = (z ), тогда 0 (z ) = |G = 4 . Но в группе G  нет элемента порядка 4. 

Действительно,

G = {l,x,y,xy} и 0 (х ) = 0 (у) = 0 (л5;) = 2 ,

так как (ду)(ху) = дс^У = 1 .

Следующая теорема показывает, что класс групп, разложимых в 

прямое произведение циклических групп, достаточно велик.

Теорема IV. 1.47. Любая конечная абелева группа является прямым 

произведением циклических групп.

Доказательство этой теоремы превышает уровень первоначального 

знакомства с теорией групп и поэтому опускается. В то же время ут­

верждение этой теоремы имеет большое значение при изучении строе­

ния групп обратимых элементов колец классов вычетов, которые ис­

пользуются в различных криптографических приложениях.



Определение IV.2.1. Пусть =[\,2,...,к] - отрезок натурального 

ряда чисел. Назовем подстановкой на множестве произвольную би­

екцию на N * .

Условимся записывать подстановку на в виде таблицы из двух 

строк, где верхняя строка - упорядоченный набор чисел \,2,...,к, а ниж­

няя строка представляет собой некоторую перестановку элементов 

верхней строки, такую, что каждый элемент нижней строки является 

образом расположенного над ним элемента верхней строки. Например, 

подстановка

Г1 2 3 4 5^

,3 1 5 4 2.
Ф =

является биекцией на N j, которая отображает 1вЗ, 2 в 1 , 3 в 5 ,  4 в 4 и 5  

в 2. Зададим алгебраическую операцию умножения на множестве под­

становок на Nt как композицию биекцией на . Поскольку компози­

ция отображений ассоциативна, то данная алгебраическая операция ас­

социативна. Очевидно, что тождественная подстановка (т.е. подстанов­

ка на , которая оставляет на месте каждый элемент ) является 

нейтральным элементом для умножения подстановок. Наконец, для ка­

ждой подстановки на существует обратная подстановка относи­

тельно умножения подстановок, поскольку для каждой биекции суще­

ствует обратная биекция. Очевидно, что обратная подстановка получа­

ется из данной подстановки перестановкой верхней и нижней ее строк с 

последующей (если необходимо) перестановкой столбцов так, чтобы 

новая верхняя строка была упорядочена в виде 1 2....к.

(\ 2 Ъ А 5Л
Например, для подстановки 

подстановка

3 1 5  4 2
обратной является



3̂ 1 5 4 2 ' 2 3 4 5'

J  2 3 4 5. .2 5 1 4 3.

Проверим это. Поскольку нейтральный элемент имеет вид

^1 2 3 4 5^
 ̂ ^ ^ ^  ̂ , то имеем в результате умножения

4 5^1̂ 2 3 4 5' 1 2 3 4 5'̂ '1 2 3

,3 1 5 4 2 . .2 5 1 4 3; J  2 3

'1 2 3 4 и 2 5 4 5'

.2 5 1 4 .3 1 4) 4 2 .

Таким образом, множество подстановок на относительно умноже­

ния образует группу, которая называется симметрической группой к-к 

степени .

Пример IV.2.2. Рассмотрим группу Sj.

Имеем

~ {SofSi>S2>S'}>S4’Ss} »

где

Сначала найдем порядки элементов . Имеем

0 (g,) = 0 (ft) = 0 (ft) = 2 ,

^123^ ^123' "123' "123^

^0
J23J

.^1 =
.132, .321, .213,

^123' "123'
V

^4 =
.231.

.^5 =
312

\  «/

так как 

Далее,

0(g4) = 0(g5) = 3, 

так как gl = gj = ф  g^.g^ ^go -

Тогда в группе Sj есть три циклические подфуппы порядка два и одна 

циклическая подгруппа порядка три, а именно:



^{g\)^^i={Si) И G^=[g^) - циклические подгруппы порядка

два;

<̂ 4 = {^4) = {^5) “  циклическая подгруппа порядка три. Заметим, что 

^5 =gl&G^,-a поэтому (g^) = {g^).

Других подгрупп, кроме вышеуказанных, в группе нет. Действи­

тельно, если Н  есть собственная подгруппа группы S3, то по теореме 

Лагранжа Н  есть делитель = 6, отличный от 1 или 6. Но тогда лю­

бая собственная подгруппа группы имеет порядок 2 или 3. Следова­

тельно, любая собственная подгруппа группы Sj является циклической 

подгруппой, поскольку любая группа простого порядка является цикли­

ческой группой. Но совокупность циклических подгрупп группы Sj 

исчерпывается подгруппами G^,G^,G^ и G^. Следовательно, выше­

указанные 4 подгруппы составляют полный набор собственных под­

групп S'j.

Найдем теперь центр Z  (5з). Покажем, что г(5з) = {1},где l = g„. 

Достаточно убедиться в том, что любой неединичный элемент 5з не 

принадлежит центру S ,̂ т.е. для каждого такого элемента можно ука­

зать хотя бы один неперестановочный с ним элемент. Имеем

g, и не перестановочны, так как

'123' ^23^
g,g2 =

.132, .321. ^231,

'123^ Г123' '123'
glgl =

.321. ll32. .312,

= ̂ 4^

= ^5

и g^gг*g2g^^

Заметим, что умножение перестановок производится справа налево, 

так как определяется как композиция биекций, которая производится 

справа налево:

( / ° g ) W  = / ( g W ) .

Далее элементы gj и ĝ  не перестановочны, так как



S3 S4 ~

g*S3 =

213

(123^

231

123^

231

Г123^

213

123

132

123

321

= Sv.

= gi

и ^3^4 ^ 4^3 ■
Наконец, элементы и g, не перестановочны, так как

= gl:
"123^ '123' ^123'

gsgl =
.312, .132, .321,

^123^ '123" '123'

gigs =
J32, .312, .213,

= Si

И g,gs *  giSx •

Вернемся снова к изучению произвольной симметрической группы

. Имеет место следующее утверждение.

Теорема IV.2.3. Порядок симметрической группы равен

Доказательство. Х\ус,гъ <|>:{1,2,...,«}->{1,2,...,я} есть произвольная 

подстановка. Для символа I имеется п возможностей для ф(1). Если 

зафиксировать ф(1) , то для символа 2 имеется л - 1  возможностей для 

ф(2) и т.д. Таким образом, число всех возможных выборов ф(1), 

ф(2 ),...,ф(«), а следовательно, и число всех подстановок на п символах 

1,2 ,...,п равно

й-(и-1)...2-1  = л!

Рассмотрим теперь возможность разложения подстановок в произ­

ведение более простых подстановок. Идею разложения поясним на 

примере.

Пример IV.2.4. В группе рассмотрим два элемента gvih, где

g =
'12345^ '12345'

; h =
.23451; .34152^



Эти элементы можно представить в виде следующей схемы (рис. 1):

2.

g

В этом случае говорят, что подстановка g является циклом длины 5, а 

подстановка h является произведением двух независимых (т.е. непере- 

секающихся) циклов длины 2 и 3, а именно

ri2345Vl2345^

.32145 Л 14352
h =

Условимся записывать подстановки-циклы в виде одной строки, где 

первый символ переходит при действии подстановки во второй символ, 

второй символ - в третий и т.д., наконец, последний символ цикла пе­

реходит в первый. Тогда имеем

Г12345^

23451

'12345^

^32145

02345'

14352

= (12345), 

=(13), 

=(245).

Заметим, что в двух последних подстановках не указаны неподвижные 

символы (т.е. те символы, которые подстановка оставляет на месте), 

но их всегда можно восстановить, если группа подстановок фиксиро­

ванная.

Возвращаясь к общему случаю, пусть ф - произвольная подстановка 

из S„. На множестве символов |1,2,...,«} зададим бинарное отношение

Рф следующим образом; для любых /,у е {1,2 ,...,я} пусть ip ĵ тогда и

только тогда, когда существует целое число s, такое, что j  = (/).



Непосредственно проверяется, что Рф есть отношение эквивалент­
ности. Действительно, имеем

а) Рф рефлексивно, так как i = ф” (г);

б) Рф симметрично, так как если j  = ( i ) , то i = ф'  ̂(7 );

в) Рф транзитивно, так как если j  = ф* (i) и А: = ф' (7 ), то А = ф*"̂ ' {/). 
Но тогда множество {1,2,...,и} разбивается на классы эквивалент­

ности относительно Рф, которые называют ф-орбитами: если 

Ф = {1,2.....п},то

ф = ф ,и ф 2 и . . .и ф , ,

где каждое множество Ф,, i = 1,2,...,г , состоит из степеней ф, а именно 

Ф, = Ь ф Н ,ф '(у ) ,.. . ,ф ''- '(у )} ,

где I. -  длина ф-орбиты Ф,..
Полагая

ф.=(уф(у)...ф ''-‘ (у) =  ̂ ^  ̂ ,
^ [ф (v)ф^(v)...ф 'H (v)J’

получаем подстановку, которая называется циклом длины . Действи­
тельно,

^,-^|(ф)| = 0(ф) и ф ''(у) = у, 

причем £j есть наименьшее число с таким свойством.
Цикл ф, оставляет на месте все символы из Ф \Ф , и ф(и') = ф,(и') 

для любого и'бФ,.. Это позволяет называть ф, , ф̂  для j  независи­

мыми или непересекающимися циклами. Поскольку ф''(и') = и' для 

любого W е Ф ,, то ф,*' = е , где е -  тождественная подстановка (так как
-  наименьшее число с таким свойством, то 0(Ф,.) = е,.).
Таким образом, любая подстановка ф может быть представлена в 

виде

Ф = ФгФ2-Фг»
где все циклы ф,, i = \ ,2 ,...,г , перестановочны между собой.



Замечание. Циклы длины 1, соответствующие неподвижным точкам 
подстановки, в приведенном выше разложении принято опускать. На­
пример,

'1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 '_
^4 10 8 3 9 2 7  1 5 

= (1438)(2106)(59)(7) = (1438)(210б)(59).

Указанное выше разложение подстановки позволяет легко находить 
порядок подстановки.

Теорема IV.2.5. Порядок подстановки фе5'„ (который равен по­
рядку циклической подгруппы (ф) ) равен наименьшему общему крат­

ному длин независимых циклов, входящих в разложение ф.
Доказательство. Поскольку независимые циклы в разложении 

ф = ф, -фг—Фг перестановочны, то j -я степень подстановки ф записыва­
ется в виде

Ф^=Ф?Ф'...ф; ,5  = о,1,2,...

Из независимости циклов ф,,ф2,...,ф^ следует, что ф' = е тогда и только 

тогда, когда ф| = е  для любого / = 1,2,...,/-.

Но если ^ \= е  для любого i = \,2 ,... ,r , то t делится на порядки 
0(ф() циклов ф, , а следовательно, на длины циклов ф,., поскольку

^ ,= 0 (ф ;)  для / = 1,2.....г .  Тогда t является общим кратным

/ = 1,2,...,г . Пусть t = 0 (ф ) , т.е. t — наименьшее натуральное число, 

такое, что ф' = е . Тогда / является наименьшим общим кратным чисел 
If, i -  , что и требовалось доказать.

Определение IV.2.6. Цикл длины 2 называется транспозицией. 
Любая транспозиция имеет вид т = (у ) и оставляет на месте все 

символы, отличные от i,j. Имеет место следующая
Теорема IV.2.7. Каждая подстановка фб5'„ является произведени­

ем транспозиций.
Доказательство. Разложим подстановку ф в произведение незави­

симых циклов

ф = ф, -фг-фг ■



Каждый цикл можно разложить в произведение транспозиций, что 
можно сделать, например, так:

(12 ..i  -  И )  -  (И -1 )...(1 3 )(1 2 ).

Но тогда ф есть произведение транспозиций.
Замечание. В отличие от разложения подстановок в произведение 

независимых циклов, которое однозначно с точностью до порядка запи­
си сомножителей, разложение подстановок в произведение транспози­
ций неоднозначно.

Пример IV.2.8. Пусть ф е5„ имеет вид

'12345'
Ф = 23154

= (123)(45).

Для подстановки ф можно указать различные разложения в произведе­
ние транспозиций:

Ф = (13)(12)(45) = (23)(13)(45) = (13)(24)(12)(И )(45).

Хотя разложение подстановки в произведение транспозиций неод­
нозначно, один числовой инвариант для этих разложений можно ука­
зать. Как видно из примера IV.2.8, где приведены 3 и 5 транспозиций, 
т.е. нечетное число транспозиций, -  это четность числа транспозиций в 
разложении.

Определение IV.2.9. Пусть ф е  имеет вид

Ф = У 1-¥2-У р,

где -  транспозиции.

Число Бф =(-1)^  называется четностью подстановки ф. Подстанов­

ка ф называется четной, если £ф = 1, и нечетной, если = -1 .
Другими словами, четные подстановки разложимы в четное число 

транспозиций, а нечетные подстановки -  в нечетное число транспози­
ций. Заметим, что любая транспозиция является нечетной подстанов­
кой. Приведем без доказательства формулировку следующей теоремы.

Теорема IV.2.10. Четность £ф подстановки ф е5„ полностью опре­
деляется этой подстановкой и не зависит от способа разложения под­
становки ф в произведение транспозиций.



Замечание. Все четные подстановки в группе S„ образуют подгруп­
пу , которая называется знакопеременной группой степени п. Дейст­
вительно, если ф и VJ/ -  четные подстановки, то, поскольку v|/"‘ есть чет­

ная подстановка (v|/-v|/‘‘ = е , где v|/ и е -  четные подстановки, следова­
тельно, v|/'‘ -  четная подстановка), тогда фу“‘ есть четная подстановка. 
Таким образом, по критерию подгруппы имеем, что есть подгруппа 
группы .

Приведем также без доказательства формулу для вычисления четно­
сти подстановки по разложению в произведение независимых циклов.

Пусть подстановка разложена в произведение независимых
циклов ф,. длин соответственно £ .,i = ,

ф = ф, -фз-.ф^.
Тогда

Определение IV.2.11. Множество GZ,„(1R) действительных невы­
рожденных квадратных матриц порядка и называется общей линейной
группой порядка и над К.

Корректность определения IV.2.11 вытекает из следующих утвер­
ждений:

а) произведение невырожденных действительных квадратных мат­
риц порядка п есть невырожденная квадратная матрица порядка п (так 
как определитель произведения таких матриц равен произведению не­
нулевых определений матриц-сомножителей, то определитель произве­
дения матриц отличен от нуля);

б) операция умножения произвольных (а следовательно, и невыро­
жденных) действительных квадратных матриц порядка и ассоциативна;

в) единичная матрица порядка п является нейтральным элементом 
по умножению матриц в GL̂  (К);

г) для каждой матрицы А е  GL̂  (К) имеем

А-' € GL.



(так как определитель 1
И А ф О , то Л - \ о и, следовательно.

( - 1  0' ' 0 П  Г
: в  = ; С =

. 0 - к . -1  0; .0 1

Группа GL„(K) является бесконечной некоммутативной группой, и 
в ней есть как элементы конечного порядка, так и элементы бесконеч­
ного порядка.

Пример IV.2.12. В группе GZ,„ (К) рассмотрим следующие элементы:

А =

Непосредственно проверяется, что матрица А коммутирует как с матри­
цей В, так и с матрицей С, но матрицы 5  и С не коммутируют:

АВ = ВА, АС = СА, В С ^ С В .

Матрицы А п  В имеют конечный порядок:
0 { А )  = 2, 0 (5 )  = 4 ,

поскольку А̂  = Е  и В̂  ф Е, В̂  ^Е,  В* = Е , а матрица С имеет беско­

нечный порядок, так как ф Е для любого натурального к. Следова­
тельно, мы имеем две конечные циклические подгруппы и одну беско­
нечную циклическую подгруппу:

{а ) = {Е,А], \ {а )\ = 2,

{В) = {е , В , В \ В ^ ] ,  1(5)1 = 4 ,

(С) = {..., С - \ Е ,  С, |(С)| = 00 .

Группа GL„ (IR) содержит кроме циклических подгрупп также и не­
циклические подгруппы.

Теорема IV.2.13. Следующие подмножества группы (К) явля­
ются в ней подгруппами:

а) G L„(K )={^g G 4 (K )

б) D„{R) = {A&GL„(R) А =

а  =1 

а
1 д 2

О



О* а. в  R, / = 1.....п] ;
Га 0>

в) С„(К)= { /le G L „ (K )^  = О *. , 0 ^  о G
. 0

1̂2

О

о,1л
,  от., е  R};

д) LT„(K) = { .4eG 4([R )|/i =
1^12- «1л

1. . . ■‘2л ,  е

.О ' К
Доказательство. Используем для доказательства критерий под- 

qjynnbi (теорема IV. 1.27).
а) Пусть А,В& SL̂  (R), т.е. А -  В = \.  Тогда

АВ-' = А ■5 - ‘ = . . - L
В

и, следовательно, е  5L„ (К). Таким образом, по критерию под- 
фуппы (теорема IV. 1.27) имеем, что SL„(R) есть подгруппа группы 
G 4(K ).

б) Пусть ^,5eD „(lR ),T .e. ^  = diag(cr,,...,cr„), сг,

B = diag{bi,...,b„),biitO,

тогда

АВ~' =diag(cr,,...,cr„)-diag 

= diag
V I /

Следовательно, по критерию подгруппы (теорема IV. 1.27) имеем, что 
([R) есть подгруппа группы GL„ (К).



в) Пусть А,В еС^{Щ,т.с. A = diag(a.....а ) , а * 0 ,

B = d i ag{b , . . . , b ) , b^O,

АВ~̂  = diagтогда
а а

КЬ Ь)

Следовательно, С„ (К) есть подгруппа группы GL̂  (Е). Пункты «г» 
и «д» проверяются аналогично. Теорема доказана.

Подгруппы группы GZ, (̂1E), указанные в теореме IV.2.13, имеют 
следующие названия:

(К) -  специальная линейная группа порядка п над 1R;

D„ (К) -  диагональная группа порядка и над К;

С„ (К) -  скалярная группа порядка п над IR;

(К) -  верхнетреугольная группа порядка п над К; 

иТ  ̂(К) -  верхнеунитреугольная группа порядка п над IR.

Теперь укажем центр группы GL„ (IR).

Теорема IV.2.14. Подгруппа (К) является центром группы

G L „ m .

Доказательство. Пусть Z есть центр группы GL„ (IE). Покажем сна­

чала, что C „ (K )c Z .

Пусть /4еС „(Е ), A = d\ag{^a,...,a),a ^ 0  и 5  е  (1R) -  произволь­
ный элемент. Покажем, что Л и В  коммутируют, т.е. АВ = ВА.

Пусть

В = h i

тогда АВ =

аЬ̂  ̂ аЬ 2̂ 

abji 0̂ 22

аЬ.л1 Ь̂„2 ab^j



ВА = Ьг\° Ь2„а

Ь„̂ а Ь а ,
Поскольку умножение действительных чисел коммутативно, то 

АВ =ВА и A& Z . Таким образом, С„ ( К ) с 2  .

Докажем теперь обратное включение Z cC „(lR ). Пусть A e Z  -  
произвольный элемент, покажем, что тогда А есть скалярная матрица, 
А = 6ла%{а,...,а^, а ^О.

Рассмотрим матрицы вида
П  О О

О 1 О
о ' ” о Г^Л«) =

О О О

о I о

J o
о |~о

I... I
o i l

J
где а  ^  О находится на пересечении /-Й строки и у-го столбца, все диа­
гональные элементы равны 1, а все остальные элементы равны О -  такие 
матрицы /(У (а )  называются трансвекциями. Заметим, что умножение

произвольной матрицы X  на трансвекцию Г^(1) справа равносильно

прибавлению к У-му столбцу матрицы X  i-ro столбца этой матрицы, а 
умножение на трансвекцию слева равносильно прибавлению ку-й

строке матрицы X  г-й строки этой матрицы. Непосредственными вычис­
лениями с матричными элементами можно показать, что если A e Z  ,то 
из перестановочности матрицы А со всеми трансвекциями следует, что 
все внедиагональные элементы a.j матрицы А, где j , равны нулю, а

все диагональные элементы совпадают, т.е. А = diag(a,...,cr), а^ О.



Определение IV.3.1. Будем говорить, что на множестве К  задана 
структура кольца (или короче: К  есть кольцо), если на множестве К  зада­
ны две алгебраические операции, которые принято обозначать «+» (сло­
жение) и « • » (умножение), причём выполняются следующие свойства:

а) (АГ; +) есть абелева группа;
б) (К-, •) есть полугруппа;
в) имеет место двоякая дистрибутивность умножения относительно 

сложения, т.е. для любых а,Ь,с  ^ К

а[Ъ + с) = oft + ос,

(а + Ь)с = ас + Ьс.

Нейтральный элемент абелевой группы (АГ;+), которую принято назы­
вать аддитивной группой кольца К, принято обозначать 0̂  ̂или просто О 
и называть нулём кольца К. Полугруппу {К\ ■) принято называть муль­
типликативной полугруппой кольца К. Если в мультипликативной по­
лугруппе {К-, •) кольца К есть нейтральный элемент, то его принято обо­
значать \к  или просто 1 и называть единицей кольца К. В этом случае 
говорят, что К  есть кольцо с единицей. Если умножение в кольце К 
коммутативно, то говорят, что К -  коммутативное кольцо.

Пример 1У.3.2. Множество 2  всех целых чисел является кольцом с 
единицей относительно обычных операций сложения и умножения це­
лых чисел. Аналогично 2  можно убедиться, что Q , К и С -  кольца.

Рассмотрим теперь простейшие свойства колец.
Предложение IV.3.3. Пусть К  -  произвольное кольцо, тогда спра­

ведливы следующие утверждения:
а )х -0  = 0- х = 0 для любого х е  К\
б) (-х) у  = х-  (-у) = -(д^) для любых х ,у  G К\
в) (-х)(-у) = ^  для любых х ,у  е  К\
г) если К -  кольцо с единицей, то (-1) х = -х  для любого х & К.



Доказательство.
а) Имеем

X-0  = х - (0  + 0 ) = х - 0  + х - 0. (1)
К обеим частям равенства (1) прибавим -  ( д: • 0), тогда имеем

- ( a: 0) + a:-0 = - ( x 0) + (x 0 + x - 0). (2)
Левая часть равенства (2) равна нулю, а правая часть

- ( x - 0) +  ( x * 0 + x * 0) =  ( - x - 0 + x - 0) +  a: 0  =

= 0 + х 0 = х 0 .
Таким образом, получаем

х • О = 0.
Аналогично получается О • л: =  0.

б) Рассмотрим следующую сумму элементов кольца К:
{-х) ^y + X • у  = {-х + х)у = О -у.

По свойству «а» имеем О - =  О, тогда (-х ) - у ^ х - у  = 0 .
Это означает, что (-х) • у  является противоположным к х • (т.е. об­

ратным к X • у  относительно сложения). Таким образом,
{ - х ) - у  = - { х - у ) .

Аналогично получаем, что х • (—у) (х • у).
в) Дважды применяя свойство «б», получаем

(-Х) • (-у ) = -  (х ■ (->>)) =  - ( - ( х  у)) = х-у.
г) Применяя свойство «б», получаем

Н ) - х  = - ( 1 - х )  = - х .
Хотя понятие кольца возникло как обобщение свойств целых чисел, 

есть примеры, которые существенно различны по своим свойствам от 
кольца целых чисел.

Пример IV.3.4. Пусть G есть произвольная абелева группа (напри­
мер, G = (Z; +) -  группа всех целых чисел по сложению). Определим 
алгебраическую операцию умножения на G следующим образом: 

длялюбых х ,у  € G nycT bx-y  = OG, 
где Ос -  нейтральный элемент относительно сложения в группе G.

Очевидно, что (G; ■) -  полугруппа и, кроме того, выполняется свой­
ство двоякой дистрибутивности умножения относительно сложения в 
G. Таким образом, (G; +, •) есть кольцо, которое называется кольцом с



нулевым умножением. Заметим, что кольцо с нулевым умножением не 
имеет единицы.

Определение IV.3.5. Пусть К  есть кольцо с единицей, рассмотрим 

суммы вида: 1, 1 + 1, 1 + 1 +... + 1,..., обозначим их соответственно
I

1 ,2 - 1......./ - 1 , где / е N, и назовём целыми элементами кольца К.
Рассмотрим два случая.

Случай 1. Если все целые элементы / • 1, где / ^ О, являются ненуле­
выми элементами кольца К, то в этом случае говорят, что К  есть кольцо 
нулевой характеристики и обозначают char AT = 0. Заметим, что кольцо 
нулевой характеристики содержит бесконечное число целых элементов. 
Достаточно убедиться в том, что различным натуральным числам /] и h 
соответствуют различные целые элементы /i • 1 и /г • 1 кольца К. Дейст­
вительно, пусть /i /г и /] • 1 = /г • 1, тогда имеем

1 + 1 + ... + 1 = 1 + 1 + ... + 1 . (1) 
h h

Пусть для определённости /] > /г, тогда, прибавляя к обеим частям 
(1)элемент -(1 + 1 + ... + 1)е А", получаем

h ^

—(l + l + ... + l) + ( l + l  + ... + l) = 

h ' h 
= -(1  + 1 + ... + 1) + (1 + 1 + ... + 1).

^ ” h 
Левая часть равенства (2) имеет вид

(-1) + (-1) + ... + ( -1 ) -н(1-И + ...-И) = ( / . - / , ) • ! ,

' h ” 
а правая часть равенства (2) равна нулю. Таким образом, (/] -  /г) • 1 = О,
где (/] -  /г) е  N, противоречие с определением кольца нулевой характе­
ристики.

Итак, в кольце К  нулевой характеристики имеется бесконечное 
множество целых элементов;

1 ,2 -1 , . . . , / - 1 , . . . , / = 1 , 2 , . . .

(2)



Случай 2. Пусть для некоторого натурального числа / имеем / - 1 = 0 ,  
тогда существует наименьшее натуральное / с этим свойством, которое.
называется характеристикой кольца К, обозначается char К = 1.

Пример IV.3.6. Кольца 2, Q , R и С являются кольцами нулевой ха­
рактеристики. Примеры колец ненулевой характеристики будут приве­
дены далее.

Определение IV.3.7. Пусть К -  кольцо с единицей. Будем говорить, 
что элемент и g К  является обратимым элементом, если существует 
элемент и-\ е  /Стакой, что

и - и~̂  = и~̂  -и = 1.
Предложение IV.3.8. Для любого кольца К  с единицей множество 

К* всех обратимых элементов кольца К  является группой относительно 
умножения.

Доказательство. Проверим, что умножение является алгебраиче­
ской операцией во множестве К*. Пусть е  К*, тогда существуют 
х - \ , у - \  G К*, такие, что

= х"‘ • х =  1, у  =у~  ̂ ' У = \ .
Отсюда следует, что х , у  ^ К*, и тогда К* замкнуто относительно 

умножения. Действительно, (х • у)  существует и (:с • у) =>»“* • д:“\  так 
как имеем

(У“‘ • • у) =У~\х^х)у=^у^ ■ 1 - у = у ~ у  = 1.
Ассоциативность умножения имеет место по условию. Единица 

кольца К  является обратимым элементом и, следовательно, 1 е  К*. Нако­
нец, поскольку любой X е К* является обратимым элементом кольца К, 
то существует обратный к х элемент К, обозначаем х"', и тогда (К*; •) 
является группой.

Пример IV.3.9. =  1}, Q* = Q \{ 0 } , !R* = 0^\{O}, 
С* = С \  {0).

Определение IV.3.10. Подмножество L кольца К  называется под- 
кольцом, если L является кольцом относительно операций сложения и 
умножения в кольце К  (обозначение: L<K) .

Теорема 1V.3.11. Подмножество L ^ K  кольца К  является подколь- 
цом в К  тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

а) для любыхх, у  е  L имеемх - у  е  Ц
б) для любыхх , у  в  L имеем х ■ у  g L.



Достаточность. Покажем, что (/.; +) есть подгруппа в (АГ; +). По 
критерию подгруппы (теорема IV. 1.27) достаточно проверить, что для 
любых х ,у  G L имеем х - €  L. Но в нашем случае это верно по усло­
вию «а». Следовательно, {L; +) есть абелева группа по сложению. По 
условию «б» получаем, что множество L замкнуто относительно умно­
жения, и, следовательно, (Z,; •) есть полугруппа по умножению, ввиду 
ассоциативности умножения в К, а. следовательно, и в / , .  Наконец, дист­
рибутивность умножения относительно сложения выполняется для все­
го кольца К, а следовательно, и для подмножества L кольца К. Таким 
образом, L является кольцом относительно операций сложения и умно­
жения кольца К, т.е. L есть подкольцо кольца К.

Необходимость. Пусть L есть подкольцо кольца К, тогда L есть 
кольцо относительно операций сложения и умножения кольца К. Но 
тогда для любых х ,у  е  L имеем, что (-у )  е Ь и х  + ( - у ) - х - у  е  L, так 
как L -  абелева группа по сложению. Далее, х - у  g L, так как L есть по­
лугруппа по умножению. Теорема доказана.

Пример IV.3.12. Каждое из колец Z, Q  и [R является подкольцом
соответственно в Q, [R и С, т.е. Z < Q  < [R < С.

Приведём теперь примеры нечисловых колец.
Пример IV.3.13. Пусть К  есть коммутативное кольцо с единицей, и 

рассмотрим множество всевозможных многочленов от неизвест­
ных X  с коэффициентами из кольца К, т.е. лю бой /е  АГ[:с] имеет вид

/  {х) = а„х" + +... + а,х + ,

где е К .
Терминология: степень многочлена Дх) есть deg(/) = «, старший ко­

эффициент многочленаДд:) есть а„ Ф 0.
Если определить операции сложения и умножения многочленов по 

обычным «школьным» правилам выполнения этих операций, то непо­
средственно проверяется, что получается коммутативное кольцо с еди­
ницей.

Пример IV.3.14. Пусть К  есть коммутативное кольцо с единицей, и 
рассмотрим множество М„{К) всех квадратных матриц порядка п с эле­
ментами из кольца К. Непосредственно проверяется, что относительно 
обычных операций сложения и умножения матриц М„{К) есть некомму­
тативное кольцо с единицей.



Пример IV.3.15. Пусть X  -  произвольное множество, К -  произ­
вольное кольцо с единицей. Обозначим через множество всех ото­
бражений т Х ъ К :

= { f \ f - . X - * К  .

Если кольцевые операции в К  обозначим, как обычно, через «+» и 
« • », то определим алгебраические операции в следующим образом: 
для лю бы х/ g  ^ пусть

( / © ^ ) ( х )  = / ( х )  + я (х ) ,:с е ; \Г ,

( / ® g ) W  = / W - g ( x ) ,

Непосредственно проверяется, что (К^\ ©, ®) является кольцом с 
единицей (заметим, что нулём в этом кольце является отображение 
О: X О д -  для любого х е Х единицей -  отображение 1: jc 1-^ для 
любого XS X ) ,  которое называется кольцом функций из ^ в  АГ. В част­

ном случае А'=АГ=[К. получаем кольцо действительных функций 
действительного переменного.

Будем обозначать через 1 т /  -  образ отображения /  т.е. для 
f - . X - ^ K

= А' такой, что f { x )  = y \ ,

а через Кег/ -  множество тех элементов X, которые/  отображает в нуль 
кольца К, а именно

K e r /  = {xG j^r|/(x) = 0;,}.

Другими словами, Кег/  есть множество нулей (корней) отображе­
ния (функции) /

Пример IV.3.16. В кольце Z зададим бинарное отношение «сравни­

мости по модулю п» следующим образом: для любых х ,у  еЖ  пусть jc 
сравнимо с у по модулю п тогда и только тогда, когда х - у  нацело де­
лится на и.

Легко видеть, что данное отношение является отношением эквива­
лентности и, следовательно, множество Z разбивается на классы экви­
валентности по модулю п (обозначение: х = xmodn ). Обозначим через

2„ множество всех классов эквивалентности, которые принято называть



классами вычетов по модулю п. Определим в Z„ алгебраические опера­
ции сложения и умножения по следующему правилу:

Jcmod« + >'modM = (jc + >')mod и,

(xmodw) • (ymodw) = (;cy)mod«.

Непосредственно проверяется, что (Z„; +, •) есть коммутативное 
кольцо с единицей.

Например, пусть и =  4, тогда

Z4 ={0Л,2,3),

где 0 = {4 к \ к е Ж ) ,

1  = { 4 k + l \ k e l ) ,

2 = {4k + 2 \ k e l } ,

З={4к + З \к  еЖ}.

Операции в Z4 задаются табл. 1 и 2:

Т а б л и ц а  1 Т аб л и ц а  2
+ 0 I 2 3 X 0 1 2 3
0 0 \ 2 3 0 0 0 0 0

\ I 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 i 2 0 2 0 2

3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Рассмотрим теперь ещё одно свойство колец.
Определение IV.3.17. Будем говорить, что ненулевые элементы х и 

у  кольца К  являются делителями нуля, если х - у - 0 .  Назовём кольцо К  
областью целостности, если К  не содержит делителей нуля.

Пример IV.3.18. Z, Q , [R и С являются областями целостности, а Z4

нет, так как 2 • 2 = О в 24 .
Определение IV.3.19. Пусть К\, Кг, К „ -  кольца, и рассмотрим 

декартово произведение ЛГ = АГ, х х ... х . Определим в К  структуру 
абелевой группы относительно алгебраической операции сложения еле-



дующим образом; для любых элементов х = (л:,,д:2,...,>:„) и 

У = {У\уУ2’—’Ул ) из множества К  пусть

х + у  = {х,+у, ,х: ,+у2, . . . ,х„+у„) .

Тогда абелева группа {К; +) является прямой суммой аддитивных 
групп колец K i , K 2, К„. Определим в К  структуру полугруппы отно­
сительно алгебраической операции умножения следующим образом: 
для любых элементов д: = и У = {У1,У2 ,—>У„) из множества
К  пусть

^•У = {Х1 -У1,Х2 -У2 , - ,Х„-У„),

где X/ • у 1 -  произведение х,- и у,- как элементов кольца АТ,- для любого 
/ = 1,2,.- .и  • Заметим, что (К; •) является полугруппой, а именно прямым

произведением полугрупп (К,-; ■) для / = 1,и . Далее, умножение в К  име­
ет свойство двоякой дистрибутивности относительно сложения. Дейст­
вительно, для любых элементов х = (х,,д:2,...,х ^ ), У = (У,,У2,—,У„) и

Z = ) из множества К  имеем

х-(з; + 2 ) = (д:,,...,х„)-(з^, +z,,...,y„  +z„) =

=  { X i ( y , + 2 , ) , X , ( y 2 - h 2 , ) , . . . , X „ ( y „ + z J )  =

= (^У1 + 1̂ 1̂’^2У2 + 2̂ 2̂ ’-^Х.Уп + ) =

= {^Уl>^2У2 ■̂̂ ■̂ X„y„) + {x̂ Ẑ ,X̂ Z2 .....X„z„ ) = X-y+X-Z.

Аналогично проверяется, что

(х + y)z = XZ + yz.

Таким образом, (К; +, •) является кольцом, которое называют пря­
мым произведением колец ATi, К2, К „ .

Пример IV.3.20. Пусть К \=  Кг = 1. и К  = К^хК^ -  прямое произве­

дение двух копий кольца 2 . Хотя Z -  область целостности, но /Г = Z х 2 
имеет делители нуля. Действительно, (1, 0) и (О, 1) -  ненулевые элемен­
ты АГ = 2  х 2  (так как нулём К  является (О, 0)), но (1, 0) • (О, 1) = (О, 0).



Пример IV.3.21. В кольце Ж4 есть делители нуля. Действительно, из 

табл. 3 имеем умножения в Жц, что 2 -2  = 0 .

Т а б л и ц а  3

■ 0 i 2 3

0 0 0 0 0

i 0 i 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 i

Пример IV.3.22. В кольце Z3 нет делителей нуля. Действительно, из

рассмотрения табл. 4 умножения в кольце Zj видно, что Z3 не имеет 
делителей нуля.

Т а б л и ц а  4
_ _ _

* 0 1 2

0 0 0 0

i 0 I 2

2 0 2 \

Рассмотрим теперь группы Z* обратимых элементов кольца Z „. 
Прежде всего нужно выяснить, когда ненулевой элемент кольца 
является обратимым элементом.

Теорема IV.3.23. Ненулевой элемент является обрати­
мым элементом тогда и только тогда, когда НОД{^, и) = 1.

Достаточность. Пусть и Н0 Д(5, и ) = 1. Тогда сущест­
вуют целые числа кп1,  такие, что ks + In = \ .  Отсюда следует, что 

\ = ks + l -n = ks + l -n = k - s + l - n  = k - s ,

так как и = 0 и, следовательно, 1'П = 0 .  Таким образом, k = s и s -  

обратимый элемент в Ж„.



Необходимость. Пусть O ^s -  обратимый элемент кольца Z„, т.е. 

существует обратный к s элемент , такой, что s -s  = 1 = j  s .
Случай /. j  I и.
В этом случае НОД(^, и) = s. Покажем, что отсюда следует j  = 1.
Так как 5 1 и, то и = j  • / для некоторого t в  Ж. Имеем

5 -5|-Г = J ' -^5-rj = J ' П = 5 '-0  = 0 .Г = 1.Г = 1./ =

Но равенство t = 0 означает, что t нацело делится на и, т.е. n\t.  С 
другой стороны, ш n = s ■ t следует, что t п. Таким образом, / = и, и то­
гда из и = .у •  ̂ вытекает, что 5 = 1. С учётом НОД(5, и) = j  в данном слу­
чае получаем, что НОД(^, и) = 1.

Случай 2. S не делит и.
В этом случае НОД(5, n) = d < s , B  частности, d  s u d < s , d  n u d < n .  

Так как d  делит s, то s -  d  • s' для некоторого s' g Z. Поскольку s обра­

тим в Z„, то

l  = s - s ' = d - s ’- s '  ‘

Отсюда следует, что d  является обратимым элементом 2„, причём
d  п. Следовательно, d  удовлетворяет случаю 1, и тогда d = \ .  Таким 
образом, НОД(5, n) = d =  1.

Пример IV.3.24. Пусть и = 6, тогда обратимыми элементами в коль­

це /б  являются 1 , 5 ,
1 -  тривиальный обратимый элемент,
5 -  обратим, так как Н0Д(5, 6) = 1.

Заметим, что 5 = 5 ,  так как 5-5 = 25 = 1 в Zg. Таким образом,

= 1 ,5 |, причём Zj -  циклическая группа второго порядка.

Всегда ли группа обратимых элементов кольца классов вычетов яв­
ляется циклической группой?

Пример IV.3.25. Пусть и = 8, тогда обратимыми элементами в

кольце Zg являются 1, 3, 5 , 7 ,

1 -  единица группы Zg*,



3 -  обратим, так как НОД(3, 8) = 1,
5 -  обратим, так как НОД(5, 8) = 1,
7 -  обратим, так как НОД(7, 8) = 1.

Таким образом Z\ = | i ,3 ,5 ,? |. Найдём порядки элементов группы

О^З) = 2 , так как 3̂  = 1,

0^5 j = 2 , так как 5̂  = 1,

0 (7 ) = 2 ,  так как 7  ̂= 1.

Порядок группы Zg* равен 4, поэтому если бы группа 2g была цик­
лической, то среди элементов этой группы должен быть элемент поряд­
ка 4. Поскольку таких элементов нет, то группа 2g -  нециклическая 
группа. Каково строение этой группы?

Поскольку кольца классов вычетов являются коммутативными, то 
группы обратимых элементов этих колец -  конечные абелевы группы.
Тогда группа 2„* для любого и является в общем случае прямым произ­
ведением циклических групп, в частности, для некоторых и -  цикличе­
скими группами.

Найдём представление группы 2g в виде прямого произведения 
циклических групп, а именно покажем, что

z ;= ( 3 ) k (5).

По определению прямого произведения подгрупп, поскольку группа 
Zg* -  абелева, то пункт «б» этого определения выполняется (любые два 
элемента из подгрупп ^3  ̂ и ^5^ перестановочны). Проверим справед­

ливость пункта «а», т.е. любой элемент Zg* однозначно представим в 
виде произведения элементов из подгрупп ^3  ̂ и ^5^. Однозначность

этого представления равносильна условию ^3^ п  ̂ 5^ = 1 . Поскольку

(з)={ТД), (5)={Т. 5) , то ^3^ г» ̂ 5̂  “  ( ^}» следовательно, однознач­

ность представления имеет место. Осталось показать существование



представления для любого элемента Zg*. Имеем, где первый сомножи­
тель из ^3^, а второй сомножитель из ^5^;

3 = 31 ,

5 = 1-5,

7 = 3-5.
_  *

Приведём ещё несколько примеров групп Z„ .
Пример IV.3.26. Пусть и = 7, тогда = 1,2,3,4,5,6 .

Группа Z7* -  циклическая группа порядка 6, так как Z7* = . Дей­

ствительно, имеем
-2  — -3 — -4  — -5 — -6
3 = 2 , 3 = 6 , 3 = 4 ,  3 = 5 , 3 =1.

Кроме образующего 3, группа Z7* имеет и другие образующие, а 
именно 5 . Это можно проверить непосредственным вычислением сте­
пеней 5 или применением теоремы : если все элементы циклической 

группы порядка 6 записаны в виде 3 , как это сделано выше, то 

образующими будут те элементы, для которых НОД {к, 6) = 1. Посколь­
ку только для к = S имеем Н0Д(5, 6) = 1, то кроме 3 есть ещё один об­

разующий, а именно 3 = 5.
Заметим, что группа Z7 имеет подгруппы Gi = порядка 3

viGi -  (б^ порядка 2, причём группа Z7* разложима в прямое произве­

дение своих подгрупп Gi и Gj.

Z7 = Gi X G2.
Этот факт можно установить непосредственной проверкой анало­

гично предыдущему примеру. Частично упорядоченное по включению
множество подгрупп группы Z7* изображается диаграммой рис. 1, где 
А В означает: «подгруппа А группы содержится в подгруппе В груп­
пы G».
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Рис. 1

Пример IV.3.27. Пусть п = 10, тогда Zjo = |1 ,3 ,7 ,9 |.

- 2  -  -3  — - 4  - ,
Имеем 3 = 9 ,  3 = 1 , 3  = 1, следовательно, 2 ю является цикличе­

ской группой порядка 4 и порождается 3, т.е. Zio* = - Так как 7 = ?

и Н 0Д (3,4) = 1, то 7 -  ещё один образующий группы Zio*:

G = Z,o*=(3) = (7 ) .

Единственная собственная подгруппа группы Zio* ~ это Н = ^9  ̂ -

циклическая подгруппа порядка 2, так как 9̂  =1. Множество подгрупп

в Zio* линейно упорядочено по включению, как видно из диаграммы на 
рис. 2:

G
Л

Рис. 2

Часто в обозначениях элементов кольца Z„ черточки сверху элементов 
убирают и используют так называемую приведённую систему вычетов:

Z„ = {0,1, 2 ,.

т.е. полный набор различных остатков от деления на « с операциями
аФ Ь = {а + Ь) mod п,



a<S)b = (ab) mod и, 
где X mod n есть остаток от деления х на и. Поскольку каждый приве­
дённый вычет X есть представитель класса вычетов х , то из свойств 
классов эквивалентности следует, что если для приведённых вычетов х 
и у  имеет место х s  j;(mod п), т.е. х и у  принадлежат одному классу вы­
четов, то х =>/.

Некоторый опыт работы с кольцом как приведённой системой 
вычетов позволяет отказаться от записи кольцевых операций в виде Ф и 
® в пользу использования обычных форм записи сложения и умноже­
ния в виде «+» и « • ». В дальнейшем, если не будет оговорено против­
ное, кольцо Z„ будет записываться как приведённая система вычетов с 
соответствующими операциями.

Пример IV.3.28. Кольцо Zg записывается в виде Z^ =
= {0,1, 2, 3,4, 5}.

Определение IV.3.29. Будем говорить, что кольцо К  изоморфно 
кольцу L, если существует биекция ф из кольца К  на кольцо L, которая 
сохраняет кольцевые операции, т.е. для любых х , у е  К  имеют место 
равенства

ф(^+> ') = фМ + ф(>'),

ф (хи ) =  ф (х )ф (> ') .

Если кольца К  и L изоморфны, то будем обозначать это так:
K ^ L .



Определение IV.4.1. Кольцо К, в котором все ненулевые элементы 
образуют абелеву группу относительно умножения, называется полем.

Из определения следует, что группа обратимых элементов К* поля 
К  состоит из всех ненулевых элементов поля К  и называется мульти­
пликативной группой поля К. Заметим, что кольцо К  является полем 
тогда и только тогда, когда К  есть коммутативное кольцо с единицей, в 
котором каждый ненулевой элемент обратим.

Пример IV.4.2. Непосредственно проверяется, что Q , К и С -  поля,
а 2  полем не является.

Предложение IV.4.3. Пусть К  — поле, тогда в К  нет делителей нуля. 
Доказательство. Пусть От^аиОт^й -  элементы поля К, такие, что 

а ■ Ь = 0. Тогда
а -‘ (аб) = а '’ -0 = 0

и, следовательно,

{ab) = [a-^a)b = l-b  = b = 0 ,

что противоречит Ь ф О.
Определение IV.4.4. Подмножество L поля К  называется подполем, 

если L само есть поле относительно операций поля К.
Теорема IV.4.5. Подмножество L поля К  является подполем тогда и 

только тогда, когда для любых а, Ь е  L имеем
a - b e L f O - b e L

и для любого О^ а  е  L
а”' 6 L.

Доказательство. Утверждение теоремы проверяется непосредст­
венно.

Следующая теорема даёт ответ на вопрос, когда кольцо классов вы­
четов Z„ является полем.



Теорема IV.4.6. Кольцо Z„ является полем тогда и только тогда, 
когда п = р  есть простое число.

Необходимость. Пусть Z„ -  поле и тогда а обратим и по
теореме IV.3.23 имеем НОД(а, и) = 1, где а е -1} . Но тогда число
п не имеет делителей, отличных от 1 и л, т.е. п = р -  простое число.

Достаточность. Пусть п = р  есть простое число, тогда любое из 
чисел взаимно просто с и  по теореме IV.3.23 тогда лю­

бой обратим. Поскольку -  коммутативное кольцо с едини­

цей, отсюда следует, что есть поле.
Следующий факт имеет большое значение в криптографии.
Теорема IV.4.7. Мультипликативная группа Жр поля Жр, где р  — 

простое число, является циклической группой порядка р - 1 .
Пример IV.4.8. Пусть р  = 11, тогда Жп есть циклическая группа по­

рядка 10, причём Ж\\ = .

Образующий а  циклической группы Жр* называется примитивным
элементом поля Жр.

Для различных криптографических приложений часто приходится
решать следующую задачу: имеется поле Жр, где р  -  большое случайное 
простое число (например, битовой длины 256 бит); найти циклическую
подгруппу Я  группы G = Жр большого порядка q, скажем, битовой дли­
ны 160 бит. Решение этой задачи существует, если р  -  1 имеет делитель
q подходящего размера. Тогда находим примитивный элемент а  поля Жр

р - у

и вычисляем р = а  . Легко видеть, что Н = (р) имеет порядок q,

причём Н  является единственной подгруппой группы Жр порядка q.
Определение IV.4.9. Будем говорить, что поля F и К  изоморфны, 

если существует биекция из одного из этих полей в другое, которая со­
храняет операции поля.

Многочлены над полями имеют многочисленные приложения, но 
вначале дадим понятие многочлена над коммутативным кольцом.

Определение IV.4.10. Пусть здесь и далее К -  коммутативное коль­
цо с единицей. Назовём многочленом над кольцом К  произвольную ко­
нечную последовательность элементов (ао, аь  ..., а„) кольца К. Если



р  = (до, О], а„) -  многочлен и ть О, то и называется степенью много­
члена р  {п = deg (р)), а„ называется старшим коэффициентом многочле­
на р, причём если а„ = \ ,  то многочлен называется нормированным. 
Многочлен нулевой степени р  = (оо) называется константой. Условимся 
для многочлена p  = {ao,ai , . . . ,a^ степени п возможным дописывать 
произвольное число нулей после старшего коэффициента ор ^ 0. На­
пример,

(1, 0 ,2, 3) = (1, 0 ,2, 3, О, О, 0) = (1, О, 2, 3, 0).
Введём символ X  следующим образом: X  есть многочлен первой 

степени вида
Х = (0 , 1) = (0, 1,0, ...,0 ).

Множество всех многочленов над кольцом К  обозначается ЦХ\. За­
дадим в этом множестве операции сложения и умножения следующим 
образом; пустьр  = (ад, а , , ..., а„), q = фо, Ь\, ..., Ь„), тогда, если для оп­
ределённости п<т,  дописываем нужное число нулей для многочлена 
меньшей степени р  = {qq, а\, ..., а„. О, ..., 0) и зададим

Р 'Ч »
к

где к = 1, W + п.
1= 0

Относительно введённых выше операций К\Х\ является коммута­
тивным кольцом с единицей.

Покажем теперь, что многочлены можно представлять в привычном 
виде. Найдём вначале степени многочлена X:

= (0,1)-(0,1) = (0-0 = 0,0-1 + 1-О = 0,1-1 = 1), 

jr^ = X ^ -X  = (0 ,0 ,l)-(0 ,l) = (0 ,0 ,0 ,l),

Х '  = 0,0...,0,1 д л я /=  1,2, ...

Тогда, полагая vY® = (1, О, ..., 0) и а, = (а,-, 0...... 0), можно предста­
вить произвольный многочлен р  = (ад, а\, а„) в виде 
p = aQ+Oi-X + а^Х  ̂+... + а„Х". Однако принципиальное отличие от



обычного понимания многочлена состоит в том, что здесь X  не является 
переменной, а р  соответственно не является функцией. Однако для каж­
дого многочлена можно определить соответствующую функцию сле­
дующим образом.

Определение IV,4.11. Пусть

Р = (‘̂ 0’—>‘̂ я) = + +... + а^Х" -  

многочлен из К\Х\, тогда определим функцию р : К  К  по правилу:

р  :г + â r +... + а„г" для г  е  К, которую назовём полиномиальной
функцией, индуцированной многочленом р.

Как будет видно ниже, в некоторых случаях, например для Q, К и
С, возможно отождествление многочлена и соответствующей полино­
миальной функции, однако существуют примеры, когда этого нельзя 
делать.

Пример IV.4.12. Пусть К=Ж„и  рассмотрим в Ж„[Х] многочлен

p  = x - i ^ x + X + ( й м ) ) .

Многочлен р, очевидно, отличен от нуля и имеет степень и. Однако 
p :Z ^  -> Z ^  является нулевой функцией, поскольку для любого

г е |о ,  имеем

/7(r) = r - ( r  + i)...(r + ( « - l ) )  = 0 .

Понятие полиномиальной функции, индуцированной многочленом, 
полезно хотя бы потому, что даёт возможность ввести понятие корня 
многочлена.

Определение IV.4.13. Назовём г е  К  корнем многочлена р  е  К{Х\, 
если г  является корнем соответствующей полиномиальной функции, т.е. 
^ г )  = 0.

Пример 1V.4.I4. Рассмотрим многочлен р  = 1 + Х  + Х^ в кольце 

1-ъ{Х\, тогда 1 является корнем полиномиальной функции р  , так как

р(Т) = Т + Т + Р  = 0.

Заметим, что 1 является единственным корнем многочлена р, так как



р (0 )  = 1 + 0  +0^ = 1, 

р(2) = Т+2 + 2̂  =Т.
Замечание. Из определения умножения в кольце К[Х\ следует, что 

если в кольце К  нет делителей нуля, то их нет и в К[Х\, а обратимыми 
элементами в К{Х\ являются многочлены вида

р  = (до, О ,..., 0), 
где ао^ К -обратимый элемент.

Теперь и до конца лекции (если не оговорено противное) будем счи­
тать, что АГ- поле, и рассматривать кольцо К[Х\ для этого случая.

Рассмотрим деление многочленов с остатком в кольце К\Х\, где К  -  
поле.

Алгоритм деления с остатком в К[Х\, где К -  поле.
Вход: W, V е  КЩ , где

ы = Mq + щХ  +... + и ^ Х ,

V = Vo+V,Jr+... + V„X,

причём v„ о, т > п > 0 ,  щ, Vj G К.
Выход: частное д - д ^ +  qiX +... + ,

остаток г = Го + г, X  +... + /;_, ,
такие, что u = q -v  + r , deg (г) < deg (v).

Д1 (Итерация по к). Выполнить Д2 для

к = т — п,
после этого работа алгоритма заканчивается с ответом
*̂п-1 ='"я-1>-">Ио ~ 'о -

Д2 (Цикл деления). Вычислить • v“‘ , затем вычислить

Uj <г- u,j -  q,̂  ■ Vj_̂  для / = { п - \ )  + к, ...,k■

Пplшep IV.4.15. Пусть А:= Q ,

и X +  ЪХ  ̂+ 2 Х \  т = 3 ,

v = - 2 - 5 X  + X \  п = 2,

тогда



щ  =  1, щ = -  1, Ы2 =  3 , ыз =  2 ,

Vo = - 2 ,  V, = - 5 ,  V2 =  1.
Параметр к принимает следующие значения: 

к: т - п  = I, т -  п -  I =̂ 0 ;

q , = u , - v ; ' = 2 ,

к = \ ]  = 2 : щ = щ ~ д ^  -v, = 3 - 2 - ( - 5 )  = 13,

j  = l:u[ =и, = - 1 - 2 - ( - 2 )  = 3;

^o = " i ' v j ‘ =13, 

k = 0 j  = l : u ; = u [ - q , v , = 3 - l 3 { - 5 )  = 68, 

7 = 0 : м "  =Wo-?oVo = 1 - 1 3 ( - 2 )  = 27.

Таким образом,
q = q„+q^X = l3 + 2X,

/• = Гд + г^Х = «о + и\Х = 11 + 68Х.

Проверка: и = q-V + г ;

{\3 + 2 X ) [ - 2 - 5 X  + X^) + {27 + 6SX)  = \ - X  + 3X^ + 2 X \

Определение IV.4.16. Будем говорить, что многочлен и g К[Х\ де­
лится нацело на ненулевой многочлен О v е  К{Х\, если остаток 
г е  К[Х\ от деления ы на v равен нулю, т.е. и = q - v (обозначение v и).

Одним из важных следствий алгоритма деления с остатком в К\Х\, 
где К -  поле, является следующая теорема.

Теорема IV.4.17 (теорема Безу). Пусть и е  К[Х\, К -  поле. Элемент 
а  & К  является корнем многочлена и тогда и только тогда, когда

u =  [ x - a ) - q

для некоторого q е  К[Х\.
Доказательство. Вспомним, что корень многочлена -  это корень 

соответствующей полиномиальной функции.
Необходимость. Пусть а  & К  есть корень многочлена и е К\Х\. Раз­

делим с остатком многочлен и на многочлен (X  -  а )  е  /Г X  , тогда 
имеем
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и = [ Х - a ) q  + r .

Поскольку а  -  корень многочлена и, то для соответствующей поли­
номиальной функции и имеем

и (а )  = 0.

С другой стороны, имеем

u( a)  = [ a - a ) - q  + r = O q  + r = r .

Следовательно, г = О и тогда
и = [ Х - а ) - д  .

Достаточность. Пусть
и = [ Х - a ) - q ,

тогда для соответствующей полиномиальной функции и имеем
й (а ) = ( а - а ) - д  = 0 ?  = 0.

Это означает, что а есть корень многочлена и.
Следствие. Пусть а  & К  -  произвольный элемент и / (х )&К X  ,

где К -  поле. Остаток от деленияХ^с) на х -  а  равенУ(а).
Доказательство. По алгоритму деления с остатком 

/ ( x )  = ( jc -a )-g (jc )  + r (x ) ,  где deg < deg (х -  а). Но тогда г(х) -
многочлен нулевой степени, т.е. г(х) = р е К. Найдём г(х) так:

длях = а  имеем / ( а )  = 0 -5-(х) + г(х),тогдаг(-^) =Ха).
Определение IV.4.18. Если м, v 6 К {Х \,К -  поле, такие, что u = q-v ,  

причём deg (v) < deg (н), то многочлен v называется собственным дели­
телем многочлена и. Будем говорить, что многочлен и неприводим, если 
и не имеет собственных делителей, причём deg (м) > 1.

Очевидно, что многочлены степени 1 неприводимы. Описание не­
приводимых многочленов над и С приводится в следующей теореме. 

Теорема IV.4.19.
а) В кольце К И  неприводимые многочлены -  это многочлены сте­

пени 1 и те многочлены степени 2 вида а̂  + а^Х + а^Х^, где 

o f -400^2 < 0 .



б) В кольце С[Х] неприводимые многочлены -  это в точности мно­
гочлены степени 1.

Теорема IV.4.20. Пусть К  -  поле, тогда для любого ненулевого мно­
гочлена /  G К{Х\ существует и единственно представление /  в виде про­
изведения неприводимых многочленов:

f  = а-щ-и^ ■•••■«*>

где а  е  К, ui.......м* -  неприводимые многочлены из К[Х\.
Имеет место следующая теорема.
Теорема IV.4.21. Пусть К  -  поле и / g  е  причём /Ф О  или 

g^O.  Тогда существует многочлен d  & К[Х\ такой, что выполняются 
следующие условия:

а) d  является общим делителем/ и g, т.е. / и  g  нацело делятся на d  
(сокращённая запись d \ f K d \ g ) \

б) для любого многочлена d  е К[Х\, если d  f v i d  g ,T od' d.
Доказательство. Применяя несколько раз алгоритм деления с ос­

татком, получим следующую цепочку равенств:
f  = q,g + r„ d e g (r ,)< d e g (g ),

S = q2^ \ + h ’ deg (r2 )< deg(r,),

'I = Чъ̂  + '•з. deg (гз) < deg (r^) ,

h - 2 = 9Л -1 + h , d eg (rj) < deg(r*_,) ,

Поскольку степени остатков образуют строго убывающую последо­
вательность неотрицательных целых чисел, то через конечное число 
шагов обязательно полз^ится нулевой остаток = О. Покажем, что
последний ненулевой остаток г* как раз и есть искомый многочлен d.

Проверим выполнение условия «а». Из последнего равенства имеем, 
что г к г*-1, затем, поднимаясь вверх по цепочке равенств, получаем
Гк I Гк-2, ..., г* I g, Гк 1/ Итак, Гк I /  и г* | g.

Проверим далее условие «б». Пусть d  f  к d  g, тогда, спускаясь 
вниз по цепочке равенств, получим:

d^\f,d^\g,d'\ П, . . . , d \  Гк-и d' \ Гк-



Таким образом, многочлен d=  удовлетворяет условиям «а» и «б» тео­
ремы.

Определение IV.4.22. Нормированный многочлен d  е К\Х\, К  -  по­
ле, называется наибольшим общим делителем многочленов/g е ЩХ\, 
если d  удовлетворяет условиям «а» и «6» теоремы IV.4.21. В этом слу­
чае d  обозначается d =  НОД(^ g). Если НОД(/^ g) = 1, т о /и  g  называют­
ся взаимно простыми.

В доказательстве теоремы IV.4.21 содержится алгоритм нахождения 
наибольшего общего делителя, который называется алгоритмом Евкли­
да. Следующая теорема получается как следствие теоремы Евклида.

Теорема IV.4.23 (расширенный алгоритм Евклида). В условиях тео­
ремы IV.4.21 существуют многочлены j, ? е  К[Х\, такие, что выполняет­
ся равенство

s - f + t - g = d = H o m , g ) -
Доказательство. В цепочке равенств из доказательства теоремы 

IV.4.21 каждый из остатков г, равен линейной комбинации двух преды­
дущих остатков (здесь коэффициенты линейных комбинаций -  много­
члены из К\Х\). При этом г\ линейно выражается через fvig'.

Л
Г2 линейно выражается через /•] и g, а именно

>-2 = g - q 2^-
Но тогда Г2 также линейно вьфажается ч ерез/и  g:

'’2 = s - m ^ 8 - q 2 { f - 4 i g )  =

= g ~ 4 i f  + qiq\g = (1 + ЯгЯ\) g  -  Чг/'

Продолжая таким Образом, получим, что и все остальные остатки гз, 
г ..., /•*_!, г* линейно выражаются через / и  g  с коэффициентами из 
Ц_Х\. Таким образом, r* = J ' / + / ' g  для некоторых многочленов 

/ е  К[Х\. Поскольку г* = Н О Д (/ g), то теорема доказана.
Пример IV.4.24. Пусть /  g g Q[A^, где f = 2 - 3 X + X Z ,  g = \ + X .  

Найдём НОД(Х g) по расширенному алгоритму Евклида.
Сначала делим /н а  g с остатком, получаем

f  = { X - 4 ) g  + e.

Затем делим с остатком g на 6:



g = 6- U ' - x  
16 6 .

Поскольку получен нулевой остаток, то НОД(/| g) равен с точно­
стью до множителя из К  последнему из ненулевых остатков, т.е. 6. 
Нормируя этот многочлен, получим НОД(^ g) = 1 • Выразим теперь 
НОД(/^ g) как линейную комбинацию / и  g. Имеем

6 = / -  (А"- 4)g и, деля обе части равенства на 6, получим

6 3

1 2 1
т.е. s = — , t = -------X , таковы, что

6 3 6
s ■ / + t ■g  = c/ = HOД(f,g).

Кольцо многочленных вычетов определяется аналогично кольцу 
вычетов. Пусть К -  поле, АГ [ А"] -  кольцо многочленов от неизвестного

X  над полем Kvi f  X  -  произвольный фиксированный многочлен.

Для любых многочленов g h т  К  X  зададим бинарное отношение

следующим образом:

f \ { g - h ) .

Аналогично отношению сравнимости по модулю п для целых чи­
сел отношение является отношением эквивалентности, и получаем

разбиение кольца К \ Х  на классы эквивалентности по модулю /  Лег­

ко видеть, что g{ijh тогда и только тогда, когда g и h имеют одина­

ковые остатки от деления на /  Будем обозначать gPfh как 

g = A (m od/) и называть g и h сравнимыми по модулю /классы эк­
вивалентности по модулю /  будем называть многочленными классами 
вычетов по модулю /  или просто многочленными вычетами.

На множестве многочленных вычетов, которое обозначим 
К X  / ( / ) ,  зададим алгебраические операции сложения и умножения 
следующим образом:

g ^ h = g  + h.



g - h ^ g h

для любых g , h & K  X  / ( / )■
Аналогично классам вычетов по модулю п, многочленные классы 

вычетов по модулю /  образуют кольцо относительно введенных выше 
операций сложения и умножения классов многочленных вычетов. Если 
п = deg / ,  то множество всевозможных остатков от деления многочле­
нов из К \ Х \  на /  есть множество всех многочленов из АГ[А"], степень
которых строго меньше п. Аналогично кольцу приведенных вычетов по 
модулю п, которое отождествлялось с кольцом вычетов по модулю п, 
определим кольцо приведенных многочленных вычетов по модулю /  
следующим образом.

Условимся обозначать через А Г[Х ]Д/) множество нормированных

(старший коэффициент равен 1) многочленов АГ[Х] степени <п.  Зада­

дим на этом множестве две алгебраические операции:
g @ h  = g  + h,

g O h  = { g h ) mo d f ,  

где g,hG K[xy{^f ' j  и gm o d /  означает остаток от деления g  на /
Непосредственно проверяется, что относительно этих операций 

Ar[A^]/(/) является кольцом, которое будем называть кольцом много­

членных вычетов по модулю /
Замечание. Операции © И © часто обозначают просто «+» и « • » 

(сложение и умножение).
Таким образом, в зависимости от контекста, обозначение 

^ [ Х ] / ( / )  как кольца многочленных вычетов используется и для коль­
ца классов многочленных вычетов по модулю / ,  и для кольца приве­
денных вычетов (остаток по модулю J).

Пусть F -  поле, и предположим, ч то /есть  неприводимый нормиро­
ванный многочлен степени Л:> 1 из F[x]. Тогда кольцо многочленных 
вычетов F' l x ] ^ / )  есть поле. Рассмотрим произвольный элемент

g  = g + [ / )  кольца F X  Д / ) .  По алгоритму деления с остатком имеем 

g  = hf + r ,  где d e g ( r )< d e g ( /)  = А:, и поскольку hfe(f ) ,  то



g + (/) = г + (/) (поскольку g - г  = hf  е ( / ) ) .  Следовательно, любой эле­
мент кольца /^ [jc]/(/) можно однозначно представить в виде

До+а,х + ... + а*_,л:*'‘ + ( / ) ,  (1)

г д е а ^ е ^ ,  i = 0 , k - l .

ПримерIV.4.25. Пусть F =  1Й. и f - x  1, тогда IR[j£: + i)  есть 

поле 1 неприводим над IR), и любой элемент R jc + l)  од­

нозначно представим в ввде г = /- + ( д с ^ = + l j ,  где

а, 6 е 05..
Заметим, что множество F  смежных классов ввда |a  + ( / ) | a e F  

образует подполе поля ^ [ х ] Д / ) .
Теорема IV.4.26. Пусть F -  поле, /  -  неприводимый нормиро­

ванный многочлен, тогда поле F  Jc / ( / )  содержит подполе

F  = |a  + ( / ) a e F | ,  которое в дальнейшем будет отождествляться с 

полем F.
Имеет место следующая лемма (предполагается, что определение 

векторного пространства над произвольным полем F идентично опре­
делению векторного пространства над К , если скаляры из F заменить 
на скаляры из R ).

Лемма IV.4.27. Пусть F -  поле, F' -  подполе. Тогда F может рас­
сматриваться как векторное пространство над полем F'.

Доказательство получается непосредственной проверкой определе­
ния векторного пространства.

По лемме IV.4.27, если F -  поле и / -  неприводимый нормирован­
ный многочлен, то поле F х j(^f) является векторным пространством

над полем F =F.  Заметим, что множество смежных классов

{l + ( / ) = [ l ] , x  + ( / )  = [;c],. . . , / - ■ + ( / ) = [ / - * ] )

линейно независимо. Действительно, из

а, + а. + ... + а *-1



следует а[ - l + a^ • л: +... + л-1 , и тогда 

*-1

что означает делимость 
. *-1

многочлена к -  1-й степени
а, l + ttj •х + ... + а 4̂ .,л: на многочлен к-п степени /  что возможно,

лишь если а , • 1 + ttj • л: +... + = О , что, в свою очередь, возможно
лишь для а , = =... = = О.

Более того, поскольку любой смежный класс поля ^ [ jc ] /( / )  имеет 

вид [g] = ̂  + (/). где
g-m od/ = a„ +а,х  + ... + йг*_1Х*‘‘ ,

= а„ 1] + а, + ... + ак-\
к-1ТО [g] однозначно представим в виде g

Следовательно, [1], М , есть базис F -векторного пространства
F [ x ] / ( / ) ,  и тогда d in if ( F [ x ] / ( / ) )  = А:. Таким образом, если обозна­

чить А" = X + (/) = [х], то любой элемент ^ [ j f ] / ( / )  можно однозначно 
представить в виде

к - \ (2)

где a.&F,  i = Q , k - \ .

Вспоминая задание операций в кольце F х / ( / ) ,  мы получаем, что

элементы поля F х / ( / )  однозначно представимы как многочлены от
X  с коэффициентами из поля F, а операции сложения и умножения в 
этом поле являются операциями сложения и умножения многочленов от 
X  с последующим взятием остатка от деления на многочлен/ = f(X).

Пусть /  есть полиномиальная функция, индуцированная неприво­
димым нормированным многочленом /  степени к над F х / ( / ) .  Тогда 
имеем

7 W = 7 ( ^ + ( / ) ) = / ( ^ + ( / ) ) =
= а^+а, (х + ( / ) )  +... + а, (х + ( /) )*  =

= а„ + а ,х  + ... + а*х* + ( / )  = /  + ( / )  = ( / )  = [О],



т.е. А"есть корень функции /  над полем F [ x ] / ( / ) .
Условимся в дальнейшем элементы поля ^ [ ^ ] / ( / )  рассматривать 

как формальные многочлены от X  вида (2) (см. с. 181), где X  -  новый 
символ со свойством / ( X )  = О.

Пример TV.4.28. Пусть F =  1 R , + 1 -  неприводимый нормиро­
ванный многочлен степени 2 над 1R. Тогда есть поле с эле­

ментами вида а  + ЬХ, а, А € К, где Х =  х + (/), причём Х^ + [1] = [0] в 
этом поле. Это означает, что в поле ^ [ jc ] /( / )  разрешимо уравнение 

+ 1 = О и решением его является X.
Определение IV.4.29. Пусть F -  поле и F ' -  поле, такое, что FczF'.  

Тогда F' называется расширением поля F.
Теорема IV.4.30 (теорема Кронекера). Пусть F -  поле, g € /^х] -  

произвольный многочлен степени > 1. Тогда существует такое расши­
рение К  поля F, что многочлен g  имеет корень в К  (точнее, полиноми­
альная функция g , индуцированная многочленом g, имеет корень в К).

Доказательство. Если g  имеет корень в К, то доказывать нечего.
Пусть это не так, тогда g  имеет делитель/ ,  степень которого > 2 и кото­
рый является неприводимым нормированным многочленом над полем F 
(в частности, может быть g=J).  Полагаем AT = F x / ( / )  и рассмотрим

g и f  как полиномиальные функции над К. Обозначим х + (/) = а , то­
гда имеем

7 ( “ ) = / + ( / ) = ( / ) = [ 0 ]
в поле К, т.е. а  есть корень /  над К. Поскольку/ -  делитель g, то а  яв­
ляется корнем и для полиномиальной функции g над К.

Если F = R  и ЛГ = ^ [ х ] Д х " + l j ,  то из примера IV.4.28 и теоре­

мы IV.4.30 видно, что поле К  является расширением поля F, а полино­
миальная функция, индуцированная многочленом х‘ + 1, не имеет кор­
ней в F, однако имеет корень Х =  х + {/) в К.

Определение IV.4.31. Многочлен /  е F[x], F -  поле, называется 
вполне разложимым над расширением К  поля F, если /  можно предста­
вить как произведение линейных множителей из Щх]. При этом К  назы­
вается полем разложения многочлена /  над полем F, если /  есть вполне



разложимый многочлен над К, но не является таковым ни над каким 
собственным подполем в К, содержащим F.

Теорема IV.4.32. Пусть F -  поле, g  е F[x] -многочлен степени ^  1. 
Тогда существует расширение К  поля F, которое является полем разло­
жения многочлена g.

Доказательство. По теореме IV.4.30 существует поле АГ| з  F  такое, 
что многочлен g  имеет корень а ъ  К\. Тогда по теореме Безу многочлен 
g  имеет линейный делитель х -  а  в ATi[x]. Если многочлен g  не вполне 
разложим над К], то повторяем эту процедуру и строим цепочку расши­
ренных полей

с . . . с К ^

до тех пор, пока не получим требуемое расширение.
Определение IV.4.33. Пусть К  есть расширение поля F и А есть 

произвольное множество элементов поля К. Обозначим через F{A) пе­
ресечение всех подполей, которые содержат как F, так и А. Поле F{A) 
называется расширением поля F, полученным присоединением к F  эле­
ментов из А. Говорят также, что множество А порождает поле F(A) над 
полем F. Если А есть одноэлементное множество, А = {а}, то в случае 
а (Ё F  Д{<з}) обозначается F(a) и называется простым расширением 
поля F, а элемент а называется порождающим элементом F{a) над F.

Пример IV.4.34. Пусть F =  Q , a = ~j2 g Q. Тогда есть про­

стое расширение поля Q  посредством V2.
Определение IV.4.35. Пусть К  есть расширение поля F. Элемент 

(X е. К  называется алгебраическим над F, если существует Qфg & F\x] 
такой, что g ( a )  = 0,  в противном случае а  называется трансцендент­
ным элементом над F. Расширение К  поля F называется алгебраиче­
ским, если любой элемент из К  является алгебраическим над F. Если К  
содержит хотя бы один трансцендентный элемент над F, то К  называет­
ся трансцендентным расширением. Размерность расширения К  как век­
торного пространства над полем F называется степенью К  над F  и обо­
значается [K:F\.

Пример IV. 4.36. Любой элемент а  из поля F является корнем мно­
гочлена X -  а  е  F[x]. Поэтому любой элемент F -  алгебраический над F.
Число л/2 е  К, -У2 g Q  является алгебраическим над Q , поскольку y/l



есть корень многочлена -  2 е Q[x], Число я является трансцендент­
ным над Q, поэтому К есть трансцендентное расширение Q.

Как устроены простые трансцендентные расширения, показывает 
следующая теорема.

Теорема IV.4.37. Пусть К  есть расширение поля F  и а  б АГ -  транс­
цендентный элемент над F. Тогда простое расширение F посредством а, 
а именно F(a), изоморфно полю F[x] алгебраических дробей вида

— где О 5tg(x),y(x) е F[x] с обычными операциями сложения и ум-

ножения алгебраических дробей.
Определение IV.4.38. Пусть К  есть расширение поля F, Fez К  и 

а  е K\F.  Обозначим

^ [а ]  = {оо +a ,a+ . . .  + a„a'’|a„,...,a„ g F, n = 0,l,...j.

Непосредственно проверяется, что F[a] из определения IV.4.38 яв­
ляется подкольцом в кольце К \х\ Следующая теорема выявляет строе­
ние простых расширений посредством алгебраического элемента.

Теорема IV.4.39. Пусть К  есть расширение поля F и а  е K \F  -  ал­
гебраический элемент над F. Тогда:

а) F ( a )  = F  а  = F  X где /  есть однозначно определённый

нормированный многочлен над F, имеющий а  своим корнем;
б) а  есть корень g(x) е F[x] тогда и только тогда, когда многочлен g 

делится на многочлен /  из пункта «а»;
в) если многочлен /  из пункта «а» имеет степень п, то элементы 

1, а,..., а " '' образуют базис векторного пространства F{a) над F; в ча­
стности, [F(a) :F] = n и любой элемент F(a) можно однозначно пред­
ставить в виде

ato + а ,а  +... + , a.&F .

Определение IV.4.40. Пусть К  есть расширение поля F и а  е К -  
алгебраический элемент над F. Единственный неприводимый нормиро­
ванный многочлен / б  /Т̂ х], имеющий а  своим корнем, называется ми­
нимальным многочленом элемента а. Степень минимального много­
члена элемента а  называется степенью а  над полем F и обозначается 
degf(a).



Пример IV.4.41. Минимальным многочленом числа \ [ l  над Q  есть 

многочлен х‘ -  2, причём Q(^/2 ) = Q[ л/2 ] и [Q(%/2 ) :  Q] = 2, а числа

1, -Jl образуют базис двумерного векторного пространства Q( -J l ) над 

Q, так что любой элемент Q ( V2 ) однозначно записывается в виде

a + b y f l , а, Ь € Q.
Замечание. Элемент а  из расширения К  поля F  является алгебраи­

ческим тогда и только тогда, когда а  является корнем неприводимого 
многочлена /  е  F[x]. Это утверждение следует из того, что а  есть ко­
рень многочлена g  е  F[x] тогда и только тогда, когда а  -  корень непри­
водимого делителя /  многочлена g.

Определение IV.4.42. Поле К  называется конечным расширением 
поля F, если К  есть расширение поля F  и [ ^ : F] < оо. В противном слу­
чае К  называется бесконечным расширением поля F. Степенью элемен­
та а  € ^  над полем F  называется [F (a ) : F\.

Следующие утверждения проверяются непосредственно.
1) Если а\, есть базис в К  над F, то

F ( a , , . . . , a J  = {c ,a ,+С2а 2 +... + с„а„|с,. eF , г =

2) Если К  есть конечное расширение поля F степени п, то существу­
ет такое подмножество {аь а„] в К, что К = F(ai, а„).

Имеет место следующая теорема.
Теорема IV.4.43. Любое конечное расширение поля F является ал­

гебраическим.
Доказательство. Если n = [K'.F\, то любые п + I элементов из К  

линейно зависимы. Пусть а  е К, тогда есть линейно зави­
симое множество над F, т.е. существуют с, е F, не все равные нулю од­
новременно, такие, что

Cq + с ,а  + ... + с^а'’ = 0 .

Но тогда а  есть корень многочлена Со + С]Х+...+ с^" е  F[x], т.е. а  -  
алгебраический элемент над F.

Теорема IV.4.44. Пусть L есть конечное расширение поля К, а К  
есть конечное расширение поля F. Тогда

[L-.F] = [ L : K ] [ K : F \ .



Доказательство. Пусть |а ,  / е  J j  -  базис Z, над AT, а |р^ j  е / |  -  ба­
зис К  над L. Непосредственно проверяется, что множество 

а,,р^ / е У , у е / |  образует базис Z, над F  из | j | - | / |  элементов.
Следствие IV.4.45. Пусть К  есть конечное расширение поля F. То­

гда справедливы следующие утверждения:
а) степень над F любого элемента из К  делит [К: F]-,
б ) а  е К  порождает поле К  над F (т.е. К = F(a)) тогда и только то­

гда, когда deg /г(а) = [AT: F];
в) если [ К : F ]-!" ' и/е с т ь  неприводимый многочлен над F степени

3, то /есть неприводимый многочлен над К.
Заметим, что из IV.4.45 «в» вытекает неразрешимость классической 

древнегреческой задачи удвоения куба посредством циркуля и линейки.
Определение IV.4.46. Неприводимый многочлен /  е F[x], F -  поле, 

называется сепарабельным, если / не имеет кратных корней в своём по­
ле разложения.

Произвольный многочлен /  е называется сепарабельным, если 
каждый его неприводимый делитель является сепарабельным. Алгеб­
раический элемент а  называется сепарабельным над F, если его мини­
мальный многочлен над F сепарабельный.

Теорема IV.4.47. Пусть F -  поле, a i , ..., а„ -  алгебраические сепа­
рабельные элементы над F. Тогда существует такой а  е F (x i,..., х„), что 
F ( a „ . . . , a J  = F ( a ) .

Зададим отображение дифференщ1рования
D: ^

по правилу

D: /  = +... + а̂ х" 1-> / '  = <я, + 02Х +.. + па^х" '̂.

Легко видеть, что D(af + bg) = aD(f) + bD{g), т.е. D является 
F-линейным отображением, причём Кег D = F. Заметим, что многочлен 
/ '  = D(f} называется (формальной) производной многочлена/

Следующие две теоремы проверяются непосредственно.
Теорема IV.4.48. Многочлен / е /^х], F -  поле, является сепара­

бельным тогда и только тогда, когда НОД(^,/') = 1.
Теорема IV.4.49. Неприводимый многочлен/  над полем F -  сепара­

бельный тогда и только тогда, когда/ '  ^ 0.



Определение IV.4.S0. Поле F называется алгебраически замкнутым, 
если любой многочлен /  е F[x] такой, что d e g /^  1, является вполне раз­
ложимым над F. Поле F называется алгебраическим замыканием поля 
F, если F является алгебраически замкнутым и алгебраическим расши­
рением поля F. (Это равносильно тому, что F  не имеет алгебраических
расширений, которые строго содержат F .)

Из определения IV.4.50 следует, что если F есть алгебраически 
замкнутое поле, то любой многочлен/  е F[x] степени и > 1 можно пред­
ставить в виде произведения я линейных множителей.

Теорема IV.4.51. Существует поле F, которое является расширени­
ем поля [R.

Доказательство. Сначала построим поле F. Рассмотрим двумерное
арифметическое векторное пространство К" над полем К действитель­
ных чисел, т.е. множество всех упорядоченных пар вида {а, Ь), где
а, Ь ^ R с операциями покомпонентного сложения векторов и умноже­
ния на скаляр. Зададим в алгебраическую операцию умножения по 
следующему правилу:

(а, Ь) ■ {c ,d)~ {ас -  bd, ad + be).
Коммутативность умножения очевидна.
Ассоциативность умножения следует из равенств:

{a ,b) [ { c ,d) - {e , f ) ]  = {a , b ) - { ce - d f , c f  + de) =

= (асе -  adf -  bcf -  bde,acf + ade + bee -  bdf),

{a ,b) {c ,d) ] {e , f )  = [ ac - b d , a d  + bc) {c , f )  =

= (ace -  bde -  adf -  bcf, acf -  bdf + ade + bce).

Дистрибутивность умножения относительно сложения вытекает из 
равенств:

[{a,b) + { c , d ) ] { e , f )  = {а + с,Ь + d ) { e , f )  =

= [ае + се -  b f -  d f ,a f  + cf + be + de),

{a,b){ef)  + [ c , d ) { e , f )  =

= ( a e -  b f ,a f  + be) + [ c e - d f , c f  + de) =

= [ a e - b f  + c e - d f ,a f  + be + c f + de).



Так как векторное пространство есть абелева группа по сложе­
нию, то в 05.̂  есть нуль -  это (О, 0) и для каждого {а, 6) е  IR есть проти­
воположный элемент (т.е. обратный к (а, Ь) относительно сложения), а 
именно {-а, -Ь).

Покажем теперь, что любой ненулевой элемент 1К.̂  имеет обратный
относительно умножения. Пусть (О, 0) ^ (а, Ь) е IR̂  (т.е. а + ^ 0), и 
рассмотрим уравнение для нахождения обратного элемента:

(а, Ь)(х,у)=(^,0 ).

Здесь (1, 0) е -  единица IR̂ , т.е. нейтральный элемент относительно 

умножения. Действительно, для любого (с, of) е имеем
(с, af) ( l , 0 )  = (c, d).

Имеем
(а, Ь)(х, у)=-(ах-Ьу,ау-\-  Ьх) = {\,  0), 

тогда получаем систему уравнений:
ах - Ьу  = \, 
ау + Ьх = 0.

Решая эту систему уравнений, получим

х = -
а

у=-
-Ь

Тогда

Действительно,

' а^+Ь

( a , b f  =

2 •

а

а -Ь^ аЬ Ьа
= (1, 0).

Итак, D5. является коммутативным кольцом с единицей, в котором 
любой ненулевой элемент имеет обратный по умножению. Следова­
тельно, IR̂  является полем, которое называется полем комплексных чи-



сел и обозначается С . Заметим, что в поле С есть подполе 
С ' = |(а ,0 ) а е Л } .  Действительно, по критерию подполя (теорема
IV.4.5) имеем

для любых (а, 0), (й, 0) е С '
( а , 0 ) - (6 , 0 )  = (й г -6 ,0 )е  С' ,

(а,0)(А,0) = И , 0 ) б  С' ,  
если (О, 0) (а, 0), т.е. а О, то

6 С '.

Далее, поле С ' изоморфно К (обозначается С ' S К). Действитель­
но, рассмотрим отображение ф : К -> С задан ное  по правилу

ф :а ь-» (а,0), а е К.

Очевидно, что ф есть биекция, причём
ф(а + Ь) = (й + 6,0) = [а, 0) + (6,0) = ф(д) + ф(б),

ф(^7б) = [аЬ,0 ) = [а,0 у { Ь, 0) = ф(^)-ф(Ь),

ф(1) = (1,0).

Следовательно, ф есть изоморфизм полей.
Отождествим поле С ' с полем К и будем считать, что поле С со­

держит подполе К (= С '). Тогда С является расширением поля К. По­
кажем, что С = [Е(а) для некоторого а  е С .

Сначала найдём корень а  многочлена / =  + 1 в С . Пусть 
а  = (0, 1) 6 С , тогда

а ' + (1,0) = (-1 ,0 ) +(1,0) = (О, 0), 
следовательно, а  = (0, 1) является корнем многочлена + 1. Этот ко­
рень принято обозначать (О, l) = i, причём i есть алгебраический эле­
мент над [IS. Так как + 1 является неприводимым нормированным 
многочленом из И&М, то х" + 1 есть минимальный многочлен элемента 
/■ е С над R. Тогда (1,0), г есть базис С как двумерного векторного 
пространства над К. Следовательно, любой элемент из С может быть



однозначно представлен в виде а + Ы, а , е  [IS. Но тогда по теореме 
IV.4.39 имеем

С = Щ{] = К(0 =М[х]/(д:' +1).

Наконец, С есть поле разложения для + 1 е [1̂ М, так как
х^ + 1  ={x- i ) ix + i).

Имеет место следующее утверждение.
Теорема rV.4.52. Поле С есть алгебраически замкнутое поле.



Вопросы для самоконтроля
1. Верно ли, что для любой алгебраической структуры, если ê  и 

являются ее нейтральными элементами, то е, =
2. Верно ли, что для любого моноида и любого элемента А, если Ь ис  

являются обратными элементами для а, то Ь = с?
3. Верно ли, что если квазигруппа Q является полугруппой, то Q 

является группой?
4. Верно ли, что если полугруппа Р является квазигруппой, то Р 

является группой?
5. Верно ли, что в любой группе (G;-) однозначно разрешимы урав­

нения ах = Ь и уа = Ь7
6. Сформулируйте критерий подгруппы для аддитивной группы

(G;+).
7. Может ли группа порядка 4 быть подгруппой группы порядка 

30?
8. Сформулируйте теорему Лагранжа и ее следствие.
9. Верно ли, что порядок циклической группы равен порядку ее обра­

зующего?
10. Верно ли, что в циклической rpjoine простого порядка любой эле­

мент, отличный от нейтрального, является ее образующим?
И. Верно ли, что четные подстановки чисел 1, 2,3 (т.е. подстановки с 

четным суммарным числом инверсий в обеих строках) образуют 
подгруппу в симметрической группе ?

12. Верно ли, что в кольце с единицей обратимые элементы образуют 
группу относительно умножения?

13. Может ли обратимый элемент кольца с единицей быть делителем 
нуля?

14. Обязательно ли необратимый элемент кольца с единицей является 
делителем нуля?

15. Будет ли обязательно неделитель нуля в кольце с единицей обрати­
мым элементом?

16. Может ли в кольце с единицей сумма делителей нуля быть обра­
тимым элементом?
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17. Может ли в кольце с единицей сумма обратимых элементов быть 
делителем нуля или нулем?

18. Для каких чисел п кольцо вычетов по модулю и является полем?
19. Обязательно ли будет полем коммутативное кольцо с единицей без 

делителей нуля?
20. Будет ли полем кольцо функции К® ?



ЛИТЕРАТУРА
1. Ильин В.А., Позняк Э.Г. Линейная алгебра. -  М.: Физматлит, 2005.
2. Кострикин А.И. Введение в алгебру. -  М.: Наука, 1987.
3. Головина Л.И. Линейная алгебра и некоторые ее приложения. -  М.: Наука, 

1984.



О гл ав л ен и е

Предисловие...........................................................................................................3
М ОДУЛЬ 1 ............................................................................................................4

Лекция 1. Множества, отображения и подстановки......................... 4
Лекция 2. Матрицы и определители.....................................................21
Лекция 3. Ранг матрицы..........................................................................35
Лекция 4. Обратная матрица и матричные уравнения....................43
Вопросы для самоконтроля.................................................................... 51

М ОДУЛЬ I I .........................................................................................................53
Лекция 1. Понятие векторного пространства и простейшие

свойства.................................................................................. 53
Лекция 2. Линейная зависимость векторов........................................59
Лекция 3. Базисы.......................................................................................66
Лекция 4. Подпространства.................................................................... 80
Вопросы для самоконтроля.................................................................... 88

М ОДУЛЬ I I I ...................................................................................................... 90
Лекция 1. Совместность систем линейных уравнений....................90
Лекция 2. Однородные системы линейных уравнений...................99

Лекция 3. Метод Гаусса решения систем
линейных уравнений......................................................... Ю7

Лекция 4. Треугольное разложение матриц (матричная
интерпретация метода Гаусса)........................................115

Вопросы для самоконтроля.................................................................. 122
М ОДУЛЬ IV ..................................................................................................... 124

Лекция 1. Алгебраические операции и группы...............................124
Лекция 2. Различные классы групп....................................................142
Лекция 3. Кольца.....................................................................................155
Лекция 4. Поля и многочлены.............................................................169
Вопросы для самоконтроля.................................................................. 191

Ж Т Е РА Т У РА ..................................................................................................193



Семен Константинович Росошек 

Алгебра и геометрия
Часть 1 

Учебное пособие

Редактор Я. И. Шидловская 
Верстка Л. В. Пермякова

К-ОКП ОК-005-93, код продукции 954240

Изд. лиц. ИД № 04000 от 12.02.01. Подписано к печати 28.04.08. 
Формат 6Qx84'/i6. Бумага офсетная. Печать офсетиая. Гарнитура «Times». 

____________Уел, печ. л. 11,39. Уч.-изд. л. 12,76. Тираж 200 экз.___________

ООО «Издательство научно-технической литературы»
634050, г. Томск, пл. Ново-Соборная, 1, тел. (382-2) 53-33-35

Отпечатано в типографии ЗАО «М-Принт», г. Томск, ул. Пролетарская, 38/1


