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Рассматриваются методы параметрической идентификации математической модели тепломассообмена в техногенно загряз-
ненных мерзлых грунтах и приводятся результаты численного эксперимента по восстановлению теплового потока и функции 
количества незамерзшей воды. 

 
Освоение новых районов криолитозоны проводится с 

нарушением напочвенных покровов и техногенным за-
грязнением (промстоками, рассолами, нефтепродуктами, 
радионуклидами и другими экологически опасными за-
грязнителями) грунта, что приводит к уничтожению расти-
тельности и образованию термокарста, солифлюксии, 
оползней и других нежелательных мерзлотных явлений. В 
связи с этим стали актуальными вопросы усовершенство-
вания математической модели тепломассопереноса с уче-
том реального процесса промерзания и протаивания поро-
вого раствора грунта. Задачи с фазовым переходом отно-
сятся к классу нелинейных с сильноменяющимися коэф-
фициентами и являются одними из главнейших проблем 
теплофизики и теоретической теплотехники. Прежде всего 
это связано с неопределенностью многих параметров в 
системе (граничных условий, теплоемкости, теплопровод-
ности, функции количества незамерзшей воды, коэффици-
ента диффузии и т.д.), а также несоответствиями допуще-
ний при восстановлении характеристик и построении ма-
тематических моделей. Традиционный подход с использо-
ванием значений характеристик, полученных из экспери-
мента, часто приводит к неверным результатам [1−4]. 

В данной работе приведены алгоритмы сплайн-
идентификации граничных условий теплообмена на по-
верхности однородного мерзлого грунта и результаты 
численного эксперимента по восстановлению парамет-
ров при его техногенном нарушении. 

Для простоты изложения рассмотрим одномерное 
уравнение теплопроводности с учетом фазового пере-
хода поровой воды [5]: 
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где с − объемная теплоемкость грунта, Дж/(м3⋅К); T – 
температура, K; τ − время, с; τmax − наибольшее значе-
ние временной переменной, с; r − пространственная ко-
ордината, м; R − координата массива, м; λм, λт − тепло-
проводности мерзлых, талых пород, Bт/(м⋅К);. L − объ-
емная теплота фазового перехода, Дж/м3; T0(r) − на-
чальное распределение температур, К; сск, сл, св – 
удельные теплоемкости грунта, льда и воды, Дж/(кг⋅К); 
ρ − объемная плотность минерального скелета, кг/м3; 
W0, Wпс − начальная и прочносвязанная влажности, %; 

Wнв(T) − функция количества незамерзшей воды, кото-
рая в случае техногенного загрязнения грунта зависит и 
от засоленности Wнв(T, C), %; v = 0, 1 − соответствуют 
декартовой и цилиндрической координатам. 

Требуется восстановить одно из следующих гра-
ничных условий (при r = 0): 
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где искомым параметром u(τ) может быть одна из функ-
ций { }; )( ),( ),(п ταττ qT  Tп(τ) − температура поверхно-сти, 
К; q(τ) − плотность теплового потока, Вт/м2; α(τ) − ко-
эффициент теплоотдачи, Вт/(м⋅К); Tс − температура 
внешней среды, К. 

Для восстановления искомого параметра нужны до-
полнительные замеры температуры внутри исследуе-
мого образца в точках ir  (0 < r1 < r2 < … < 

rnr < R): 
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Данную задачу сформулируем как задачу опти-
мального управления: найти функцию u(τ)из минимума 
целевого функционала: 
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где pi(τ), p(τ) − весовые множители с размерностью К-2 с-1; 
T(ri, τ), Tэ(ri, τ) − расчетная и замеренная температуры в 
i-й точке горного массива; T(ξ(τ)), Tф(ξэ(τ)) − соответст-
венно расчетные и заданные температуры на фронте 
фазового перехода ξэ(τ); nт − число точек измерения. 

Доказательству единственности решения граничных 
обратных задач теплопроводности посвящено доста-
точно много работ, более подробно этот вопрос рас-
смотрен в [6]. 

Минимизация целевого функционала (8) проводит-
ся с помощью хорошо известных градиентных мето-
дов, характеризующихся эффективным началом итера-
ционного процесса из некоторого «грубого» начально-
го приближения и снижением скорости сходимости 
при приближении к минимуму [6]. Этим требованиям 
отвечают градиентные методы спуска, в частности ме-
тоды скорейшего спуска и сопряженных градиентов. В 
этом случае приближения вычисляются по формуле 
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Направление спуска ps(τ) и коэффициент βs опреде-
ляются в зависимости от методов: 

1) скорейшего спуска 
( ) ( ) ( )( );min:, 1 sssssss uJuJuJuJp ′β−=β′= +  

2) сопряженных градиентов 
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 − норма в гильбертовом пространстве L2. 

Формулы для градиента функционала соответст-
венно неизвестным параметрам будут иметь вид 
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где Bα(τ) − заданный кубический сплайн по перемен-
ной τ, который имеет вид 
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∆τ = τm / m0 – заданный интервал времени. 

Решение сопряженной задачи ψ = ψ(r, τ): 
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Граничные условия при r = 0, соответствующие ис-
комым параметрам, имеют вид 
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Величина шага βs методов скорейшего спуска и со-
пряженных градиентов находится по формуле 
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где V = V(r, τ) − решение краевой задачи для приращения: 
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Граничные условия в зависимости от искомых па-
раметров имеют вид 
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Численная реализация вышеуказанных краевых за-
дач осуществляется методом конечных разностей. В 
каждом временном слое для численного определения 
температуры T(r, τ), сопряженной переменной ψ(r, τ) и 
приращения V(r, τ) будем иметь соответствующие 
трехдиагональные системы алгебраических уравнений: 
нелинейные для T и линейные − ψ и V. Решение этих 
систем производится методом прогонки (в сочетании с 
итерациями по коэффициенту при расчете T). Итераци-
онный процесс минимизации останавливается по кри-
терию невязки [5]. Аналогичным образом строятся ал-
горитмы идентификации остальных параметров (теп-
лоемкости, теплопроводности, функции количества 
незамерзшей воды, коэффициента диффузии и т.д.). 

Для проверки работоспособности предложенных ал-
горитмов были проведены тестовые численные экспери-
менты по решению модельной задачи с точными ис-
ходными данными. Проведен численный эксперимент 
при наличии возмущений различной природы в замерен-
ных значениях. Характер возмущений не оказывает суще-
ственного влияния на качество восстановления искомых 
функций, и достаточно хорошо согласуется с другими 
известными квазистационарными методами. Лучший ре-
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зультат, как по скорости сходимости, так и по точности 
восстановления, имеет метод сопряженных градиентов. 

3. В целом все предложенные алгоритмы идентифи-
кации тепло- и массообменных характеристик облада-
ют хорошим регуляризирующим свойством при опти-
мальном выборе шагов дискретизации во времени и 
пространстве и применимы для обработки данных теп-
ломассообменных экспериментальных исследований. 

Рассмотрим два иллюстративных примера по расчету 
плотности тепловых потоков и функции количества 
незамерзшей воды песка при засолении его хлоридом 
натрия. 

Для восстановления теплового потока рассмотрены 
три ключевых участка: открытый участок с наруше-
ниями растительного и напочвенного покровов, сосно-
вый и лиственничный леса (рис 1). 

 

  
Рис. 1. Зависимость удельного теплового потока от времени: 

1 − открытый участок с нарушениями растительного и напочвенного покровов; 
2 − сосновый лес; 3 − лиственничный лес 

 
Они отличаются друг от друга сложением грунта, 

растительным покровом, влажностью и температурным 
режимом. Были проведены многолетние круглогодич-
ные наблюдения в разные времена [7, 8]. Отличительной 
особенностью лесного массива является его затенен-
ность деревьями, что влияет на формирования теплового 
режима и влагообменного процесса. Чем больше сомк-
нутость древостоя, тем меньше солнечной радиации про-
никает под полог леса.  В период полного развертывания  

листвы затененность деревьями снижает приход солнеч-
ной радиации. Особенно в листопадных лесах (листвен-
ничный) проникает лишь 40−50 % радиации (июнь−ав-
густ). В зимнее время плотности теплового потока в со-
сновом лесу и открытом грунте отличаются друг от дру-
га из-за высоты и структуры снега. 

На рис. 2 представлена пространственная зависи-
мость функции количества незамерзшей воды от тем-
пературы и засоленности. 

  
Рис. 2. Зависимость функции незамерзшей воды от температуры и засоленности 

 
У чистого песка фазовый переход порового раство-

ра происходит при температуре 273 К, а с увеличением 
засоленности большое количество порового раствора 
замерзает при температуре эвтектики 250,6 К. Из ри-

сунка видно, что с повышением засоленности содержа-
ние незамерзшей воды увеличивается и соответственно 
резко меняются все теплофизические и массообменные 
характеристики загрязненного мерзлого грунта. 
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