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Математическая модель изменения капитала фонда

Под некоммерческим фондом понимается организация, созданная для сбора и распределения денежных 
средств без получения прибыли. К некоммерческим могут быть отнесены, по-видимому, Фонды социально
го и обязательного медицинского страхования РФ, а также государство в целом, так как одной из основных 
функций государства является сбор посредством налогообложения денежных средств и их дальнейшее пе
рераспределение. Построению и исследованию моделей фонда социального страхования посвящены, на
пример, работы [1 -  3].

Основной характеристикой состояния фонда является его капитал s(t) в момент времени t. В работе 
предполагается, что с капиталом s(t) могут происходить следующие изменения:

1. В фонд поступают денежные средства. Будем считать, что моменты поступления денежных средств 
образуют пуассоновский поток с интенсивностью X. Поступающие денежные суммы (премии) являются не
зависимыми одинаково распределенными случайными величинами с экспоненциальным распределением

ф(х) = - е х р ( - - ) ,  дс £ 0. (1)
а а

2. Фонд расходует поступившие денежные средства. Будем считать, что расходование имеющихся 
средств происходит непрерывно во времени со скоростью b(s), так что за время А/ выплата составляет 
b(s)At. Предполагается, что управление расходованием денежных средств имеет релейный характер, т.е.

«■ >-& : <2»
для некоторого порогового значения капитала s0 . Так как фонд не имеет цели получения прибыли, то есте
ственно считать, что bQ- X a  <0 ,  a -  Х а >0.  Таким образом, при s < s0 фонд расходует в среднем меньше, 
чем собирает, а при s 2: s0 расходует в среднем больше денежных средств, чем в него поступает.

Наконец, будем считать, что при s < 0 фонд не прекращает своей деятельности, но наступает период не
платежеспособности фонда, обязательства фонда выполняются по мере поступления денежных средств.

Плотность распределения капитала

Обозначим через p(s,t) плотность распределения вероятностей капитала фонда s в момент времени t. Рас
смотрим два близких момента времени / и / + A t . В силу сделанных предположений изменение капитала за 
время At определяется следующим соотношением:

. , .  _ f—6(лг)Д/ с вероятностью (1 -  ХА/) + о(At), .
(дг -  b(s)Al с вероятностью XAt<p(x)dx + о(At).

Откуда по формуле полной вероятности [4]
00

p(s ,t  + At) = (1 -  XAl)p(s + b(s)At,l) + XAt J  p(s  + b(s)At -  x)<p(jc)c£t + o( Д/). (4)
о

Считая функцию p(s,t) дифференцируемой no s и /, получим из (4), переходя к пределу при At -> 0 :

Xp(s, () = b(s) -Р^ ‘~ ~ др^  + X j p(s -  х, t)q>(x)dx. (5)
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Решение уравнения (5) должно удовлетворять начальному условию
/>(*,0) = 5(*) (6)

+<0
и условию нормировки J p(s,t)ds = 1. (7)

-0 0

00

Пусть Ф(5,о))= jp(s,t)e~aldt (8)
о

-  преобразование Лапласа функции p(s,t). Относительно Ф(5,ю) согласно (S) имеем уравнение

(X + {0)ф(д,(0) = b(s) + X f Ф(х,(О)ф(5-ДС)Л + /?(5,0) . (9)
ds 1 

-0 0

Перенесем начало отсчета в точку s = s0 и будем считать, что s0 » 1 .  Тогда при s е  (-оо;+оо) можно счи
тать, что p(s, 0) = 0 . Наконец, рассмотрим симметричный случай, когда

*О= ( 1 - 0 ) Ь ,  й,=(1 + 0 )Ь , (10)

где 0 < 0 < 1. Тогда уравнение (9) перепишется в виде

ЭФ($,(о) 
ds

в области s < 0 , а в области s > 0 , уравнение (9) имеет вид

дФ(л,<п) 
ds

—go

Рассмотрим область s > 0 . С учетом (1) уравнение (12) приводится к дифференциальному уравнению

а!2 < ^ +0(в х - о » ^ . ш)
8s2 ds

Характеристическое уравнение уравнения (13) имеет вид

(1 + Q)Xa*z* + a(QX -  co)z -  и  = О,

корни которого

f ч (ц-9Х )±У (а>-еХ )2 +4(1 + 9 ) ^
1,2 } ~  2(1 +  0 )Хя ' 1 '

Откуда Ф($, ш) = С| (<£>)е 1 + с2 (co)eZj (<o)s.

Так как в силу условия (7) Ф($, се) —► 0 при s -+ <а, то с, (to) = 0 и

Ф(«, со) = c(co)eIj(“>J , s £ 0 . (15)

В области s < 0 с учетом (1) и (10) уравнение (12) перепишется в виде

ds ds
Характеристическое уравнение уравнения (16) имеет вид

(1 -  В)Ха2к2 -  а(0Х + а)к -  ш = 0 ,

(X + со)Ф(5,со) = (1 - Q)Xa— ~ ^  + X J Ф(х,со)ф(5- x)dx (11)

(Я. + (о)Ф(д, со) = (1 + в)Ха + х  [ Ф(х,ш)ф(л:-х)аЬс. (12)
Я с J

(1 + Q)ka2 + а(ВХ -  с о ) ^ ^  -  а,Ф(5> со) = 0. (13) ̂ 2

(1_0)Ха2^ ^ - а ( 0 Х  + ш ) ^ ^ - а ) Ф ( 5,(о) = О. (16)

, ,  , (и  + ОХ) ± V(to + QX)2 + 4(1 -  0)Хшкорни которого АГ| 2 (ю) = --------- -— —-------- ------------- -— . (17)
2(1 -  Q)Xa

Откуда в области s < О

Ф(л, о ) = </, (со)е*1 (m)J + d2 (со)е*2 .

Так как теперь в силу условия (7) Ф($,ю) ->0, при s -> -оо, то d2(со) = 0 и

Ф(5,(о) = </((о)е*|(“>,) j < 0 .  (18)
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Из условия 60р(-0,/) = *,р(+0,/) при 5 = 0 имеем, далее, (l + 0)c(to) = ( l -0)rf(co) . Наконец, условие нор
мировки (7) перепишется в виде

■К» j
| Ф(5,0))йЬ = —

СО-«О
Откуда после некоторых преобразований

Ф > )----------------р — -̂------------------------------   :------------------------- - (19)
а[(1 -  0) >/(ео -  0Х)2 + 4(1 + 0)Хсо + (1 + 0) V(to + 0А.)2 + 4(1 -  0)>.ш -  20 (со + >.)]

Таким образом,

Ф($,(0) =
Г(1 -  е)с(ш )еХз <в)*, 5 * 0 ,
1(1 + 0)с(<о)в*|<а,)' ,  s  < 0.

(20)

Учитывая предельные соотношения межцу функцией p(s, l)  и ее преобразованием Лапласа Ф(5,со) [S]

p(s)  = lim p(s,t) = lim (оФ(5,со),
!-*<*> <o->0

из соотношения (20) получим, что в стационарном режиме

p(s) =

0
2(1-0)а

0

а»
е('-е>в , к О .

а> (21 )

2(1 + 0)о

или, переходя к старому началу координат в точке 5 =  0 ,

p(s) =

К а - Ь л

, S ^ S n $
°Ьо(Ьо - ^i)

( к а -Ь оХ Ха -Ь )  ’о) ^
” 77 * " 1 £ j ■} ь  Jn«

(22)

a b iib o -b )

При конечных значениях t обратное преобразование Лапласа от выражения (20) является чрезвычайно 
громоздким. Поэтому приведем только его приближенное выражение при 0 •« 1. При s > 0 и 0 <к 1 при
ближенно имеем (р  = to + Ц 2 + 0))

Ф(5,ю)«
a y jp 2 -4Х 2(1 + 0)

Откуда [6] при 5 > 0

1 -Х(2+0)/-—
p(s, t) = - e  а / 0 

а
2Х-Л+ё[г2 +- st

1

^ Ц1 + 0 )а ;
(23)

где / 0(х) -  модифицированная функция Бесселя нулевого порядка [5]. 
При s < 0 и 0 <с 1 приближенно можно записать (р  = ш + Х(2 -  0))

Ф(5,со)»- 

Откуда[6]при / + 5 \Х(1-0)а>О

. s s ехр — + :
а 2 Ц 1-0 )а

(p + yjp2 -  4Я.2(1 -0 ))

aylp2 - A \ 2( 1 -0 )

p(s, t) = - e  
а

/п
2 st Г  +■

I\ -

Х(1 -  0)а у
(24)

304



Зная плотность распределения капитала фонда, можно определить такие его характеристики, как вероят
ность неплатежеспособности фонда и вероятность повышенных выплат. Рассмотрим только стационарный 
режим.

Фонд не может производить текущие выплаты, когда его капитал становится отрицательным. Из соот
ношения (22) вероятность этого события

(Ь-А0)

p0 = p { s < 0} = (6l~-̂ ) g V  \  (25)
П  '  (Ь-Ьо)

Фонд производит повышенные выплаты, когда его капитал s £ s0 . Из соотношения (22) вероятность это
го события

р{ = p{s7>s0} = {̂  Aq). (26)
(0| -  Ь0 )

Задавая вероятности р 0 и р\,  можно определить теперь значения bQ и Ь\, определяющие допустимые веро
ятности ро И/>].

Плотность распределения периода неплатежеспособности

Неплатежеспособность фонда наступает при s < 0 . Обозначим через t(s) -  продолжительность периода 
неплатежеспособности фонда, если в начале периода капитал фонда равен £ (естественно s < 0). Пусть про
шло время А /. За это время капитал фонда изменится на величину As и

l(s) = А/ + /(5 + As). (27)

Обозначим через

Ч Ч и,5) =  м { е " " ( ,) }

-  характеристическую функцию величины l(s) . Из соотношения (27) имеем, очевидно,

Щ и,*) = е-и* М &,{'¥(и ,*  + А*} 

или, учитывая(З), при малом А/ и s < О

+ о(Д/),(1-ХА/)Ч/ (м ,5 -60А/) + ХА/ J vF(K,j + x)<p(jt)dx+A.A/ |ф(дг)dx
О - s

так как при z  > 0 /(г) = 0 . Переходя к пределу при Д/ 0 , получим уравнение, определяющее ЧЧи.а),

. дУОл*)
0 яds 0

“J ни
+ (и + Я.) ̂ (и , s) -  X I У  (и, S + х)ф (x)dx -  X J  ф )с !х  = 0. (28)

При <р(дг), определяемой соотношением (1), уравнение (28) переходит в уравнение

Ь0 аЧ' (ц,д) + (и + X)Т(и,  s) -  X f -  е ~  У  (и, x)dx = Хе°. (29)
os J а1

Продифференцировав уравнение (29) по s и складывая получившееся уравнение с исходным, приведем 
его к виду

аЬ0 ? ^ Щ ^  + (иа + Ха - Ь 0) ^ ^ - и Ч /(м,х) = 0. (30)
ds1 ds

Характеристическое уравнение уравнения (30) имеет вид

(1 -  в)Ха2г 2 +(и + X6)az -  и = 0,

корни которого

_ ,.Л _ ч »+9Ц т ,/(«+9Х)! +4(1 -в)Ь
2,-2 (u )-------------------5 5 Г 1 ) --------------- • (31)

Поэтому решение уравнения (30) имеет вид

Т (и ,5) = ф ) е г' Мг +c2( u ) e ' W ’ . (32)
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Коэффициент с, (и) = 0 , так как в противном случае 4/(м,5) -> оо при s -»  -оо, что противоречит требо
ванию £ 1, накладываемому на характеристическую функцию [4]. Второй коэффициент с2(и) дол
жен быть выбран так, чтобы решение Ч^и,*) (32) удовлетворяло исходному уравнению (29). Подставляя 
решение (32) в уравнение (39), окончательно получим

^(w ,5) = ( l - a z 2(M))eZ2(U),> (33)

Плотность распределения капитала s при условии, что s < 0 , как вытекает из соотношений (22) и (25), в 
стационарном режиме имеет вид

е —  *
p(5|s<0)=(Tijr(1’9)e- (34)

Поэтому безусловная характеристическая функция периода неплатежеспособности

о
Т(«)= J 4 > ( u , s ) p ( s \ s < 0 ) d s = - ^ - ^ ^ -

* ( l-0 )a z 2(«) + 0

или
1 -0  2 Х - р  + у]рг -АХ2{ 1 - в ) ’ 

где р  = и + Х(2 -  0 ). После преобразований получим

Ч/(м) = — ------------------------, 2X2Q  - .- .  (35)
и и(и + Х(2 -  0) + yj(u + Х(,2 -  0))2 -  4Х2(1 -0 ))

Вычисляя обратное преобразование Лапласа от выражения (35), получим, учитывая [6], что плотность 
распределения периода неплатежеспособности p0(t) имеет вид

p0(t) = X 0 - - j= L  ^ - 1 ^ 2 Х Ж ^ х ) е - ц г^ )х(1х, (36)

где /, {х) -  модифицированная функция Бесселя первого порядка. Или, учитывая, что [7]

Г—/, (2X'JT-Qx)e~x<'2~e)xdx = VT^0,
5 х

выражение (36) можно привести к виду

p0(t) = ~ ^ =  Г—/, { 2 X jn > x )e -U2-*)xdx. (37)
V l - 0  j x

Соотношения (33), (35) и (37) позволяют определить также моменты периода неплатежеспособности. 
Дифференцируя, в частности, соотношение (33), получим

ди м=О т г  (38)

а дифференцирование соотношения (35) дает, что безусловное среднее значение периода неплатежеспособ
ности

1м {,} = - 5Ч,(и)
ди и «о Х.0

Плотность распределения периода повышенных выплат

Период повышенных выплат наступает, когда капитал фонда s > s 0. Обозначим через t(s) -  продолжи
тельность периода повышенных выплат, если в начале периода капитал фонда равен s (s £ s0). Пусть про
шло время А /. За это время капитал фонда изменится на величину As и

t(s) = At + t(s + As). (40)
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Ч/(и,5) = м {е”'"(,)}

-  характеристическую функцию величины t(s). Из соотношения (40) имеем

Ч'(«,5) = е-“д,М ^ { Т (И,5 + Ду)}, 

или, учитывая (3), при малом At в области s > s0 получим

Обозначим через

Ч'(«м) = е 'иЛ/ (1 -  XAt )Ч, (и ,л-6 |Д /) + ХА t J4/(m, s  -  6| At + х)ф(дг)
о

Переходя к пределу при At -»  0, получим уравнение, определяющее 4/(m,s) :

+ o(At).

cW(u,s)
ds

■ (и + X)4>(u, s) -  X j  Щ и, s + x)<p(x)dx. (41)
о

При s = sQ величина s0 -А, А/ < s0. Поэтому при s = s0 имеем

Ч' (u,s) = e-u&l + o(At).(1 -  ХД/) + ХАI ^ ( и ,  s + x)y(x)dx  
о

Переходя к пределу при At -> 0, получим граничное условие

У М , ) - » -  (42)
При ф(х), определяемой соотношением (1), уравнение (41) переходит в уравнение

6, + („ + Х Щ и ,*)- X И и , x ) - e ~ d x  = 0. (43)
os J а

s

Дифференцируя уравнение (43) по s и вычитая из него получившееся уравнение, приведем уравнение 
(43) к виду

ds ds
Характеристическое уравнение уравнения (44)

(1 + 0)Ха2г2 + ( и -  X0)az -  и = 0

ab\ l 2 - ( b l - X a - u a )  l  , J -u 'V (u ,s) = 0. (44)

, ч -и  + вХт J(u  -  0Х)2 + 4(1 + 0)Хиимеет корни г12(и) = ------------- —---------------1----- -— , (45)
У 1,П ’ 2Хо(1 + 0)

а решение уравнения (44) имеет вид

Ч^и, s) = с, (и ) е ' (и)’ + с2 (и ) е ' (и)' . (46)

Коэффициент с2(и) = 0, так как в противном случае Ч^и.я) -> оо при s -> +оо, что противоречит требо
ванию |¥(м,$)| й 1. Учитывая граничное условие (42), получим окончательно

4/(t/,j) = eI,("X,"'o). (47)

Плотность распределения капитала s при условии, что s £ s0, как вытекает из соотношений (22) и (26), в
стационарном режиме имеет вид

(48>
Поэтому безусловная характеристическая функция периода повышенных выплат

0
Ч/(и)=  J 4 '(m,s)/7(j |s ^ s0V j =— —

(1 + 0)aZ| (и)
■о

. . . .  . 2 X0  . . . .
или Ч/(и) = ------------- ,   . (49)

и + еХ + у/(и + Х(2 + в))2 -  4Х2 (1 + 0)
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После несложных преобразований выражение (49) принимает вид

2Х20(1 + 0)
Ч'(«) = - -

« и(и + Ц 2 + 0 )+ >/(и + Х(2 + 0))2 -  4Х2 (1 + 0) 

Откуда, аналогично (37), плотность распределения периода повышенных выплат

17
p x(t) = XOVTTe | - / | (2Х7Г+0л)е">-(2+0)ха!х. (50)

Соотношения (47), (49) и (50) позволяют определить также моменты периода повышенных выплат. 
Дифференцируя соотношение (47), получим , что условное среднее

М {ф } = - дЧЧ«м)
ди

второй момент М | / 2 |sJ = -

и, следовательно, условная дисперсия

Э2Ч/(и,5)
ди

S-Sp

„=о

(л-Др) | 2 (д-д0)

(51)

02X2a 2 Qi Xi aи-о
М 2,

(52)
0 V a

Наконец, дифференцируя соотношение (49) или усредняя по распределению (48) соотношения (51) и 
(52), получим, что безусловное среднее периода повышенных выплат

1 + 0

QX2

а безусловная дисперсия периода повышенных выплат
2(1 + 0)

M W - -  2 (53)

£>{'} = ■
Х204

(54)
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