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В работе предлагается алгоритм определения участков стационарности и оценивания соответствующих интенсивно-
стей в распознаваемом МС-потоке событий. 

 
В теории массового обслуживания широко исследу-

ются системы массового обслуживания (СМО) с входя-
щим МС-потоком заявок. Если на вход СМО поступает 
неизвестный поток заявок, то возникает задача распозна-
вания в нем МС-потока для дальнейшего исследования 
этой системы уже разработанными методами. 

МС-потоком называется поток, интенсивность ко-
торого представляет собой кусочно-постоянный мар-
ковский процесс , принимающий значения из ко-
нечного множества констант {λ

( )tλ

1,λ2,...,λn}, называемых 
состояниями процесса . Длительности участков 
стационарности, т.е. участков, где =const, есть слу-
чайные величины, распределенные по экспоненциаль-
ному закону с параметрами {α
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1,α2,...,αn} соответствен-
но. Переход из состояния i в состояние j осуществляет-
ся по вероятности pij из матрицы вероятностей перехо-
дов, которая обладает свойством  .0,1 == iip

Пусть дана выборка моментов наступления со-
бытий распознаваемого потока фиксированного раз-
мера n: {0,t1,t2,...,tn}. Для любых пар событий с но-
мерами i и j, где i=1,…,n–1, j=2,…,n, причем i<j, 
строим оценки интенсивности потока по формуле 
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По (1) получим 2)2)(1( −− nn

)1+

 оценок интенсивно-
сти исследуемого потока по всевозможным группам со-
бытий из выборки. Представим полученные данные в 
виде верхнетреугольной матрицы D. Элемент (i, j) мат-
рицы есть оценка интенсивности потока на интервале 

 по  событиям. Предполагая, что ис-
следуемый поток является МС-потоком, в дальнейшем 
для удобства будем использовать соответствующую тер-
минологию. Заметим, что если исследуемый поток явля-
ется МС-потоком, то для групп событий, принадлежа-
щих одному и тому же интервалу стационарности, оцен-
ка (1) интенсивности потока на соответствующем вре-
менном интервале будет несмещенной, эффективной и 
ассимптотически нормальной, так как получена методом 
максимального правдоподобия [1]. 
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Рассмотрим свойства полученной матрицы и ее 
отдельных элементов. Будем называть элемент мат-
рицы  чистой оценкой интенсивности по-
тока на интервале стационарности, если все собы-
тия, наступившие в моменты 
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{ }11  ,..., , ++ jii ttt , при-
надлежат одному и тому же интервалу стационар-

ности потока. Остальные элементы матрицы назо-
вем ложными оценками или шумом. Если иссле-
дуемый поток пуассоновский, то все элементы мат-
рицы D являются чистыми оценками его интенсив-
ности. В случае МС-потока, если события, начиная 
с номера ik и заканчивая номером jk, относятся к од-
ному интервалу стационарности, то для любых пар 
событий с номерами i и j, где i=ik, jk=1, j=ik+1,jk, 
причем i<j, элемент dij матрицы D будет чистой 
оценкой, так как на интервале стационарности МС-
поток является пуассоновским. Эти оценки составят 
в матрице D треугольный блок размерности (jk–ik+ 
+1), расположенный на главной диагонали. 

Сгруппируем данные, содержащиеся в матрице 
оценок, в гистограмму 
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где h – шаг гистограммы; nk – частоты, т.е. количество 
элементов матрицы D, значения которых принадлежат 
интервалу ((k–1)h,kh]; N – количество элементов матри-
цы D, значения которых принадлежат интервалу (0, 
mh]; m – количество шагов гистограммы. 

На основании полученной гистограммы построим 
полигон частот. Из свойств оценки λ  вытекает, что для 
пуассоновского потока при достаточной длине реализа-
ции полигон частот представляет собой δ-образную кри-
вую, максимум которой совпадает со значением интен-
сивности потока λ с точностью до шага гистограммы [2]. 
В случае МС-потока это не так. Если бы в случае МС-
потока удалось выделить из матрицы оценок только те 
элементы, которые являются чистыми оценками, поли-
гон частот выглядел бы как сумма δ-образных кривых, 
максимумы которых совпадают с интенсивностями по-
тока на интервалах стационарности [3].  

€

В данной работе предлагается алгоритм выделе-
ния чистых оценок интенсивности МС-потока пу-
тем определения участков стационарности, причем  
в качестве исходной информации используются то-
лько времена наступления событий. 
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Поставим в соответствие каждому i-му событию 
выборки, i=1, N, вершину с тем же номером i некото-
рого графа G(V,Е), где V − множество мощности N 
вершин графа, а Е − множество пар вершин, т.е. мно-
жество ребер графа. Стоимостью каждого ребра гра-
фа, связывающего i-ю и j-ю (i<j) вершины, будем считать 
величину dij, т.е. элемент матрицы D. Число ребер графа 
составит N(N–1)/2. Если группа событий с номерами 
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pp iii  ..., , , 21  составляет участок стационарности пото-
ка с интенсивностью λ=λp, то это означает, что: 

а) p
Iji

ijd
kk

λ≅
− ∑

∈),()1(
2 , где I − множество упорядо-

ченных по номерам пар из { , , 21
pp ii }p

ki .., ; 

б) номера , j=1, …, k, идут подряд, т.е.  
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в) все dij, (i,j)∈I, принадлежат в основном неко-

торому интервалу (λp−∆λ, λp+∆λ). 
Оценка интенсивности, полученная по всей группе 

событий, т.е. -я компонента матрицы D, должна 
быть наиболее близкой к истинному λ
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Эти соображения определяют идею алгоритма выде-

ления участков стационарности потока. При выборе уда-
чного интервала (λp−∆λ, λp+∆λ) и удалении из графа G 
всех ребер, стоимость которых не попадает в указанный 
интервал, в графе выделятся компоненты связности Gk = 
=(Vk,Ek), соответствующие участкам стационарности, 
относящимся к p-му состоянию МС-потока (Gk является 
подграфом графа G). Разумно ожидать, что участку ста-
ционарности в наибольшей степени отвечает такой под-
граф, в котором, во-первых, число ребер максимально, а 
во-вторых, каждая вершина должна быть соединена с 
наибольшим числом вершин, т.е. степени вершин долж-
ны быть примерно одинаковыми. Эти требования могут 
быть учтены введением следующих характеристик для 
выделенных компонент связности Gk: 

а) степень компактности компоненты 
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где Nk − число вершин Gk; si − степень i-й вершины. 
Величина COMP[k] характеризует близость подгра-
фа Gk к полному;  

б) степень однородности компоненты 

,
log

log
][ENTR 1

k

N

i
ii

N

pp
k

k

∑
=

−
=  

где pi – отношение степени i-й вершины компонен-
ты Gk к величине (Nk−1). Характеристика ENTR[k] 
по виду напоминает формулу энтропии случайной 
величины с распределением pi, i=1, Nk. Величина эн-
тропии, как известно [4], характеризует степень од-
нородности множества. 

Пусть задан интервал значений оценок интенсивнос-
ти [λ/, λ//], граф G разбит вышеупомянутым способом на 
компоненты связности и для каждой компоненты вычис-
лены характеристики COMP и ENTR. Если при увеличе-
нии интервала [λ/, λ//] и соответствующем разбиении гра-
фа G на компоненты связности для k-й компоненты Nk 
остается неизменным, а число связей увеличивается, то 
благодаря увеличившемуся числителю значение СОМР[k] 
возрастает, и подграф Gk приближается к полному. При-
соединение в новом разбиении к k-й компоненте изоли-
рованной в предыдущем разбиении вершины увеличива-
ет знаменатель, а числитель может возрасти в меньшей 
степени, если, например, вершина присоединилась толь-

ко одной связью, и это приведет к уменьшению значения 
СОМР[k]. С другой стороны, рост числа связей может 
достигаться увеличением степени только одной или не-
скольких вершин, поэтому само по себе большое значе-
ние СОМР[k] не гарантирует оптимальности разбиения. 
Характеристика ENTR[k], отвечающая за однородность 
компоненты, достигает своего локального максимума, 
когда степени всех вершин компоненты равны. Для каж-
дой компоненты Gk COMP[k] и ENTR[k] – слабо флук-
туирующие многоэкстремальные функции от [λ/, λ//]. 

Опишем процедуру выделения связных компо-
нент графа. 

1. Задан интервал [λ/, λ//]. Из графа удаляются все 
ребра, стоимости которых не попадают в данный ин-
тервал. Граф G разбивается на компоненты связности 
Gk, k=1, 2,... (в том числе изолированные вершины). 

2. Интервал [λ/, λ//] увеличивается. Получаются но-
вые разбиения графа G, в которых компоненты изме-
няются: расширяются за счет изолированных вершин, 
поглощают другие компоненты. Наконец, при дости-
жении интервалом некоторой величины граф G не ра-
зобьется на компоненты, останется связным. 

3. На множестве разбиений k-я компонента ха-
рактеризуется последовательностями характеристик 
COMP[k] и ENTR[k]. Выбирается то разбиение, для 
которого COMP[k] достигает своего локального ма-
ксимума, но при этом и ENTR[k] близка к своему 
локальному максимуму. Те компоненты, которые 
этому условию удовлетворяют, считаются перспек-
тивными в смысле соответствия интервалам стаци-
онарности. Средняя стоимость ребра полученной 
компоненты, которая рассчитывается с учетом ра-
нее отброшенных ребер, будет оценкой интенсив-
ности потока для одного из состояний. Если эти 
оценки для разных компонент близки, то это интер-
валы стационарности одного состояния МС-потока.  

Что касается выбора интервала [λ/, λ//] и принципов 
его расширения, то на этот счет можно привести сле-
дующие соображения. Можно, определив границы мно-
жества значений оценок по матрице D, зафиксировать 
левый край интервала λ/ на нижней границе множества 
значений оценок и с заданным шагом увеличивать зна-
чение λ// до тех пор, пока граф продолжает разбиваться 
на компоненты связности. Затем, зафиксировав λ// на 
правой границе множества значений оценок, поступить 
аналогичным образом с λ/. С другой стороны, для выбора 
перспективных интервалов [λ/, λ//] можно воспользовать-
ся информацией о местоположении пиков гистограммы. 

Ясно, что если события с номерами i1, i2, ..., ik, относят-
ся к одному интервалу стационарности, значит, (i, j)-е ком-
поненты матрицы D при i∈{1, ..., i1−1} и j∈{i1, N}, а также 
при i∈{i1, ik} и j∈{ik+1, N} являются заведомо ложными 
оценками (шумом). Представляется целесообразным уда-
лить из матрицы D ложные оценки и повторить процедуру 
выделения связных компонент графа. Если состав компо-
нент не изменяется, то интервалы стационарности для 
данных состояний считаются определенными. 

Пример. Построена имитационная модель МС-по-
тока с двумя состояниями и следующими параметра-
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ми: λ1=20; λ2=80; α1=0,1; α2=1,2. Разбиение первых 
200 событий по состояниям для данной реализации 
показано в табл. 1. 
 

Т а б л и ц а 1 
 

События Состояние 
1 – 109 

110 – 182 
183 – 190 
191 – 200 

1 
2 
1 
2 

 
Предполагается, что нам известны только моме-

нты наступления событий. По этим моментам была 
построена (симметризованная для иллюстрации) 
матрица D оценок интенсивности потока, трехмер-
ное изображение которой представлено на рис. 1, 
где по оси «оценка интенсивности» отложены зна-
чения соответствующих элементов матрицы D.  

 
Рис. 1. Исходная матрица D 

оценок интенсивности потока событий 
 

Гистограмма, соответствующая матрице D, изо-
бражена на рис. 2, из которого видно, что огибаю-
щая гистограммы заметно отличается от δ-образной 
кривой, а это говорит о наличии в рассматриваемом 
потоке как минимум двух состояний. 

Рис. 2. Огибающая гистограммы 
оценок интенсивности 

 
Анализ множества разбиений событий на груп-

пы по различным интервалам [λ/,λ//] в левой части 
множества значений оценок λ позволил выделить 
лучшее в смысле характеристик COMP и ENTR раз-
биение для наибольшей по численности группы со-
бытий. Полученное разбиение, упорядоченное по 
количеству событий в группе, относилось к интер-
валу [4, 19] и приведено в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а 2 
 

№ 
груп
-пы 

Чис- 
ло 

собы- 
тий 

Нача- 
льное 
собы- 
тие 

Коне- 
чное 
собы- 
тие 

Ср. оце- 
нка ин- 
тенсив- 
ности 

Оцен- 
ка по 
груп- 
пе 

1 
2 
3 
4 
5 

60 
27 
23 
5 
3 

28 
89 
1 

181 
188 

87 
115 
23 

185 
190 

19,648 
21,888 
21,334 
21,007 
18,170 

21,316 
23,259 
23,818 
23,652 
18,216 

 
По близости средних оценок интенсивности λ  и 

оценок по группе  можно сделать предположение о 
том, что все 5 групп событий относятся к одному сос-
тоянию МС-потока, а 1-я и 2-я группы, более того, 
принадлежат одному участку стационарности потока 
со случайно выпавшим событием под номером 88. Из 
матрицы D удаляются элементы d

λ€

ij при i=1,27 и j= 
=28,200, а также при i=28,115 и j=116,200, и процедура 
разбиения событий на группы повторяется. Заметим, 
что поскольку разбиение фиксировалось для интерва-
ла, оптимального только для 1-й группы событий, то 
удаление шума из матрицы D для групп 3–5 не прово-
дилось. Лучшее разбиение, относившееся к интервалу 
[4, 38], приведено в табл. 3. 
 

Т а б л и ц а 3 
 

Но-
мер 
груп
пы 

Число 
собы-
тий 

Нача-
льное 
собы-
тие 

Ко-
нечное 
собы 
тие 

Ср. оце-
нка ин-
тенсив-
ности 

Оцен 
ка по 
груп- 
пе 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

88 
27 
22 
6 
5 
4 
4 

28 
1 

176 
145 
116 
165 
153 

115 
27 
197 
150 
120 
168 
156 

21,198 
24,470 
48,040 
30,363 
40,632 
35,240 
38,175 

22,135 
27,026 
48,792 
51,420 
56,313 
41,115 
52,244 
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Вновь 1-я и 2-я группы объединяются в одну по бли-

зости λ  и , а также по последовательности номеров 
составляющих их событий (т.е. обе группы принадлежат 
одному участку стационарности потока). Группы 3−7 
имеют заметно отличные от 1-й и 2-й оценки 

λ

λ  и , 
поэтому их можно рассматривать либо как еще не сфор-
мировавшиеся участки стационарности для другого со-
стояния потока, либо как совокупности событий, отно-
сящихся к разным участкам стационарности одного или 
различных состояний. Из матрицы D были удалены эле-
менты d

λ€

ij при i=1,115, j=116,200, и процедура разбиения 
событий на группы была повторена. Лучшее разбиение, 
относившееся к интервалу [4, 27], приведено в табл. 4. 
Анализ этой таблицы позволяет сделать предваритель-



ный вывод о существовании двух участков стационарно-
сти, относящихся к состоянию МС-потока, величина ин-
тенсивности которого принадлежит интервалу [22, 30]. 
Первый участок содержит события с 1-го по 115-е, а вто-
рой − со 180-го по 191-е. Относительно 3-й и 4-й групп 
ничего определенного сказать нельзя. 

Т а б л и ц а 4 
 

№ 
груп-
пы 

Число 
собы-
тий 

Началь-
ное со-
бытие 

Ко-
нечное 
собы-
тие 

Ср. 
оценка 
интен-
сивности

Оцен-
ка по 
группе

1 
2 
3 
4 

115 
12 
4 
3 

1 
180 
146 
117 

115 
191 
149 
119 

22,567 
25,576 
28,037 
29,218 

23,192 
30,672 
35,700 
36,444 

 
Следующий этап состоял в выделении другого 

состояния МС-потока, в котором интенсивность на-
ступления событий близка к верхней границе множе-
ства значений оценок интенсивности. Теперь разбие-
ние событий на группы, аналогичное описанному, 
проводилось по различным интервалам [λ/, λ//] в пра-
вой части множества значений оценок интенсивно-
сти потока. Здесь окончательный результат относил-
ся к интервалу [70, 76] и приведен в табл. 5. 
 

Т а б л и ц а 5 
 

Но-
мер 
груп
пы 

Чис-
ло 

собы
тий 

Началь
ное 
собы-
тие 

Ко-
нечное 
собы-
тие 

Ср. оценка 
интенсивн

ости 

Оцен-
ка по 
группе

1 
2 

81 
6 

110 
23 

200 
28 

74,685 
80,966 

70,247 
88,190 

 
Трехмерное изображение матрицы D оценок ин-

тенсивности потока после удаления из нее всех 
ложных оценок (шума) представлено на рис. 3. 

Рис. 3. Очищенная матрица D 
оценок интенсивности потока событий 

 

Сравнивая табл. 4 и 5, видим, что все события оказа-
лись распределенными по состояниям. Это позволяет 
утверждать, что исследуемый поток есть МС-поток с 
двумя состояниями. Однако некоторые события оказа-
лись отнесенными как к 1-му, так и ко 2-му состояниям. 
На рис. 4 эти «спорные» участки отмечены черными 
прямоугольниками. Надо принять решение об отнесении 
этих «спорных» участков к тому или иному состоянию.  

 
Рис. 4. Результирующее распределение 

событий по состояниям 
 

В качестве критериев, которыми необходимо ру-
ководствоваться в этой ситуации, естественно ис-
пользовать оценки интенсивностей. В табл. 6 при-
ведены основные характеристики групп событий, 
составляющих «спорные» участки. 
 

Т а б л и ц а 6 
 

Но-
мер 
груп
пы 

Чис-
ло 

собы
тий 

Началь
ное 
собы-
тие 

Ко-
нечное 
собы-
тие 

Ср. 
оценка 
интен-
сивности

Оцен-
ка по 
группе

1 
2 
3 

6 
6 
12 

23 
110 
180 

28 
115 
191 

80,966 
60,502 
25,576 

88,190 
64,410 
30,672 

 
Из табл. 6 видно, что участки 23–28, 110–115 

следует отнести ко 2-му, а 180–191 – к 1-му состоя-
нию. Окончательно полученное распределение со-
бытий по состояниям приведено в табл. 7. 
 

Т а б л и ц а 7 
 

События Со-
стояние 

Ср. оценка ин-
тенсивности 

1–22 
23–28 
29–109 

110–179 
180–191 
192–200 

1 
2 
1 
2 
1 
2 

21,281 
80,966 
20,978 
80,118 
25,576 

114,946 
 

Результирующие оценки интенсивности МС-по-
тока (их средние значения по участкам стационарно-
сти) равны:  Рассмотренный 
пример показал, что: 

.87,83€ ,58,21€
21 =λ=λ

а) количество состояний определено точно; 
б) оценки интенсивности наступления событий для 

обоих состояний близки к истинным значениям ин-
тенсивности модельного потока; 

в) число интервалов стационарности потока отли-
чается от истинного на 1; 

г) число событий, отнесенных не к «своему» ин-
тервалу, составляет 10 из 200. 
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В предложенном алгоритме не используется никакой 
информации о распознаваемом потоке, кроме времен на-
ступления событий. При усовершенствовании процеду-
ры принятия решений этот алгоритм позволит распозна-
вать МС-потоки с различным числом состояний; оцени-

вать их интенсивности и длительности нахождения по-
тока в каждом интервале стационарности, что при боль-
шем числе событий, нежели в приведенном примере, 
поможет оценить интенсивности перехода из одного 
состояния в другое. 
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