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слово Ю БИ ЛЯРА

Многоуважаемые читатели!
' Перед вами сборник научных статей, посвященный мне в связи с 

моим 70-летнем.
Невозможно придумать более приятный подарок ко дню рождения 

человека, вовлеченного в научную и педагогическую деятельность. Один 
мой коллега, профессор М. Хупер (М. Hooper) из Глазго, написал мне,

; что хотя ему нечего представить в этот сборник в связи с его специфи
чески обуженной тематической нгіправленностью, сама идея его посвя
щения моему юбилею чрезвычайно привлекательна. И я с ним согласен. 
Выражаю глубокую признательность моим друзьям, коллегам, сотруд
никам, по инициативе и трудами которьпс появилось данное издание. 
Особая благодарность профессору Ю.Г. Дмитриеву, заведующему ка
федрой теоретической кибернетики Томского государственного универ
ситета, организовавщему все это мероприятие.

Но все-таки основное значение и смысл данного сборника не в его 
связанности с моим юбилеем, а в том, что он продолжает многолетнюю 
(более 30 лет) традицию сибирских статистиков. С 1972 г., а затем ре
гулярно, через каждые 2-3 года, проводится школа-семинар (конферен
ция, симпозиум) по непараметрическим и робастным статистическим 
методам и их приложениям. Долгое время это мероприятие называлось 
"Всесоюзная школа-семинар по ...", так как по тогдашним правилам 
только школе-семинару дозволялось длиться более трех дней. Мы про
водили наши встречи в загородных домах отдыха, и это позволяло не 
только вести продуктивные научные дискуссии, но и общаться в при
ятной неформальной обстановке, использовать разнообразные виды от
дыха.

География представительства участников охватывала всю страну 
(поэтому после 1991 г. мы стали называться не Всесоюзной, а Между
народной конференцией), но проводили встречи неизменно в сибирских 
краях: Томске, Красноярске, Иркутске, Шушенском, Дивногорске, Же
лезногорске... Оргкомитет постоянно возглавляли я и проф. А.В. Мед
ведев из Красноярска. Наши встречи именовались школой-семинаром 
не только по упомянутой выше организационной причине. Хотя в них 
нередко принимали участие видные корифеи (Ю.И. Алимов, Б.Р. Ле
вин, Г.А. Медведев, Ю.И. Неймарк, Р.З. Хасьминский, Я.З. Цыпкин и 
др.), все это было адресовало научной молодежи. Теперь уже многие 
участники школы сами стали солидными учеными, заработали между
народный авторитет.



Ф. Тарасенко

По известным причинам в последние годы стало сложнее собирать
ся в прежнем составе, и интервалы между встречами удлинились. На
деюсь, вскоре состоится наша следующая очная встреча, а пока мне 
кажется удачной идея поддержания традиции путем проведения оче
редной конференции в виртуальной форме. Результатом воплощения 
этой идеи и является настоящий сборник; надеюсь, читатели оценят 
его высокий научный уровень.

В расчете на то, что сборник будут читать многие, хочу сказать 
несколько слов о его содержании. Сравнительно недавно возникшие и 
продолжающие бурно развиваться разделы статистики -  непараметри
ческие и робастные методы -  являются ответом на потребности поль
зователей статистической обработки данных. Дело в том, что требова
ния к точности и надежности выводов возрастают не только в “точ
ных” естественных науках, но и в традиционно “качественных”, гума
нитарных. Это резко расширяет число пользователей методов матема
тической статистики. При этом круг возникающих задач расширяется 
настолько, что он выходит за пределы множества задач классической 
статистики. Дело в том, что любая статистическая процедура основа
на на определенных предположениях о природе обрабатываемых дан
ных. Большинство классических методов построено в предположении 
об известности распределения обрабатьшаемых наблюдений (обычно -  
нормального), их статистической независимости и т. д. Во многих прак
тических задачах данные не отвечают таким предположениям и исполь
зование алгоритмов, основанных на неверных посьшках, дает выводы 
гораздо худшего качества, чем ожидалось. В попытках исправить тгікое 
положение и возникли непараметрические и робастные методы.

Непараметрическая статистика принципиально отказывается от из
вестности функции распределения, ограничиваясь доступными сведе
ниями о ее непрерывности или дискретности, симметричности, облада
нии какими-то моментами и т.п. Удивительно, что иногда непарамет
рические процедуры мало отличаются от параметрических по качеству 
решений.

Робастная ветвь статистики несколько более консервативна: в ней 
считается, что истинное распределение находится в окрестности неко
торого известного, и синтезируются алгоритмы, менее чувствительные 
к отклонениям истинного распределения от предполагаемого, нежели 
параметрические, -  ценой некоторого снижения качества на точном рас
пределении и ограничения окрестности с гарантированным качеством.

Эти ветви анализа данных и были неизменным центром внимания 
сибирских специалистов в прикладной статистике, а три десятилетия



слово ЮБИЛЯРА

школы-семинара являются проявлением признания нашей принадлеж
ности к числу лидеров в этой области. Публикация данного сборника 
пусть косвенно, но подтверждает это еще раз.

В заключение чересчур, быть может, пространного предисловия, и 
пользуясь привилегией юбиляра, скажу несколько слов о себе. Грех мне 
жаловаться на пролетевшие годы. Я уже дгівно перевалил за среднюю 
продолжительность жизни россиянина, а статистика еще утверждает, 
что чем дольше человек живет, тем больше вероятность ему дожить до 
ста лет. Так что каждому следующему году можно только радоваться. 
И в прошедшие годы мне, в основном, везло. (Иногда я даже думаю, 
что в именах есть некий судьбоносный смысл; Феликс по латьши зна
чит “счсістливый”, -  стучу по дереву.) Мне повезло учиться и работать 
в Томском госуниверситете -  одном из лучших университетов мира. Я 
оказался в числе основателей и лидеров томской кибернетической шко
лы. Научная и педагогическая деятельность позволила мне побьшать в 
пятнадцати странах (с особым удовольствием вспоминаю почти двух
летнее преподавание в Дар-эс-Салаамском университете -  в качестве 
эксперта ЮНЕСКО. Могу похвастать восхождением на Килиманджа
ро). Почти полторы сотни научных публикаций; несколько книг; более 
трех десятков кандидатов наук, некоторые из них стали докторами и 
добились ббльших научных успехов, чем я. Три сьша и дочь, семь вну
ков, любимая и любящая жена; добрые друзья; дом, построенный в де
ревне собственноручно. Замечательный дружный коллектив, в котором 
я продолжаю работать. Что еще нужно для счгютья?!

Еще раз сердечно блгігодарю всех, принявших участие в создании 
данного сборника и согласившихся посвятить его мне.

Ф. Тарасенко



I. Непараметрические методы

В.А. Васильев

Об оценивании распределения шумов 
управляемого процесса авторегрессии

Решаіется задача оценивания статистических хараіктеристик рас
пределения шумов управляемого прюцесса авторюгрессии первого по
рядка с неизвестным паргліетром динамики. Рассматриваются квадра
тичные критерии качества зчіравления, оптимизирующие скорость ми
нимизации дисперсии объекта. Результаты могут быть использованы, 
в частности, при построении законов управления для более сильных 
критериев качества.

1. Введение

В последнее время достигнут значительный прогресс в построении 
регуляторов с обратной связью для стохастических систем с неизвест
ными параметрами. Процедуры адаптивного управления предполагают 
использование различных методов оценивания неизвестных параметров 
объекта. Обычно используются такие методы, как метод наименьших 
квадратов (МНК), метод стохастической аппроксимации (MCA), метод 
максимального пргшдоподобия (ММП) и др. Наиболее удобным с прак
тической точки зрения является МНК, поскольку он не требует апри
орной информации о параметрах системы и распределении ее шумов. 
В то же время MCA и ММП могут давать оценки с более сильными 
статистическими свойствами, но при этом требуют знания либо самого 
распределения помех объекта, либо функционалов от него.

Использование того или иного метода оценивания параметров на
блюдаемого процесса тесно связано с выбором функционала качества 
при формировании закона адаптивного управления. Как правило, функ
ционал качества строится на основе квадратичной метрики, вследствие 
чего решается задача минимизации дисперсии объекта. При этом в адап
тивной постановке возможна только асимптотическая минимизация с 
различной скоростью сходимости. Наиболее сильный критерий каче
ства, дающий оптимальную скорость сходимости дисперсии авторегрес
сионного объекта и оценок его параметров динамики, представлен в 
работе [1]. Закон адаптивного управления в [1] строился на основе оце
нок МС.\ параметров процесса, что потребовало знания дисперсии его
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шумов и логарифмической производной их распределения. При этом 
видно, что одновременнсія адаптация управления к неизвестным пара
метрам и характеристикам шумов приводит к весьма сложной для ана
литического исследования задаче. Поэтому вполне естественно пред
варительно решить задачу оценивания характеристик шумов объекта и 
использовать эти оценки в алгоритме оптимального упргшления [1]. Эта 
задача может быть решена только при использовании какого-то друго
го управления, не зависящего от неизвестных характеристик. При этом 
желательно, чтобы критерий качества не бьш бы сильно ослаблен и 
позволял решать по смыслу ту же задачу. Закон управления с такими 
свойствами был предложен в работе [2], где рассмотрены два различ
ных критерия качества, которые так же, как и в [1], учитывают скорость 
сходимости дисперсии авторегрессионного объекта, однако в несколько 
более слабом смысле. В [2] показано, что построенный закон управления 
является оптимальным в широком классе управляющих воздействий 
и распределений щумов процесса. При построении закона управления 
использовались последовательные оценки наименьших квадратов пара
метра динамики объекта.

Оценки МНК неизвестных регрессионных параметров при постро
ении закона управления использовались также в [3], где рассмотрен 
квадратический критерий, учитывающий скорость потраекторного сбли
жения объекта и его шума.

Другие известные результаты в области адаптивного управления ли
нейными стохастическими системами не учитьшают, как правило, ско
рость сходимости основных характеристик объекта к своему оптимуму 
(см., например, [4] и библиографию к [3] и [4]).

В данной работе рассматривается задача непараметрического оце
нивания ряда статистических характеристик шумов процесса авторе
грессии первого порядка с управлением и неизвестным параметром ди
намики. При этом предполагается, что управление строится согласно 
процедуре, предложенной в [2], что позволяет, с одной стороны, решать 
самостоятельную задачу адаптивного управления в смысле критериев 
ргіботы [2] и в то же время дает принципиальную возможность опти
мального управления объектом в смысле более сильного критерия ра
боты [1].

Использование непараметрического подхода при решении статисти
ческих задач позволяет, как известно из [5], получать статистические 
выводы при низком уровне априорной информации о неизвестном рас
пределении и решать реальные практические задачи.
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Непараметрические оценки, рассматриваемые в данной работе, стро

ятся по существенно зависимой выборке, но, тем не менее, сохраняют 
асимптотические свойства классических оценок.

2. Постановка задачи. Построение оптимального управления

Рассмотрим линейный случайный процесс, удовлетворяющий ургш- 
нению

Хп — АХті_х -|- Ufi ^rij ^  ^  Ij (1)
где X = {х„}, и = {wn} и ^ = {^„} -  выходная, входная и щумовая 
последовательности соответственно; хо = 0; А -  неизвестный параметр, 
такой, что |А| < L; 0 < L < оо -  известная постоянная. Шум ^ представ
ляет собой процесс независимых одинаково распределенных случайных 
величин (н.о.р.с.в.) с неизвестной функцией распределения F(-) и неиз
вестной дисперсией

Задача состоит в построении и исследовании асимптотических свой
ств непараметрических оценок распределения F( ) и его статистических 
характеристик.

В дальнейшем будет рассмотрена управляющая последовательность 
и, которая минимизирует критерии вида

Л (и ,Р ) =  sup Jim V  М(х„ -  ^„)2;р  N—>оо1ПіѴ '
П = 1

____ I
’Р) = sup Jim — Y '  пМ{хп -  C„) .̂

( 2)

(3)
П=1

Здесь V -  класс функций распределения шумов F{-), для опреде
ления которого нам потребуются следующие предположения на шумы

і4і) ^ -  последовательность н.о.р.с.в. с Е^і = 0, = (7̂ , < оо
для некоторого m > 1;

А2) ^1 имеет симметричную плотность /(х) =  / ( - х ) ,  невозрастаю
щую на [о, -І-оо);

•^з) f i ^)  абсолютно непрерывна и
ОО

а д = /
[f i t )?

т
dt < 00.

Ргюсмотрим следующие классы распределений шумов
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-  Ѵгп -  класс ргіспределений шумов, удовлетворяющих А\)\
-  = П ^ т  ;

т> 1
-  Ѵтп -  класс распределений шумов, удовлетворяющих Лі), Л2);
-  Ѵоо -  подклгісс распределений из Poo, удовлетворяющих Л2), Аз). 
Введем класс допустимых управляющих воздействий.

Определение 1. Будем говорить, что управляющая последователь
ность U = {д„} допустима, если

1) для всех п = 1 ,2 ,... существует некоторый полином Рп{^), такой, 
что |и„| < рп(||а:"||), т" = (ті, Х2,- • • ,а;„), || • || ~ евклидова норма;

2) lim М х^  = сг̂ .
п—»оо

Обозначим через U класс всех допустимых управляющих последова
тельностей. Принимая во внимание квадратический тип критериев (2), 
(3), естественно рассматривать линейное управление вида

(4)

где
а;  =  pгoj[_ ,̂д,)Л•(A: -  1), т(к - I )  < п  < т{к), к > 1 ,  (5)

A*(fc) =

т(к)
X) а{п,к)хп-і{Хп ~ К - і )

n=l_______________________
r(fe)

a(n,fc)a:2_i
n=l

r ( f c )

n=l
t

т{к) = inf{t > 1 : > k‘f’}, V? > 0,
n=l

r(fe)-l

^  { a!: n = l \k),  -  E  I /^rik)-v
i= l

Можно показать, что управление и* = {и*} допустимо, то есть 
и* € и ,  если распределение F( ) помех входит в класс Ѵ2-

Теорема 1. Рассмотрим систему (1) при F  G Р 2, п пусть закон 
управления и* определен в (4), (5) при ір > А. Тогда

1) J i(a ’ ,p2) = i2(u*,p2)=cr2;
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2) управление и* оптимально в классе U в смысле критериев (2), 

(3) при F  € Ѵоо, то есть

Л(и*,’Роо) = infЗкіщ'Роо) = к = 1,2;

3) при F  G Ѵт для некоторого т  > 2 последовательность оценог
(5) параметра А и управляемый процесс (1) удовлетворяют предель 
ным соотношениям:

a) lim п'̂ 'ІАп — Л| = О a.s.;п—»оо

b) lim п'^\хп -  п̂1 = О a.s.,п—»оо
где 7  = 0, если m = 2 и j  < 1/2 — 1/m, если ш > 2;

N
c) ^  п*т'М|х„ -  = 0(1), N  -ю о ,

■Р„ „=1
где 2 < S < 3, если т = 2 и s = т, если т  > 2.

Теорема 1 показывает, что управление и* оптимизирует функциона
лы (2) и (3) как в широком клаосе распределений шумов объекта, так ѵ 
в классе допустимых управлений. При этом найдены скорость сходимо
сти оценок параметра динамики и скорость потраекторного сближениі 
объекта управления и его шумового процесса. Равенство с) в третьей 
утверждении теоремы 1 устангівливает скорость сходимости тахже ѵ 
для моментов отклонений реализации наблюдаемого процесса от помех

3. Непараметрическое оценивание распределения помех
объекта

Из теоремы 1 видно, что построенный алгоритм управления обеспе 
чивает асимптотические свойства процесса х, достаточные для решенш 
целого класса задач по непараметрическому оцениванию распределениі 
шумов ^ объекта х, а также основных характеристик этого распределе 
ния (см. [6-11]).

В качестве примера рассмотрим непараметрические оценки диспер 
сии <7̂  помех 4 процесса (1) и оценки логарифмической производно} 
плотности /(-) их распределения. Эти характеристики необходимы дл5 
построения неулучшаемого по скорости сходимости алгоритма опти 
мального управления, предложенного Немировским и Цыпкиным [1].

Заметим, что вследствие асимптотической близости наблюдаемой 
процесса х и шумового процесса ^ при использовании упргівления и'
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величины являются естественными оценками шумов и оценка 
дисперсии (7̂  может быть построена по наблюдениям х (см. [6]):

— - Еп ^ х і, тг>1, (6)
fc=i

непараметрическая оценка логарифмической производной 

T{t) =  плотности f{t) распределения помех ^ имеет вид (см. [И])
т

Tn{t) =
Tn{t)

(1 + <5„|Г„(0И)"’
(7)

где T„{t) = f ' {t ) / f{t )  -  оценка подстановки, S — {5п}п>і -  вспомога
тельная последовательность положительных чисел, постоянные р и q 
удовлетворяют соотношениям рд > I, р > О, д > 0. Здесь в качестве 
f '{t) и f{t) используются непараметрические оценки производной f'{t) 
и плотности f{t) вида

где K{z) -  ядерная функция, h = {/i„}n>i -  некоторая последователь
ность положительных чисел, а  = 0; 1.

Как показано в работе [11], такая структура оценки отношения T{t) 
позволяет избежать неограниченного роста оценки и ее характеристик 
вследствие возможной близости к нулю знаменателя.

Дадим вспомогательные определения.
Определение 2. Плотность распределения f{t) принадлежит Л7, если 

sup/(f) < С, функция /(f) непрерывна вместе с производной порядка
t

ц + 1 включительно на п > 2, причем производная порядка ц + 1 
удовлетворяет условию Липшица с показателем 0 < д < 1.

Обозначим Н  как множество монотонно убывающих последователь
ностей h = {/in}n>i положительных чисел, таких, что

lim {h„ -Н {nh^)~^) =  0.n—»оо

Определение 3. Для некоторого четного и > 2  ядро K{z) принадле
жит Ек, если K{z) -  финитная, непрерывно дифференцируемая функ
ция:

K{z) = А '(-г), J \z\‘' \K{z)\dz < оо,
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J  K {z )d z  =  1, У  z^ K {z)d z  =  О, У  z ‘'K { z )d z  ^ 0 ,  j  =  1, і/ — I.

Сформулируем теоремы, отражающие свойства оценок (6) и (7).

Теорема 2. Пусть процесс авторегрессии {а:п}і задаваемый урав
нением (1), устойчив, M xq < со, а шумы {$„} имеют распределение 
F{-) G V4 и образуют последовательность независимых одинаково рас
пределенных случайных величин. Тогда оценки Sn дисперсии задан
ные формулой (6), при п —» оо обладают свойством равномерной схо
димости в среднеквадратическом смысле:

sup |пМл(5„
L уЬ\

0 ( 1 ).

Обозначим

D = r \ t )  У  [K'{z)]^dz, и; =  l / -2 ( i) /( -+ i) ( t)  у  z ‘'K[z)dz.

Теорема 3. Пусть процесс авторегрессии {хп}, задаваемый уравне
нием (1), устойчив, < оо, а шумы {^„} имеют распределение
F{-) € Ѵці^+і) и образуют последовательность независимых одинако
во распределенных случайных величин. Пусть, кроме того, плотность 
f{t) € Af, > 2, h е Н и ядро К  € Тогда для оценки Г„, опре
деленной в (7) при q > А и 5п = 0 {h'^ + (nh^)~^), главная часть ее 
среднеквадратического отклонения определяется равенством

Ае
sup |Ма[Т„(і ) -  Г(^)]^ -
3-L,L] '

т р
nhl — wh.2v =o{h?: + {nhi)-^).

Проблемы оценивания характеристик распределения помех авторе
грессии без управления рассматривались в работах [6] и [12]. При этом в
[6] предложены оценки функции распределения, функционалов от него 
и производных плотности этого распределения г заданным среднеквад
ратическим качеством, а в работе [12] исследованы асимптотические 
оценки функционалов интегрального типа.
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С.Э. Воробейников, Т.В. Кабанова
Об обнаружении момента изменения среднего 

случайной последовательности ^

Рассматривается задача обнаружения момента изменения среднего 
в последовательности независимых случайных величин с неизвестной 
функцией распределения. Предлагается последовательная процедура, 
позволяющая обнаруживать как увеличение, так и уменьшение сред
него. Находятся характеристики процедуры, и устанавливается ее оп
тимальность.

* Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле
дований, грант РФФИ-ДФГ е 02-01-04001
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1. Введение

В прикладных задачах, связанных с обработкой экспериментальных 
данных, часто возникает необходимость обнаруживать моменты изме
нения свойств наблюдаемых процессов (моменты разладки). В случае, 
когда необходимо обнаружить момент разладки как можно быстрее, 
применяются последовательные алгоритмы. Достаточно хорошо изу
ченной является задача обнаружения изменения функции распределе
ния в последовательности независимых случайных величин в предпо
ложении, что известны начальная и конечная модели процесса [1-3]. 
Лорденом [3] было установлено, что оптимальной в классе последова
тельных процедур обнаружения (в смысле минимума среднего времени 
запаздывания при задалном среднем времени между ложными трево
гами) является алгоритм кумулятивных сумм (АКС), предложенный 
Пейджем и представляющий собой многократно возобновляемую после
довательную процедуру Вальда классификации двух простых гипотез.

В последнее время рассматриваются более сложные ситуации, когда 
распределение наблюдений до или(и) после момента разладки неизвест
ны. В [4, 5] установлены асимптотические соотношения, связывающие 
время запаздывания в обнаружении разладки и среднее время между 
ложными тревогами. В [6] была предложена последовательная непа
раметрическая процедура обнаружения увеличения среднего значения 
наблюдений, для которой найдены основные характеристики.

В данной работе на основе результатов [6] предлагается новая про
цедура, позволяющая обнаруживать как увеличение, так и уменьшение 
среднего в наблюдениях. Получены формулы для определения среднего 
времени между ложными тревогами и среднего времени запаздывания 
в обнаружении разладки. При построении процедуры используется ме
тод обнаружения разладки в многоканальной системе, предложенный в
[7].

2, Постановка задачи. Построение процедуры обнаружения и 
исследование ее свойств

Пусть наблюдается последовательность независимых случайных ве
личин {Аі} с неизвестной функцией распределения F(x). В момент раз
ладки Ѳ происходит изменение среднего значения наблюдений на неиз
вестную величину а. Требуется по наблюдениям {Aj} обнаружить мо
мент разладки Ѳ.

В [6] было предложено для обнаружения момента увеличения сред
него в наблюдениях (а > 0) использовать АКС на основе величин уі =



Об обнаружении момента изменения среднего 17

sign(xi —  к >  1. Для любого распределения наблюдений X j  стати
стики уі имеют нулевое среднее, если і < Ѳ или і — к > Ѳ. Для і < Ѳ < і + к  
среднее значение Уі положительно. Таким образом, среднее значение по
следовательности Уі отличсіется от нуля только на интервале длины к.

Основными характеристиками для последовательных процедур об
наружения являются среднее время между соседними моментами лож
ных тревог То и среднее время запаздывания в обнаружении разладки 
Ti. При этом для оптимальных процедур величина Т\ растет логариф
мически с ростом То- Для выполнения такого соотношения необходимо, 
чтобы среднее значение слагаемых в АКС до разладки было отрица
тельным, а после разладки -  положительным.

Так как среднее значение Уі равно нулю до момента разладки, будем 
из каждого слагаемого вычитать некоторую положительную величину 
6. Эта величина определяет чувствительность процедуры к изменению 
среднего. Уменьшение 6 позволяет обнаруживать более слабые измене
ния. Значение S будем выбирать рациональным, чтобы упростить рас
чет характеристик процедуры.

Определим последовательность случайных величин Zj = Іуі — т. 
Здесь m и / -  натуральные числа, причем т < I. Величины Zj могут 
принимать значения п и {—N),  где п = I — т, N  = I + т. Среднее 
значение этих величин до и после разладки определяется равенствами

Mo{zi} =  - m < 0 ,  Ml{zi} =  -  m.

Mo обозначает усреднение по распределению F{x), а Мі -  по распреде
лению F{x  -  а). К величинам Zj применяется алгоритм кумулятивных 
сумм

Si = max{N,  Zj + 5і_ і ), Sq = N.  (1)

Решение о наличии разладки принимается, если кумулятивная сумма 
Si достигнет целочисленного порога h >  N.

В случае, когда параметр сдвига а меньше нуля (это соответству
ет уменьшению среднего значения наблюдений после разладки), про
цедуру обнаружения можно построить аналогичным образом, заменяя 
величины Хі на — х .̂

В общем случае параметр сдвига а может быть как положительным, 
так и отрицательным. Одновременное использование двух АКС, один из 
которых ориентирован на обнаружение увеличения среднего, а другой -  
на уменьшение, приводит к значительным трудностям при нахождении 
характеристик. Предлагается процедура, в которой два АКС применя
ются поочередно. Переход от одного из них к другому происходит в
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моменты времени, когда соответствующая кумулятивная сумма дости
гает крайних значений: N  или h. Такой подход использовался ранее в 
[7] при решении задачи поиска сигнала в многоканальной системе.

Рассмотрим два АКС для обнаружения положительного и отрица
тельного сдвигов. Для первого из них в качестве входной последова
тельности будем использовать последовательность статистик z? = lx 
xsign(xi — Xi-k) — m,  для другого zf = Zsign(ii_fc — Xi) -  m. Процеду
ру кумулятивных сумм (1) будем применять к последовательностям z^, 
изменяя номер j  последовательности z^ в определенные ниже моменты 
времени.

Будем считать последовательность, в которой после разладки сред
нее значение наблюдений увеличивается, первой, а последовательность, 
в которой среднее уменьшается, -  второй. Обозначим через Zj статисти
ки zf, используемые в текущий момент времени і в АКС; Ро -  распре
деление величин Zi до момента разладки, а через Р\ и Р2 -  распреде
ления этих величин после разладки соответственно в первой и второй 
последовательностях. Тогда до момента разладки для обеих последова
тельностей распределения Zj одинаковы:

Po{zi =  п) =  Po(zj - - N )  =  1/2.

После разладки распределения Zi изменяются:

Pi{zi = п) = P2{zi =  - N )  = р;
P i{z i = - N )  =  P2{ z i = n )  =  q, p > l t 2 .

Если в текущий момент времени і кумулятивная сумма Si достигает 
верхнего порога h, то принимается решение о наличии разладки. Если 
сумма Si становится меньше N,  то ее значение полагается равным N  и 
величины Zi выбираются далее из другой последовательности.

Перейдем к исследованию свойств процедуры обнаружения. Обозна
чим:
^o(j) -  среднее число шагов, оставшихся для принятия решения о на
личии разладки, если текущее значение Si = j  и разладка еще не про
изошла;
PiiJ) -  среднее число шагов, оставшихся для принятия решения о на
личии разладки, если разладка произошла, текущее значение Si = j  и 
наблюдается первая последовательность;
^2(j) -  среднее число шагов, оставшихся для принятия решения о на
личии разладки, если разладка произошла, текущее значение Si = j  и 
наблюдается вторая последовательность.
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Тогда среднее время между ложными тревогами Т равно

T=To{N),

а запаздывания для первой и второй последовательностей -  

Гі=Гі(ІѴ ), T2 = T2{N).

Величины Tk{j), к = 0 , 1,2, находятся из уравнений

ToU) = 1 + \т ои + п) + ІТо(у -  N);

Tiij) = 1 + pT i(j + n) + qTi{j -  N)-, 
Щз)  = 1 + qT2{j + n) + PT2U -  N)

( 2)

c граничными условиями

To(fc) =  0, k = h,h + n - l ;  To{k)=ToiN),  k = 0 , N - l ;
Ti(k) = 0, к ^  h ,h+ n-l-, Ti{k) = D{N) +Ti{N),  k = 0,N-l - ,  (3)

T2{k) = Ti{N), k = 0, N - l ,  k = h,h + n - l .

Здесь D{j) -  среднее время до окончания наблюдения второй последо
вательности, если текущее значение Si равно j. Эта величина находится 
из уравнения

D{j) = 1+ qD{j -Ь n) -t- pD{j -  N)

c нулевыми граничными условиями. Общее решение для D{j) имеет вид

1
D{j) = Boj + Віи{+... +BN+nJ4i+n̂  -Во ==

где Ui -  корни характеристического полинома

Np — nq ’

Р 2 ( і / )= 9 И + " - і /^ + р .

Решения уравнений (2) определяются формулами 

TqU) = Coj + C i\ \  -Ь ... -Ь Со = -j-

Т\{з) — Aqj -Ь А \р\ -f ... + -̂ 0 =

T2U) = Boj + Ьііу{ + ... + bfs/+ni4/+n’
Nq — Np ’

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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где Хі и рі -  соответственно корни полиномов

Ро(А) = Л^+" -  2Л^ + 1, Р г { р ) = р р ^ + ^ - р ^ +  д. (9)

Получим асимптотически точные (при h —» оо) формулы для Tq{N), 
Ti{N)  и T2{N).

Величина To{N), определяемая соотношением (2), зависит от корней 
Аі полинома Ро{Х). В [6] с использованием теоремы Руше было уста
новлено, что Ро(А) имеет только два положительных корня Аі = 1 и 
Aw+i = А > 1, а остальные корни Aj лежат в областях

lAjtl<l, k^ 2 , N- ,  |Afc|>A, k = N  + 2 ,N + n. ( 10)

При этом все корни Ро(А) являются простыми. Величины Сі в (6) на
ходятся из граничных условий (3):

T=To(N)  = Co

N+n

^  1 

fc= 2

И̂ а(2,ЛГ;1,А:)
Afc И̂ а(2,ЛГ)

1 И̂ а(Л̂  +  2,ІѴ-|-п;1;А:)

k=N+2 Afc И̂ л( ^  + 2,ЛГ4-п)
- h

+С
N

( 1 _ Л ' * ) - ( 1 - А ) 5 ^  — 1 Wx{2,N;N + 2,k)

fc= 2 Afc Wx(2,N)

+

+ +  o ( l ) ,

где

C =  Т Г

Со
■ ^ l - X ^ W ^ { 2 , N - , l , k )  

к ^ 2 І - ^ к  W^{2,N)

( 1 - А ^ ) -
l - X j ^ W k { 2 , N - , N  +  l ,k)

 ̂ ' f c=2l -Afc Жл(2,ІѴ)

■f

Здесь через Wx{i,j) и Wx{i , j ,m,k)  обозначены определители Вандер
монда, состгівленные из элементов

V^x{i,r,m,k) = W{xi,.. .,Xk-i:Xjn,Xk+i,--,Xj)-

При нахождении Ti{N), T2{N) и D{N)  используется тот факт, что 
корни іУі и рі полиномов РгС*̂ ) и Рі{р), определенных соотношениями
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(5) и (9), расположены следующим образом: і/і = 1, і^л/+і = i' > 1,

< 1, k =  2,N]  \vk\>^' ,  fc = TV + 2, TV +  n; 
/І1 = 1, m u N + i = p < \ ,  l/ifcl < Д, fc = 2, TV;

( 11) 
( 12)

|/ifc| > 1, Tc = TV + 2, TV +  n.

Учитывая (4), (7) и (8) и решая систему (3) для определения неиз
вестных постоянных, получаем

D = D{N) = Во 

Т =  Ті(0) =  -Ло

к=2
N-\-n

г :

Uk W,{2,N)

1 W^(TV-|-2,TV-t-n;l,A:)

+ о(1); (13)

k=N+2 Рк W^{N + 2 , N + n)
N 1 iy^2,TV;l,fc)

+A

k=2
N . ,h

+

1 - ( 1 - Д ) Е т

Pk W^{2,N)

1 -  РІ W^ { 2 , N; N+l , k )

k=2 Pk W^{2,N)
+ o(l), (14)

где

D -|- Ао А і - м £ ^ а д Т Ѵ ; 1 , А : ) 1
W^{2,N)

( 1 - Д ^ ) - , , ^ 1 - д Г  1^Д2,ТѴ;ТѴ-Ы,А:)'
T + o ( l ) -  (15)

Величины 7'i(TV) и 7г(^) определяются равенствами

Гі = T i { N ) = T - D ,
Г2 =  Г2(ТѴ) =  Ti(TV) +  D  =  Г .

(16)

Таким образом, среднее время между ложными тревогами Т  растет 
экспоненциально при /г —> оо, а Ті и Тг — линейно по h:

Т  — Ь\ \ ^  -Ь L^h -|- Ьз о(і);
Ті = ТѴ/И-TVi+о(1);
Тз = Kh + K 2 +o{l).

(17)

Процедуры обнаружения, обладающие такими свойствами, принято 
называть [4] оптимальными.



22 Ю.Г. Дмитриев, Ж.Н. Зенкова

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Раде E.S. Continuous inspection schemes / /  Biometrika. 1954. No. 1. P. 141- 
145.

2. Ширяев A.H. Статистический последовательный анализ. М.; Наука, 1976.
3. Lorden G. Procedures for reacting to a change in distribution / /  Annals Math. 

Statistics. 1971. Vol. 42. No. 6. P. 1897-1908.
4. Дарховский Б.С., Бродский Б.Е. Непараметрический метод скорейшего 

обнаружения изменения среднего случайной последовательности / /  Тео
рия вероятностей и ее применение. 1987. Т. 32. JN* 4. С. 703-711.

5. Yabr Б. On the average nm length to false edarm in stu^veillance problems 
which possess an invariance structure / /  Annals Math. Statistics. 1998. Vol. 26. 
No. 3. P. 1198-1214.

6. Воробейииков C. Э. Об обнаружении изменения среднего в последователь
ности случайных величин / /  Автоматика и телемеханика. 1998. .Ѵ« 3. С. 50- 
56.

7. Боробейииков С.Э., Конев Б.Б. Последовательная процедура обнаруже
ния разладки в многокангільной системе / /  Радиоэлектроника. 1990. Т. 35. 
№ 10. С. 2104-2111.

Ю.Г. Дмитриев, Ж.Н. Зенкова
Об оценивании симметричного распределения по 

цензурированной выборке

в  работе рассматривается проблема учета дополнительной инфор- 
мсщии при построении статистических процедур на основе цензурирю- 
ванных данных. Строится оценка функции распределения случайной 
величины с учетом симметрии относительно известного центра а, ис
следуются свойства полученной оценки.

Привлечение дополнительной информации для улучшения качества 
статистических процедур ргіссматривалось в ряде работ [1-6]. Однакс 
сущетвующие методы основгшы на полной выборке. Зачастую данные 
представлены в виде урезанных, цензурированных выборок [8]. Для та
кого класса задач процедуры привлечения априорной информации тре
буют своей разработки.

В данной работе строится модифицированная эмпирическая 
функция распределения (м.э.ф.р.) с учетом априорной информации с 
симметрии функции распределения (ф.р.) относительно известного цен
тра а для цензурированной выборки (ц.в.).
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Здесь исследовалось время наработки до отказа невосстанавлива- 

емого элемента, рассматривались прогрессивно цензурированные вы
борки (п.ц.в.), моменты цензурирования Tj, j  = l ,m, -  неслучайные, 
Го = О, Г„ = Г.

Пусть {X , I) = {(АГі , / і ) , ( Л ’2 , / 2 ) , . . . , ( А ' л̂ , / лг)} -  п .ц .в . объема N, где 
для i — \ , N

О, если Хі -  наработка до отказа,
Іі = { 1, если Хі  -  условная наработка

или наработка до цензурирования.

Пусть нам известно, что F{t), t е  [О, Г], -  ф.р. случайной величи
ны (с.в.) т -  времени наработки до отказа -  является симметричной 
относительно известного центра симметрии а, т. е. F{t) удовлетворяет 
условию

F{t) = 1 -  F(2a - t  + 0 ) , t e  [О, Г]. ( 1)

Здесь а  = Г/2.
Для і = 1, т  введем обозначения:

Гі -  число полных наработок в интервале (Г _ 1 ,Г], го = 0;
Пі -  число условных наработок или наработок до цензурирования в 
интервале (Гі_ і ,Гі], uq = 0;

t - i
Ni = N  -  ^ ( г і  -f Пі) — число не отказавших изделий в момент Г ;

j=o

n :  =  n :_ ,
П і - l  

1 -  Fi_l
Nq = N,  где для j  = l,m

3 s=0 »
F j - u n ; < 0, n ;  >  0, s =  i j  - 1

оценка ф.р. F{t) в точке Г,, Fq = 0.
Тогда эмпирическая ф.р. (э.ф.р.), построенная на основе ц.в., имеет
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вид [8, с. 45]

0.

h_
Ni'-

FN{t)

если t < 0,

если t € (0,Tij, Zi = 0,гі,

+ N2>0,
_ /Ѵ2
Fu N2<0,

если t G (ТьТг], h  = 0,г^,
( 2 )

+  Nrn>0,

Fm-l ,  ^  0,

если t G (Т*у7і_ 1 j Т*у7і], I'm — '̂ n̂

Заметим, что э.ф.р. для полной выборки Fjy(t) может быть пред
ставлена как частный случай формулы (2), если рассмотреть m = 1, 
Тт = +00.

Необходимо построить э.ф.р. с.в. т по п.ц.в. (Х,І) с учетом свойства
(I) .

Допустим, что ц.в. состоит из условных наработок и наработок до 
отказа. М.э.ф.р. Ff!j{t) для выборки (Х,І) определяется формулой [7]

F^it )  + 1 — Fi\i{2a — f + 0)
F m  = (3)

где Ff^(t) -  э.ф.р., построенная по формуле (2). М.э.ф.р. F^{t)  является 
симметричной [2].

Рассмотрим п.ц.в.; построенные по следующей схеме цензурирова
ния: для j  = 1,т  величина rij — случайная и численно равна доле Qj , 
Q < Qj < 1, от числа исправных изделий в конце интервала {Tj_i,Tj].

При данном способе цензурирования Fat (О является несмещенной 
оценкой F{t) [8], поэтому

Рассмотрим дисперсию м.э.ф.р.

D F ^ (t) =  ^ B F ^ i t )  +  jD F N (2 a  -  f +  0 ) -
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1

соѵ Fyv(2a -  t +  0) ).

Здесь cov(^, Г]) -  ковариация двух с.в. ^ и г], -  математическое ожи
дание с.в. -  дисперсия с.в.

Очевидно, что DF^{t) = T>F^{2a — t + 0).
Обозначим

Fmin(0 = min {F(t), F(2q -  t -|- 0)} ; 

Fmax(0 = max {F{t), F{2a -  t -f- 0)} ; 

Fminit) =  min{FN{ t ) ,FN{2a- t  + 0)}-, 

=ma x { F N { t ) , F N { 2 a - t  +  0 ) } . 

Очевидно, что в силу (1)

Fminit) = 1 -  Fmaxit).

Тогда [9]

(4)

?  соѵ iFNit),FM{2a - t  + 0)) = І .-.^ ^ І Вртыіі)  =

F m i n i t )

поэтому
1 -  F m i n i t )  

2 F m i n i t )

F>Fmini t ) ,

jp I D F m i n ( 0  F  aF^Fmaxit)-t*minirj /  4
(5)

В [8] получена следующая формула для дисперсии DFf^it) в точках
Tj, j  = 0,т

p j ^ ^ _ F , ( l - F , )   ̂ ^  ^ F j - F . ) i l - F j ) 9j
N ( 6 )

І=1 N i l - F ) l [ i l - g , )
S=1

Дисперсия Fлг( )̂ возрастает с ростом количества интервалов цензу
рирования. ^ ^

Выразим в формуле (5) DF,nax(0 через DFmin(().
і е ' ^ -

Л/ ' ' 'Ѵ -V 'і \ . 1 . л .*
J -V ; f п ,  "і - ' N _  i-S . г'
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Для простоты рассмотрим случай

=  F k ,  Frrtsix(t) =  F k + j , (7)

где Fk, Fk+j -  м.э.ф.р. в точках Тк и Tk+j соответственно, fc = 0,тп — 1, 
j  > О, к + j  < тп.

Пользуясь тем, что F n  { t )  является несмещенной оценкой э.ф.р. и 
Ni > О для г = 1,ш при данном способе цензурировгшия , получим

DFfc+j = MFk+j -  Fk+j = М + ( l  -  Fk+j-i^ гк+j
N,k + j

-n + y

Используя свойства условного математического ожидания, а также тот 
факт, что с.в. Tk+j имеет биномиальное распределение

=‘ ("‘»пг5й г ) '
получим

'k+j

TiFk+j = + 2М I  ^  I vk+j^, 11  -

+ м | ( і - й + , _ , ) ’ м |

кят?2 1 0 77 Pk-^j — X Л >r ri2 ,МП„_,+

' k + j
' T k +j - l

p2“ k̂+j-

T.K. c.B. Tk+j  имеет биномиальное распределение, то [9]

л/т-2 _  { F k + j  F f c + j _ i ) ( l  F k + j )  д,. , f  F k + j  F k + j - i( Fk+j
\  1 -  Fk+j-\ J

поэтому
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. { ^ k + j  -  F k + j - i ) { l  -  Ffc+j) (1 -  F k + j - i ) ' ^

(l-Ffc+,_i)2 Nk+,
Для достаточно больших N  [8]

1
^ { N k + j \ r k + j - l }

1
fc+j-1

N { l - F k + j - , )  П  { l - 9 s )
S — l

поэтому, пренебрегая слагаемым порядка о (-^ ) , получим
2

N i l - F k + j - i )  П (1-9«)
S=1

Аналогично для s = 0, т  — 1, t G [Ts;Ts+i) можно получить

BFN{ t ) (V т \
Fs )

D F , +
{ F{ t ) - F , ) { l - F { t ) )  

N{1 -  F , ) f [ { l  -  9i)
t=i

Повторив данную процедуру j  — 1 раз, получим

F>Fk+j —
1 - F ;k iV

1 - F k  J
D F k+

1 ~ Fk+j \  {F'k+j-i Fk+j-(i+i)) (1 Fk+j-i)
+  2 ^ A l - F k + j - i .1= 0

fc+j-(t+i)
TV ( l  -  Ffc+j_(i+i)) Д  ( l - 5 s )

S = 1
Подстсшим полученное выражение в формулу (5), учитывеія (4), (6) и (7).

1 /  V>L \  ^ 1 ^ — t  и \ ^
D F ^ (

+

= 3 (' - 1̂ )  = ( 1^ )
{Fk+j-i ~ Fk+j-{i+i)) (1 ~ Fk+j-i)  ̂ _Fk

F k + j - z J  k + j - { i + i )

N  {I -  Fk+,-^i+i)) П
S=1
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[ i - F J  N  ^  1-Ffc î=l N{l -F, ) l [{ l -g , )
S — l

 ̂ { F k + j - i  -  F k + j - { i + l ) )  (1 -  F k + j - г )
k + j - ( i + i )

(i -  •Pfe+j-(i+i)) П
S=1

Рис. 1. Графики функций Fi\i{t) и F{t) 
Ti = 2 ч, Тг = 6 ч.

О, It, t € [0,10] ч, при N  = 50,

Построим м.э.ф.р. на основе ц.в., приведенной в качестве примера в 
[8, с. 48]. Ргк;сматривалась полная выборка объемом N  = 50 наработок 
изделий до отказа из ргшномерного в [0,10] ч распределения, моменты 
цензурирования Ті = 2 ч, Тг = 6 ч. Ц.в. представлена в виде ряда: 
0,5; 0,715; 0,727; 0,842; 1,09; 1,21; 1,31; 1,57; 1,73; 2; 2*(20); 2,32; 3,28; 
3,59; 3,72; 3,83; 4; 4,8; 5; 5,75; 6; 6*(5); 6,36; 6,59; 7,9; 8,9; 9,9. В этом 
ряду звездочкой помечены неполные наработки, а числом в скобках -  
их количество. По формуле (2) строится э.ф.р. (см. рис. 1).

Ргівномерная ф.р. F{t) — 0, It, t € [0,10] ч, является симметричной 
относительно центра а  = 5 ч, поэтому можно использовать формулу
(3) для нсіхождения м.э.ф.р. (см. рис. 2).

Для данного случая (Д = 2 ч, Тг = 6 ч.) приведены графики диспер
сий оценок ф.р. (см. рис. 3). Очевидно, что значения дисперсии э.ф.р., 
построенной по формуле (3), удалось уменьшить путем модификации
э.ф.р.
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Рис. 2. Гргіфики функций F ^ ( t )  и F ( t )  = О, It, t  G [0 ,10] ч, при N  = 50, 
Гі = 2 ч, І2 = 6 ч.

Рис. 3. Графики зависимостей дисперсий э.ф.р. для полной выборки 
(7VDF]y(t)), э.ф.р. для п.ц.в. справа (Л^DFл^(f)) и м.э.ф.р. (NDF^{t)) 
при N  = 50, ді = 92 = 0,5.
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Ю.Г. Дмитриев, Ф.П. Тарасенко

Информационные подходы к непараметрическому 
оцениванию функционалов от распределений ^

Обсуждается проблема применения информационных подходов к 
непараметрическому оцениванию функционалов от распределения при 
априорных условиях на класс допустимых ргіспределений.

'Данная работа опубликована в журнале “Вестник ТГУ”. Приложение У» 6. Сен
тябрь 2003. С. 270-272
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1. Введение

Теория ииформадии настолько тесно связана с теорией вероятно
стей, что в некоторых последних учебниках первая излагается как раз
дел второй [1]. Связь теории информации с математической статисти
кой тоже несомненна, но проявляется в разных формах благодаря раз
нообразию задач статистики (оценивание параметров, проверка гипо
тез, выявление закономерностей, и пр.) и их аспектов (синтез и анализ 
процедур). Применение информационных подходов к проблемам стати
стики оказалось настолько эффективным, что А.Н. Колмогоров четко 
сформулировал мысль о том, что “навыки мысли и аналитический ап
парат теории информации должны, по-видимому, привести к заметной 
перестройке здания математической статистики” [2]. Однако выполне
ние этой программы проходит медленно и еще далеко от завершения.

Можно отметить следующие направления теоретико-информационных 
приложений в статистике.

а) Использование в синтезе индивидуальных информационных мер; 
т.е. построение статистических процедур на основе прямого вычисления 
количества информации, содержащегося в конкретной выборке об ин
тересующей нас характеристике распределения. Например, если прини
мать решения в пользу одного из двух конкурирующих известных рас
пределений на основе разницы между индивидуальными количествами 
информации в выборке о каждой из них, то автоматически получается
[4], что тестовая статистика есть просто логарифм отношения правдо
подобия.

б) Использование усредненных информационных мер при анализе 
качества процедур. Например, оказалось [5], что мощность любого те
ста согласия зависит только от расхождения Кульбака между (приве
денными в [0,1 ]) конкурирующими распределениями, но не от их вида.

Существенным и широко известным прорывом в построении стати
стики на основе информационных мер стала монография С. Кульбака
[3]. Однгіко он ограничился рассмотрением параметрических задач, про
стых гипотез и линейных процедур, так что имеется широкий простор 
для дальнейших продвижений.

Похоже, наиболее кардинальный и продуктивный подход состоит в 
том, чтобы в основу синтеза процедур положить не оптимизацию при
вычных критериев качества (типа среднеквадратических отклонений 
или вероятностей ошибок), а прямое использование информационных 
мер (впоследствии оказывается, что в некоторых конкретных случаях 
порождгіются либо те же оптимальные процедуры, либо асимптотиче
ски эквивалентные, но обычно применяемые в более общих случаях).



32 Ю.Г. Дмитриев, Ф.П. Тарасенко

Приведем некоторые результаты такого подхода к проблеме оценива
ния функционалов от распределения вероятностей.

2. М одифицированные эмпирические распределения и 
информационные статистики

Рассмотрим на измеримом пространстве (А”, В) ргіспределения Р, 
для которых при заданных функциях г/>і,. . . ,  Ѵ’т ,  отображающих X  в 
R, известны значения /?і, . . . ,  /Зт математических ожиданий

= /  Ф]{х)Р{(1х) = Pj, j  = l,m . 
Jx ( 1)

Класс распределений, удовлетворяющих условию (1), обозначим через
■уф
0 ■V t ,  где ■ф = {фі,...,фт), Р = ІРі,---,Рт)-

Рассмотрим информационное расстояние Кульбака-Лейблера

Г dPdKL{P;Q) = J ^ l n — {x)Pidx), (2)

где распределение Р  абсолютно непрерывно относительно Q на{Х,В).  
Формула (2) задает расстояние Кульбака-Лейблера, которое в [3, с. 16] 
называется информационной мерой нгшравленного расхождения.

Пусть X  = {Х і , ...  , X n ) -  выборка объема N  из распределения Р,
N

t=i

-  эмпирическое ргюпределение (э.р.). Здесь Іх{В), В € В -  единичная 
мера, сосредоточенная в точке х. В качестве оценки распределения Р 
при условии Р  G Ѵр возьмем с/кь-проекцию э.р. Р/ѵ в априорный класс
V t  (см. [6]):

N
P^{A) = J 2 Ix AA)-

і-1

ехр{т^ф{Хі)} 

Е  exp{r^V'(A'j)}
j=i

А е В , (3)

где под умножением векторов понимается их скалярное произведение 
^ ■'“n ~  (''’Га/' • • •' ’’’тм) решение системы нелинейных уравнений

л/ г л/
Р = ' £ Ф і ^ г )  ^ 2 ^Хр{т°{ф{Х,)-ф{ХР)}

І=1
(4;
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Таким образом,

сікь(Р^-,Ры)= inf dKL(P;Pw).P€V^

Определим информационные статистики:

dKb{Pti\PN) =  т^/9 -  \пКр^{т^);

сікъ{Рм\Ры) = -'^N J i ’{x)PN{dx) + In К p^{r^);

Ц Р р, Pn ) = t°nJ{I3 -  ^ix))PN{dx),

(5)

(6)

(7)

где Kpf,{T^) = je'^N'l’(^)Pf^((ix). Статистика (5) является мерой направ- 
X

ленного расхождения между распределением Pf,, в котором наряду со 
статистической содержится и априорнгія информгщия, и распределени
ем Pn , содержащим только статистическую информацию, сосредото
ченную в реализовгшшейся выборке. Чем больше значение <ікь(̂ */ѵ; Pn ), 
тем меньше в реализовавшейся выборке X  объема N  информации о при
надлежности Р  классу Ѵ^. С другой стороны, если - О,
то в данной реализаіщи выборки содержится вся информация об апри
орном классе (это означает, что /  Ѵ’̂ Рлг = /3) ■

X
Статистика (6) также является мерой направленного расхождения, 

но с направлением, противоположным (5). Она характеризует количе
ство информации, содержащейся в априорном классе (точнее в рас
пределении РдІ) о выборке X , соответствующей э.р. Рдг.

Статистика (7) есть суммарное ргісхождение между проекцией э.р. 
Р^  и э.р. Pn и характеризует суммарную информацию, содержащуюся 
как в выборке X  о Ѵ^, так и в априорном классе о X . Если Р/ѵ G 
Ѵ^, то есть нулевой вектор и значения всех трех информационных 
статистик равны нулю.

Асимптотическое распределение оценки Р^{А) определяется следу
ющей теоремой.

Теорема 1 . Если выборка X  € Ро и Ро Е Ѵр, fx  ‘>P]Po{dx) < оо, 
j  = l,m , матрица ковариаций

^Ро = J  ̂ jiJidPo -  j  ̂ jdPo ■ J  TpidPo j , l  = l,m . ( 8)
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невырождена, тогда при N  —* oo

1) C {^{P ]^{A )  -  Po(>l))} -  Щ0, аЦА)), A е в ,
где M{0,a^{A)) -  нормальное распределение с нулевым математиче
ским ожиданием и дисперсией

аІ{А) = РоіА) -  Р2(Л) -  I J іф{х) -  0)Po{dx)Vf^^ j {ф{х) -  (3fPo{dx) ;
A

2) распределения статистик

N l t ^ , 2NdKL{P^,PN) и 2iVdKL(P7v;P;f) 

сходятся к распределению Хт {х-квадрат с т степенями свободы). 
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G.M. Koshkin and F.P. Tarasenko

Continuous-Discrete Stochastic Objects: 
Nonparametric Identification and C ontrol

A memoryless stochastic object is considered, pant of inputs auid outputs 
of which aure observable and measurable continuous stationary processes, 
and others are discrete sequences of weaJdy dependent random vau-iables. 
Inner feedbacks aure supposed to be absent, so we cam present the object 
by a system of equations between simultaneous inputs amd outputs. Under
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nonparametric uncertainty of distributions a model of the object is built, 
which is the Rosenblatt-Parzen regression estimates of the functions based 
on observations of the processes and sequences.

The conditions of mean-squaxe-sense convergence axe found for the 
estimates in case of uniform strong mixing property for processes and 
sequences. A problem of control of outputs by certain inputs is solved with 
the proposed algorithms. The algorithms axe easily feasible with digital and 
amalog computers.

1. Introduction

This paper is based on the results published in a preprint of 8-th 
IFAC/IFORS Symposium on Identification and System Parameter Estimation, 
that was held in Beijing, China, August 27-31, 1988 [1].

Let us consider a memoryless stochastic object with p inputs

and s outputs

Z(t) = (zW(t),...,zW(t))

Inner feedbacks are supposed to be absent, so the object can be described 
by a system of s equations

l,s, ( 1)

where Fi(-), i = l ,s  are unknown continuous functions in a region П.
Let some of inputs p' < p and outputs s' < s be observable and 

measurable stationary in a narrow sense continuous in time processes

Z'{t) = (z l4 ( t) , . . . ,  ZtP'l(t)), Y'{t) = (yW (t),. . . ,  yl*')(t)), t e [0, oo],

and let the other p" = p -  p' inputs and s" = s -  s' outputs be observable 
sequences of identically distributed random variables

( z |P '+ 'i , . . . ,Z ^ ) ,  y / '=  (y,‘*'+^>,...,y/^)) i - l , . . . , n .

As it is well known [2], a mathematical model of such object, which 
minimizes mean-square-error (MSE) between outputs of the object and of 
the model of it, is a system of a regression equations:

R,(z) (уМ (0 |г) = J  dy^^/p{z), l,s . ( 2)
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dPwhere z 6 П, <fi(z) = — P(Z(t)  < z} is a probability density function for

inputs,

is a density function for i-th output and aJl inputs, which is defined separately 
for continuous and discrete outputs;

fi < У^^KZ'(t) < z \Z '{  < z"]  , if г e

fi  (у'"', г) = < z \  Z'i < г"} , if г e £";

£ ' =  {1 , 2, . . . , s'}, £" = { s '+ l , s '  +  2, . . . ,s } .

Here and later in this paper the vector operators supposed to act on 
components of the vector separately, i.e.

dz =  • --dz^K (Z(t) < z ) =  (Z t4(0 < zt4 ,. . . ,  ZtPl(f) < zfpl) .

Then, let us introduce a denotation

f z - Z { t , j ) \  ^  ( z ' - Z ' j t )  z " - Z ' ; \
\  h m  )  \  h{T) ’ h(n) )■

2. A Weak D ependence Concept

The notation of the weak dependence between two random variables is 
defined in the following way. Let Xt  € t =  0 ,1 ,2 ,.. .,  be a sequences 
of Z-dimensional remdom variables that axe defined on a probability space 
(П,.F, P), and let = (^{Xu, s < u < t} be a ст-aJgebra of events 
generated by random values of {(Xj,, . . .  ,Xi^) € Г}, where s < zi < i2 <
• • • < ifc < *; and Г is fc-dimensional Borelian set. The past of the sequence 
{Xf} is defined by <7-algebra its future -  by !Ft+T,oo- The dependence 
between the two adgebras may be measured by a number

I P{AB) -  Р(Л)Р(В)0 I,

where A is an event from Xo,t, R is an event from Ĵ t+T,<x, т > 0. If a 
value T is increased (i.e. the past and the future moments become more 
distanted from each other) then for many stationary sequences the value 
|P(AB) -  Р(Л)Р(В)| decreases tending to zero. Such sequencies are called
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the weaikly depended ones (all definitions and notations introduced above 
are applicable to the continuous stationary processes also, see [3]).

A specific case of the weak dependence, which will be used in the next 
Section, is the dependence of the uniformly strong mixing (USM) type:

ір{т) sup Р(ЛБ) -  Р(Л)Р(В)0
РІА) О,

and (fir) is called a coefficient of USM.
S tatem ent (Theorem 17.2.3, [3]). Let a stationary process Xt be satisfying 

the USM condition. Let a random variable £, be measurable on To,t and 
random variable ij be measurable on Хі+т,оо- If E|^|p < oo, < oo,
p,q>  l / p +  l /q  =  1 , then

|E^7j -  E^Et}\ < 2(^(r))i/PEi/P|C|PEi/‘'|T?|9.

3. Identification

Under conditions of nonparametric a priori uncertainty, equations (2) 
can not be written down explicitly. Instead, they can be estimated from 
observations of inputs and outputs. In our case, when part of them are 
continuous and others are discrete in time, the estimates of equation (2) are 
proposed to be

Rt M  = [4^^ (

Z?(l)

i€ C ' -  R^^liz),  z g £ " ] . (3)

“tL W /  Ѵ’тп(г), (4)

/  ‘PTn(z), (5)
where

<PTn[z)

4n i(^ ) =

1
TnhP'{T)hP" (n) 

T

t /<■
1

TnhP’{T)hP" [n) jY>4t)Y: к
j=l
T

Z j t j )
h m

z -  Zj t , j )  
hm

dt.

dt.

^Тт(^) TnhP'[T)hP" (n) En'V
j = l i

K{  I d t
^Tn
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Let us mention that considered in [4,5] estimates are the specific cases of 
the above-given estimates (4) and (5), when the inputs and outputs are all 
continuous either all are discrete.

Now, let M { f \ , f 2) be a set of all points of continuity of functions f\{x),
f 2{x).

Assumption 1. Let h{T) > 0 be a such real function that

lim h{T) — 0
T—ЮО

Assumption 2. Let h{T) > 0 be such that

1 1
lim

T ,n—*oo
h[T) + +ThP'(T) nhP"(n) =  0.

Assumption 3. Let a kernel K(u)  be a measurable in Borel sense, and 
J  |/£T(u)j du < oo, lim ||u||*’|A’(u)| = 0.

RP
Let us denote фі{у) = < 2/} which is the density function

for the i-th component Fl’l(t) of stationary process Y{t)-, and E,;, yl<l is the
expectation under the true density фі.

Lem ma 1 (cf. Lemma 1 [6]). Let Assumptions 1 and 3 to be hold. I f for 
any Borel-measured function g{ ) Е^|д(У(<))| < oo, then

lim f Фі{х — uh{T))K{u)du = Фі{х) f K{u)du,
T,n-.oo J JRP RP

at any point x e  іФр{Фі) where Фі{х ) = J g { y ) f 2{y,^) dy.
P r o o f  of this lemma is identical to the proof of the lemma 2.3.4 [7] 

under the condition (ii), if = h(T), f = p or of the lemma 4 [8] under the 
condition 9), if hn =  h{T).

Remark 1. Lemma 1 is also valid in the case of replacement of T by n 
taking its values from the set of pure numbers.

Assumption 4- Let Assumption 3 be hold and, besides that.

L
K(u)du  = 1, sup |A'(u)| = L < oo. 

Rp u€R p

Let also Oi(z) = Jy f i {y , z )dy .
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Lemma 2 (asymptotic unbiasedness). Let Assumptions 1-4 be hold. 

Then, at each point z e Af{ai)
(i) lim = a,{z) if E^|rl*l(t)| < oo;

T,n—»oo
(ii) lim = ai{z) if < oo.

T,n—»oo
P r o o f .  Taking into account a measurability of the process 

{yf*l (t), Z'{t)} and the fact that elements {Z”) of the sequence are identically 
distributed, we have from the definition of an expectation

E /4 n i(^ ) =
1

ThP'{T)hP" (T)
j , t j  j

Rp' Rp" R ‘

XK

T

-Z{ t , l )
hrn

^ f i  (Y^^Kt),Z'{t,l)'^ dY^^dZ"dZ'{t) =

z -  uhTn) dy. (6) ̂J dt J K{u)du J у fi{y,z -uhTn)dy = j  ai{
0 Rp R1 RP

The last integral in (6) is bounded by a value L E ^|yl’l(t)| < oo, so the 
Fubini theorem enables us to make in (6): 1) permutation of E,  ̂and integral
T
f ; 2) alternate a succession of integrations , R^ .
0

By letting g{y) = 1 in Lemma 1 and applying it to the last integral (6), 
and taking into account the Remark 1 , the statement (i) of Lemma 2 is 
proved; the proof of the statement (ii) can be made simileirly.

Assumption 5. Let the stationary measurable process {У1’1(<),Z'(t)} 
satisfy the USM condition with the USM-coefficient and

limT —»oo
i(r) dr < oo.

Assumption 6. Let the sequence of vectors , j  = l ,n  satisfy
the USM-condition with the coefficient (р2(т) and

V T 2{t -  1 ) < oo.
T > 2

Let af(z) = f  y^fi(y,z)dy.
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Lem ma 3 (гш order of ѵагігтсе). Let the Assumptions 2, 4-6 be hold. If 
(yW(<))^ < oo, г € C , Еф < oo, г € C" then for j = 1,2 under

T, n —> oo

4а?(г)

D /а ^ Д г )  < 
T

TbA'{T)nhI>"i  ̂J K^{u)du J ipi{T)dT 1 +  2 y ^  У<Р2{р
' RP 0

1)

P r o o f .  Let us introduce the following denotations:

Qf{t)  = [hP'(T)/iP"(n)j  ̂yW(t)A:

- E / |  [/iP'(T)/iP"(n)] Y ^ t ) K  [ ^ 5 ^ ^  }> 

R j ,4 t,s) = Ef[Qf{t)Q^^{s)].

z -  Z{t,j)  
hvn

Z -  z{t,j)

According to the definition of variance,

^ / ® T n i ( '^ )  — J ’2 ^ 2  J  J  1-^11,i(^> ^ ) l  d~ ^  ^  ^  I s ) |

0 0

T 'P „

~  J ^ „ 2  /  /  +  y ~ !

0 0 ^->=1
T  T  ^  n

■ J ’2 „ 2  [ f  ^ )  +  2  M +  l ) | f i l » t , i ( t ,

0 0 '■^=1 P = 2

df ds -

dt ds =

dtds. (7)

By virtue of properties of a stationary random process [9] and by the 
property of being identically distributed for a sequence of random variables,
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we have
T T

0 0 #̂ =2 
r  „

I  { T -  г)|Дп,,(0,т)| + ^ p ( T  -  г)|Ді^.,(0,г)|

T ^
|Діі.і(0,т)| + 2 ^ |Д і^ , і ( 0,г)|

T2n,

dtds =

C?T <

(8)
0 ■ ^̂ =2 

Similarly to obtaining of (2.3.7) in [7], it is not difficult to show that

dm hP'(T)hP"(n)EflO^-4T)‘^T,i ̂lim^ h^' {T)hP" (n)E/ (q W (t ) )  = 

=  lim h^'{T)hP"{n) j
T,n—МЭО

R P + 1
hm

Z) dy dz =

= lim f а^{г — thTn)K^{t) dt = a^{z) f K^{u) du = La^{z). (9)
T,n->oo_/ J

Ri> RP
Now, applying the Statement to the last integral in (8), we obtain:

T ^

f  l-Rii,i(0, r ) | + 2 ^ |i? i^ , i ( 0,r) | d r <  
o '-  /̂ =2

< 2 1  ^ /^ y E ^ ( Q W ( 0 ) ) ^ E /( Q W ( r ) ) '

+ 2 ^ , Ѵ Ы т ) М ( ^ - і ) ] І Щ  (Qi*'(0)) Ey (Q ii'(r))' dr.
^=2

Then, using (9), under large enough T  and n, we have:
T

^  T ^^P^iT)hl'in) /

An upper bound for the variance can be found similarly. So, the
Lemma is proved.
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Remark 2. Assumptions 5 and 6 axe hold also for Markovian processes 
which satisfy;

1) the Doeblin condition [3]:

^i {r )  < , ‘Р2 {р)<Сзе~^*^,  Cj > 0, г =  TT4;

2) the condition G2 [10] with

Ѵ>ііт) = 0'і> 0 < йі < 1 , г = 1 , 2 .

Theorem  1  (convergence in mean-square-sense). Let the Assumptions 

2, 4-6 be hold. I fE ^  < 00, г e (г/*') < oo, г e then
at each point z 6 Л/’(а<,а?)

im Ef la^iAz) — aAz)
T,i
Д іт Е /[а^^Д г) -  ai(2)l = 0  j = l , 2 .
,n —♦OO L J

P r o o f .  The statement of the Theorem follows from Lemmas 2 and 3, 
because E^ (yW(t))^ < 00 implies E,/, |yW(t)| < 00 and

,[«® -D,a»E

As a consequence of Lemmas 2 and 3 and Theorem 1, for a density estimate 
Ѵ’Тп(-г) it can be formulated

Theorem  2. Let the Assumptions 2, 4 be hold, and Assumptions 5, 6 
be fulfilled for the process Z'[t) and the sequence Z'-, j  = 1 ,2 ,... Then at 
each point z e

1 ) lim Е,^<рт„(л) = ¥j(x);
T ,n —»oo

2) Ті^іртпіг) <

4L<p{z)
ThP'{T)nhP"{—г [  ѴтЛт) dr- 1 + 2 ^  у/ір2І р . - 1) , T, n 00;

J I ^n e—̂

3) lim E,  ̂[v’Tn(2) -  ^p{z)Y = 0.
T .n —*00

P r o o f  is self-evident, because under yl'l(t) = 1 , = 1 we have

=  “ if ( 2 )  =  < ^ ( г ) ,  “ т і ( 2 )  =  ^PTniz), к = 1 , 2 .

Now let us switch our attention on studying properties of the estimates
(4) and (5).
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Lemma 4. For any real A, B, a, b {B,b Ф 0) and a  > 1 on inequality 

holds:
A a 
B ~ b < 2‘" B - b

+ ( 10)

P r o o f .  By elementary calculations with the help of the identity

1 1 b - B
В bB ( 11)

one can obtain

A a 
B ~ b

< A _ A  
В b +

A — a < B - b
+

A — a

Then, using the triangle inequality [11] or rv-inequality [12] under г = a, 
we arrive to the statement of the Lemma 4.

Theorem  3. Let the Theorem 1 be hold, and besides that K{z) > 0, 
if{z) > 0. Then

(i) lim ER^t I^{z) = Ri{z) i/sup g[o,oo) (01 =  C's < oo;I .n—»oo ‘ '

(ii) lim ER^li iz)  = Ri{z) г/sup  2,... =  C'e < 00.

P r o o f .  Letting b = <pTn{z), В = Е,^(ртп(г) and using the identity 
(1 1 ) analogously to that in [12 ], we have

p  0 (1)
> E^^Tn( 0  ^  E^^pтЛz)^ ’

( 12)

where

4ni(0 = Е/ { [«ri(0 -  Е;о̂ )̂.(г)] [<̂ Tn(0 -  Ê q,Tn{z)]} ,

Q t L ( ~ )  =  Е /  { а т і і ( ^ )  \T T n { z )  -  E,^^pTu{z)]  [</5тп(2)]“ ^ | .

Applying the Cauchy-Schwarz inequality and the Lemma 3 we obtain:

Л 1/2 r_ 1 І / 2
і4 т (0 І< [Е / [о ^ ^ ^ (г )- Е/о^'^Дг)]2]‘ ' ‘ [Е^ \^Pтn{z)-E^^pтЛz)f -  

= [D^nV^^(г)D^<pтn(0]'^^ = О [(ThP'{T)nhj"{п))~''^ . (13)
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As it easily can be seen, under conditions of Theorem 3

T

Ѵ’Тп(г) 3 — 1 n3 = ̂  0 
T

'■i=i 0 ^

^ -  Z{t,j)
n

1 - 1
dt < Cy. (14)

Hence

< E/{ 4ni(^)
y’Tn(z) [<^Тп(г) -

< CiD^VTniz) = 0((Т/гР'(Г)п/іР"(п))-і). 

From (13), (15) and (12) it follows that

E /4 n i(^ )  = Efa^^Uz)[E^^pTn{z)]-^ + 0 { { Ш '{T)nhT>" {n)) -l^

(15)

(16)

It proves the asymptotic unbiasedness of ■Rxnt(-̂ )’ proof of the statemer
(ii) can be made similarly.

Theorem  4. Under conditions of Theorem 3 and 2

0/Д^пі(^) = 0{{ThF'{T)nhF" { n ) ) - \  j  = 1,2.

P r o o f .  Taking into account (16),

r„0 )
D<

.^PTn{z)
U)

p  [4 ы (^ )  p  г 4 ы (z ) l 'l^
.9Tn{z)_

= E [°Tni(^) E /a^^(z) /  1 ^
^[^pтn{z) E^<pTn{z)^ \ThP'{T)nhT"{n)j\ -

< 2
E^<PTn(z)_

+ 0 1
T2/l2P'(T)n2/l2P"(n) )}■

Let us put in the inequality (10): a = 2, A = атпг(^)’ ^  ~ T‘Tn{z), 
a — Е/а^^Дг), 6 = E^ifTniz). Then, with the help of (14), we have

E , ''« гм М  Е/а^^Дг)"'^
.<PTn(z) E^ipTn(z)
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< \^jT^^^pтrг{z) + D /a^^(z) , j  = 1,2~̂4>‘PTn{z)
The theorem is proved.

As a consequence of Theorems 3 and 4 it can be formulated 
Theorem  5. Let the conditions of Theorems 3 and 4 be hold. Then

hm E f [ R ^ l { z ) - R , { z ) ] ^ = 0 ,  j  =  l,2 .
T,n—»cx>

4. Control Problem s

Let the s' continuous and s" discrete outputs у of a. stochastic object/ n
О О

should by the time q > T  be leveled to given ^'alues Y  (q) and Yn+i 
with the help of m controlled inputs и (m' of which axe continuous and 
m" — m — m' are discrete) and the rest r = p  — m  inputs x {r' -  continuous, 
r" = r —r' -  discrete) be only observed. For instance, let outputs correspond 
to some qualities of produced goods and inputs -  to certain parameters of

/ o '  o "  \
technology of production. There is a problem of finding of I U (9), f/„+i 1 ■ 

Let the equations describing this object (as in case (1)) be

(17)

and the controls и depend on inputs and outputs as

= Ф'^{х,у), (18)

where F = (F i, . . . ,  F,), Ф = (Фі,. . . ,  Ф„,); Fi and Ф̂ , i = Т7«, j  = l ,m  
are one-to-one and continuous functions on their supports.

Taking into account the formula (18), the above mentioned properties 
of the functions Fi, and Ф̂ , one can reformulate the problem for the object 
(17) into the equivalent problem for the object (18). Then the values of

О О

controlled inputs и resulting in wanted outputs У (as it follows from (18)) 
are defined as

Ф^(х,у). (19)
/  О ' o'' \

As an approximation of I U { q ) , U n+i 1 let take a system of m
/  о' о" \

regression equations minimizing of I U {q),Un+i ) end

F i  ^ Л Г (9 ,п -f -1), F  ( g , n - I - l ) j  =  F i(+ )  :
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R i ( * )  =  і € Я ' ,  д р \ * ) ,  г е т г " } ,

where
тг' Тг" = {г' + 1 , . . . ,г } ,

R (/\* ) = E{C/f^i(i)/*h (20)

r P(*)  = E{[/1‘V*}- (21)

Analogously to (4) and (5), one can, from realizations of U'(t), X'(t), 
y'(t),  t e [0,T], and from sequence {U",X",Y"),  г = l,n , using values

X'{q)^ Y  {q)j Yn+i construct estimates for (20) and (21):

-1

= [  u^4 t) Y  KiOKir,) dt KiOKin) dt
0 J=1 Lo J=1

n T ^  T
f  K {O K i v ) d t \  [4 ^ i(* )  = m ) K { r j ) d t

( 22)

(23)

where

^ = [A(9,n +  1 ) -  X{t,j)]hj,l,  V = [Y (9,n +  1) -  Y{q,j)]hj.l.

The properties of estimates (22)-(23) are similar to these of (4)-(5).
It can be mentioned in conclusion that the algorithms (4), (5), (22), (23) 

will demand for their realization the use of digital and analog computers.

5. A Conclusion

In the paper the stochastic objects are considered, part of inputs and 
outputs of which are continuous stationary stochastic processes and the 
other part of inputs and outputs are weakly dependent discrete random 
sequences. For solving the problems of identification and control of such 
objects a class of algorithms is suggested and studied. The algorithms (4),
(5), (22), (23), which are nonparametric, converge in a mean-square-sense. 
Their implementation may be fulfilled with combined digital and analog 
computers.

One can find the main parts of asymptotic MSE of the proposed estimates 
by using the methods presented in [14-21].
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А.П. Красноштаиов

Непараметрическая идентификация многосвязных 
систем при неполной информации

В настоящей работе предметом рассмотрения являются объекты, 
относящиеся к классу сложных взаимосвязанных статических систем.

1. Введение

В псюледние годы наметилась тенденция построения систем управлени 
различными сложными системами в реальных условиях, когда уровень 
априорной информации об объекте неполный, т.е. когда структура си
стемы, величины помех и их статистические характеристики не извест
ны [1]. В таких случаях для успешного управления необходимо построе
ние моделей, описываюпщх процессы, происходящие в исследуемом объ
екте, и включение их в систему управления. Такие системы управления
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получили название систем управления с идентификатором. При поста
новке задачи построения модели должны учитываться те технологиче
ские параметры или, иначе, те входные, выходные или приведенные к 
ним переменные, которые доступны измерению с помощью существую
щих средств контроля.

В настоящей рэіботе предметом рассмотрения являются объекты, 
относящиеся к классу сложных взаимосвязанных статических систем. 
Примером таких объектов могут служить предприятия металлургиче
ской промыщленности, стройиндустрии, энергетики и др. [2], а также 
производственно-экономические системы, имеющие дискретно-непрерьш- 
ный характер технологического процесса и установившийся режим экс
плуатации. Основные трудности, с которыми приходится сталкиваться 
при построении моделей подобного рода объектов традиционными ме
тодами идентификации, состоят не только в сложности определения 
структуры модели из-за ее большой размерности, но и во взаимосвязи 
переменньк, а также из-за присутствия неконтролируемьк факторов на 
самом объекте и в каналах связи. В зависимости от конкретных усло
вий можно говорить о моделях с различной степенью детализации -  на 
уровне технологических аппаратов и их групп, цехов, предприятий и 
их комплексов, которые представляют из себя отдельные модули. Объ
единяя эти модули в группы, можно строить модели и на их основе 
контуры управления более высокого иерархического уровня, вплоть до 
модели и контура управления производственного комплекса в целом.

Объекты исследования в данной работе представляют собой про
цессы, имеющие непрерывный характер и сложную, жесткую струк
туру взаимных технологических связей. Существующая структурная 
схема технологических связей между переменными самого объекта или 
его функциональных частей приводит к понятию многосвязности пере
менных, когда часть выходных переменных одних объектов является 
входными для других в технологической цепочке. Это обстоятельство, 
в свою очер>едь, приводит к тому, что исследуемый класс объектов опи
сывается не в традиционной форме “вход -  оператор связи -  выход”, а 
неявно, в виде некоторой системы уравнений, определяющих соответ
ствующие неявные функции. Информационная обстановка харгжтери- 
зуется тем, что часть этих уравнений может быть задана точно. Часть 
может быть известна с точностью до набора параметров [3). А некото
рые уравнения из-за недостатка информации могут быть представлены 
лишь качественно (к примеру с точностью до переменных) соотношени
ями неизвестной структуры и выборкой наблюдений вектора состояний 
“вход-выход”. Иными словами, имеет место ситуахщя, когда априорная
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информация об исследуемом объекте имеет некий смешанный харак
тер и может одновременно принадлежать к нескольким общепринятым 
уровням. Именно такой ситуации обычно соответствуют реальные усло
вия функционирования большинства промышленных объектов. Таким 
образом, сама постгшовка задачи идентификгщии или управления осу
ществляется в форме, когда ее нельзя отнести ни к детерминированной, 
ни к байесовской, ни к параметрической или непаргіметрической.

2. Классификация многосвязных объектов, постановка задач

Рассмотрим задачу построения математических моделей производ
ственных комплексов с непрерывным характером технологического про
цесса. Сложность этих объектов проявляется не только в большой раз
мерности вектора переменных, но и в присутствии обратных и пере
крестных потоков в технологической цепочке, что предопределяет зави
симость некоторых выходных переменных не только от входа объекта, 
но и от некоторых других выходных переменных. Многосвязным объек
том будем назьшать объект, который описывается некоторой системой 
неявных функций от входных и выходных переменных.

Проведем соответствующую классификгщию исследуемых многосвяз
ных объектов в згівисимости от информационных условий. Примем к 
рассмотрению следующий набор уровней априорной информации [2]:

1. Частичная информация о модели процесса дана полностью. Иными 
словгліи, точно известна только часть модели (неполная модель). 
Недостаток информации восполняется только тем, что имеется вы
борка статистически независимых наблюдений вектора состояний 
объекта конечного объема, снятая со случайными ошибками с неиз
вестным законом распределения, но с нулевым первым и ограничен
ным вторым моментами;

2. Структура неполной модели известна с точностью до набора пара
метров. Имеется выборка независимых наблюдений вектора состоя
ний, аналогичная п. 1;

3. Неизвестна параметризованная структура неполной модели, но из
вестны некоторые качественные свойства объекта (например, объект 
статический). Имеется выборка независимых наблюдений вектора 
состояний, аналогичная п. 1;

4. Уровень различных комбингщий из первых трех уровней, приводя
щих к возникновению как незамкнутых, так и замкнутых относи
тельно выхода многосвязных систем.
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Введем обозначения: X  = ( і і , . . . ,  х^) € П{Х)  С і?*' -  вектор вход
ных переменных объекта, Y  = {уі, ■ ■ ■ ,ус) & ЩУ) С -  вектор выход
ных переменных, {Х[і],У[і]}, t = 1,N,  -  выборка статистически неза
висимых наблюдений вектора состояний объекта {X, У} в дискретные 
моменты времени t = 1, TV.

Рассмотрим более общий комбинированный уровень априорной ин
формации в нашей классификации. Внутренние связи между X и У на 
объекте в соответствии с многосвязной природой могут быть представ
лены следующей системой соотнощений:

Fj (X(-^),y(-^),aij, ...,Qpj) =  О, j  =  l,m; 

m < Lyj — tpj = 0, j  = m + 1,1.
( 1)

Здесь F j { . . .), j
параметров aU)

l,m , -  функции, известные с точностью до набора 
(oij, . . . ,  apj), ( p j { . j  = т + 1,1, -  функции неиз

вестного вида; Х^^\  Y^^^ -  векторы, составленные из компонент векто
ров X, У, входящих в j-e уравнение.

Сформулируем основную задачу. Имея выборку наблюдений {X[f], У[<]}, 
t = 1,N,  требуется найти такое значение выходной величины У 6 И(У) 
на объектах типа (1), которое соответствует заданному входному воз
действию X = X € П(Х).

3. Идентификация многосвязных объектов

Процесс моделирования данных многосвязных объектов обычно со
стоит из двух этапов. Первый заверщается построением некоторой ал
гебраической системы уравнений:

F^v(X,y,a/v) = F ;v i(x b ’,yO ),a^> ), j  =  Т7^, (2)

т < Lyj -  ipNj (Х(-^^У(-')) , j  = m  + l,L.

В приведенных описаниях приняты обозначения: F j { . . . )  -  вектор- 
функция; -  оценки векторов параметров в параметризованных 
структурах при j  =  1,т  (если таковые имеются) и непараметрические 
оценки “качественных” зависимостей при j  = тп -Ь 1, L;

N

^r, j{X^,Y^)  =
Е  уАіМ Х ^  -  X^[t],C, ЛГ)Ф(У̂ ' -  Yi[t],C, N)
t=i

Е Ф (х ^ -х ^И ,С ',іѴ )
t=i

(3)
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Ядра Ф(^) в (3) -  симметричные неотрицательные, имеющие свой

ства плотности на отрезке {Z : fZj < С}, дельтообразные при ІѴ —> оо 
функции; С сі\і -  параметр (коэффициент размытости), удовлетворя
ющий условиям [1]:

cjv > О, ІѴ = 1, 2, . . . ;  lim = 0; lim (iVcyv) = оо.N N-

При фиксированном объеме статистических данных {Х[і], У[<]}, t = 
=  l ,N ,  качество аппроксимации стохастических зависимостей с помо
щью непараметрической оценки кривой регрессии зависит от выбран
ных ядерных функций и значений коэффициентов размытости, опреде
ляющих полуширину интервала финитности ядра. При формировании 
статистик (3), например, применяются ядерные функции Епанечнико
ва для скалярного аргумента и = с“ ^(х — В случае векторного 
аргумента обычно ядро является мультипликативной функцией своих 
скалярных составляющих. Определение конкретных значений парамет
ров размытости CN осуществляется из условия минимума критерия:

N
R{cn) = N-^  ,

J=1
в котором вычисление каждой у-й разности на основе статистики (3) 
проводится в скользящем режиме по выборке {X[t],y[t]}, t = 1,N,  ис
ключая j -ю ситуацию.

4. Оценка параметров в параметризовгшных моделях

Предположим, что информация будет поступать последовательно, 
то есть в каждый момент времени t к нам поступает только одна пара 
значений входа и выхода {Х[<],У[<]}, тогда в качестве вычислительной 
процедуры оценки параметров будем использовать модификацию веро
ятностных итеративных алгоритмов -  процедуру Кифера-Вольфовица:

“ я  ^  . j  = Т7^. i =

где коэффициенты 7  ̂ , определяющие длину шага, на данном шаге ите
рации и на всех последующих шагах удовлетворяют известным услови
ям Роббинса-Монро. Далее берем вторую пару значений входа и выхода 
и так далее. На s-м шаге процедура для оценки параметров будет вы
глядеть так [3]:

а ( і )
JS- j  = l,pi, i = l,m.
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На втором этапе идентификации осуществляется решение систем (3) 
при заданном входном воздействии X  = X.  Алгоритмы прогноза для 
замкнутых и незамкнутых вариантов модельных систем несколько раз
личаются. Вьщелим эти случаи.

5. П рогноз выхода замкнутых многосвязных систем

В качестве оценки решения замкнутых алгебраических систем нели
нейных уравнений типа (3) принимается статистика

Е уАА П ^(0-^jM,C2w)
t=i j=i

Уі^ = N L-------------------------------’
Ё П (̂0-£j[t],C2Ar)
t=l j = l

j  = 1,^, (4)

где £j[t], j  = l,L,  t = 1,^V, -  некоторая рабочая выборка невязок си
стемы (3), специальным образом сгенерированная на основе исходной 
выборки “вход-выход”, а именно:

ej[t] = FjN{X,Y[t]), j  = T7L,

где j  = l,L,  -  компоненты соответствующей вектор-функции.
Ядра Ф(. ■ ■) в (4) могут быть аналогичны тем, которые используются в 
оценке (3).

6. Прогноз выхода незамкнутых многосвязных систем

Если первый этап собственно построения модельной алгебраической 
системы, включающий в себя или оценку параметров, или оценку неиз
вестных функциональных зависимостей, не отличается от подобных дей
ствий для замкнутых многосвязных систем, то осуществление прогноза 
выхода имеет свои особенности. В условиях наблюдаемости объекта си
туация незамкнутости его модели в нашей классификации соответству
ет следующим информационным комбинациям:

-  наличию детерминированной части модели и отсутствию знаний о 
другой ее части, восполненному только выборкой наблюдений;

-  наличию параметризованной части модели и незнанию структуры 
другой ее части, восполненному только выборкой наблюдений;
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-  наличию непараметризованной части модели и незнанию даже каче
ственных связей в другой ее части, восполненному только выборкой 
наблюдений.

Незамкнутость любой алгебраической системы относительно своих 
неизвестных приводит к тому, что система имеет бесконечное множе
ство решений. Это происходит из-за наличия так называемых свобод
ных переменных. Однако в связи с тем, что присутствуют наблюдения 
вектора состояний объекта, множество решений может быть “локали
зовано”. Кроме того, если мы будем считать модели систем (1) некото
рыми ограничениями типа равенств, то в этом с^ ч ае  можно оценить 
регрессию выхода при условиях, что вход X  = X  и выполняются все 
ограничения (уравнения модели). Последнее означает, что сгенериро
ванная выборка невязок

=  Fiv(X,K[t]), j  =  l ,m ,  t = l , N ,

где ..) обозначает вектор-функцию модельной системы объекта (1), 
должна захватывать точку ноль^^что и соответствует выполнению огра
ничений равенства при X  = X.  Таким образом, непараметрические 
оценки прогноза выхода для незамкнутых систем, являюш,ихся соот- 
ветствуюпщми моделями, можно записать в виде статистики

Е  y j \ t ]  П ^ (0  “  £ j [ t ] , C 2N )t=i j=i j=\
= —FT—к--------------------------1------------------------ ’ ^

E П -Xj[t],ciN)  П Ф{0-е̂ [<],С2уѵ)
t = i j = i  j=i

hL. (5)

Обратим внимание на то, что за незнание части модельной систе
мы нам приходится платить увеличением размерности оценки (5) по 
сравнению с (4). Алгоритмы (4) и (5) допускают различные модифи
кации, связанные с различными способами генерации рабочих выборок 
невязок.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Медведев А.В. Непараметрические системы адаптации. Новосибирск: На
ука, 1983. 174 с.

2. Красноштанов А.П. Комбинированные многосвязные системы. Новоси
бирск: Наука, 2001. 176 с.

3. Цыпкин Я.З. Адаптация и обучение в автоматических системах. М.: На
ука, 1968. 399 с.



Рекомендации ГОСТ Р 50.1-033-2001 и ГОСТ Р 50.1-037-2002 55
Б.Ю. Лемешко, С.Н. Постовалов

Рекомендации ГОСТ Р 50.1-033-2001 и ГОСТ Р 
50.1-037-2002 как итог исследований вопросов 

применения критериев согласия ^

1. Введение

С 1.07.2002 Госстандарт России взамен устаревших нормативных до
кументов вводит в действие новые рекомендации по прикладной стати
стике “Правила проверки согласия опытного распределения с теорети
ческим”. ГОСТ Р 50.1-033-2001 регламентирует применение критериев 
типа [1]) ГОСТ Р 50.1-037-2002 -  применение непараметрических 
критериев [2]. Рекомендации предназначены для использования в каче
стве руководства при статистической обработке результатов наблюде
ний в различных приложениях: анализе данных физических и техно
логических экспериментов, обработке результатов измерений, задачах 
исследования надежности и контроля качества.

Необходимость разработки рекомендаций вызвана двумя основными 
факторами. Во-первых, в нормативных документах практически не ого
ворены правила применения критериев согласия при проверке сложных 
статистических гипотез. А именно такие ситуации оказываются наибо
лее реальными в приложениях. Поэтому практика использования кри
териев соглаюия в задачах контроля качества, исследования надежно
сти и в других приложениях зачастую приводит к их некорректному 
применению и, как следствие, неверным выводам. Во-вторых, в наи
более доступной литературе учебного характера, к сожалению, часто 
содержатся принципиальные ошибки и неверные рекомендации, приво
дящие к некорректному или неоптимальному применению критериев и 
увеличиваюпще вероятность неверных выводов. Не решены данные во
просы и в популярных программных системах статистического анализа. 
В основу рекомендаций были положены результаты, полученные нами 
при исследовании свойств критериев типа и непараметрических кри
териев типа Колмогорова, типа и Мизеса.

Основными методами проводимых исследований, наряду с матема
тическим аппаратом, явились развиваемая методика компьютерного мо
делирования и исследования статистических закономерностей. Благо
даря этой методике удалось получить достаточно точные решения для 
задач, которые не могли быть получены аналитическими средствами.

* Выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект е 00-01-00913)
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2. Вопросы применения критериев типа

Проверка статистических гипотез о согласии эмпирических данных 
с теоретическим законом распределения с применением критериев со
гласия типа обусловлена рядом условий, которые обеспечивают кор
ректное решение задачи. К сожалению, не в каждом источнике, который 
используется в качестве руководства исследователем, находят отраже
ние эти условия. Вследствие этого, несмотря на кажущуюся простоту, 
практика использовгіния критериев согласия типа изобилует приме
рами его некорректного или неэффективного применения, особенно при 
проверке сложных гипотез.

Анализ примеров “неудачного” применения критериев типа х^ поз
воляет вьщелить две группы причин, которые на практике могут приво
дить к неверным статистическим выводам. Во-первых, это часто совер
шаемые принципиальные ошибки, при которых использование в каче
стве предельного Xfc-m-і'Р^^пределения оказывается неправомерным. 
Тгікое происходит, когда, проверяя сложные гипотезы, применяют оцен
ки, в основе которых лежат исходные негруппированные данные. Во- 
вторых, действия, использующие возможности критерия не наилучшим 
образом (например нерациональный выбор числа интервалов и способа 
разбиения выборки на интервалы). В первом случае возрастает вероят
ность ошибки первого рода а  (отклонить верную проверяемую гипоте
зу), во втором -  вероятность ошибки второго рода /3 (принять проверя
емую гипотезу при справедливости альтернативы).

При использовании критериев согласия типа х^ неоднозначность 
при построении и вычислении статистик бывает связана с выбором чис
ла интервалов и тем, каким образом область определения случгійной 
величины разбивается на интервалы. Естественно, что такой произ
вол отражается на статистических свойствах применяемых критериев, 
в частности, на их мощности при различении близких конкурирующих 
гипотез. Очевидно, что выбор числа интервалов и способа разбиения на 
интервалы следует осуществлять с позиций обеспечения максимальной 
мощности критерия.

С использованием критериев согласия могут проверяться простые 
гипотезы вида Hq:F{x) = Fq(x,0) , где Ро(х,Ѳ) -  функция распределе
ния вероятностей, с которой проверяется согласие наблюдаемой выбор
ки независимых одинаково распределенных величин Хі, Х 2, ..., Х„, аѲ -  
известное значение параметра (скалярного или векторного), и сложные 
гипотезы Но: F{x) е {F q( x , Ѳ), Ѳ е Ѳ}, где Ѳ -  пространство параметров. 
В процессе проверки сложной гипотезы оценка параметра Ѳ вычисли-
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ется по этой же самой выборке. Если оценка Ѳ вычислена по другой 
выборке, то гипотеза простая.

При использовании критериев согласия типа облгість определения 
случайной величины разбивается на п интервалов граничными точка
ми:

Хі <  І2  <  ... <  X |t_i <  Xfc.

Статистика Пирсона вычисляется в соответствии с соотношением

а ,
і=1 Р ііѲ )

где Пі -  количество наблюдений, попавших в г-й интервал,

^і(^) “  /  /o(^j 9)dx -  вероятность попадания наблюдения в г-й интер-

к к
вал, п =  Пі, 5Z Рі(0) = 1. При справедливой простой гипотезе Но

І = 1  І = 1
предельное распределение статистики G(X^IHo) есть -распределение 
с числом степеней свободы А: — 1. Если по выборке оценивалось m па- 
ргіметров закона в результате минимизации статистики Х^,  статистика 
подчиняется x^-pacпpeдeлeнию с А: — m -  1 степенями свободы. При 
справедливой альтернативной гипотезе Ні предельное распределение 
G{Xn\Hi) представляет собой нецентральное х^-распределение с тем 
же числом степеней свободы и параметром нецентргільности

( 2)
t=i

Х і { Ѳ )

где Сі{Ѳ) = у/п /  (/і(х ,0) — fo{x,e))dx и /і{х,Ѳ) соответствуют аль-

тернативе.
В случае проверки сложных гипотез и оценивания по выборке па

раметров наблюдаемого закона использование в качестве предельных 
Xfc_m-1-распределений справедливо лишь при определении оценок ми
нимизацией статистики Х^  или при вычислении по сгруппированным 
данным ряда оценок, в том числе оценок максимального правдоподобия 
(ОМП). Распределения статистик Пирсона и отношения правдопо
добия при оценивании параметров наблюдаемого закона по точечным 
наблюдениям и различных способах построения интервалов нами были 
исследованы методами компьютерного моделирования. Было показано,



58 Б.Ю. Лемешко, С.Н. Постовалов
что распределения G{X^\Hq) статистики оказываются зависящими от 
того, как стрюятся интервалы, и хорошо аппроксимируются семейством 
гамма-распределений.

Предложенная в работах С.М. Никулина [3,4) статистика типа 
отличается от Х'^ только при сложных гипотезах. Предельное распре
деление этой статистики есть распределение Хк-і (количество степе
ней свободы не зависит от числа оцениваемых параметров). Неизвест
ные параметры распределения Р{х,Ѳ) в этом случае должны оцени
ваться по негруппированным данным методом максимального правдо
подобия. При этом вектор вероятностей попадания в интервал Р = 
{Рі,Р2,...,Рк)^ предполагается заданным, и граничные точки интер
валов определяются соотношениями

Хі{̂ Ѳ) = F ^{Р\ + Р2 Pi), г = 1,А: —1.

Даннгш статистика имеет вид

У„2(0)=Х2+п-^а^(0)Л(в)а(0), (3)

где Х^  вычисляются в соответствии с (1). Элементы и размерность мат
рицы

т  =
І=1 Pi

определяются оцениваемыми компонентами вектора параметров Ѳ\ J(6i,e. 
-  элементы информационной матрицы

т
о о

/( 5 1 п / о ( о : , 0 )  5 1 п / о ( і ,  Ѳ)
дѲі dOj

fo{x,6)dx
-* m x m

а(Ѳі) — wg^iTii/Pi + ... -f- wg^k^k/Pk ~ Элементы вектора a(^); величины 
wg,i определяются соотношением

wg,i = - М х , { Ѳ ) , Ѳ ] ^ ^  +

При верной конкурирующей гипотезе статистика имеет в качестве 
предельного G{Y^\Hi) нецентральное Хк_і-распределение с парамет
ром нецентральности

- c m

1=1 Рг
+ d^ {e)A{e)d{e), ( 4 )
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где элементы вектора <і{Ѳ) определяются как

d{0i) = we,kCk{0)
Рх Рк

Зависимость мощности от способа группировгшия. Способ 
группирования особенно сильное влияние оказывает на предельное рас
пределение G{X‘̂ \H\). Было показано, что критерии согласия Пирсо
на и отношения правдоподобия при проверке как простых, так и слож
ных гипотез имеют максимальную мощность против близких альтерна
тив, если использовать такое разбиение области определения случай
ной величины на интервалы, при котором потери в информации Фише
ра о параметрах закона, соответствующего гипотезе Но, минимальны 
(асимптотически оптимальное группирование). Чем меньше потери в 
информации Фишера, связанные с группированием данных, тем больше 
параметр нецентральности, определяемый соотношением (2). В [1] для 
конкретных законов распределения представлен достаточно широкий 
состав (более 50 для примерно 20 законов распределений) построенных 
таблиц асимптотически оптимального группирования, минимизирую
щего потери в информации Фишера. Использование гісимптотически 
оптимального группирования при заданном числе интервалов обеспе
чивает максимальную мощность при близких гипотезах. Причем выиг
рыш в мошцости даже по отношению к разбиению на интервалы равной 
вероятности очень существенный.

Исследование распределений статистики Никулина, которая от
личается от только при сложных гипотезах, показало, что как 
С(У)^|Яо), так и G{Y^\H\) несущественно зависят от способа группиро
вания. Более того, наши исследования методами статистического моде
лирования показали, что с позиций наибольшей мощности разбиение на 
интервалы ргівной вероятности (равновероятное группирование) оказы
вается наиболее предпочтительным. Подчеркнем, что критерий типа x^ 
Никулина мощнее, чем критерии x^ Пирсона и отношения правдоподо
бия.

Зависимость мощности от числа интервалов к. За всю исто
рию применения критериев типа x^ была предложена не одна формула 
для выбора числа интервалов, но ни одна из представленных в различ
ных рекомендациях не выводилась с позиций максимальной мощности 
применяемого критерия, а в основном исходя из близости плотности к 
ее непараметрической оценке, гистограмме. Зная предельные распреде
ления G{S\Ho) и G{S\Hi) статистики 5, для любого заданного уровня 
значимости а можно оценить мощность соответствующего критерия,
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рассматривал ен как функцию от числа интервалов к при задгінном объ
еме выборки п. Исследование мощности критериев Пирсона и Никулина 
как функций от п и fc проводилось аналитически и методами статисти
ческого моделирования. Результаты аналитических вычислений были 
полностью подтверждены оценками, полученными на основании моде- 
лировсшия.

Мощность критериев типа определяется выражением [5]

1 — /3 = P(s|r, а) -  ехр ^  т
^ ^ j!2 2 i- i+ r/2 r( j + r/2)

у/х{а,г)
(5)

где S -  параметр нецентральности, определяемый соотношениями (2) и 
(4), х(а, г) представляет собой (1 — о)-процентную точку х^-распределе- 
ния с г степенями свободы (а -  заданная вероятность ощибки первого 
рода, /3 -  вероятность ощибки второго рода). Приводимые ниже функ
ции мощности строились при уровне значимости а  = 0,1.

Анализ функций мощности для различных альтернатив при про
верке простых и сложных гипотез показал, что с увеличением числа 
интервалов мощность критериев типа падает. Это соответствует ре
зультатам работ [6,7]. Максимальная мощность критериев при заданном 
объеме выборки п чаще всего достигается или при минимальном числе 
интервалов, или при некотором оптимальном значении к. Оптимальное 
число интервалов к зависит от объема выборки гг и от конкретной пары 
конкурирующих гипотез Но и Яі. Чаще всего оптимальное к оказыва
ется существенно меньще значений, рекомендуемых различными регла
ментирующими документами и задаваемых множеством эмпирических 
формул.

Таким образом, увеличение мощности критериев х^ Пирсона и отно
шения правдоподобия возможно за счет двух факторов: за счет выбора 
гісимптотически оптимального группирования в качестве способа раз
биения области определения случайной величины и подбора оптималь
ного числа интервалов к при заданном объеме выборки п. Увеличение 
мощности критерия типа х^ Никулина возможно только за счет выбора 
оптимального числа интервалов.

Ргюсматривая пару альтернатив, всегда можно выбрать оптималь
ное число интервалов и подобрать оптимальное разбиение на интерва-
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лы, в результате чего будем иметь критерий максимальной мощности, 
наилучшим образом различающий данные конкурирующие гипотезы.

3. Применение непараметрических критериев согласия 
при проверке сложных гипотез

К наиболее используемым критериям согласия относятся непарамет
рические критерии типа Колмогорова, типа и Мизеса. В критерии 
Колмогорова в качестве расстояния между эмпирическим и теоретиче
ским законом используется величина

D n=  sup |F„(x) -  f(x ,0 )|,
|l|<0O

где Fn{x) -  эмпирическая функция распределения, F{x,6) -  теоретиче
ская функция распределения, п -  объцм выборки. При проверке гипотез 
обычно используется статистика вида [5]

впОгг + І „  /n-f- n - \S k  = — , где Dn = max{DZ, D„ ),by/n

D t  = \F{xi ,e)  -  -—
l< t< n  \ 7̂l J ^ ^  J

n -  объем выборки, i i ,X 2,...,i„  -  упорядоченные по возрастанию вы
борочные значения, F(x, Ѳ) -  функция закона распределения, согласие 
с которым проверяется. Распределение величины Sk  при простой гипо
тезе в пределе подчиняется закону Колмогорова K{S)  [5].

В критериях типа расстояние между гипотетическим и истинным 
распределениями рассматривается в квадратичной метрике

ОО

/ {F[F„(x)] -  F{x)Y^l>{F{x))dF{x),

где F[*] -  оператор математического ожидания.
При выборе г/)(і) =  1 в критериях типа иР' Мизеса пользуются ста

тистикой (статистика Крамера-Мизеса-Смирнова) вида

І=1
12п ^  1 2п

!= 1  ^

при простой гипотезе подчиняющейся распределению а1(5) [5].
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При выборе ф{1) = l / t ( l  — t) в критериях типа Мизеса применя
емая статистика (статистика Андерсона-Дарлинга) имеет вид

= - п  -  2 ^  In Р{х„Ѳ) + (̂ 1 -  1п(1 -  F (x b  0)) I  .

В пределе эта статистика подчиняется распределению а2(5)[5].
В случае простых гипотез предельные распределения статистик непа

раметрических критериев типа Колмогорова, и Мизеса известны 
давно и не зависят от вида наблюдаемого закона распределения и значе
ний его параметров. Говорят, что эти критерии являются “свободными 
от распределения”. Это достоинство предопределяет широкое использо
вание данных критериев в приложениях.

При проверке сложных гипотез, когда по той же самой выборке оце
ниваются параметры наблюдаемого закона Р{х,Ѳ), непараметрические 
критерии согласия теряют свойство “свободы от распределения”. Од
нако мощность непараметрических критериев при проверке сложных 
гипотез при тех же объемах выборок п всегда существенно выше, чем 
при проверке простых. И если при проверке простых гипотез непара
метрические критерии типа Колмогорова, и Мизеса уступгіют по 
мощности критериям типа при условии, что в последних использует
ся асимптотически оптимальное группирование, то при проверке слож
ных гипотез непараметрические критерии оказываются более мощны
ми. Для того чтобы воспользоваться их преимуществами, надо только 
знать распределение G{S\Ho) для проверяемой сложной гипотезы.

Различия в предельных распределениях тех же самых статистик 
при проверке простых и сложньпс гипотез очень существенны. Поэто
му предостережения против неаккуратного применения критериев со
гласия при проверке сложных гипотез неоднократно поднимались на 
страницах печати. При прюверке сложных гипотез на условный закон 
распределения статистики G{S\Hq) влияет целый ряд факторов, опре
деляющих “сложность” гипотезы: вид наблюдаемого закона Г{х,Ѳ), со
ответствующего истинной гипотезе До; тип оцениваемого параметра и 
количество оцениваемых параметров; в некоторых ситуациях конкрет
ное значение параметра (например в случае гамма-распределения); ис
пользуемый метод оценивания параметров и точность вычисления оце
нок.

Исходной точкой для исследований предельных распределений ста
тистик непараметрических критериев согласия при ачожных гипотезах 
послужила работа [8]. В литературных источниках изложен ряд подхо
дов к использованию непараметрических критериев согласия в случае



Рекомендации ГОСТ Р 50.1-033-2001 и ГОСТ Р 50.1-037-2002 63
проверки сложных гипотез. При достаточно большом объеме выборки 
ее можно разбить на две части, и по одной из них оценивать парамет
ры, а по другой проверять согласие [9]. В некоторых частных случа
ях предельные распределения статистик исследовались аналитически
ми методами [10], процентные точки распределений строились метода
ми статистического моделирования [11-14]. Для приближенного вычис
ления вероятностей “согласия” вида P{S > 5*} (достигаемого уровня 
значимости) строились формулы, дающие достаточно хорошие прибли
жения при малых значениях соответствующих вероятностей [15-17]. В 
наших работах исследование распределений статистик непараметриче
ских критериев согласия и построение моделей этих распределений осу
ществлялись с использованием методики компьютерного анализа ста
тистических закономерностей.

Наши исследования показали, что распределения статистик крите
риев согласия существенно зависят от метода оценивания параметров. 
Вообще говоря, каждому типу оценок при конкретной сложной прове
ряемой гипотезе соответствует свод предельное распределение G{S\Hq) 
статистики. В случае метода максимального правдоподобия распреде
ления статистик С(5[Яо) очень сильно зависят от закона, соответству
ющего гипотезе Щ. В то же время, разброс распределений G(5]/7o) 
при использовании M D -оценок, минимизирующих статистику крите
рия, в существенно меньшей степени зависит от вида закона F{x, Ѳ), со
ответствующего гипотезе Щ. Это позволяет говорить об определенной 
“свободе от распределения” для рассматриваемых критериев. Если опи
раться только на этот факт, то, казалось бы, что только такие методы 
оценивания и следует применять при проверке сложных гипотез. Од
нако исследование моищости рассматриваемых критериев при различ
ных методах оценивания показало, что наибольшую мощность данные 
критерии при близких альтернативах имеют в случае использования 
ОМП. На рис. 1 иллюстрируется изменение распределений G{Sk \Hq) 
статистики типа Колмогорова S k  в зависимости от числа оцениваемых 
параметров закона распределения Su-Джонсона с плотностью

X ехр <

/ ( і )  = Ѳі
\ / 2 пуУ { х  -  0з )2 - f-02

Ѳо + In < +

г"»
.

На рисунке кривая 1 -  функция распределения Колмогорова, ко-
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Рис. 1. Изменение распределений статистики типа Колмогорова в згши- 
симости от числа оцениваемых параметров наблюдаемого распределе
ния Su-Джонсона

торому подчиняется статистика при проверке простой гипотезы, 2 -  
распределение статистики при проверке сложной гипотезы и оценива
нии по данной выборке методом максимального правдоподобия только 
параметра 3 -  при оценивании только параметров Ѳо и Ѳі, 4 ~ при 
оценивании параметров Ѳо, Ѳі и 02, 5 -  при оценивании всех четырех 
параметров Ѳо, Ѳі, 02 и 0$.

Распределения статистик непараметрических критериев соглгюия су
щественно зависят от вида и числа оцениваемых паргшетров. И да
же при оценивании единственного параметра предельное распределе
ние статистики резко отличается от предельного распределения той 
же самой статистики в случае проверки простой гипотезы. Различие 
возрастает с увеличением числа оцениваемых паргшетров. Пренебре
жение этим фактом в практике применения критериев согласия приво
дит к больптм опшбкам в вычислении вероятности вида Р{5 > 5*} и 
неоправданному принятию проверяемой гипотезы.

При малых объемах выборки п распределения С(5„1Яо) згшисят от 
п. Однако существенная зависимость распределения статистик от п на
блюдается только при небольших объемах выборки. Как показали на
ши исследования, при п > 15 — 20 распределения С(5„|Яо) достаточно 
близки к предельным С(5|Яо), и зависимостью от п можно пренебречь.
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Построенные на настоящий момент другими исследователями таб

лицы процентных точек и предельные распределения статистик непара
метрических критериев ограничены относительно узким кругом слож
ных гипотез. Это объясняется тем, что построение предельного распре
деления аналитическими методами выливается в чрезвычайно непро
стую задачу. В то же время методика компьютерного анализа стати
стических закономерностей, хорошо зарекомендовавшая себя при моде
лировании распределений статистик критериев, позволяет при необхо
димости без существенных трудностей расширить этот круг.

В рекомендациях [2] нами были построены модели предельных рас
пределений статистик рассматриваемых критериев при проверке слож- 
ньк гипотез относительно 17 различных законов наблюдаемых случай
ных величин при использовании ОМП и MD-оценок. Это в общей слож
ности 350 моделей предельных распределений для такого же количества 
вариантов сложных гипотез.

В соответствии с этой методикой следует по закону Г{х,Ѳ) смоде
лировать N  выборок того же объема гг, что и выборка, для которой 
необходимо проверить гипотезу Щ: F{x) е {Р{х,Ѳ),Ѳ € Ѳ}. Далее для 
каждой из N  выборок вычислить оценки тех же параметров закона, а 
затем значение статистики S  соответствующего критерия. В результа
те будет получена выборка значений статистики Si, 5г,...,5уѵ с законом 
распределения G{Sn\Ho) для проверяемой гипотезы Но- По этой выбор
ке при значительных N  можно построить достаточно гладкую эмпири
ческую функцию распределения Gn {S„\Ho), которой можно непосред
ственно воспользоваться для вывода, следует ли принимать гипотезу 
Но- При необходимости можно по Слг(‘?п|До) построить приближен
ную аналитическую модель, аппроксимирующую Стѵ(5„|Яо)і и тогда 
уже, опираясь на эту модель, принимать решение относительно прове
ряемой гипотезы.

Как показали исследования, хорошей аналитической моделью для 
Gpj{S„\Ho) часто оказывается один из следующих четырех законов: 
гамма-распределение, распределение Su-Джонсона, распределение SI- 
Джонсона или логарифмически нормальное. В крайнем случае, всегда 
можно, опираясь на ограниченное множество законов распределения, 
построить модель в виде смеси законов.

Построенные и представленные в [2] аппроксимации предельных рас
пределений статистик непараметрических критериев согласия расшщгя- 
ют область корректного применения этих критериев и peкoмeндJ■ютcя 
широкому кр\ту исследователей. Расширение множества моделей рас
пределений статистик, то есть расширение множества корректно п])0-
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веряемых сложных гипотез, не является самоцелью. Это имеет смысл 
только для тех законов распределения случайных величин, которые 
наиболее часто используются в приложениях. Именно для этих законов 
следует продолжить исследования. В целом же мы имеем дело с бес
конечными множествами существующих случайных величин, их зако
нов, возможных формулировок сложных гипотез. Следовательно, речь 
должна идти о постепенном создании информационных технологий ис
следования статистических закономерностей, технологий обеспечиваю
щих статистический анализ и обработку экспериментальных наблюде
ний в различных областях знаний и человеческой жизнедеятельности.

4. Заключение

Основу ГОСТ Р 50.1-033-2001 составляют полученные таблицы асимп
тотически оптимального группирования, обеспечивающие максималь
ную мощность критериев типа при простых и сложных гипотезах, и 
рекомендации по их применению.

Содержание ГОСТ Р 50.1-037-2002 определяют построенные модели 
распределений статистик непараметрических критериев согласия и со
ответствующие таблицы процентных точек, обеспечивающие коррект
ные статистические вьтоды при проверке сложных гипотез.
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Г. А. Медведев

Непараметрические методы оценивания 
нейтральных к риску вероятностей по данным 

рыночных наблюдений

Настоящая статья представляет собой краткий обзор результатов 
по непараметрическим методам оценивания нейтральных к риску рас
пределений вероятностей с помощью наблюдения цен фингшсовых про
изводных (в основном опционов европейского типа) в дату их истече
ния. Статья содержит в основном не описание методов, а информа
цию о задачах, которые решаются с их помощью, с соответствующими 
ссылками.
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1. Введение

Инвесторы, действующие на финансовом рынке, крайне заинтересо
ваны в наличии математических средств, позволяющих им в условиях 
неопределенности оценивать стоимости тех или иных финансовых кон
трактов. Однако эта проблема является, как правило, достаточно слож
ной в условиях стохастического поведения рыночных показателей. В то 
же самое время природа рынка определяет его стохастичность, которая 
описывается не какими-либо строгими законами, а только рациональ
ным поведением его участников, имеющих разнообразные предпочте
ния. Поэтому стохастические закономерности рынка могут быть опре
делены исключительно с помощью статистических выводов на основе 
наблюдений за рыночными процессами. Одной из таких проблем явля
ется идентификация вероятностных распределений, управляющих по
ведением цен рыночньк активов. Широко распространенным классом 
рисковых активов являются финансовые производные, а среди них наи
большую известность имеют опционы, дающие право покупать (или 
продавать) финансовые инструменты по фиксированной цене незави
симо от состояния рынка. Уже в течение долгого времени определение 
стоимости опциона производится довольно систематически. Сначала де
лается предположение относительно процесса, порождающего данные. 
То есть принимается конкретный вид случайного процесса, управля
ющего ценой основного актива. Чгпце всего в качестве процесса цены 
актива принимается геометрическое броуновское движение. Затем де
лается преобразование этого процесса таким образом, чтобы он опи
сывался нейтральным к риску распределением вероятностей (НРРВ), 
с помощью рассуждений относительно динамического воспроизведения 
или рассматрения влияния цены риска явно. Нгіконец, оцениваются па
раметры модели и определяется стоимость опциона.

Отступление от этого систематического пути происходит только в 
немногих случаях, когда удается воспользоваться имеющимися анали
тическими результатами, полученными при рассмотрении типичных ры
ночных ситуаций. Наиболее характерным из таких исключений являет
ся использование модели Блэка и Шоулса [1] (BS-модели). В рамках 
этой модели получается формула для получения стоимости опциона, 
в которой цена опциона определяется через известные рыночные пере
менные, кроме одной -  волатильности. Волатильность -  это единствен
ный параметр в BS-формуле, который непосредственно не наблюдается. 
Поэтому практики начали искать соответствующее значение волатиль
ности, приспосабливая BS-модель к наблюдаемым ценам опционов. В 
течение долгого времени после начала торговли опционами в начале
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1970-х число их типов было невелико, поэтому не возникало проблем 
оценивания каких-либо других параметров, отличающихся от волатиль
ности. Это коренным образом изменилось в последние годы прошлого 
столетия, когда финансовые производные стали основываться на разно
образных рыночных индексах финансового рынка США, а процедура 
их погашения стала усложняться введением многих параметров и раз
личных гарантий. Бьшо обнаружено [2], что модели опционов, продава
емых на рынках Японии, Германии и Великобритании, аналогичны.

Одни исследователи стали рассматривать новые модели, которые 
могли бы объяснить эти цены опционов, а другие пытались изучать раз
нообразные случайные процессы цен активов, основываясь на наблю
даемых ценах опционов. Это стало целесообразным, так как возникли 
сотни одновременно обращающихся опционов на рыночные индексы, от
личающихся ценой исполнения и/или сроками истечения. При условии 
такого обилия данных естественно было поинтересоваться информаци
ей, содержащейся в ценах опционов относительно нейтрального к риску 
случайного процесса, лежащего в основе актива.

Для дискретного класса случайных процессов на этот вопрос был 
дал ответ в серии статей [3-5] о классах моделей, которые в [3] назва
ны порождаемыми биноминальными деревьями (implied binomial trees). 
Эти порождаемые наблюдаемыми ценами опционов деревья являются 
обобщением первоначально введенных в [6] биноминальных деревьев.

Здесь приводится краткий обзор литературы этого направления. В 
разделе 2 рассматривается понятие нейтральных к риску вероятностей 
(risk-neutreJ probability) и показывается, как определить эти вероятно
сти по набору цен опционов с заданным сроком до истечения. В разделе 
3 обсуждаются непараметрические модели определения стоимости оп- 
щюнов.

2. Нейтральные к риску вероятности

Определим зависимую от состояния цену тгі как цену актива, по ко
торому выплачивается единица стоимости, если в заданную дату Т  про
исходит определенное событие г, и ничего не выплачивается в других 
случгшх. Сумма таких зависимых от состояния цен по всем состояниям 
в дату Т  должна равняться цене безрисковой облигации, по которой до
стоверно выплачивается единица стоимости в дату погашения Т. Когда 
арбитражные возможности на финансовом рынке отсутствуют, зависи
мые от состояния цены являются только положительными.

Часто удобно нормировать зависимые от состояния цены относи
тельно цены облигации. Тогда совокупность этих зависимых от состо-
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яния цен, нормированных ценами облигаций, обладает всеми свойства
ми распределения вероятностей: они неотрицательны и нормируются на 
единицу. Финансистами принято называть их “нейтральными к риску 
вероятностями”. В результате появляется НРРВ {Рі}, которое является 
удобным средством для расчета цен финансовых инструментов;

Рі = Г“ '̂ 7Г<,

где г равно 1 плюс годовая доходность облигации. Теперь можно опре
делять стоимость любого актива С с платежом Х{ в дату Т, вычисляя 
математическое ожидание по нейтральным к риску вероятностям:

С = Ер[Х]Іг'^.

На полном рынке или имеется столько торгуемых ценных бумаг (ак
тивов), сколько имеется состояний среды, или реализуется достаточное 
число промежуточных торговых сессий, чтобы имелось столько дина
мически ребалгшсируемых портфелей, сколько реализуется состояний 
среды. На таких полных рьшкак, как показано в [7], можно полностью 
идентифицировать нейтральное к риску распределение вероятностей 
через набор цен опционов европейского типа. Это распределение ока- 
зьтается единственным, и в [8] дана точнгія формула для него:

д'^С
дК^ = ^S=K-

Вторая производная цены европейского колла С относительно его 
цены исполнения К  является згівисимой от состояния ценой тг будущей 
цены актива, погашаемого точно по цене исполнения опциона. Чтобы 
вывести нейтральные к риску вероятности через цены опционов, мы мо
жем следовать любым из трех подходов. Во-первых, найдем кандидата 
на нейтральное к риску распределение и адаптируем окончательные це
ны опционов к наблюдаемым ценам. Во-вторых, приспособим функцию 
цен опционов по ценам исполнения с помощью наблюдаемых цен опци
онов. Затем используем модель [8], чтобы получить нейтральное к рис
ку распределение. В-третьих, с помощью наблюдаемых волатильностей 
аппроксимируем порождаемые волатильности как функцию цен испол
нения. Затем вычислим функцию цен опционов по ценам исполнения и, 
наконец, получим нейтральное к риску распределение.

Эта процедура применялась в многочисленных вариациях, и каждая 
из них имеет некоторые общие свойства, которые влияют на ее эффек
тивность. Получение нейтрального к риску распределения сталкивает
ся с определенными проблемами, так как распределения вероятностей
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должны обладать определенными свойствами: они уменьшаются до ну
ля для достаточно малых и достаточно больших цен акций, поэтому 
центральная часть распределения имеет экстремумы, а сумма всех ве
роятностей распределения должна равняться единице.

Аппроксимация функции цен опционов по ценам исполнения затруд
няется тем, что эта функция принимает значение цены акции минус на
стоящая стоимость потока платежей дивидендов по времени действия 
опциона при нулевой цене исполнения и приближается к нулю для очень 
высоких цен исполнения. Кроме того, цены опционов должны удовле
творять условиям отсутствия арбитража.

Лучшим методом аппроксимации функции порождаемых волатиль
ностей является, по-видимому, численный. В BS-модели вместо реаль
ной {/-образной формы волатильность предполаггіется постоянной. В 
этом случае нейтральное к риску распределение обладает хорошим по
ведением, но это только до тех пор, пока функция не приобретает ре
альную форму.

Однако точное соответствие нейтрального к риску распределения 
множеству цен опционов сильно зависит от полноты рынка. Если рьш- 
ки неполны, то имеются состояния среды, для которых нельзя воспро
извести опцион. Это может возникать или из-за торговых ограничений, 
или из-за дополнительных неторговых факторов, таких, как стохасти
ческая волатильность или случайные скачки цен акций. Тогда наблюда
емые цены опционов могут порождаться целым набором нейтральных 
к риску распределений, а не одним единственным распределением. В 
свою очередь, это означает, что можно только устанавливать границы 
на цены опционов, а не определять их единственным образом через це
ны исполнения. В [9] исследованы такие границы при наличии скачков, 
а в [10 , 1 1 ] найдены границы, которые основаны на предельных доход
ностях инвестиций. В [10] ограничено отношение прибыли к потерям, а 
в [И] ограничен коэффициент Шарпа (ожидаемая отдача на единицу 
волатильности).

В течение 1980-х гг. наблюдалось затишье в исследованиях, а затем 
в [12 ] была предложена первая версия процедуры, в результате кото
рой получается гистограмма вероятностей непосредственно через цены 
опционов в предположении, что вероятности равномерно распределены 
между любыми двумя соседними ценами исполнения опциона. К сожа
лению, эта схема оказалась неустойчивой в вычислительном плане и 
допускает получение отрицательных вероятностей, если выборка цен 
опционов не имеет достаточный объем. В [13] детально исследована 
устойчивость этого метода.
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Имеются обзорные статьи [14-16] в этом направлении; в них сосре

доточено внимсшие на конкретных методах идентификации НРРВ [14], 
уделено внимание как методам, тгік и их применениям [15], установле
ны принципы классификации различных методов: разложения, пара
метрические и непараметрические [15, 16]. Здесь уделяется внимание 
непараметрическому подходу.

3. Непараметрические методы

Непараметрические методы используются для достижения большей 
гибкости в приспособлении НРРВ к ценам опционов, а не к какой-то па
раметрической форме распределения. Поэтому они допускают исполь
зование более широкого класса функций. Мы разделим эти методы на 
три группы.

1) Ядерные методы, которые концептуально относятся к регресси
онным в том смысле, что они стремятся приспосабливать функцию к 
данным наблюдений. Главное отличие состоит в том, что ядерная ре
грессия не определяет параметрическую форму функции.

2) Методы максимума энтропии, позволяюпще находить непарамет
рическое распределение вероятностей, которое является наиболее близ
ким (с точки зрения объема имеющейся информации) к априорному 
распределению при удовлетворении некоторых ограничений, таких, как 
точное воспроизведение цены наблюдаемых опционов.

3) Методы подбора кривой, слабо связанная группа методов, ко
торые стремятся приспособить порождаемые волатильности или ней
тральные к риску вероятности как можно ближе к некоторой подхо
дящей функции. Обычно используемой мерой качества приспособления 
является сумма квадратов отклонений между наблюдаемыми ценами 
опционов и ценами опционов, получающимися методом подбора кри
вой.

Ядерные методы основаны на концепции, что каждая точка данных 
(скажем, порождаемая волатильность при некоторой цене исполнения) 
должна быть проверена как центр области, где могла бы находиться 
истинная функция. Чем дальше значение переменной от точки данных 
наблюдения, тем менее вероятно, что истинная функция проходит через 
эту точку. Ядро к{х), в качестве которого часто принимается плотность 
нормального распределения, измеряет соответствующий вклад в прав
доподобие при отклонении переменной от точки данных.

Таким образом, если мы наблюдаем порюждаемые волатильности 
как функции цен исполнения а{(К{), ядерная рюгрессия с одномерном
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случае имеет вид

сг{К) = Щ

і =  1

где h -  коэффициент размытости, который управляет гладкостью ядер- 
ной регрессии. Ядерная регрессия предполагает наличие большого объ
ема выборочных данных, что ограничивает ее использование.

В [17] используются пятимерные ядерные оценки как функции цены 
сікции, цены исполнения, срока до истечения, процентной ставки и ди
видендной доходности. Там же используется упрощенный трехмерный 
случай, когда переменными являются форварднгія цена, цена исполне
ния и время до истечения. Эта методология используется в [18] для 
того, чтобы исследовать нейтральное к риску ргюпределение процент
ных стЕівок. Однако там имеется предупреждение, что наличие инерции 
в процентных ставках нарушает предположение о независимости и тож
дественной распределенности нгіблюдений, и, таким образом, асимпто
тические результаты [17] не должны выполняться. И действительно, в 
[18] найдено существенное выборочное смещение. В касающемся этой те
мы исследовании [19] предлагается двумерная ядерная формула оценки 
кеік функции времени до истечения и наличия денежных средств. Кроме 
того, там предлагается моделировать случайный процесс порождаемой 
волатильности в течение делового дня.

Методы максимума энтропии связаны с максимизацией количества 
пропущенной информации при наличии ограничений; другими слова
ми, они выражают стремление нанести наименьший ущерб относитель
но неизвестной или пропущенной информации. Чтобы реализовать эту 
идею, а также, в некотором смысле, аналоі ичную идею байесовской по
становки, выбирается априорное распределение Qi и находится апосте
риорное нейтральное к риску распределение Рі с помощью  максимиза
ции взаимной энтропии

при таких ограничениях, как положительность вероятностей, равенство 
единице суммы вероятностей и точное совпадение цен опционов и основ
ного актива с наблюдаемыми. Если априорное распределение оказьша- 
ется равномерным, то взаимная энтропия сводится к обычной энтропии:
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В [20] использовались равномерное и логнормальное распределения 
как априорные, и получены некоторые результаты путем моделирова
ния. В [21] найдено нейтральное к риску распределение при использо
вании распределения (в прошлом) цены актива как априорного. НРРВ 
там ограничено только требованием точного совпадения цены основ
ного актива. Кроме того, в [21] определены цены опционов и найдено 
подтверждение асимметрии волатильности, которая оказалась доволь
но чувствительной к длительности выборочного интервала наблюдений, 
использованного для получения априорного распределения.

Методы подбора кривой составляют довольно широкий класс ме
тодов, в которых или порождаемая волатильность как функция цен 
исполнения, или само нейтральное к риску распределение аппроксими
руется некоторой достаточно общей функцией. Эти функции обычно 
являются гладкими и образуют класс полиномов от цены исполнения.

Для увеличения гибкости функции такие многочлены могут 
представлять сплайны, покусочно составляющие функцию. Это дости
гается гладким сшиванием полиномиальных сегментов в так называ
емых узлах путем согласования значений и производных сегментов в 
узлах. Главное преимущество сплайнов состоит в том, что узлы слу
жат для того, чтобы локализовать согласование многочленов и, таким 
образом, избегать колебаний и наличия экстремумов многочленов в об
ластях с небольшим количеством данных.

И, наконец, гладкость может быть сделала явной целью в непара
метрических методах подбора кривой для отыскания функции с по
мощью метода наименьших квадратов или минимизации интеграла от 
возведенных в квадрат вторых производных, что учитывает совокуп
ную кривизну функции.

Мы рассмотрим, в первую очередь, методы, удовлетворяющие тре
бованию реальной {/-образной формы волатильности, а затем методы 
аппроксимации НРРВ. В [22] сначала использован метод подбора кри
вой к {/-образной форме, аппроксимирующий функцию квадратичным 
полиномом. Затем порождаемые волатильности там переводятся в цены 
опционов, и получается НРРВ через вторые производные цен опционов 
по ценам исполнения согласно [8]. После чего логнормальные хвосты 
припасовываются к найденному НРРВ.

Разновидность этого метода, в котором квадратичный полином при
спосабливается к порождаемой волатильности через дельта опциона -  
колл, а не через цену исполнения, предложена в [23]. Дельта -  это про- 
изводнгш цены опциона, вычисляемой по BS-формуле, по цене акции. 
В этом случае преимущество состоит в том, что не требуется припгісо-
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Бывать логнормальные хвосты распределению, к нейтральному к рис
ку. Подход [22] распространен в [24] на сплайны седьмого порядка. В 
[25] используются кубические сплайны для алпроксимации U-образной 
формы волатильности, а в [26] используются кубические і5-сплайны, 
которые составляют особое семейство многочленов, используемых для 
сегментов аппроксимируемой функции. Полиномиальная аппроксима
ция логарифма С/-образной функции используется в [27], чтобы авто
матически исключить отрицательные значения порождаемой волатиль
ности. Этот метод распространен на двумерный случай в [28].

Вычисления в методе подбора кривой при аппроксимации U-образ
ной функции не требуют итераций и могут быть выполнены за один 
проход. Одналсо они не гарантируют, что получающиеся вероятности 
будут всегда положительны, что должно контролироваться отдельно. 
Вместе с тем, с практической точки зрения, аппроксимация {/-образной 
формы обычно проще, чем непосредственная гшпроксимация ргіспреде- 
ления вероятности.

Вторая группа методов подбора кривой стремится аппроксимиро
вать нейтральное к риску распределение непосредственно. В [29] мини
мизируется расстояние между дискретизированными вероятностями и 
логнормальным априорным распределением при условии точного опре
деления наблюдаемых цен опционов и основного актива. В [30] пока
зало, что различные способы измерения этого расстояния, тгисие, как 
вычисление квадратов или абсолютных значений отклонений, или вза
имной энтропии, незначительно влияют на результирующее НРРВ, пока 
наблюдается достаточно много цен опционов. Авторы [30] также вводят 
новый метод, который не нуждается в гшриорном распределении и мак
симизирует гладкость нейтрального к риску распределения при условии 
точного определения наблюдаемых цен опіщонов. В [31] используется та 
же самая идея относительно максимизации гладкости распределения и 
аппроксимируется плотность, задаваемая с помощью кубических сплай
нов. Близкий метод, в котором конструируется логарифм нейтрального 
к риску распределения из кусочно линейных сегментов предлагается 
в [32]. Затем в байесовой постановке там используется показательное 
априорное распределение и находится НРРВ, которое согласовывается 
с наблюдаемыми ценами опционов.

Хотя методы определения нейтральных к риску распределений мно
гочисленны, результаты имеют тенденцию быть довольно похожими, 
если имеется достаточно много наблюдаемых цен опционов. Причина 
кроется в том, что если наблюдается только от десяти до пятнадца
ти опционных продаж, безарбитражные границы настолько сжимают-
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ся, что цена очередного опциона часто определяется в пределах спреда 
предложения-спроса. Это встречгіется реже на хвостах распределения, 
но довольно точно характеризует случаи ликвидных опционов. В [30] 
делается вывод, что можно использовать любой разумный метод и ре
зультирующие нейтральные к риску распределения будут похожими. 
Это наблюдение подтверждается в [25], где используются три различ
ных метода: кубические сплайны, метод минимального расстояния из 
[29] и смесь логнормальных распределений, чтобы аппроксимировать 
і/-образную форму волатильности опционов на обменные курсы. По
добные результаты также получились в [34] при использовании трех 
различных методов: смеси логнормальных распределений, разложения 
по полиномам Эрмита и максимизации энтропии для аппроксимации 
цен опционов на фьючерсы облигаций.

4. Заключение

Начиная с кризиса 1987 года исследователи поняли, что BS-модель 
не может объяснить П-образную форму волатильности на рынках оп
ционов на рыночные индексы. Для опционов на индивидуальные акции 
и обменные курсы также харгистерна П-обргізная форма волатильности. 
Это привело к возобновлению интереса к параметрическим расширени
ям BS-модели, которые сейчас обычно включают стохастическую во
латильность и наличие случайных скачкообразных изменений. Анализ 
таких моделей является довольно сложным.

Другой подход, рассмотренный здесь, состоит в том, чтобы исполь
зовать наблюдаемые цены опционов и с помощью соответствующего ста
тистического анализа изучить более глубоко случайный процесс цены 
актива. При наличии достаточно большой выборки цен опционов с оди
наковым сроком истечения можно найти нейтральные к риску распре
деления вероятностей, которые позволяют рассчитать эти цены. Кро
ме того, можно также изучать с помощью наблюдаемых цен опционов 
структуру случайного процесса цены основного актива, что может при
вести к аппроксимащии распределения вероятностей и этого процесса.
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В. М. Неделько
К задаче оценивания качества 

решающей функции ^

Работа посвящена проблеме статистической устойчивости решаю
щих функций, или оценивания риска. Для сл}щая дискретной “неза
висимой” переменной получена зависимость между средними риском и 
эмпирическим риском решения для “наихудшего” распределения (“стра
тегии природы”). Полученный результат позволяет оценить степень 
завышенности оценок Вапника-Червоненкиса.

Предлагается эвристический подход к применению полученных ре
зультатов для оценивания качества решения в общем случае.

1. Введение

Пусть X  -  пространство значений “независимых переменных”, а У -  
целевое пространство прогнозируемых значений. Пусть С -  множество 
вероятностных мер на, D = X  х Y. Конкретную меру с е С будем обо
значать Pc{D]- Здесь и далее квадратные скобки будут использоваться

^Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 01-01-00839
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для указания множества, на сг-алгебре подмножеств которого задается 
мера, а круглые скобки — для указания меры множества (вероятно
сти события). В общем случае необходимо дополнительно потребовать 
также существование Ѵх е X  условных мер Рс[^|я:].

Под решающей функцией понимается отображение f  : X  —* V. Для 
определения качества решающей функции необходимо задать функцию 
потерь L : ^  [О,-f-oo). Теперь под риском будем понимать средние
потери

Д(с,Я =  J L{yJ{x))dP,[D] = j  R,{cJ)dP ,{X],

где Дх(с,/ )  = fL iyJ{x))dPc[Y\x].
Решающая функция строится на основе случгійной независимой вы

борки Ѵс = {{х',у*) е D\ і — l,N }  из ргіспределения Pc{D].
В качестве выборочной оценки риска вводится понятие эмпириче

ского риска
N

R {vJ ) = ^ ^ L { y \ f i x %N
І =  1

Для всех практически используемых алгоритмов построения реша
ющих функций эмпирический риск является смещенной оценкой риска, 
причем всегда заниженной, поскольку данные алгоритмы минимизиру
ют эмпирический риск.

Актуальной является задача оценки этого смещения.
Введем обозначения;

F{c,Q) = ER{c,fQ^„)\
F{c,Q) = ER{v,fQ^^).

Здесь Q : {и} —> {/} -  алгоритм построения решающей функции, а 
/ q,u “ решающгія функция, построенная по выборке ѵ алгоритмом Q.

Математическое ожидание берется по всем выборкам объема N .
Введем функцию наибольшего смещения

S q {Fo) =  F q {Fq) -  Fo, ( 1)

где Fq (Fo) = sup F(c,Q). 
c-.F{c.Q)=Fo

Основной ретультат данной работы заключается в нахождении за
висимости 5 (5(Fo) для случая дискретных X  и Q, минимизирующих 
эмпирический риск в каждой точке х.
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2. Дискретный случай

Пусть X  дискретно, то есть X  = {1, ...,гг}.
Тогда й (с ,/)  = РхДх($і,/(а:)), гдері = Рс{х), Rx{^x,v-c) = Р{у Ф

Х — \

f(x)\x) -  условный риск в точке х, ~ краткое обозначение условной 
меры Рс[і |̂а:], Ѵх -  подмножество выборки для значения х.

Зададимся решающей функцией, минимизирующей эмпирический 
риск; /;{х) = argminZ(y,Ux), Цу,Ѵх) = Т ,Ц у,у^).

Определим, от каких величин зависят искомые средние.
П П

F(c,Q) = ER{cJ : )  = J 2 pxER x{^xJ : A x )) ^ ^ ^ Е хІРхЛх),
Х = 1 X=l

где введено обозначение Ех{рхЛх) =  PxFP(^x,/*^(х)). 
Аналогично

- П П
F{c,Q) = j^E L {v ,f:)  = Y ,E L x{vxJ : J x)) = ' £ Е х{РхЛ х).

1=1 Х =1

Введем функцию

Теперь

ЕхІРх! — sup ЕхіРи^х)-

F q {Fo) =  m a x ' f ^ E x iP x ^ F ^ ) ,
X = 1

( 2)

где максимум берется по всем рх и F°, х  = 1 ,п, при ограничениях 

Рх > О, F° > 0 , ± p x  = l , t  FS =
Х = 1  Х = 1

Исходная экстремальная задача сущтетвенно упростилась, разбив
шись на два этапа: нахождение F i(p i,F °) и нахождение максимума 
функции на простой подобласти евклидова пространства. Функция 
Fx(Px-F°), как показано ниже, может быть легко аппроксимирована 
путем численного моделирования.

Однако решать задачу (2) непосредственно численными методами 
проблематично, поскольку размерность пространства, по которому про
изводится максимизация, равна 2п, где п может быть достаточно велико 
(практический интерес представляют значения порядка десятков).
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3. Реш ение экстремальной задачи

Перепишем задачу (2) в гібстрактных обозначениях:
П

^ Ф ( г ^ ) - » т а х ,  (3)
Х = 1

г" = z j  > О, Е  z f  = 1, j  = 1,
1= 1

Применительно к задаче (2) Ф соответствует Fx, т = 2, z f — Рх,
4  =  F°/Fo.

Дискретизуем пространство значений вектора z^. То есть предполо
жим, что z ^  G

Тогда задачу (3) можно переписать в эквивалентном виде:

У " Ф(^)к' ^  шах, (4)
І =  1

I ___  і
где к* > О, ^  t' /t* = 1, j  = 1,тп, X] причем для к* допустимы

1=1 І=1
лишь значения, кратные 1 /п, или 0.

Будем решать задачу без последнего ограничения дискретности к .̂ 
Получаем задачу линейного программирования, решение которой нахо
дится в некоторой вершине области значений аргументов. Это означает, 
что только m -I- 1 из к* могут быть ненулевыми.

Теперь легко показать, что вносимая снятием ограничения дискрет
ности к̂  погрешность оказывается порядка тп/п, и ей можно прене
бречь.

Поскольку вывод о числе ненулевых к' не зависит от шага дискре
тизации пространства значений вектора г^, результат можно распро
странить и на исходную задачу.

Утверждение 1. Решение z^ задачи (3) включает (использует) 
не более m -|-1 различных векторов.

Таким образом, размерность пространства, по которому проводится 
поиск максимума, сокращается до т{т  -Ь 1 ).

Применительно к задаче (2) это составляет б, и задача легко реша
ется численно.
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4. Результаты

Функция потерь L(y, у')

.тѵ/х

Предложенный метод позволяет найти зависимость Sq{Fq) при лю
бых параметрах п к N.

Однако наиболее нгігляден и удобен для сравнения с другими под
ходами асимптотический случай; N /n  = М  = const, N  —* оо, п оо.

Рассматриваемое приближение вполне приемлемо уже при п =  10 , 
при этом имеем лишь один входной параметр М.

Для иллюстрации рассмотрим задачу классификадии {к классов).
У = у'
У Ф у'-

Оценим Fx{px,F^) методом машинного моделирования. Для этого 
будем случайным образом генерировать ^х, то есть условное распреде
ление Р[У |і].

Условное распределение задается к параметрами (вероятности 
для каждого образа). В соответствии с равномерным распределением на 
множестве параметров генерируем ^х, для которого вычисляем значе
ния Рх(РхіСі) и Рх{РхДх)> и полученную пару изобргіжаем графически 
в виде точки.

В рассматриваемом гісимптотическом приближении два входных па
раметра N  тлрх можно заменить одним: а  = Npx-

Результаты моделирования при различных значениях параметра а  
приведены на рис. 1 (величины нормированы делением на {к -  \) /к  -  
максимальную вероятность ошибки).

При к = 2 точки составляют сплошную линию. При к > 2 точки 
заполняют некоторую область, по кот^ой та^оке легко можно с доста
точной точностью аппроксимировать Fx{px,F^)-

Аналогичным образом моделирование для оценки Fx(px, F°) можно 
провести и в случае прогнозировгшия вещественной переменной [5].

Теперь мы можем определить точность оценок Валника-Червонен- 
киса для рассмотренного случая дискретного X , поскольку мы нашли 
точную зависимость средних риска от эмпирического риска для “наи
худшей” стратегии природы.

Для S{Fo) в [1 ] приводится оценка Sy{Fo) = т, а также улучшенная

оценка Sv {Fq) где т асимптотически стремится к

ѵ/Іп2/(2М).
На рис. 2 для М = Ъ приведены зависимость S{Fq) и ее оценка 

Sv{Fo). График демонстрирует значительную завышенность последней.
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0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Рис. 1

Рис. 2
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Третья линия на графике (прямая) представляет вариант искомой 

зависимости, получаемый байесовским подходом, основанным на вве
дении равномерного распределения на стратегиях природы [2-4, 8]. В 
работе [8] приводится результат Sb {Fq) = (1 -  2Fq)/(M  + 2).

Несколько неожиданным представляется тот факт, что S{Fq) на зна
чительном интервале оказывается существенно меньше S b {Fq), хотя 
байесовский подход подразумевает усреднение по всем стратегиям при
роды, а изложенный подход — выбор наихудшей.

К сожалению, обсуждение этого факта выходит за рамки данной 
работы, поскольку требует детального анализа байесовского подхода.

5. Практическое использование результатов

Полученная зависимость может быть практически использована для 
оценки ожидаемого риска. Для этого достаточно к величине получен
ного эмпирического риска Fq прибавить поправку Sq {Fo).

Однако с прикладной точки зрения случай дискретного X  и незави
симого принятия решения в каждой его точке имеет малый интерес.

Для использования полученного результата в реальных прикладных 
задачах предлагается следующий эвристический подход [6].

Метод оценивания^вероятности ошибки основывается на гипотезе, 
что зависимость Sq {Fq) в общем случае будет близкой к найденной 
оценке, параметры которой однозначно определяются М.

Параметр М  можно оценить как N / log2 С, где С -  емкость класса 
решающих правил. Однако данная оценка будет в точности адекватна 
только для алгоритма выбора решающей функции, осуществляющего 
полный перебор. Для алгоритмов направленного поиска фактическая 
емкость может оказаться меньше.

Оценить фактическую емкость используемого алгоритма построе
ния решающей функции можно путем моделирования по следующей 
схеме.

Задаемся равномерным ргіспределением в пространстве D.
В соответствии с равномерным распределением моделируем выбор

ки того же объема, что и выборка в реальной задаче.
Исследуемым алгоритмом построения решающей функции строим 

решающее правило и находим для него значение эмпирического риска.
Многократным моделировгшием оцениваем Fq -  среднее значение 

эмпирического риска.
Поскольку вероятность ошибки для любого правила при равномер

ном распределении известна (например, при распознавании двух об
разов она равна 0,5), теперь знаем одну из точек (крайнюю правую)
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кривой Sq (Fo), а значит, можем определить М  и восстановить всю за
висимость.

Оценки ожидаемого риска часто бывает достаточно для практиче
ских нужд. При необходимости для риска могут быть дополнительно 
построены оценки доверительного интервала [7].
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И.А. Пестунов
О некоторых аспектах реализации классификатора 
Розенблатта—Парзена в условиях нестационарности 

и малых выборок

в  работе рассматриваются особенности использования непарамет
рического классификатора Розенблатта-Парзена при наличии малых 
обучающих выборок и в условиях изменения вероятностных характе
ристик классов с течением времени.

Адаптация непараметрического классификатора 
Розенблатта-П арзена к условиям нестационарности

Традиционный подход к построению непараметрических классифи
каторов, основанных на оценках плотности Розенблатта-Парзена, за
ключается в подстановке в байесовское решающее правило (БРП) вме
сто неизвестных истинных вероятностных характеристик классов соот
ветствующих им оценок, полученных по обучаемым выборкам [1 ]. При 
этом предполагается, что вероятностные характеристики классов с те
чением времени не изменяются. Однако в действительности все иссле
дуемые объекты и процессы в большей или меньшей мере дрейфуют 
во времени и часто непредсказуемым образом. Причины этого дрейфа 
могут быть самые разные. Например, в задачах распознавания типов 
растительного покрова, по данным дистанционного зондировгшия, ис
точником дрейфа может явиться изменение оптических свойств фото
элементов (листьев, стеблей, цветков и т.п.), изменение их биомассы. В 
задачах оценки (прогноза) качества продукции по косвенным призна
кам это может происходить из-за старения технического оборудования, 
изменения подлежащих обработке сырьевых компонентов и т.п. В ре
зультате при решении практических задач нередко возникает необхо
димость адгштадии непараметрического классификатора Розенблатта- 
Парзена к изменению вероятностных характеристик клгюсов.

Рассмотрим задачу распознгшания образов с позиции байесовской 
теории принятия решений, предполгігая при этом, что условные плот
ности распределения {/<(•)} клгюсов {П̂ } являются известными функ
циями времени, т.е. /і (•)> • ■ ■> /м ( ) ^ we = f{t, х) — совокупность 
непрерывных плотностей распределения, зависящих от времени t £ Т-, 
Т  — некоторый числовой интервгіл [а, 6]. Тогда ВРП в текущий момент 
времени t £ [а, 6] примет вид

<5о = <5о(̂ ,а:) = argmingj(t, х),J6S
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где дискриминантная функция

м

г=1

Здесь Xij — величина потерь при отнесении в fij объектов из ftp, qi — 
априорная вероятность класса П,; j  € S  = {1,2,. ..,М }.

Предположим теперь, что плотности {fi{t,x)}  неизвестны, а име-
м м

ется лишь обучающая выборка V = |J  объема N  = Ni, где
г=1 і=1

у(*) = {xj*' ; € 9?*̂ — наблюдение из Пі , зарегистрированное в
момент времени j  = l ,2 , . . . ,N i  < ••• < Требуется по
строить решающее правило (РП) для классификации наблюдений, по
ступающих в момент времени t > іщ&х = т м  .

Ясно, что при наличии такой исходной информации плотности х)}
не могут быть оценены, поскольку они являются неизвестными функ
циями времени t, а регистрация выборочной информации производится 
через некоторые интервалы At. Такая постановка вопроса принципи
ально отличается от известных тем, что в данном случае нельзя го
ворить о состоятельности каких-либо оценок плотностей {fi{t,x)}, по
скольку в разные моменты времени истинная функция принимает раз
ные формы. С практической точки зрения, эта постановка может быть 
оправдана только при условии, если скорость изменения вероятностных 
характеристик классов значительно меньше темпа поступления обуча
ющей информсщии.

Для конструирования непараметрического алгоритма Розенблатта- 
Парзена, предназначенного для работы в нестационарных условиях, 
предлагается использовать известный прием [2], суть которого состо
ит в том, что при оценивании плотностей {/і (і , х)} вновь поступившая 
информация получает больший вес по сравнению со “старой”. Исполь
зуя этот прием, непараметрическое РП можно записать в виде

5о = ^о(<тах,а:;У) = a r g m i n j^  Л̂ 9̂^/^‘;'(<п,ах,х) | .  (1 )

Здесь

N, , к

E i l l w )
j=i \=1

-1  г.
ф

(«)Хі -  х){
[ hi{Ni)

Хк
h k { N i )  JР{3,Ѣ)
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где Ф( ) — некоторая заданная колоколообразнгія функция, называемая 
ядром, (h i(N i),. . . ,  hk(Ni)} — набор положительных параметров сгла
живания (размытости), а p{j,Ni) — некоторая определяемая функция 
памяти, дающая больший вес более поздним по времени регистрации 
элементам обучающей выборки и меньший вес “старым” (более ранним) 
элементам.

Приведем результаты двух экспериментов с псевдослучайными чис
лами, подтверждаіюищх эффективность РП (1).

В первом эксперименте рассматривался случай двух равновероят
ных клсіссов, размерность пространства признгіков к = 2. Первый класс 
описывался инвариантным во времени двухмерным нормальным за
коном распределения с математическим ожиданием =
(5,5)^ и единичной коваригщионной матрицей I.

Второй класс в каждый дискретный момент времени s = 0 ,99 опи
сывался также нормальным законом распределения ЛГ(ц(̂ ) (s), I) с мате
матическим ожиданием ц^^ (̂в) и единичной ковариационной матрицей 
I, при этом рассматривались два варианта.

В первом варианте

а во втором

ц(2)(в) = (5 -I- ѵ/10,89 -  si, 5)^,

что при S = о соответствует ~5 и 15% байесовской вероятности ошибки, 
I = (ѵ/ПЩ -  лД;33)/100.

Для каждого из этих вариантов моделировалось по одной обучаю
щей выборке объема N  = Ni + N2 = 200 (в каждый дискретный момент 
времени s =  0 ,1 ,...,9 9  регистрировалось по одному наблюдению из 
1 -го и 2-го классов) и по одной контрольной выборке объема Nk = 200 
(iVfc, =  iVfcj = 100), составленной из наблюдений, зарегистрированных 
в момент времени s = 99. Далее строилось РП (1). При этом функция 
ядра определялась выражением

Ф( ^ ) (2тг) - ''/2 П ехр -
;=1

(іі -
2/i2

функция памяти p(s, Ni) = (s/iVi)“ , где числовой параметр а  > 0. Заме
тим, что если а  = о, то получаем обычный классификатор Розенблатта- 
Парзена. Нахождение оптимального значения параметра сглаживания 
h осуществлялось обычным образом с использованием оценки “скользя
щего экзамена”. Затем для некоторого фиксированного набора значений
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а методом “контрольной выборки” оценивалось значение ВОК. Резуль
таты этого эксперимента приведены в табл. 1 .

Таблица 1
Вари- Оцен- а
ант ки 0 1 2 3 4 6 8

I вок 0,165 0,135 0,12 0,105 0,105 0,12 0,12
h 1,72 1,76 1,96 1,96 1,96 1,96 1,92

II ВОК 0,05 0,045 0,045 0,045 0,045 0,045 0,045
h 1,52 2.1 2,48 2,48 2,52 2,56 2,55

Во втором эксперименте рассматривался также случгій двух равно
вероятных классов, размерность пространства признаков к = 2. Пер
вый класс описывался инвариантным во времени законом распределе
ния. Для объектов этого класса значения второго признака были рас
пределены равномерно на отрезке [—4,6], а значения первого признака 
определялись в соответствии с выражением

X = +  С,

где х ,у  — значения 1 -го и 2-го признаков соответственно, а ^ — случай
ная величина, имеющая равномерное распределение на отрезке [—1 , 2]. 
Второй класс в каждый дискретный момент времени s =  0 ,1 ,...,99  
описывался нормальным законом распределения с мате
матическим ожиданием и диагональной ковариационной матри
цей

О 
О

в  зависимости от значения рассматривались три варианта: 1 -й — 
cr̂  =  0,5; 2-й — = 0,7 и 3-й — = 1. Вектор р^^Цз) определялся
выражением р^^Цз) — (—sd/99,0)^, где d — величина максимального 
смещения вектора математического ожидания второго класса, которое 
произошло с момента времени s = О до момента s = 99. Далее для 
каждого из вариантов модели выполнялись действия, аналогичные дей
ствиям, выполненным в ходе 1 -го эксперимента. Полученные в резуль
тате значения оценок ВОК и соответствующие им значения параметров 
сглгіживания приведены в табл. 2 .

Приведенные в табл. 1 и 2 результаты показывают, что достовер
ность распознавания в условиях нестационарности при использовании 
РП (1) во всех рассмотренных вариантах превосходит достоверность 
ргіспознавания с помощью обычного классификатора Розенблатта-Пар
зена. Таким образом, в условиях дрейфа вероятностных характеристик
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Таблица 2

а d а
0 2 4 8

0,5 3
ВОК 0,13 0,102 0,085 0,10
h 1,88 1,4 1,2 1,24

0,7 4
ВОК 0,275 0,213 0,165 0,17
h 2,6 1,5 0,92 0,68

1 4
ВОК 0,32 0,22 0,195 0,195
h 1,8 2,0 0,84 0,79

классов, используя РП (1), можно значительно уменьшить вероятность 
ошибочной классификации.

Настройка непараметрического классификатора 
Розенблатта-П арзена в условиях малых выборок

При решении прикладных задач распознгівания образов обычно ис
пользуется (О-І)-матрица потерь. В этом случае {i,j = l,M )  опре
деляется выражением Xij = 1 — 6ij, где Sij -  символ Кронекера, а под
становочное РП записывается в виде

0̂ 5о(х; V) =  a rg m a x 9 i/^ 4 i) . tes
Для случая двух классов это пргшило можно переписать следующим 

образом:
j  Пь 

^ 2*/S( )̂ Яі
X е

Величину t =  92/91 называют пороговым значением отношения прав
доподобия, или решающим порогом. В случае равновероятных классов 
этот порог равен 1.

Если в этом правиле в качестве {/^](х)} используются непарамет
рические оценки Розенблатта-Парзена, то такое РП является состоя
тельным (в смысле байесовской ВОК) и при наличии представительных 
обучающих выборок обеспечивает высокое качество распознавания. Од
нако в условиях малых обучающих выборок из-за смещенности оценок 
Розенблатта-Парзена качество классификации в большинстве случаев 
оказывается неудовлетворительным.

С целью компенсации смещения оценок плотности предлагается от
казаться от выбора решающего порога традиционным способом, а про
изводить оптимизацию подстановочного РП не только по параметру 
сглаживания h, но и по значению параметра t.
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Процедура оптимизации осуществляется в два этапа:
1 ) при фиксированном значении t выбирается оптимальное значение 

параметра h исходя из минимума оценки ВОК, полученной методом 
“скользящего экзамена”;

2) из всех полученных наборов t и h выбирается тот, на котором 
достигается минимальное значение оценки “скользящего экзамена”.

Построенные таким способом алгоритмы классификации исследо
вались методом статистического моделирования. Приведем результа
ты исследования для двух моделей: параметрической и непараметриче
ской.

П араметрическая модель. Рассматривался случай двух классов 
(9і = 92 = 0,5) в восьмимерном признаковом пространстве. Первый 
класс описывался нормальной плотностью с математическим ожида
нием =  (0,0, о, 0,0, о, 0,0) и единичной ковариационной матрицей 

= I, а второй — нормальной плотностью с математическим ожи
данием =  (о, 2,563, о, о, о, о, о, 0) и ковариационной матрицей =  
91.

Для данной модели генерировались обучающая выборка объема N  = 
= {1̂ 1 + N2) = 200 {Ni/k «  12) и контрольная, включающая по 500 реа
лизаций из каждого класса. Затем для каждой из полученных обучаю
щих выборок строился классификатор Розенблатта-Парзена с регули
руемым решающим порогом. В качестве функции ядра использовалось 
мультипликативное нормальное ядро. Результаты эксперимента приве
дены в табл. 3, в которой представлено значение решающего порога t, 
значение оптимального параметра сглаживания /lopt, количество непра
вильно распознанных oL ьектов на этапе обучения Д я и процент ошибок 
на этапе классификации R.

Таблица 3
t ^opt R h Д, %
1 0,7 32 12,3
2 1,2 13 1 1 , 1
6 2,9 12 4,0
8 2,4 1 1 3,2

10 2,2 10 3,0
Из этой таблицы следует, что для данной восьмимерной модели за 

счет выбора решающего порога t удалось в 4 раза уменьшить ошибку 
классификации.

Непараметрическая модель. Моделировался случай двух равно
вероятных классов в четырехмерном признаковом пространстве. Пер
вый класс состоял из точек, описываемых нормальными плотности-
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ми с ковариационной матрицей = 41. При этом для первой по-
= (0,0,0, 0), а для вто-

= (12,0,0,0). Второй кладе состоял из точек, описывае-
ловины точек математическое ожидание 
рой
мых нормальными плотностями с единичной ковариационной матрицей 

= I. Первая половина точек класса имела математическое ожида
ние = (6, о, 0, 0), а вторая — = (18,0,0,0).

Таблица 4

N t ^opt R h R, %
1 08 1 9,1

20 0,7 3,0 1 7,1
0,45 2,6 1 5,0
0,3 2,0 1 5,5
1 1 ,1 3 4,9

100 0,7 1,4 2 4,9
0,45 1,6 2 3,6
0,4 2,6 1 2,5

400 1 0,4 10 4,7
0,3 2,4 5 2,4

600 1 0,7 16 3,3
0,3 1,6 10 2,3

Для данной модели генерировались обучающие выборки объема N  = 
= (ІѴі 4- N2) = 20,100,400,600. Для каждой обучающей выборки гене
рировалась контрольная выборка, включающая по 500 реализаций из 
каждого класса. Далее выполнялись действия, аналогичные действиям 
для параметрической модели. Результаты эксперимента представлены 
в табл. 4.

Анализ табл. 3 и 4 показывает, что при наличии малых обучающих 
выборок {Ni/k < 50) за счет настройки решающего порога удается су
щественно улучшить качество классификации.
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П.Ф. Тарасенко
Проверка гипотез для индикаторного анализа

линейных моделей

Предлагаются тесты проверки простых гипотез о параметрах ли
нейной модели для случая, когда о погрешностях наблюдений известно 
только то, что они имеют, например, общий (но неизвестный) интерк
вартильный размах. В рамках этой задачи одновременно проверяется 
гипотеза о значениях квартилей. Рассмотрены обобщения этой зада
чи, различные подходы к построению тестов, получены предельные 
распределения их статистик.

1. Постановка задачи

Рассмотрим линейную модель наблюдений К = ( У і , в виде

¥  = Х^Ѳ + е, ( 1)

где Ѳ = -  неизвестные параметры, X  -  неслучайная
матрица плана, со столбцгіми Х \, . . ,Х ^ ,и  е = (сі, ..,£;у)^ -  независимые 
в совокупности случайные погрешности. Относительно распределения 
погрешностей F{u) = Р{£і < и) будем предполагать, что оно порождает 
априорно известное распределение р = {рі-,-,Рк) на множествах неко
торого конечного разбиения С{р) = {Сі(д), ..,Ск{р)) пространства R \  
известного с точностью до параметров р = (ді, дм)^- Иными слова
ми, для всех fc е {1 ,..., К }  известны значения pk = Р{£і£Ск{р)).

Поставим задачу проверки простой гипотезы Но : {в,р) = (^ОіРо) 
против сложной альтернативы Ні : {Ѳ,р) ^  (Ѳо,ро)- Решение этой за
дачи является шагом на пути к построению оценок параметров Ѳ и р. 
Оценками можно считать такие Ѳо и ро, которые обеспечивают наиболь
ший достигнутый уровень значимости при проверке гипотезы (Ѳ,р) = 
{Ѳо,ро).

Например, в знаковой (медианной) модели погрешностей разбиение 
С = {(-оо,0),0, (0,оо)} не зависит от параметров и р = {5 , 0, 5 }. Здесь 
проверке подлежат гипотезы только о параметрах Ѳ модели (1). Второй 
пример описывает квартильную априорную информацию о погрешно
стях, если С{р) = { (-оо ,-р ), (-р ,0),0 , (О,р), (р, оо)} зависит от ска
лярных параметров р и р = j,^} . В этом случае можно вы
двигать гипотезы как о параметрах Ѳ модели (1), так и о масштабном 
параметре р разбиения С(р). Другие примеры будут рассмотрены ниже.
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Уточним модель, которая описывает априорную информацию о по

грешностях. Чтобы охватить сразу широкий спектр ситуаций, зададим 
семейство 6 = (С(р') : р! G М} разбиений пространства R^, параметри
зованное с помощью р' = { р [ , . . .  ,р'м)'^ € М С R ^ . Каждое разбиение 
в С состоит из К  непустых множеств, т.е.

С{р') = [Ck{p') ■. к = \ ,К ) .

Каждое из множеств С^{р') является интервалом в R^ или объедине
нием нескольких несмежных интервалов, т.е.

Кк Кк
C k { p ' )  =  и  =  U (C fc ,i,o  +  4 , , о  /і'. р ' ) .  (2)

1=1 1=1

Здесь угловые скобки означают, что граница интервала может быть 
открытой или закрытой, при этом случай = Ск,і,і, когда закрытый 
интервал является точкой, не исключается. Постоянные векторы dk^ij 
состоят из нулей, кроме, возможно, одного элемента, принимающего 
значения -f-1 или —1. Иными словами, параметры р' отвечают за сдвиги 
границ интервалов, из которых состоят множества разбиения. При этом 
сдвиги двух разных границ могут быть согласованными, если за них 
отвечает один и тот же параметр. Естественно, что набор точек Ck,ij, 
набор векторов dk,i,j и область М допустимых значений параметров 
должны быть согласованы так, чтобы система множеств {Ск,і{р') : к = 
1,К ,1 = 1,К к) оставалась разбиением при всех /і '€М.

Априорная информация о погрешностях определяется тем, что для
некоторого неизвестного набора параметров р £ Ж и  известного набора

___  к
значений вероятностей р = {рк '■ к — 1,К ,рк > =  1 } имеет

fc=iместо ___  ___
Р{еі е Ск{р)) = Рк, i = l ,N , к = 1,К . (3)

Поскольку общий случай заслуживает отдельного рассмотрения, в дан
ной работе будем считать, что все отличные от нуля априорные веро
ятности Рк одингіковы. Если среди К  элементов разбиения (2) только 
К\ имеют ненулевые вероятности (3), то либо рк = О, либо рк = 1/Кі. 
Обозначим р = 1/К і, однако далее будем продолжать использовать рк-
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2. Индикаторные признаки и метки множеств разбиения

Рассмотрим задачу проверки простой гипотезы Но о параметрах мо
дели (1)-(3) против сложной альтернативы Яі, где

Но:(Ѳ,р) = 0, Нг- . ІѲ,р)^0. (4)

К (4) сводится и случай проверки более общей гипотезы (і9, д) = (0ОіДо), 
если в (2) заменить Y  на Y —Х^Ѳо и в (1) Ck^ij на Ck^ij+dJi j до-

В качестве признаков для построения статистических выводов на 
основе априорного знания (3) достаточно использовать индикаторы s — 
= ( s i , . . .  попадания невязок модели (1 ) в множества (2), где

s< =  Si(0,0), 8і{Ѳ,р.) = s{Yi -  Хі Ѳ, р), i = l ,N, (5)

а функция s{u,p) принимает значение к, если и € Ск{р). Простргш- 
ство индикаторных признаков, таким образом, содержит элемен
тов. Обозначим его через S. Функция мощности любого индикаторного 
теста (основанного на признаках (5)) с критической областью 5і с  <S 
для проверки гипотез о параметрах Ѳ и р может быть згшисана в виде 
Р(5і |0, р) = YI А*)! где P (s|0, р) -  правдоподобие набора призна-

s6<5i
КОВ S .  В силу независимости шумов имеем

N
Р (з |0, ц) = П Р (5 і |0,д). (6)

t=i

N
Отметим, что при гипотезе P(s|0 ,0) — ps-. Поэтому когда все отлич-

<=1
ные от нуля априорные вероятности рк одинаковы, то либо P(s|0 ,0) = 
о, либо P(s|0 ,0) = р ^ . Если же набор признаков s рассматривается 
как случайный, то при выполнении гипотезы имеем P(s|0 ,0) = по
чти наверняка. Обозначив границы альтернативного разбиения через 
Ck,i,j,i{0,p) = Ck,ij -ь dli  j  р -  X j e ,  получим

P{si = к\Ѳ,р) = Y^\F{Ck,t, ,4^,p)) -  F{Ck,i,oA^,p))]. (7)
;=1

В дальнейшем анализе важную роль играют локальные (в окрестно
сти гипотезы) свойства распределения (6), поэтому дадим их описание.
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При условии непрерывной дифференцируемости F в окрестностях то
чек Ck.i.j, из (7) получаем градиенты распределения каждого признака 
по параметрам Ѳ и р при их гипотетических значениях

Kk
Ѵ ѳ Р { з г  =  к \ 0 , 0 )  =  - X i Y ^ [ f { C k , i , i )  -  /(Cfc,,.o)];

i=i
Kk

V ^ P i s ,  =  fc|0,0) =  -  f ( C k , i , o ) d k A , o ] ,
1=1

где /  -  производная функции распределения F в соответствующей точ
ке. Если записать разложение в ряд Тейлора для (7), подставить резуль
тат в (6) и раскрыть полученное произведение, выделяя члены первого 
порядка, то при тех же условиях на F  получим

N
V(,P(s|0,0) =  -P (s |0 ,0 M i

г=1
N

V^P(s|0,0) = P(s|0, 0)A2 ^ P 2(Si),

(8)

t=i

где R\{k) -  скаляр, a Рг(^) -  вектор размерности М:

Кк
Ri{k) = Mipfc)-* -  /(С*,,.о)]; (9)

i=i
Кк

R2{k) = {А2Рк)  ̂^ 2  [fi^k,iA)dk,i,i ~ f{Ck,i,o)dk,i,o] ■
1=1

Здесь предполагается, что если рк = О, то Rj(k) = 0. Использование 
в (9) нормирующих постоянных Аі и Л2 во многих случаях позволя
ет добиться того, чтобы значения Rj{k) згшисели только от вероятно
стей Рк, и именно на этих значениях строить анализ модели (1 ), пе
рейдя, таким образом, к новому пространству признаков. В связи с 
этим новые признаки Rj{k) далее будем называть метками множеств 
разбиения и будем говорить о наборах меток. Так, метки Р і образу
ют один набор {Ri ( l ) , . . R\(K)},  а метки Р 2 образуют М  наборов 
{Р2..п(1 ), • ■ •,Р2.т(Л')}, ГП= 1,М.

Важным свойством наборов меток является их нулевое математи
ческое ожидание при гипотезе. Однако иногда вместо (9) приходится
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использовать модифицированные наборы меток. Модификация меток 
требуется в случаях, когда путем их масштабирования с помоіцью кон
стант Aj  не удается добиться, чтобы все значения Rj{k) зависели толь
ко от априорно известного набора вероятностей р. В некоторых случа
ях мотивом для модификации меток может служить не незнание / ,  а 
необходимость придать тесту определенные свойства, например свой
ство локальной несмещенности. Тогда приходится заменять в метках 
набор вероятностей р, несмотря на то, что он известен. Чтобы отличать 
метки, полученные по формулам (9), от возможно модифицированных 
меток, будем везде далее в первом случае употреблять обозначения Щ, 
а во втором -  Bj.  Если модификация не потребовалась, то эти обозна
чения относятся к одному и тому же набору меток.

3. Синтез тестов

Выбор критической области S\ Е. S  имеет целью улучшить поведе
ние функции мощности теста, по крайней мере локально, в окрестности 
гипотезы. Обычно это приводит к тесту вида H{s) > const, где для от
бора точек можно использовать различные критерии H{s). Среди них 
прежде всего назовем локальный критерий средней кривизны функции 
мощности [1 ];

tr (V^P(s|0,0)) > const, (10)
который основан на анализе локальных свойств матрицы вторых про
изводных V^P(<Si |0, 0) при условии локальной несмещенности теста, т.е. 
когда VP(<Si|0,0) =  0. Для случая знакового подхода, когда разбиение 
С = {(—оо, 0), о, (о, Ч-оо)} не является параметризованным ир={^, о, ^}, 
с помощью критерия (10) удается получить соответствующий тест, как 
это сделано в [1 , § 2 .2], за счет естественного предположения / ' ( 0)=0:

N N
^3 sign(yi) sign(Y)) > const. (И)

i=l j=l
В общем случае, когда для описания априорной информации исполь

зуются параметризованные разбиения (2), построение теста с помощью 
критерия (10) затрудняется по целому ряду причин. В частности, не все
гда удается построить локально несмещенный тест. Чтобы преодолеть 
эту ситуацию, можно предложить другое правило выбора критической 
области, основанное не на вторых, а на первых производных функции 
правдоподобия (6):

||ѴеР(5|0, 0)Ц2 , ||V^P(s|0,0)||2
АІ

> const. ( 12)
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Далее критерий (12) с использовалием (9) залисывается в виде

N N
Е Е  (XjXjRi{si )Ri{s j )  + RJ(si)R2{sj) ) > const. (13)
t=i j=i

В знаковом анализе, когда разбиение С = {(-оо, 0), 0, (0, оо)} не зависит 
от параметров и р = {^,0, |} , получим, что Дг = 0. Поэтому если в (8) 
положить Аі  =  -2 /(0 ), то Ді(1) = -1 , Ді(2) = 0 и ДДЗ) == 1, т.е. 
Ri{si) = sign(yi) п.н. Таким образом, (13) представляется в виде (И). 
Иными словами, критерии (10) и (12) в знаковом анализе приводят к 
одному и тому же тесту. В общем случае можно показать, что критерии 
(10) и (12 ) при некоторых дополнительных условиях асимптотически 
эквивалентны.

4. Распределение индикаторных статистик

Запишем тест (13) в векторном виде

в!'
____ N — N

где Х В і  = j; XiBi{si),  B 2 = ^  Y  ^ 2(st), и рассмотрим вопрос о
t = l i = l

вычислении процентных точек t{a) на основе точного и предельного 
распределения индикаторной статистики H{s).

При гипотезе для Н (s) можно найти точное ргіспределение, так как 
число элементов пространства признаков S  является конечным и равно 

. Для больших объемов выборки можно воспользоваться асимпто
тическим распределением. Чтобы его получить, рассмотрим случайный 
вектор = N^^^{XBi ,Bi )^  размерности Т+М  и введем следующие

обозначения: d? = E{Bj}  = Y  Bj{k)pk, D2 = E{B2B J } , C  = E { B M ^
fe=i

X X  = ^  Y  ^  = w Y, Вая последовательности
i=l t=l

матриц плана X  будем предполагать существование предельной мат
рицы вторых моментов Ѵх = lim X X  и предельного вектора средних _ N—00
Е х = ІІШ X . Кроме того, записывая A n < оо для некоторой зави- N—*oo
сящей от N  квадратной матрицы A n , будем иметь в виду, что все ее 
элементы ограничены равномерно по N. Иными словами, существует
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постоянная К , такая, что |[^w]ij| < К  где [-Jij -  элемент мат
рицы. Будем также обозначать знаком ~  асимптотическую эквивалент
ность случайных величин (в смысле равенства их предельных распре
делений).

Л емма 1. Если О < < оо, df > О к D2 > О, то при гипотезе
(4) предельное распределение случайного вектора является нормаль
ным с нулевым средним и матрицей ковариаций

d^Vx
C E l

E xC ^
D2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу того, что среднее значение 
меток В\ и В2 при гипотезе равно нулю, вектор при гипотезе тоже 
будет иметь нулевое математическое ожидание E{^n } — 0. Если учесть 
независимость погрешностей в модели (1 ), то матрица ковариаций для 

запишется в виде

Vn = Е

По условиям леммы 0 < < оо, откуда следует, что ||Ех|| < оо и
далее, с учетом условий df > 0 и D2 > 0, получаем, что 0 < V < оо. 
Отсюда в силу центральной предельной теоремы следует утверждение 
леммы.

Из леммы 1 вытекает целый ряд следующих ниже утверждений, до
казательства которых аналогичны известным классическим результа
там [2], поэтому здесь не приводятся.

Следствие 1. В условиях леммы 1 при гипотезе имеет место

Vn " ' 4 n лг ~

где Г] -  стандартный нормальный случайный вектор размера Т-\-М.
Замечание 1. Матрицы и не обязательно являются симмет

ричными, а могут быть взяты, например, в верхнем диагональном виде. 
В любом случае, везде далее мы предполагаем, что квадратный корень 
всякой симметричной положительно определенной матрицы А строится 
так, чтобы = А, но не обязательно = А.

Теорема 1 . В условиях леммы 1 для статистики теста (14) при 
гипотезе имеет место

т+м т+м
H{s) = ~  ^  ><N,k'nk ~  XI

fc=l к=\
(15)
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где fc u Afc -  собственные числа матриц Vf  ̂ и V соответственно, а 
т]к -  стандартные независимые гауссовские случайные величины.

Замечание 2. На практике для определения порогов ((а) теста (14) с 
помощью (15) можно воспользоваться собственными числами \ы,к мат
рицы Ѵія, если она не вырождена.

Теорема 2. В условиях леммы 1 при гипотезе имеет место
T t/-b Xr+Afi

где Хт+м ~ случайная величина, имеющая распределение хи-квадрат с 
Т-\-М степенями свободы.

Замечание 3. Теорема 2 дает основание для использования вместо 
теста (14) его нормировгшного варианта, более удобного с точки зрения 
вычисления процентных точек в асимптотическом случае:

Hr{s) = N ■ X B i  ■
T

B 2

сР^ХХ ХС~^
D2с Г

1 -1
X B i  '

B 2
>ti{a),  (16)

где fi(a) -  процентная точка распределения хи-квадрат с Т-\-М сте
пенями свободы. Кроме того, для теста (16), как и для (14), можно 
построить точное распределение.

Замечание 4- Будем рассматривать еще один тест, который в отли
чие от (16) не требует дополнительных условий для своей локальной 
несмещенности (см. следующий раздел). Это тест с частично нормиро
ванной статистикой:

Ho{s) = N  ( d ^ ^ X B j  YX~^lCBi  + Ѣ І  > to{a). (17)

При умеренных объемах выборки можно найти точное распределение 
статистики теста (17). Чтобы найти предельное распределение этой ста
тистики, представим ее в виде где матрица
является блочно-диагональной: A n  = diag(diXX, Дг)- Введем также 
предельную матрицу А — diag(dfVx,Z?2)-

Теорема 3. В условиях леммы 1 для статистики теста (17) при 
гипотезе имеет место

т+м
Ho{s) = ^J,AJ/^^n ~  (1 -  VNp)vj + (1 +  vnp)t]̂  + X ] ~

т+м
^J/A ~  (1 -  vp)r]j -t- (1 -f ѵр)т]̂  4- ^  77̂ ,

1 = 3
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где г/і,. ..  ,т]т+м ~ независимые случайные величины, имеющие стан
дартное нормальное распределение, = {С^ С)/df -  квадрат мно
жественного коэффициента корреляции наборов меток Ві и В2, =

X X  ^Х,ѵ'^ = E]^VZ^Ex.= X
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 1 предельное распределение век

тора является непрерывным, а матрица А невырождена. Поэтому,
если учесть, что равенство А = lim Луѵ имеет место для неслучайныхN—>oo
матриц, то соотношение ~  становится очевидным.
Далее, по условиям леммы 1 матрица Лдг невырождена для достаточ- 
но больших N,  поэтому случайный вектор Луу ' при гипотезе имеет 
нулевое среднее и матрицу ковариации

-1 /2 чТ

где Gn ^ D 2 ^^^C{XX ^^^Х)'^М,ачерез Іт обозначена единичная мат
рица размера т х т .  Чтобы найти собственные значения матрицы (18), 
црименим тождества

1

{  Іт О І \  
\ G n  Im ) ' (18)

b Q = \Q\{l-b'^Q-^b),  |Q -fa 6T| =  |Q |( l-b a^ Q -i6), (19)

которые вьшолняются для любых векторов а, Ь и невырожденных мат
риц Q. Запишем характеристический многочлен в виде

Іт Gl / {1  -  А)
Gtv/ ( 1 -A ) Im

Р{\)  =  (1 -

пользуясь тем, что возникающая при делении неопределенность в точке 
Л = 1 будет разрешена за счет непрерывности. Для у-го столбца матри
цы Gw имеем Gw,j = D2 ^^^C[XX где [Jj -соответствующий
элемент вектора. Поэтому применение Т  раз первого из тождеств (19) 
к полученному характеристическому многочлену позволяет получить

- 1 / 2 - ,

Р{Х) =  (1 -  Л)̂ -̂л̂ / m - ( 1 - A ) - 2 ^ G w,,G^^
J = 1

= (1 -  Л)^+л^
-------- ^ Г - л )2------

Отсюда, применяя второе из тождеств (19), получаем, что 

P{X) = ( l - X f + ^ ~ ^ [ { l - X f - v % p %
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Таким образом, все собственные значения матрицы (18) равны единице, 
кроме двух из них, равных \ —vt^p и что и докгізывает теорему.

5. Условия локгільной несмещенности

Еще одно желательное свойство критической области S\ -  локальная 
нес.мещенность -  определяется как Ѵ Р(5і|0,0) = 0. Это требование, с 
учетом (8), выражается следующей парой равенств:

N
ѴеР(5і |0,0) = -  Л 1 Р(5|0,0) (^і) = 0;

s65i t= l
N ( 2 0 )

V ^P(5i|0 ,0) =  Л2 ^  P ( s |0 ,0 ) ^ P 2 ( s i )  =  0.
*eSi i=l

При этом можно говорить отдельно о несмещенности как по парамет
рам Ѳ модели (1), так и по параметрам /х разбиения (2), или даже по 
каждому из параметров Ѳі или рт в отдельности. Обозначим множе
ство {1 ,..., К} номеров элементов разбиения через ОС и сформулируем 
достаточные условия локальной несмещенности построенных тестов.

Теорема 4. Если на множестве % существует биекция д, для ко
торой имеет место

У к е % \ % д \  Р к = Р д ( _ к ) ,  R i { k )  = - К і { д { к ) У ,
Vfci,fc2 e 3C: Bj{kr)B2ik2) = Bj{g{ki))B2{g{k2)),

mo тесты (14) и (17) являются локально несмещенными по парамет
рам Ѳ модели (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выполнении первых двух условий в 
(21) из (6) следует, что P(s|0,0) = P (5 (s)|0,0), а учитывая (8), получа
ем V0P(s|O, 0) = -V eP(g(s)|0,0). Последнее условие в (21) приводит к 
тому, что наборы признаков s и ^(s) будут иметь одинаковую степень 
предпочтения как по критерию Н{з), так и по критерию Hq{s). Поэто
му S и g{s) оба будут входить в критическую область Si тестов (14) и 
(17) либо оба не будут в нее входить. Следовательно, в выргіжении для 
VflP(5i|0,0) из (20) все слагаемые разбиваются на пары противополож
ных по величине значений, что обеспечивает локальную несмещенность 
тестов (14) и (17) по Ѳ.

Замечание 5. Условия (21) обеспечивают несмещенность сразу по 
всем параметрам Ѳ модели (1 ). Условия, аналогичные (21), можно по- 
.тучить и для .локальной несмещенности тестов (14) и (17) по каждому
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из параметров рт, т = 1,М, в отдельности. Эти условия даются сле
дующей теоремой, которая доказывается аналогично теореме 4.

Теорема 5. Если на множестве X  существует биекция д-щ, для 
которой имеет место

V А: € ЭС \  . Pfc —Pp„(fc)i 2̂,7п(^) —
V fci, А2 е ЗС : S i ( f c i ) S i ( f c 2 )  =  В,{дт{кі))В,{дт{к2)), (22)

то тесты (14) и (17) являются локально несмещенными по параметру 
Рт разбиения (2).

Замечание 6. Если одновременно выполняются условия (21) теоре
мы 4 и (22) теоремы 5 для всех m = 1,М, то тесты (14) и (17) будут 
локально несмещенными по всем параметрам.

Замечание 7. Для локальной несмещенности нормированного теста 
(16) по параметрам Ѳ и р, кроме условий (21) и (22), требуется еще 
одно условие: либо X = О, либо С = 0. Действительно, если оба эти 
равенства не выполняются, то для того, чтобы наборы меток s, g{s) и 
9m{s) оценивались одинаково критерием (16), кроме (2 1) и (22), должны 
вьшолняться равенства

\/кі,к2Е%, m e l , M :  Ві{кі)В2Ік2) = Bi{g{ki))B2{g{k2)) =

= Bi{gmiki))B2{gm{k2)),

однако с учетом (2 1) и (22) это равносильно тому, что С = 0. Отметим, 
что выполнение условия Х =0  является скорее исключением и может 
быть достигнуто только в случае, когда в модели (1 ) отсутствует сво
бодный параметр и имеется редкая возможность в план эксперимента

N-1
X  специально включать “балансирующее” наблюдение X n = Х і .

t=i
Поэтому основным условием несмещенности теста (16) является некор
релированность меток С =  0. В любом случае выполнение хотя бы од
ного из условий Х = о или С = о приводит к тому, что статистики 
тестов (16) и (17) совпадают и в условиях леммы 1 имеют предельное 
распределение с Т-\-М степенями свободы.

6 . Применение принципа локальной оптимальности по Рою

Рассмотрим еще один подход к построению тестов для проверки ги
потезы (4), который использует принцип оптимальности Роя [3]. Суть 
этого подхода состоит в том, чтобы найти тест, локально наиболее мощ
ный против любой из скалярных линейных односторонних альтернатив
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в пространстве параметров, который бы рассматривал все эти чгістные 
альтернативы как одинаково возможные (равноправные).

Для описания частных альтернатив введем линейное полупростран
ство, параметризованное скалярным параметром t (луч, исходящий из 
точки гипотетических значений параметров {Ѳ,р.) = 0 в направлении
ФУ-

Щф) =  : {Ѳ,р У =іф,  t >  0 }  . (23)

Вектор направления ф ^  0 состоит из двух частей: ф = (Ѵ’ьѴ'2)^, где 
Фі = (Ѵ'і.ь • • ■ ,Ѵ’і,т)^ и Ѵ»2 = {Ф2,1, - ■ ■ ,Ф2,мѴ  ̂ отвечающих за пара
метры Ѳ = {Ѳі,. ..  ,Ѳт)^ модели (1) и параметры д = (ді, • ■ • ,/хм)^ 
разбиения (2) соответственно.

Для каждого частного множества альтернатив Ф{ф) может быть 
поставлена задача проверки гипотезы Но '• t = 0 о скалярном парамет
ре t против односторонней альтернативы Ні : t >  0. Если обозначить 
Д/,(в|і) = Р{з\іфі,іф2), то ■^Рф{з\0) — ф~^ѴР{з\0,0).  Как известно, для 
проверки гипотезы о скалярном параметре против односторонней аль
тернативы локально наиболее мощным будет являться тест с критиче
ской областью

^і{Ф) = : ^P ^ (s |0 ) =  ф'^ѴР{з\0,0) > c o n s t |. (24)

Действительно, критическая область ЗУФ)  при фиксированном уровне 
значимости а  = ^  P^(s|0) должна выбираться таік, чтобы функ-

ция мощности Y1 РфіФ) возрастала в окрестности точки f = 0 с

максимальной скоростью.
Добиваясь равноправия частных альтернатив, представим множе

ство альтернатив задачи (4) в виде объединения линейных однопарамет
рических односторонних альтернатив вида (23): U Ф(И^^v '̂), где О =

*/бО
{и € : ||і/|| = 1 } -  сфера единичного радиуса, -  некоторая
положительно определенная матрица. Это эквивалентно рассмотрению 
некоторого эллипсоида в пространстве паргіметров. Далее для каждо
го отдельного направления (т.е. при фиксированном ф = рас
смотрим оптимальный тест вида (24) против альтернативы Ф(1Уу і̂/) и 
зададим для него порог где кщ -  неко'горая положительнгія
скалярная функция. Цель такого специального задания порога -  до
биться одинакового уровня значимости для всех частных тестов. Если
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этого удастся достичь хотя бы в асимптотическом смысле, то тест

0)} > і (25)

можно рассматривать как реализацию права вето при голосовании рав
ноправных участников за принятие гипотезы. При этом в голосовании 
принимают участие все тесты, локально наиболее мощные против ска
лярных линейных альтернатив.

Таким образом, тест (25) будем называть локально оптимальным 
(или асимптотически локально оптимальным) по Рою, если можно по
добрать положительно определенную матрицу и положительную 
скалярную функцию /ілг, определенную на единичной сфере в 
так, чтобы тесты /глг(ц)ь'^И^л/V P(s|0,0) > t ,  будучи примененными про
тив соответствующих частных одномерных альтернатив Ф(ѴР̂ уі/) при 
фиксированном пороге t, для всех и € О имели одинаковые (или сколь 
угодно близкие при достаточно больших N) уровни значимости.

Замечание 8. Если рассматривается асимптотическая локальная оп
тимальность по Рою, то на последовательность матриц ѴРдг следует на
ложить условие существования положительно определенной предель
ной матрицы W = lim 0 < < оо. Это необходимо для того,

7Ѵ—»оо
чтобы придать асимптотический смысл последовательности множеств 
{W ^i>: г/ 6 О} направлений в пространстве параметров.

Теорема 6 . В условиях леммы 1 нормированный тест (16) лѳля- 
ется асимптотически локально оптимальным по Рою.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая (8), можно заметить, что 
V P(s|0,0) = \ /NP{s \0,Q)A^n , где Л = d iag (-.4 i/r, Лг/м)-

Далее, задав = {\/Np^)~^ и Wjv = с учетом то
го, что P (s|0 ,0) =  р ^  П.Н., получим оптимальный тест против частной 
альтернативы А~^)^ ь>) в виде > t. С учетом утвер
ждения леммы 1 и в силу того, что = 1 , статистика бу
дет иметь стандартное нормальное предельное распределение вне за
висимости от I/. Таким образом, тесты, построенные против каждой 
из частных альтернатив с использованием заданных выше и ѴТуѵ, 
будут иметь асимптотически одинаковые уровни значимости. Теперь 
остается только найти конкретную форму теста (25) для нашего слу- 
чая. Величина о Vj  ̂ достигает своего максимума среди всех ѵ £ О 

I/ =  Ѵд, '  ̂ ^n \\, поэтому тест (25) можно згшисать в виде
I I > t, что эквивалентно и совпадает с (16).
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7. Примеры

Приведем наиболее важные примеры, когда априорная информация 
о распределении погрешностей может быть описана моделью (2), (3). 
Пример 1 касается уже обсуждавшейся знаковой модели, в примерах 
2-4 рассматриваются разбиения с одним параметром, в примерах 5-7 -  
разбиения с двумя параметрами. Во всех примерах предполагается, что 
при проверке гипотезы выполнены условия симметрии распределения 
погрешностей на границах гипотетического разбиения, т.е. F{Ckij)  = 
1-Fi -Ck, i j )  и f{Ck,i,j) = f{-Ck, i j ) .

Пример 1. Для знаковой модели погрешностей разбиение (2) состоит 
из трех элементов С = {(-оо,0),0, (0,+оо)}, оно не является парамет- 
ризовалным, а распределение (3) на нем задано в виде р{^,0, |} . Все 
рассмотренные методы построения тестов приводят к (1 1 ), при этом 
А\ = —2/(0), метки R\ — {—1 ,0,1} и Д2 = 0 не требуют модификации 
и тест (11) является локально несмещенным по параметрам Ѳ и асимп
тотически локально оптимальным по Рою.

Пример 2. Априорная информация об интерквантильном размахе 
уровня 1/3 может быть описана с помощью разбиения с одним поло
жительным параметром С'(д') - {(—оо, —д'), [—ц',/х'],(д',-Ьоо)} и веро
ятностями р = {5 , 5 , 5 }. Положив Аі = А2 = -3 /(до), из (9) получаем 
метки Ri = {—1,0,1}, Д2={ 1 , - 2, 1}. При этом наборы меток R\ и R^ 
некоррелировалы (С = 0) и имеют дисперсии (і? =  2/3, = 2. Наконец,
для биекции д : {1,2,3}—>{3,2,1} на номерах элементов разбиения вы
полняются условия (21) локальной несмещенности по Ѳ. Достаточные 
условия (22) локальной несмещенности по параметру д' не выполняют
ся, однако тест (17) является асимптотически локально оптимальным 
по Рою.

Пример 3. Информацию об интерквартильном размахе можно опи
сать разбиением

С(д') =  {(-оо, -д ') ,  [-д ', 0), о, (0 , д'], (д', -І-оо)}

с одним положительным параметром при р — {4) 410, j ,^ } . Если поло
жить Аі =А2= —4/(до), то получаем некоррелированные метки 
J? i= { - 1 , - а ,  о, а, 1 } и i?2 = {1 , - 1 , 0, - 1 , 1 } с дисперсиями = (1 +а^)/2 
и (І2 = 1- Условия (21) несмещенности по Ѳ выполняются, если задать 
биекцию д : {1,2,3,4,5}—*{5,4,3,2,1}. Модифицируем метки, положив 
в них а = 1 . При этом все условия несмещенности по Ѳ сохраняются. Кро
ме того, для биекции 51 : {1 , 2 ,3,4,5}—*{2 , 1 ,3,5,4} условия (22) несме
щенности по д' тоже будут выполнены. Таким образом, чтобы добиться
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несмещенности по р' и по Ѳ, можно использовать модифицированные 
метки Ві = { — 1, —1, о, 1,1} и Вг = {L —1,0, —1,1}, однако при этом (14) 
будет тестом максимального правдоподобия, а тест (17) асимптотически 
локально оптимальным по Рою только в случае, если /(0) = 2/(цо)-

Пример 4- Рассмотрим случай, когда один из элементов разбиения 
С(ц') =  {(-оо, —р') U(/^^ оо)> [-д ', 0), о, (0, д']} состоит из двух несмеж
ных интервалов при наборе вероятностей р = {5 , 5 ,0, |} . Полагая А\ = 
3(/(до)-/(0)) и і4г = —3/(до), получим следующие некоррелирован
ные наборы меток: і?і = {0, - 1 ,0, 1 } и R2 = {2 , —1 , 0, - 1 } с дисперси
ями dj = 2/3 и Й2 = 2. Условия (21) несмещенности по параметрам Ѳ 
выполняются для биекции g : {1,2,3,4}—>{1,4,3,2}. Как и в примере 2, 
условия (22) локальной несмещенности по р' не выполняются, однако 
тест (17) является асимптотически локально оптимальным.

Прхшер 5. Ргіссмотрим вариант примера 2, когда разбиение имеет те 
же априорные вероятности Р={5 , 5 , 5 }, но зависит от двух параметров

С Ы ) = { ( - оо, - д'і ) , [ - д'і ,Д2]-(Д2.+ оо)}
при М {{р\,р'2) ^ : —р\<р2}. Полагая А\ — А^ = —3/(дго), мож
но получить наборы меток

Ді = { - 1 ,0, 1 }, Й2,1 =  {1 , - 1 , 0} и Й2,2 = {0, - 1 ,!}.

Здесь, как и в примере 2,d{ = 2/3, но на этот раз все три набора меток 

коррелировгшы: = (—5 , 5 ) и ^2  = 5 ^ ^  2 ^-

Рассматривая биекции g : {1,2,3}—>{3,2,1}, gi : {1,2,3}—>{2,1,3} и 
g2 : {1,2,3}—>{1,3,2}, обнаруживаем, что в отличие от примера 2 выпол
няются не только условия (21), но и (22). Учитывая коррелированность 
меток, заключаем, что тесты (14) и (17) являются локально несмещен
ными, а тест (16) асимптотически локально оптимальным по Рою. Ин
тересно, что за счет добавления параметра, по сравнению с примером 2, 
удается добиться локальной несмещенности по параметрам разбиения.

Пример 6. Модифицируя пример 3, при тех же вероятностях 
Р = |,^ }  .можно использовать два положительных параметра:
С(д') =  { (-оо ,-д 'і), [-Д 1 ,0), 0,(0, Д2ІЛД2>+оо)}- Будем считать, что 
/(0) = (а + 1 )/(до2)- Полагая Аі = А2 = - 4/(до2), получим следую
щие наборы меток:

Ді = { - 1 , - а , 0, а , 1 }, R2.1 = {1 , - 1 ,0,0} и /?2,2 = {0,0, - 1 , 1 }.

Положив а = 1 в Лі, получаем Ві = { — 1, -1 ,0,1,1}, при этом = 1, 
D2 = С = 0. В результате модификации получаем такой же эф-
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фект, как и в примере 3; условия локальной несмещенности по Ѳ н р 
выполняются, однако при этом (14) будет тестом максимального прав
доподобия, а тест (17) асимптотически локально оптимальным только 
в случае, если / ( 0) = 2/(до)-

Пример 7. Рассмотрим вариалт примера 4 с теми же априорными 
вероятностями р = { |,  | , 0, j} , но не с одним, а с двумя положительны
ми параметрами С{р') = {(—оо, —pj) (J(p2, оо)і [~Мі>0)і Оі (0> МгИ- По
ложив Ai = 3(/(0)—/(рог)) и Лг = 3 /(ро2), получим коррелированные 
наборы меток = {0, - 1 ,0, 1 }, і?2,і = { - 1 ) 1 , 0,0} и i?2,2 =  { ~ l,0, 0, 1 ),

для которых tfi = 2/3, = 5 (—1,1 ) и £)2 = 5 ^ ^  2 ^-

Условия (21) несмещенности по Ѳ выполнены в этом примере при 
д : {1,2,3,4}—>{1,4,3,2}. Условия (22) несмещенности по параметрам 
р ' не выполняются, однако нормированный тест (17) является асимпто
тически локально оптимальным по Рою.

Замечание 9. В заключение отметим, что когда (1 ) является моде
лью парной линейной регрессии, в условиях примера 3 восстановление 
паргіметров Ѳ и р имеет целью найти полосу на корреляционном поле, в 
которой лежит около половины из всех выборочньк точек, и еще по од
ной четверти точек находятся вьппе и ниже этой полосы. Для наблюде
ний, полученных в результате физических экспериментов, это условие 
означает, что используется априорное знгшие об одинаковой точности 
измерений в разных опытах. При этом понятие точности выражено в 
терминах интерквартильного размаха, что близко к тому, как тракту
ется точность измерений различных приборов. Аналогичную интерпре
тацию можно дать не только примеру 3, но и каждому из приведенных 
выше примеров.
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II. Робастные методы

В. В. Домбровский, Е.А. Ляш енко

Робастное управление дискретными системами со 
случайными параметрами и мультипликативными

шумами

Рассматривается задача управления по квадратичному критерию 
дискретными стохастическими системами со случайными параметра
ми и ададтивными и мультипликативными шумами, зависящими от 
состояний и управлений. Получены уравнения для оптимального ли
нейного динсімического регулятора по выходу. Синтезированный регу
лятор обладает свойством робастности к виду распределения вектора 
случгійных параметров.

1. Введение

Широкий класс реальных систем, параметры которых точно неиз
вестны и меняются случайным образом, описьтается линейными моде
лями со случайными параметрами. Проблема синтеза регуляторов для 
таких систем рассматривалась во многих работгіх (подробный обзор ко
торых дан в [1 ]), что обусловлено ее теоретической и практической важ
ностью. В частности, в [1-4] рассматриваются системы со случайными 
скачкообразно меняющимися параметрами, принимающими конечное 
множество значений в соответствии с эволюцией дискретной марков
ской цепи с известными переходными вероятностями (системы случай
ной структуры или гибридные системы), возмущенные аддитивными и 
мультипликативными шумами.

В данной работе также рассматриваются системы со случайными 
параметрами, возмущенные аддитивными и мультипликативными шу
мами, однако в отличие от [1-4] предполагается, что параметры пред
ставляют собой последовательность независимых случгійных величин, 
для которых известны только первый и второй моменты распределе
ния. К тсікого класса системам можно отнести, например, системы с 
дважды стохастическими аддитивными и мультипликативными шума
ми (когда статистические характеристики шумов являются случайны
ми величинами). Моделями с двгіжды стохастическими возмущениями 
описываются многие реальные объекты, в частности в финансовой ма
тематике [5, 6]. В классе линейных получены уравнения оптимального
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динамического регулятора по выходу. Синтезированный регулятор об
ладает свойством робастности к виду распределения вектора случайных 
параметров.

Отметим, что задачи синтеза регуляторов для подобных систем со 
случайными параметрами, но без мультипликативных шумов, рассмат
ривались в [7, 8].

2. Синтез динамического регулятора

Пусть объект управления описывается уравнениями

х{к -Н 1) = Гао(А:) -I- ^  fc]uj(A;)'ji(A:) -|-
V j=i ^

+ (во{к)  -t- fc]uj(A:)^u(fc) -f Di[0(fc),

y{k) = (co{k) + ' ^Cj[6{k) ,k]vj{k)\x{k)  + D2{k)w2{k),
V ,=i /

( 1)

( 2 )

где x{k) -  п-мерный вектор состояния, y{k) -  m-мерный вектор наблю
дений (m ^  n), и{к) -  Z-мерный вектор управления, ѵ{к), wi{k) и W2{k)
-  векторы белых шумов размерностей р, р\ и рг с нулевыми средними 
и единичными матрицами ковариаций, причем

М{ші(А:)гг2 (̂к)} = О, М{гі(А:)и;і^{к)} = О, М{г;(А:)ге2 (̂к)} ■ 0;

Ѳ{к) -  последовательность независимых s-мерных случайных векторов 
с известными первым и вторым моментами:

М{Ѳ{к)} = Ѳ{к), М{Ѳ{к)Ѳ'^{к)} = Ѳ{к), М{Ѳ{к)ѵ'^{к)} = 0,

М{Ѳ{к)шІ{к)} = о, M{(9(A:)wJ(к)} = 0.

Ао{к)^о{к),  Со{к), Оі[Ѳ{к),к], D2{k), Aj[9{k),k], Bj[9{k),k] и С̂ [Ѳ{к),к]
{j = 1,р) -  матрицы соответствующих размерностей; Di[9{k), А:], Aj[9{k), к  
Bj[9{k),k] и Cj[9{k),k] {j = l,p) зависят от 9{k) линейно, причем для 
любого фиксированного j  {j = 1,р) Bj[9{k),k] и Cj[9{k),k] не могут 
быть одновременно ненулевыми; vj{k) -  j -я компонента вектора ѵ{к)\ 
символ Т  означает транспонирование. Начальный вектор х(0) предпо
лагается случайным с известными характеристиками М{х(0)} = х° и 
М{х(0)х^(0)} =  ^ о, предполагается также, что M{x(0)w^(A:)}=0,
M{x(0)wf (А:)}=0, M{x(0)u'|’(it)}=0, М{х(0)6'^(А:)}=0, А: = 0 ,1 ,2 ,.. .,  iV.
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Структуру динамического регулятора определим соотношениями

и{к) = К{к)х{ку,  (3)
х{к + 1) = Ао{к)х{к) + Во{к)и{к) + G{k) [і/(/с) -  Co(fc)x(fc)], (4)

где х{к) -  несмещенная оценка вектора состояния системы (1 ), (2); К{к), 
G(k) -  матрицы соответствующих размерностей.

Необходимо определить параметры регулятора -  последовательно
сти матриц К{к), G{k)  (fc =  0 ,1 , . . . ,  ІѴ), минимизирующие критерий

f N - l
[аг^(А:)Ді(А:)і(А:) +  ѵТ { k ) R 2{ k ) u{ k ) ]  +

I k = 0

-t- x'^{N)Ri{N)x{N) + е^(ЛГ)Пе(ІѴ)|, (5)

где e{k) = x{k) — x{k) -  ощибка оценки вектора состояния, Ri{k) ^  О, 
Й2(^) >  О и П -  симметричные весовые матрицы, М  -  оператор ма
тематического ожидания. В дальнейщем будем использовать следую
щие обозначения: для любой матрицы Ф[0(А;),/:], зависящей от Ѳ{к), 
Ф(ік) = М{Я>[Ѳ{к), ifc]} и Ф(А:) = Ф[0(А:), к] -  Ф(А:).

Теорема. Оптимальные последовательности матриц К  (к), 
G{k), минимизирующие функционал (5) на траекториях замкнутой 
системы (1)-(4), определяются системой матричных уравнений

G{k) = Ao{k)P2{k)G^{k) + A,(fc)Pi(A:)cJ(fc) +

+ E U  М WC/Cfc)}] [co(fc)P2(A:)Cô (A:) + Z U

X C' îk) + E U  M  {Cjik)Piik)Cjik)] + D2{k)Dj(k)
T - 1

(6)

K{k) = - S j  (к)Ог{к + 1)Во{к) + {k)[Qi{k + l) + Q2{k + l)]Bj{k)+

p
+ { b J{k)[Qi{k + 1) -f- Q2(k + l)]Pj(*^)} + Ы к )

1 - 1

J = 1

{ k ) Q , ( k  +  l ) A o { k )  +  b J { k ) [ Q i i k  +  1) +  Q 2 { k  +  l ) ] A , ( k ) +
j  = l
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+ Е М  [ b J{k)[Qi{k +  1) + Q2{k + 1)]Л,(/с)}|;
j=i

(7 )

P i(fc  +  1 )  =  {Ao{k) + Bo{k)K{k)){P^{k) -  P2{k)){Ao{k) + Bo{k)K{k)f+

P _ r r  _  _

+Ao{k)P2{k)Al{k) + [Aj{k)P2{k)Aj (k) +  {Aj{k) + B,{k)K(k)) x
j = l

X {P,{k) -  P2{k))(Aj{>^) + B j { k ) K { k ) f ]  + Y  M  {(i,(A:)+
j~ l

+Bj{k)K{k)){P,{k) -  Р2Ік)){А^{к) + Bj {k )K{k) f +

+ Aj{k)P2(k)A](A :)}  +  D i ( f c ) D f  (k) +  M  { P i ( f c ) D f  ( A :) }  ; (8)

P2{k +  1 )  =  Ао{к)Р2Ік)А^{к) -  G{k)Co{k)P2{k)C^{k)G^{k)+

+

+

+

■ Y{ Mk) P2{ k ) Aj ( k )  -  G{k)Cj{k)Pг{k)cJ{k)G'^{k)+
j  = l

+(Aj{k) + Щк)К{к)){Рг{к) -  Р2{к))ІМк) + B j { k )K{k) f } -  

P ,
+ ^ M | ^ j(A:)P2(A:MJ’(A:) -  С(А:)С (̂А:)Рі(А:)С7(А:)С (̂А:)+ 

i = i

+  ( M k )  + Bj{k)K{k)){p,{k) -  P2{k))iMk) + B j [k ) K{ k ) f }  

+Di{k)D'l{k) +  M  [Di{k)D'[ ( A : ) |  -  G{k)D2{k)Dj ( A :) G ^ ( A :) ;  (9)

Q i ( A : )  =  Al{k)Qi{k  +  l ) A o ( A : )  -  K^{K)B^{k)Qi{k  +  1)Во{к)К(к)+
P

+  Y  + l)Aj{k)~ {k)[Qi{k +  1)  +  Q2{k +  1 ) ] X
j=i

X  Bj{k)K{k)  +  (Aj{k) -  G ( A : ) C j (A :) ) ^ Q 2 ( A :  +  1 ) M , ( A : )  -  G{k)Cj{k))} + 

P ,
+  ^ M  | I J ( A : ) g i ( A : +  l ) I j ( A : ) -  K'^{k)Bj{k)[Qi{k +  1 ) +  

i=l

+Q2{k +  1 ) ] В ^ ( А ;) К ( А :)  +  {Aj{k) -  G{k)Cj{k)fQ2{k  +  1 ) ( I ^ ( A : ) -
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-G(fc)C,(A:))} +  R i ( k )  -  K ^ ( k ) R 2 ( k ) K ( k ) ;  (10)

Q 2 ( k )  =  K ^ ( k ) B ^ ( k ) Q i ( k  +  l ) B o ( k ) K ( k )  +  ( A o ( k )  -  G ( k ) C o ( k ) f x

— T
x Q 2 ( k  +  l)(Ao(fc) -  G ( k ) C o ( k ) )  +  ( k ) l Q i ( k  +  1)+

j=i

+Q2(k + l)]Bj(k)K(k) + ^ M  1к^(к)В[(к)  lQi(k + 1) + Q2(k + 1)] x
j=i

x B^ ( k ) K( k ) j +K^ ( k ) R2(k)K(k)  (1 1 )

c граничными условиями Pi(0) = P®, Рг(0) = P° — (x°) ,
Qi{N)  =  Ri{N),  Q2{N) = n.

Мингшальное значение функционала (5)

fN- l
J* = t i i  ^  [{Ri{k) + K'^{k)R2{k)K{k)) Pi{k)~

 ̂k=0

-K^{k)R2{k)K{k)P2{k)] + Ri{N)Pi{N) + ПР2(ЛГ)|.

Теорема дает необходимые условия оптимальности в виде дискрет
ной двухточечной краевой задачи. Для стационарных систем в устано
вившемся состоянии (при А: —> оо) параметры регулятора определяются 
стационарными решениями разностных уравнений (6)-(1 1 ).
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Б.Ю . Лемешко, C.C. Помадин

Корреляционный анализ многомерных случайных 
величин при нарушении предположений о 

нормальности ^

1. Введение

В различных приложениях статистического анализа многомерных 
величин одну из ключевых позиций занимают задачи корреляционно
го анализа. В процессе их решения выявляются наличие и характер 
взаимосвязи величин, взаимозависимости величин при устранении вли
яния совокупности других или зависимости одной случайной величи
ны от группы величин. Вычисляются оценки коэффициентов и матриц 
парной, частной и множественной корреляций, проверяются различные 
статистические гипотезы относительно параметров многомерного рас
пределения и коэффициентов корреляции. На основании результатов 
корреляционного анализа может делаться вывод о наличии и характе
ре функциональной зависимости или предпочтительности для описания 
исследуемого объекта регрессионной модели того или иного вида.

В основе классического аппарата корреляционного анализа лежит 
предположение о принадлежности наблюдаемого случайного вектора 
к многомерному нормальному закону. Базируясь на этом, получили 
предельные распределения статистик, используемых в корреляционном 
анализе. На практике предпосылки клгюсического корреляционного ана
лиза выполняются далеко не всегда. Поэтому возникает вопрос о спра
ведливости выводов, сделанных при применении классического аппара
та, при нарушении основного предположения.

Основной целью данной работы явилось стремление разобраться, 
что будет происходить с распределениями различных статистик кор
реляционного анализа, если наблюдаемый закон будет отличаться от

' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен
тальных исследований (проект Х' 00-01-00913)
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многомерного нормального. Очевидно, что ответить на поставленный 
вопрос, используя чисто аналитические методы, чрезвычайно сложно 
из-за нетривиальности возникающих задач. Поэтому в основу прово
димого исследования положена развиваемая методика компьютерного 
анализа статистических закономерностей.

Для ответа на поставленный вопрос было предусмотрено решение 
следі'ющих подзадач:

-  моделирование отличных от нормального многомерных законов 
распределения;

-  исследование эмпирических распределений статистик корреляци
онного анализа при наблюдении многомерного нормального закона;

-  исследование распределений статистик корреляционного анализа 
при законах распределения наблюдаемых многомерных величин, отли- 
чаюнщхся от нормального.

Второй пункт данного перечня задач бьш предусмотрен для под
тверждения работоспособности методики при совпадении результатов 
моделирования распределений статистик с классическими.

2. М оделирование многомерных случайных величин

Моделирование многомерного нормального закона. Многомерное 
нормальное распределение случайного вектора X  = \ \Хі ,Х2, ■ ■ ■ ,.Х'тп||  ̂
размерности m полностью определяется вектором математических ожи
даний М  = ||Мі, М г,. . . ,  Мт\\^ и ковариационной матрицей Е = ||ст<."
= | |В Д - М . ) ( Х , - М , ) 11|.

функция плотности многомерного нормального закона имеет вид

'ч \

f {X)  =
1

ѴЧ2тгП Ц

Пусть мы имеем совокупность случайных величин {Zi},i  = l,m , где 
Zi подчиняете стандартному нормальному закону с параметрами (0,1 ). 
Тогда вектор X,  распределенный по многомерному нормальному закону 
с параметрами М и Е, получается через линейное преобразование вида 
[11 _  _ _

X  = AZ + M.  (1 )
Обычно предпо.чагают, что А является нижней треугольной матрицей

А =

а и 0 0
«21 «22 0

«ТПІ «m2 • *• ^ т т
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коэффициенты aij которой определяются рекуррентной процедурой

J- 1

к=\
J- 1

Ып -  Ек=1 jk

I < j  < г < т. (2)

Моделирование многомерного закона, отличного от нормгільно-
го. Задача моделирования многомерных величин, распределенных по 
закону, отличному от нормального, с заданными математическим ожи
данием и ковариационной матрицей в самой работе решается в соответ
ствии с описанным выше алгоритмом. Однако совокупность {Zi}, і = 
= l,m , формируется уже не по стандартному нормальному закону, а в 
соответствии с одним из одномерных законов распределения с нулевым 
математическим ожиданием и единичной дисперсией. Затем заданная 
матрица Е раскладывается по формуле (2), и осуществляется преобра
зование (1). Тогда на выходе мы имеем некоторый многомерный закон, 
отличный от нормального, с известным математическим ожиданием и 
неизвестной ковариационной матрицей.

Для моделировсіния различных совокупностей {Zi},i - l,m , бы
ло решено использовать двустороннее экспоненциальное распределение 
(экспоненциальное семейство распределений) с плотностью

f{x) =
2Ѵ2ѲіТа)

exp ( - Ш >
где А -  параметр формы, так как оно охватывает целый класс сим
метричных распределений. Его частными случаями являются распре
деление Лаплгіса (параметр формы Л = 1), нормальное (Л = 2), пре
дельными случаями -  распределение Коши (А —> 0) и равномерное 
(А —> -Ьоо). Таким образом, с помощью параметра формы мы можем 
задавать непрерывное “удаление” наблюдаемого многомерного закона 
от нормального, как в сторону увеличения параметра (А > 2), так и 
в сторону уменьшения параметра (0 < А < 2). При параметре формы 
А = 2 будут формироваться псевдослучайные векторы X  в соответствии 
с нормальным законом.

Рис. 1 иллюстрирует изменение функции плотности семейства экс
поненциальных распределений при изменении параметра формы от 0,5 
до 10 .
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Рис. 1. функции плотности двухсторюннего экспоненциального распределения 
при различных параметрах формы

К сожалению, мы не можем моделировать многомерный закон с 
некоторой произвольной функцией распределения, с заданными мате
матическим ожиданием и ковариационной матрицей, на “заданном” рас
стоянии (определяемом в смысле некоторой меры) от многомерного нор
мального. Однгіко мы можем построить распределение, отличающееся 
от нормального (в соответствии с процессом моделирования), с извест
ными математическим ожиданием и ковариационной матрицей, опре
деляемыми на основании исследования свойств полученного многомер
ного датчика (при заданных М, Е и А). Для определения “истинной”

Рис. 2. Смоделированные плотности двумерного закона при А = 2 (слева) и 
Л =  10 (справа)
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ковариационной матрицы моделируемого многомерного закона исполь
зовались оценки максимального правдоподобия (ОМП), усредняемые 
по множеству проведенных экспериментов.

Таким образом решалась задача не по моделированию закона с за
данными математическим ожидалием и ковариационной матрицей, а 
задача по моделированию закона с некоторыми параметрами А/ и Е, 
истинные значения которых уточнялись в процессе исследования мно
гомерного датчика. На рис. 2 приведен вид функций плотности, полу
ченных при моделировании двумерных векторов при А = 2 (плотность 
нормального закона, слева) и при А = 10 (справа). Как видим, во вто
ром случае полученное плосковершинное распределение существенно 
отличается от нормального.

3. Задачи проверки статистических гипотез классического 
корреляционного анализа

Пусть Х і, Х 2, ■ • •, Хп -  выборка т-мерного случайного вектора объ
ема щ М = -  вектор математического ожидания случайного
вектора X; Е = ~ ковариационная матрица случайного вектора

X; М и Е -  ОМП вектора математического ожидания и коваригщионной 
матрицы, вычисляемые по негруппированным данным:

“  = ^ Е ^ . .  2 “ ; г ^ Е ( ^ - - « ) ( ^ ‘ - " ) " -
І=1 t = l

Основное множество задач проверки статистических гипотез в клас
сическом корреляционном анализе кгісается проверки гипотез о векторе 
математического ожидгшия, ковариационной матрице, парных, частных 
и множественных коэффициентах корреляции.

Проверка гипотез о равенстве математического ожидания неко
торому известному вектору. Проверяемая гипотеза имеет вид Но : 
М  = Мо, где Мо -  номинальное значение вектора математических ожи
даний. Ковариационная матрица может быть известной или неизвест
ной.

а) Ковариационная матрица Е известна. В этом случае статистика
[2, 3]

(3)Х ^  = п ( Ж -  Мо) Е-1 ( л /  -  Мо)

при справедливой гипотезе Но в качестве предельного распределения 
С(Х^,\Но) имеет Хт'Р^^спределение с числом степеней свободы ш.
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б) Ковариационная матрица Е неизвестна. В этом случае использу

ется статистика [2, 3]

т (п  — 1)
М о), ( 4 )

которая при справедливости гипотезы Но имеет в пределе распределе
ние Фишера с параметрами т и п — т: G{T‘̂ \Hq) = Fm,n-m-

Проверка гипотез о коэффициентгіх парной корреляции. Взаи
мозависимость двух случайных величин характеризуется парным ко
эффициентом корреляции Tij = Uij/ ^Jcruajj. Относительно парного ко
эффициента корреляции могут проверяться два вида гипотез: о значи
мости корреляции {Но '■ Vij = 0) и равенстве коэффициента корреляции 
номинальному значению {Но : г а = Го).

В случае проверки гипотезы Но '■ Vij = 0 статистика [2, 3]

t =
у/п — 2 |і оі

1
( 5 )

где Tij — ^ i j ! -  оценка парного коэффициента, имеет в качестве 
предельного распределения G{t\Ho) іп-2  -  распределение Стьюдента с 
числом степеней свободы п — 2.

При проверке гипотезы Но : Vij = г о статистика [2, 3]

го = [ і  In f  і  In f
2 \ l - r i j /  2 \ 1 - г о /  \ 2 { n - l ) J (6)

имеет в качестве предельного закона С(2о|Яо) стандартное нормальное 
распределение N{0, 1 ).

Проверка гипотез о коэффициентах частной корреляции. В слу
чае частных корреляций рассматриваются условные корреляции меж
ду двумя величинами при фиксированных значениях некоторых других 
величин.

Представим случайный вектор X  в следующем виде:

X  = Х і
Х і

гдеХі  = {Xi , X2, . . . , X i ) ^ , X 2 = {Xi+uX,+2,. . . ,Xrr,)'  , a вектор мате
матических ожиданий и ковариационную матрицу

Ml „  _  Еп Е і2
ЛІ2 ^21 Е22

Л/ =
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Если случайный вектор X  подчиняется нормальному закону с вектором 
средних М  и ковариационной матрицей Е, то условное распределение 
подвектора Х \  при известном Х 2 является нормальным с математиче
ским ожиданием Мі -Ь В{Х2 — М 2) и ковариационной матрицей Е ц .г,
где В = Е 12Е22 , Ец ,2 = Ец  — Е 12Е22 Е21.

ОМП для частного коэффициента корреляции определяется соотно
шением

+ ...... .... -  ̂ " 1

где “ элемент г-й строки и j-ro столбца матрицы Е ц .2,
I -  число компонент в условном распределении, 2 < I < т .В  данном слу
чае при оценке взгшмозависимости между компонентами Х і и X j слу
чайной величины X  исключается влияние компонент Хі+\, Х 1+2, • • •, Хт- 

При проверке гипотез вида

Но - =  о И Hq . + ~  ^0

используются те же самые статистики, что и для парного коэффициента 
корреляции. Но в дгшном случае в соответствующих соотношениях п 
заменяется на, п — т +1.

Для проверки гипотезы Но ■ = 0 вычисляется статистика

у / п - т  + 1 -  
\/1

(7)

При этом предельным ргіспределением статистики G{t\Ho) является 
<„_т+і-2-распределение Стьюдента с числом степеней свободы 
п — т + I — 2.

При проверке гипотезы Яо:^г>і+і,...,т =  ̂ о используется статистика

1 1 ,  / 1 + Г о \  /  Го
2 ....J "  2 '  l 2( ; r r o J j  ■ (8)Zq = у/п — 3

предельным ргюпределением С(го|Яо) которой является стандартное 
нормальное распределение N{0, 1 ).

Проверка гипотезы о коэффициенте множественной корреля
ции. Множественный коэффициент корреляции является мерой зави
симости компоненты многомерной случайной величины от некоторого 
множества компонент. Можно рассматривать корреляцию между од
ной компонентой случайного вектора и множеством всех остальных или 
каким-то подмножеством.
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Если представить случайный вектор X  в том виде, как это было по
казано выше, то ОМП множественного коэффициента корреляции меж
ду Хі,г  < / и множеством компонент Х[+і, Хі+2, ■ ■ ■, Хт определяется 
соотношением

^  1 А-Т
(О

где <Т(і) -  і-я строка матрицы Е 12, стц -  элемент матрицы Ец.
Для проверки гипотезы Но ■ т — О вычисляется статистика

[2,3]

F =
п — т + I — 1 1+1,.. . ,т

т I 1 -  ’ ' І9І + 1,...,ТП
( 9 )

предельным распределением G{F\Ho) которой является F m - i , n - m + i - i -  
распределение Фишера с параметрами т — І и п  — т + 1 — I.

4. М оделирование и исследование распределений статистик 
критериев, используемых в корреляционном анализе

Подчеркнем, что указанные предельные распределения рассмотрен
ных выше статистик имеют место при наблюдении многомерного нор
мального закона. Что произойдет с предельными распределениями ста
тистик, нгісколько могут быть справедливы вьшоды, формулируемые на 
основании решения задач классического корреляционного анализа, если 
наблюдаемый многомерный закон отличается от нормального, заранее 
сказать нельзя.

Исследование распределений статистик при прингідлежности на
блюдений нормальному закону. На первом этапе методами статисти
ческого моделирования исследовались распределения статистик корре
ляционного анализа при условии, что наблюдения принадлежат мно
гомерному нормальному закону. Близость получаемых эмпирических 
распределений статистик известным в данном случае предельным за
конам является доводом в пользу надежности методики при анализе 
достоверности результатов последующих исследований.

Моделирование и исследование эмпирических распределений стати
стик классического корреляционного анализа показали, что они очень 
хорошо согласуются с соответствующими теоретическими предельны
ми распределениями. Например, на рис. 3 представлены эмпирическое 
распределение статистики Х ^  (3) и соответствующее предельное Хт~ 
распределение при m = 2 и объеме выборки п = 45. В ходе проведен
ных исследований объемы выборок значений статистик, формируемых
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функция распределения Хі

K pirrqutfl / > { S > S ‘)

К ол м огор ов а 0 ,8 7 8 4
С м ирнова 0 .5 5 8 5
00  ̂ М и зеса 0 ,7 6 8 2

0 ^  М іо е с а 0 ,5 5 0 5

х ’ П ир сон а 0 ,2 9 1 4

О тн ош ен и я
п р а в д о п о д о б ія

0 ,3 0 1 4

1,5 3 4,5 6 7,5 9 10,5 А'̂

Рис. 3. Распределение статистики при нормальном законе (тп = 2), п = 45

в результате моделирования, всегда задавались равными 1000. На ри
сунке отражены также результаты проверки согласия эмпирического 
распределения с теоретическим по критериям Колмогорова, Смирно
ва, и Мизеса, Пирсона и отношениям правдоподобия [4, 5]: 
по каждому из критериев приведен достигнутый уровень значимости 
Р {S > 5*} = 1 -  G{S\Ho), где С(51Яо) -  предельное распределений 
статистики 5  при справедливости проверяемой гипотезы Но, S* -  зна
чение статистики критерия согласия, вычисленное по анализируемой 
выборке. Исследование сходимости распределений статистик корреля
ционного анализа к предельным в зависимости от объема выборки п 
многомерного закона показало, что для тех статистик, параметры пре
дельных распределений которых не зависят от объема выборки [стати
стики (3), (6) и (8)], эмпирические распределения статистик оказывают
ся близки к предельным уже при выборках сравнительно небольшого 
объема. Так, у статистики высокий достигаемый уровень значимо
сти по критериям согласия наблюдается с объемов выборки п = 30 -і- 45, 
а для статистики zq (как для парного коэффициента корреляции, так 
и для частного) -  с п = 100 150. Распределения статистик T^, t (для
парного и частного коэффициента) и F, параметры предельных распре
делений которых зависят от объема выборки п, хорошо согласуются с 
предельными, начиная с объемов выборок п =  15 30.

Существенного влияния размерности случайного вектора т  на схо
димость распределений соответствующих статистик к предельны.м при 
исследовании отмечено не было.
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ИсследовЕшие распределений статистик при многомерном законе, 

построенном по экспоненциальному семейству с параметром формы 
. В первую очередь отметим важную особенность, связанную с модели

рованием многомерного “ненормального” распределения, которую при
ходится учитывать при моделировании и исследовании рассматривае
мых в данной работе статистик. Дело в том, что матрица Е, задаваемая 
на этапе моделирования многомерного вектора, отличается от ковариа
ционной матрицы получаемого псевдослучайного вектора. Это отличие 
является следствием того, что преобразуется случайный вектор, сфор
мированный из компонент, распределенных по “ненормальному” закону 
(в нашем случае -  по экспоненциальному семейству).

Но для исследования распределений статистик корреляционного ана
лиза нам необходимы выборки псевдослучайных величин с известны
ми (истинными) параметрами (математическим ожидгшием и ковариа
ционной матрицей), соответствующими проверяемой гипотезе. Для ре
шения этой проблемы в качестве “истинной” ковариадионной матри
цы бьшо предложено использовать среднее арифметическое ее оценок 
максимального правдоподобия, получаемых по р5іду выборок большо
го размера при неизменном векторе математических ожиданий. Таким 
образом, мы (пока) не можем моделировать псевдослучайные векторы 
с “ненормальным” законом с заданной ковариадионной матрицей, но 
можем моделировать с известной ковариационной матрицей. А этого 
достаточно для целей нашего исследования.

Эту особенность приходится учитывать только при исследовании 
статистики (3), при вычислении которой используется известная кова
риационная матрица Е. При вычислении остальных статистик, исследу
емых в Дсшной работе, используется оценка ковариадионной матрицы.

Исследования распределений статистик проводились для многомер
ных законов, моделируемых на основании рассмотренной процедуры 
при параметрах Л > 1.

Это ограничение обусловлено тем, что предельным случаем экспо
ненциального семейства при Л —> О является распределение Коши, ко
торое представляет собой пример “патолог ического” распределения: не 
существует математического ожидания и дисперсия расходится. Поэто
му при параметре Л < 1 мы в результате моделирования получаем закон 
с вырожденной ковариационной матрицей.

Распределения статистик корреляционного анализа при многомер
ных законах, отличающихся от нормального и моделируемых в соот
ветствии с описанной процедурой, базирующейся на экспоненциальном 
семействе с параметро.ѵі формы А, определяюіцим вид закона, иссле-
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Рис. 4. Распределение статистики при многомерном законе ( т  = 2), А = 5 
и п = 15

довались при различных объемах выборок п и различной размерности 
случайных величин т. На рис. 4-8 приведены примеры эмпирических 
распределений исследуемых статистик с отражением соответствующих 
предельных распределений классических статистик. На рисунках пред
ставлены также значения достигнутых уровней значимости Р {S > 5*} 
по критериям Колмогорова, Смирнова, и Мизеса, Пирсона 
и отношения правдоподобия при проверке согласия, полученных в ре
зультате моделирования эмпирических распределений статистик пре
дельным распределениям классических статистик.

На рис. 4 показан вид распределения статистики при законе, смо
делированном по параметру Л = 5. Высокие достигнутые уровни значи
мости по всем критериям согласия и визуальная близость ргюпределе- 
ния статистики и предельного в случае многомерного нормального 
закона F -распределения Фишера позволяют утверждать, что вид пре
дельного распределения статистики значимо не изменился.

На рис. 5, 6 приведены результаты моделирования распределения 
статистики го, вычисляемой по формуле (6) при проверке гипотез о 
номинальном значении коэффициента парной корреляции, при много
мерных законах, моделируемых соответственно при параметрах нашей 
процедуры А = 5 и Л  = 10 . Ив  данных случаях очень высокие достиг
нутые уровни значимости по всем критериям соглгюия свидетельствуют 
в пользу того, что вид предельного распределения статистики тот же, 
что и в классическом случае.

Результаты моделирования распределения статистики zq, вычисли-
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Рис. 5. Распределение статистики зд (для парного коэффициента корреляции) 
при многомерном законе ( т  = 3), А = 5 и п  = 100

Рис. 6. Распределение статистики zo (для парного коэффициента корреляции) 
при многомерном законе ( т  = 3), А = 10 и п = 100
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Рис. 7. Распределение статистики го (для частного коэффициента корр>еля- 
ции) при многомерном законе ( т  = 3), Л = 5 и п = 100
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Рис. 8. Ргіспределение статистики F при многомерном законе ( т  = 3), А — 10 
и п = 15
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емой при проверке гипотез о частном коэффициенте корреляции, при 
законе, построенном по параметру Л = 5, отражены на рис. 7. На рис. 8 
представлены результаты исследования распределения статистики F 
при многомерном законе, смоделированном по параметру Л = 10. И 
в этих случаях можно констатировать близость эмпирических распре
делений статистик и предельных законов, полученных в классическом 
корреляционном анализе.

Результаты проведенных исследований распределений рассмотрен
ных статистик корреляционного анализа показьшгіют, что в случае мно
гомерных законов, достаточно существенно отличающихся от нормаль
ного (более островершинных или более плосковерщинных, но симмет
ричных), значимого изменения предельных распределений исследуемых 
статистик не происходит.

Это позволяет, по крайней мере, надеяться, что статистические вы
воды в задачах корреляционного анализа будут оставаться коррект
ными и при нарушении предположений о нормальности наблюдаемого 
многомерного закона при условиях сохранения симметрии, существова
нии вектора математических ожиданий и невырожденности ковариаци
онной матрицы.

5. Заключение

Основные результаты исследований могут быть сформулированы 
следующим образом.

Предложена универсальная процедура моделирования, позволяю
щая моделировать случайные векторы, подчиненные как многомерному 
нормальному (параметр формы А = 2), так и отличному от него закону 
с “заданной” мерой отклонения.

Исследования эмпирических распределений статистик корреляцион
ного анализа при наблюдении многомерного нормального закона пока
зали, что они хорошо согласуются с теоретическими предельными рас
пределениями, полученными в классическом корреляционном анализе, 
и подтвердили эффективность методики исследований.

Исследования распределений статистик корреляционного анализа в 
случае многомерных законов, отличающихся от нормального в доста
точно широких пределах (смоделированных в соответствии с разра
ботанной процедурой с параметром Л > 1), показали, что значимого 
изменения предельных распределений исследуемых статистик не про
исходит. Эмпирические распределения рассматриваемых статистик по- 
прежнему хорошо описываются предельными распределениями, полу
ченными в классическом корреляционном анализе в предположении о
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нормальности наблюдаемого вектора. Это существенно расширяет сфе
ру корректного применения методов классического корреляционного 
анализа в приложениях.
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А.Г. М едведев

Робастная версия GMM-оценки

Рассматривсіется робастная версия оценок обобщенного метода мо
ментов (GMM), удобная для оценивания параметров многофакторных 
моделей временной структуры процентных ставок. Приводятся усло
вия состоятельности и асимптотической нормальности робастных оце
нок.

1. Введение

При принятии решений на финансовых рынках инвестор нуждается 
в информации, позволяющей ему представлять динамику рыночных по
казателей, важнейшим из которых является временная структура про
центных ставок, показывающая доходность безрисковых инструментов 
в зависимости от срока их погашения. В последнее время в качестве 
моделей динамики процентных ставок чаще всего используются стоха
стические дифференциальные уравнения, а в многофакторных моделях
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-  их системы [1]. В простейших случаях эти системы являются линей
ными, что позволяет выписывать их решения в аналитическом виде, что 
может служить основой для построения разностных версий этих моде
лей [2]. Это в некотором смысле необходимо, с одной стороны, потому, 
что рыночные показатели котируются в дискретные моменты времени, 
а с другой стороны -  для построения процедур оценивания неизвестных 
параметров модели, работающих с дискретно поступающей информа
цией. В последнее время популярным методом оценивания параметров 
стал так называемый обобщенный метод моментов [3]. Оценки по это
му методу (в дальнейшем GMM-оценки) обладают многими полезными 
свойствами, однако характеризуются неустойчивостью по отношению к 
выбросам загрязняющих ошибок и аномальным наблюдениям. Здесь мы 
рассмотрим робастную версию GMM-оценок. Изложение в большей сте
пени основывается на результатах работ [4-6]. После описания традици
онного GMM вводятся модифицированные моментные условия со спе
циальным образом определенной весовой матрицей, фильтрующей вы
бросы ощибок и аномальные наблюдения, формулируются условия ре
гулярности, обеспечивающие GMM-оценкам состоятельность и гісимп- 
тотическую нормальность. Особое внимание уделяется свойствам функ
ции влияния для обеих версий GMM-оценок -  обычной и робастной.

2. Обычный GM M -метод

Сначала рассмотрим оценку GMM, какой она обычно использует
ся в литературе по обработке групповых данных. Не останавливгіясь 
на финансовой интерпретации используемых переменных, рассмотрим 
линейную динамическую модель групповых данньк

Уи = 0!Уг,і-1 + х'ц/3 + Uit, (1)

ДЛЯ і - l ,N ,  t = 1 ,Г, где N  и Т  обозначают соответственно число 
инструментальных переменных и периодов времени. Мы предположим, 
что T /N  мало, так что мы имеем прямоугольный массив с большим 
числом инструментальных переменных, которые наблюдаются в тече
ние ограниченного числа периодов. (При исследовании состоятельности 
и асимптотической нормальности мы будем рассматривать асимптоти
ческий случай при N —> оо для фиксированного Т.) Х-вектор хц со
держит инструментальные переменные. Мы предполагаем, что возму
щающее слагаемое uu состоит из двух компонент: иц = рі + €ц, где рі 
и £it -  случайные величины. Определим для удобства z'^ = і'<)
и 7 ' = (q ,/3'), тогда (1 ) можно записать в виде

Уіі = 2it7 + М. + tit- (2)
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Полезно ввести также следующие обозначения. Определим вектор у' = 
(Уіі> • • ■) Уіт) и матрицу у' = (уі, • ■ •, 2/лг)- Аналогично положим Z[ = 
(г іі,. . . ,  Zir) к Z' = {Zi, . . . ,  Zn )- Вектор £{ и матрица е определяются 
аналогично уі м у, а Х і и X  -  гшалогично Zi и Z. Кроме того, определим 
(Т — 1) X Т-матрицу От равенством

/  - 1  1 0 . 0 0 \

От = 0 - 1 1 0 0

0 0 0 . - 1 1 /

Матрица От преобразовьшает вектор Уі в вектор-столбец первых разно
стей ОтУі = (Дуі2і • • •) Aytг)^ где Д является оператором первой раз
ности Ауи = Ун — уі,і-і - Используя эти обозначения, можно переписать 
уравнение (2) в матричной форме:

ОтУі = От2і'у -I- От£і- ( 3 )

Вектор параметров 7  можно состоятельно оценить при помощи GMM- 
метода [3]. Для того чтобы построить GMM-оценку, нужно знать кор
реляции между €ц, fj.i и Zit- Поэтому здесь мы примем предположения о 
корреляционных свойствах случайных компонент для получения обыч
ной GMM-оценки. В дальнейшем будем ссылаться на них как на пред
положения А1 . В последующем мы заменим их модифицированными 
предположениями для того, чтобы определить робастную GMM-оценку.

Предположения А1: E(cityio) = 0 для всех г и f > 1; Ei{euXjs) = 0 
для всех i , j , t  и s; E(£itejs) = 0, если г ^  j  или t s; Е(біец^) = 0 для 
всех i , j  и t-, E{pifj,j) = о для всех і ф j.

Предположения А1  можно ослабить, модифицируя их определен
ным образом. Например, некоторые авторы ослабляют предположения 
о строгой экзогенности инструментальных переменных хц, другие ис
пользуют только подмножество условий, упомянутых в предположении 
А1 . Однако такая модификгщия предположений не изменяет основной 
результат, касающийся чувствительности к выбросам GMM-оценок, по
лучаемых на основе этих предположений. Такие оценки будем называть 
обычными GMM-оценками.

Используя предположения А1, легко получить равенство, которое 
принято называть моментным условием:

Е{\ѴІОт €і) = о. ( 4 )
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где

( 0 0 0 ті / 0 0 ... 0
0 Уі 0 0 0 т 0 ... 0

и/і = 0 0 Уі 0 0 0 ті /  ... 0

1  0 0 0 0 0 0 ... т

Уі = (з/іо, • • • ij/if) и i f  = (vec(X,Q)'. В условии (4) используется предпо
ложение о строгой экзогенности переменных і і (. Е сли такое предполо
жение корректно, оно приводит к асимптотически более эффективной 
оценке. В этих условиях GMM-оценка определяется как

7 =  a rg m m E K D r(y i -  Z a )\'АоЩ\Ѵ[От{Уі -  Z^^)]. (5)

Матрица Aq является положительно определенной весовой матрицей, 
которая определяется пользователем. В версии оценки с конечной вы
боркой оператор Е обозначает оператор эмпирического усреднения, а 
матрица Ло определяется как элемент сходящейся последовательности 
положительно определенных матриц {Л„,п > 1} [3].

3. Функция влияния обычной GM M -оценки

Рассмотренная версия GMM-оценки часто используется в литерату
ре по обработке данных, но оказывается чувствительной к выбросам 
данных. Как большие возмущения сц, так и аномальные значения ин
струментальных переменных Wi могут вызвать большие изменения ре
ально получаемых оценок. Для того чтобы оценить чувствительность 
обычной GMM-оценки, используем понятие функции влияния {IV) [5]. 
Функция влияния оценки измеряет влияние малых возмущений в рас
пределении данных на оценку. Для того чтобы формально ввести IF , 
мы сначала заметим, что 7  зависит от совместного распределения Уі и 
Zi. Обозначим это распределение символом Fq, так что 7  =  7 (Ео). Те
перь пусть G будет некоторой произвольной функцией распределения. 
Если функция распределения данных Fq слабо изменяется, например 
на F ,, =  (1 — T ) )F o  +  T j G ,  где у  является некоторым малым положитель
ным числом, мы получим возмущенную оценку 7  = j{Frj). Тогда IF  
определяется как

IF{G,'j, Fo) = limЛІО
7(^л) -  7 (^0)

(6)
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если этот предел существует. Желаемым свойством IF  является огра
ниченность. Если IF  является неограниченной, малые изменения в рас
пределении данных могут привести к большим изменениям соответ
ствующих оценок. Покажем, что IF  обычной GMM-оценки является 
неограниченной, что показывает чувствительность оценки к выбросам 
данных. Позже мы получим робастную версию GMM-оценки, которая 
будет иметь ограниченную IF.

Предполагая, что перестановка операций интегрирования и диффе
ренцирования допустима, из (5) можно получить условие первого по
рядка

E[WlDTZi]'AoE{WlDT{yi -  Z ^F o))] = О, (7)
где математическое ожидание вычисляется по функции распределения 
Fo. Если Fo заменить на F ,, равенство (7) можно продифференцировать 
по Г) а оценить полученную производную в точке ту =  0. Заметим, что 
d‘y{Fr,)ld,T} равна функции влияния в точке ту = 0. Мы получим

ElWlDrZiYAoElEciWlDTei) ~  E ( W / D t Z < ) / F ( G , 7 ,  F q )] =  0,

где E g{.) обозначает математическое ожидание по функции распреде
ления G. Из этого выражения IF  легко определяется в виде

/F (G ,7 ,F o) =  [E{WiDTZi)'AoE{W;DTZi)]-^ х 

X EiWIDTZiYAoEGiW^DTei). (8)

Функция IF, определяемая формулой (8), является неограниченной, 
что легко выясняется, если G выбрать в виде распределения с точечной 
вероятностной массой.

4. Робастные GM M -оценки

Ключевым этапом для получения робастности к выбросам является 
замена моментных условий (4) на условие

Е { \ Ѵ І Ф і П т е і )  =  о. ( 9 )

где Фі — диагональная весовая матрица, которая зависит от значений 
Wi и Отіі- Более детальное описание матрицы Фі приводится ниже. 
Здесь же упомянем, что влияние Фі состоит в назначении меньших ве
сов наблюдениям с аномальными входными переменными. Моментное 
условие (9) отличается от обычного моментного условия (4). Они сов
падают только в случае, когда Фі = I. Вместе с тем в большинстве слу
чаев условие (9) можно интерпретировать как несколько ослабленный
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вариант (4), когда предполагается, что условию ортогональности (4) 
удовлетворяют не все наблюдения, а только большинство их. Введение 
Фі приводит к тому, что оценка автоматически реагирует на возмож
ные выбросы. Основалная на моментном условии (9) версия выборочной 
GMM-оценки [6] определяется как

7 лг = argmin7

- N

X
1 ^

J^J2 ^:Ф iN D т {У i-Z a )
t=i

( 10 )

где {An ,N  > 1 } является последовательностью матриц, которая схо
дится почти наверняка к некоторой положительно определенной мат
рице A q. Згівисимость Фі /ѵ от объема выборки будет выяснена ниже. 
Згіметим, что робастная GMM-оценка, определенная формулой (10), ис
пользует два типа весов. Во-первых, весовая матрица Фц\і используется 
для ослабления влияния выбросов на значение оценки. Во-вторых, мат
рица A n определяет веса, которые задаются модифицированными мо
ментными условиями (9). Введем обозначения, необходимые для опре
деления весовой матрицы Фіы- Пусть обозначает <-й столбец мат
рицы W', (fitN является t-M диагональным элементом матрицы Ф̂ ѵ̂, а 
ец = еиЬ) = Д у і , - Д г '  ^+і7 . Структуру ipuN определим следующим 
образом:

y>itN =  V t N { w i t ) d N ^ { e i t / a N ) / e i t ,  ( И )

если Bit Ф о, и (fitN = Г{7ѵ(гУі«) в остальных случаях. Скалярная ве
личина &N имеет смысл оценки масштабного коэффициента для {ejt}. 
Оценкой масштабного коэффициента от = а{е\,. . .  ,6n ) выборки объ
ема N  одномерных наблюдений е і , . ..  ,етѵ является такая оценка, что 
выполняется равенство ст(сеі,. ..  ,седг) = |с |а(е і,. . .  ,елг).

Оценка инвариантна к масштабу, если она обладает свойством 
(т(сеі,. . . ,  седг) =  ст(еі,. . . ,  еуѵ). Предположим, что эта оценка сходит
ся почти нсіверное к положительной констгште сто- Наличие а/ѵ дела
ет робастную GMM-оценку инваригштной к масштабу. Кгік можно ви
деть из (И), весовой множитель <pun расчленяется на два сомножи
теля. Первый зависит от wu через функцию vtN- Эта чгють использу
ется для ослабления влияния аномальных наблюдений в пространстве 
инструментальных переменных. Второй сомножитель зависит от ец и 
служит для уменьшения веса наблюдений с большими невязками. Если 
функция -ф ограниченная, легко видеть, что наблюдения с большими
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абсолютными значениями ед получат малые веса. Такая декомпозиция 
<PitN на две части, одна из которых зависит от \дц, а друггія от ец, 
следует из взвешивающей схемы для обычной регрессии [5]. Обычная 
GMM-оценка является частным случаем (10), когда принимается, что 
Ф{ец/^м) = еи/аы  и vtNiwu) = 1 .

Теперь обратимся к определению функционального вида весовой 
функции. Сначала сосредоточим внимание на выборе ір, а затем опреде
лим vtN- При выборе конкретного вида этих весовых функций, в первую 
очередь, предусмотрим защиту от выбросов, а затем обратим внимание 
на эффективность оценки. Наиболее важным условием для нечувстви
тельности к выбросам является ограниченность функций Фіец/аі^і) и 

Ряд спецификаций, которые удовлетворяют этому крите
рию можно найти в литературе [4]. Здесь мы используем функцию ф, 
которую можно легко интерпретировать

е, если |е |< с і ,
ф{е) = { ^(|e|)sgn(e), если сі < |е| < сг, 

о, если |е| > сг,

где о < сі < С2, sgn(.) -  знаковеія функция, а ф{\е\) является дважды 
непрерывно дифференцируемой функцией. В качестве этой функции 
можно взять полином с требуемыми свойствами. При использовании 
такой функции абсолютные значения нормированной невязки, меньщие 
сі, получгіют вес, равный единице, в то время как наблюдения со зна
чением нормированной невязки за пределами интервала [—С2,С2] полу- 
чгнот нулевой вес. Остальные наблюдения рассматриваются как про
межуточные и учитываются лищь частично при определении оценки 
параметров.

Для конкретизации описанной выще функции ф требуется задать 
две константы с\ и С2. Эти константы определяют как чувствитель
ность, так и эффективность оценки. Между значениями этих констант 
имеется естественный компромисс. С одной стороны, мы хотим иметь 
достаточно эффективную оценку, если выборка не содержит выбросов. 
Для этого нужно установить значения сі = С2 = оо. С другой сторо
ны, мы хотим, чтобы оценка была нечувствительной к выбросам. Это 
требует устанавливать константы с\ и С2 достаточно малыми положи
тельными величинами. Мы установим их из следующих требований: 
Сі = хГ^(9і) и с| = хГ^(92), где Хр^ является обратной функцией 
распределения с р степенями свободы. Величины 9і и д2і 0 < (?і < 2̂ < 1, 
должны быть достаточно близкими к единице [6]. Такой выбор подра
зумевает, что получающаяся робастная СММ-оценка будет иметь вы-
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сокую эффективность, если распределение ошибки близко к гауссов
скому распределению. Кроме того, оценка будет робастной к выбросам, 
поскольку наблюдения с выбросами автоматически исключаются из вы
борки. Чтобы завершить описание робастной GMM-оценки, мы должны 
определить весовую функцию vt^. Чтобы оценка была менее чувстви
тельной к выбросам, VtN{wit) должна становиться мгілой, если wu силь
но отклоняется от кластера гсіе-векторов. Для того чтобы формализо
вать это, используем расстояние Махалонобиса, которое определяется 
выражением

(12)

где mt и Vt представляют соответственно положение вектора и ковари
ационную матрицу Wit. Пусть для краткости 6ц = 6{wit,mt,Vt) и 6ц = 
S{wit,ihtN,VtN), где ihtff и VtN -  оценки соответственно для mt и Vt. 
Если Vt -  вырожденная, в (12) следует использовать псевдоинверсию. 
С помощью расстояния Махалонобиса определим функцию vtNi'Wit) = 

если Sit О, и vtNiwit) = 1 -  в противном случае. Здесь ipt 
является такой функцией, что аномальные векторы wu получают мень
ший вес. Определим ipt так же, кгік ip{e), но с константами нгістройки 
Си и C2t- Эти константы определим равенствами си =  Хр^іЯі) и C2t = 
Хр^(92)і где Хр?ія) является обратной функцией x^-pacпpeдeлeния с p t 
степенями свободы и р і = rank(Vtjv). Эти значения констант настройки 
снова порождают веса, которые можно достаточно просто интерпрети
ровать при практическом использовании.

В качестве оценок для mt и Vt, конечно, можно принять соответ
ственно выборочное среднее mt и обычную выборочную матрицу кова

ла
риации VtN—{N—l)~^ Y A ‘Wit-'>ntN){‘Wit—m.tNy- Однако при этом ока-

І = 1
зьшается, что оценка будет чувствительной к появлению выбросов. Здесь 
лучше использовать аффинную эквивариантную S-оценку {mtNi V n )
[5]. Имеются литературные свидетельства, что S-оценка работает дгже 
в том случае, когда среди данных имеется 50% выбросов. Это наиболее 
высокий процент загрязнения, которому может противостоять аффин
ная эквивариантная оценка. Кроме того, при некоторых слабых усло
виях регулярности S-оценка является состоятельной и асимптотически 
нормальной.
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5. Состоятельность и асимптотическая нормальность 
робастных G M M -оценок

Как было упомянуто выше, мы рассматриваем только асимптотиче
ский случай 7Ѵ —► оо для фиксировгшного Т. Для того чтобы доказать 
состоятельность и асимптотическую нормальность робастной GMM-оценк 
сделаем ряд предположений.

а) Модель (2) строго определена, т.е. имеются (7 і <̂с,о, с̂р ,о) такие, 
что (2) порождает процесс данных с возмущениями еи и fiu, имеющими 
соответственно дисперсии <т̂  и сг̂ . Ошибки €ц независимы и одинаково 
распределены с конечной дисперсией.

б) Векторы {рі,і = l,N }  независимы и одинаково распределены с 
плотностью вероятностей вида

|Ѵ̂| ^ (p -m )),

где /  -  невозрастающая функция, определенная на интервале [О, оо) и
V  -  положительно определенная матрица. Кроме того, функции /  и р, 
которые используются при построении 5-оценки [5], имеют общие точки 
убывания, т.е. существует такая константа сі, что /(со) > /(сі) > /(сг) 
и р(со) > р(сі) > р(сг) для Со > сі > С2 > 0.

в) Моментные условия (11) удовлетворяются. Кроме того,

Е(1УіФі£>т(2/г -  Zi-y)) ф о

для всех (7 ,сг) ф (7о,<7о)-
г) Функция ■фі непрерьтно дифференцируема. Функция г/» дважды 

непрерывно дифференцируема.
д) Пусть 7 б Г , с т е Е , т е Л ^ и г ; б Ѵ ,  где Г С С (0,оо)

VI АЛ С. а V -  подмножество пространства положительно
определенных матриц. Г х Е х jM х V является компгіктом. Последо
вательность {о-д;} G Е сходится ПОЧТИ наверное к сто, а последователь
ность весовых матриц для моментных условий (9) - к положительно 
определенной матрице Ао.

е) Пусть Ѳ = (ст, m', ѵес(У)')'. Тогда Щд{Ші^іОт€^і)/ дф\ имеет пол
ный ранг, 'E,[d{Wi^iDTii)/de'\ = 0 и

\Щд{\Ѵі^іВтеі)/дфШЦ^іФіОтеі)/дф)']\ ф 0.

ж) Когда это необходимо, порядок интегрирования и дифференци
рования можно изменять. Кроме того, все математические ожидания, 
которые используются в доказательствах, предполагаются конечными.
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Теперь можно сформулировать следующую теорему.
Теорема. Если предположения а) - ж) удовлетворяются, тогда 

робастная GMM-оценка, определяемая (10), является строго состоя
тельной. Кроме того, оценка 7 асимптотически нормально распреде
лена:

где

М2 — Е

М  = {М[АоМі)-^М[Ао;

Ml =  Е WitVt{wit)ip'{eit/ao)Az[ t ^ ^  ;

г - 1  \  / г - 1  \ '
aoU)itVt{wit)ij{eit/(To) j j ^^аои}ци1{и1ц)ф{ец/ао) 1

а =1 ' \t= i

если 6ц ф О, 
в других случаях.

Здесь 6ц определена формулой (12), а ip'{eit) = д/ф{ец)/д.ец.
Доказательство теоремы состоит в том, чтобы показать, что при 

принятых условиях а) -  ж) выполняются условия теоремы о строгой 
состоятельности и асимптотической нормальности [7, гл.З].

Асимптотическая матрица ковариации М М 2М ' робастной GMM- 
оценки зависит от матрицы Aq. При выполнении моментного условия 
(9) матрицу Aq можно выбрать тгік, чтобы минимизировать дисперсию 
робастной GMM-оценки. Следующее следствие представляет желаемый 
результат.

Следствие. Пусть Ѵі -  асимптотическая матрица ковариации 
робастной GMM-оценки для Aq - и пусть V2 -  асимптотиче
ская матрица ковариации робастной GMM-оценки для другого выбора 
Aq. Тогда V2 — Ѵ\ является неотрицательно определенной матрицей.

Заметим, что оптимальность оценки понимается только в предель
ном смысле при существовании минимальной дисперсии, если выполня
ется набор моментных условий. Для того чтобы вычислить оптималь
ную робастную GMM-оценку, требуется знать матрицу Мг- Эту оценку 
можно получить путем вычисления робастной GMM-оценки, использу
ющей неоптимальный выбор Невязки этой предварительной оцен
ки затем можно применить для оценивания М2, используя определение 
этой матрицы в условиях теоремы, заменив оператор математического
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ожидания оператором эмпирического усреднения [3]. Оптимальная ро 
бастная GMM-оценка получается с помощью подстановки 
и повторного расчета оценки.

6 . Функция влияния робастной GM M -оценки

Для того чтобы выяснить свойства устойчивости робастной GMM- 
оценки снова обратимся к анализу функции влияния IF. В разделе 3 
было показано, что обычная GMM-оценка имеет неограниченную функ
цию влияния. Здесь мы покажем, что робастная GMM-оценка облада
ет ограниченной IF . Поэтому можно ожидать, что эта оценка долж
на быть менее чувствительной к наблюдениям с выбросами. Так как 
IF  определяется асимптотически, мы сначала дадим функциональное 
представление робастной GMM-оценки. Пусть функция распределения 
Р і  имеет вид F,, = (1 -  t] ) F o -|- t] G .  Как и в разделе 3, функция Fq явля
ется основным незагрязненным распределением, а G -  распределение, 
порождающее выбросы. Используя моментные условия (9), робастную 
GMM-оценку определим как

7ЛГ = argnun Е{\Ѵ-ФіВт{Уі -  Ді7 )) '^ оЕ(ІУ/ФіТ)т (Уі -  Zi-y)), (13)

где E обозначает оператор математического ожидания по распределе
нию Fr,. Дифференцируя правую часть (13) и используя условия теоре
мы, мы получим условия первого порядка;

гг- 1
Е '^иѴіі‘Ши)ф' f—)  Az' t+i AoE

|T- 1  у Ч
^  aoWitVt{wit)^ (— ) = 0, (14)

где tit =  ej((7 ) и 7  = 7 (F,,). Считается, что предположения a) -  ж) 
удовлетворяются. Для того чтобы упростить обозначения, определим 
матрицу и вектор С,, соответственно равенствами

/т - 1
Вг, =  Е,, tCiti>t(iOit)V''(eit/CTo)Az',t+i

(jQWitVt{wit)^{eitl(Jo) j .
,£=1
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Дифференцируя равенство (14) по г] и вычисляя результат дифферен
цирования в точке т] — О, получим

dri АоСо -  B'oAoBoIF{G, 7 , Fq) +

/т -1
+ B'oA oE g  ( ^(T oW itV t{w it)il> {e it/c7o )j  =  О , (15)

,t=i

где E g обозначгіет оператор математического ожидания по распределе
нию G. Согласно условиям (9), Со равно нулю. Кроме того, мы пред- 
полсігаем, что производнгія Д,, по т/ конечна при г] = 0. Это тривиально 
выполняется, если •фѵі'фі задаются так, как в разделе 4. Тогда равенство 
(15) можно переписать в виде

IF{G ,j ,F q) =  {B'qAoBo) ^BqAoE g с^оиоцУг{у}ц)ф{ец/сго'^ .

При заданных функциях и vt огргшиченность функции влияния ро
бастной GMM-оценки следует из того факта, что аномальные наблюде
ния получгіют меньшие веса. Большие невязки огргшичиваются функ
цией а веса аномальных векторов инструментальных переменных 
уменьшаются с помощью функции vt.

Метод, используемый здесь для получения функции влияния GMM- 
оценки, взят из [5]. Он опирается на предположение о независимости и 
одинаковой распределенности векторов рі. Тот фгікт, что модель (1) по
рождает стохастический процесс для каждого источника независимых 
переменных, подразумевает ограничения на форму загрязняющего рас
пределения G, которое можно выбирать реалистически.

Итак, можно построить альтернативу обычной GMM-оценке, кото
рая менее чувствительна к выбросам. Эта альтернативная робастная 
оценка использует весовые функции для наблюдений при моментных 
условиях. Эти весовые функции уменьшают влияние выбросов и ано
мальных наблюдений на оценку. Как традиционная GMM-оценка, так 
и ее робастная к выбросам версия состоятельны и асимптотически нор
мально ргюпределены при определенных условиях регулярности. Со
стоятельность и сісимптотическая нормальность этих оценок в общем 
случае имеют место при различных условиях. Условия могут совпасть 
в частных случаях, например, если ошибки нормально распределены и 
если вектора рі имеют сферическое распределение с нулевым средним.
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Наконец, робастность альтернативной GMM-оценки формально демон
стрируется тем фактом, что она имеет ограниченную IF. В этом отно
шении оценка отличается от обычной GMM-оценки, имеющей неогра
ниченную функцию влияния.
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В.И. Смагин, E.B. Иванова

Синтез робастных регуляторов для систем со 
случайными скачкообразными паргиистрами

Рассматривается алгоритм синтеза робастных регуляторов по ин
тегральному квадратичному критерию для непрерывных линейных 
систем со случайными скачкообразными паргпиетрами, описываемыми 
цепью Маркова с конечным числом состояний. Управление формиру
ется в виде регулятора с обратной связью по выходу.

1. Введение

Актуальной является задача синтеза управлений для класса систем 
со случайными скачкообразно изменяющимися параметрами, которые 
могут использоваться в качестве моделей реальных физических объ
ектов. Такой класс систем имеет две составляющие состояния. Первая 
составляющая изменяется непрерывно, ее моделью является дифферен
циальное уравнение, вторая изменяется дискретно, и для ее описания
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часто используется дискретная цепь Маркова с конечным числом состо
яний. К данному классу могут быть отнесены системы с возможными 
нарушениями (например вследствие внезапных отказов), многорежим
ные системы, в которых смена режима функционирования осуществля
ется скачкообразно и определяется в соответствии с измерением некото
рого случайного процесса. Методы и алгоритмы синтеза систем управ
ления объектами со случайными скачкообразно изменяющимися пара
метрами изучались в работах [1 - 8], в которых разработгшы алгоритмы 
синтеза регуляторов, требующих измерения дискретной состгівляющей 
состояния или включения в контур управления блоков, вычисляющих 
оценки этих составляющих.

В настоящей работе разрабатывается метод синтеза робастных регу
ляторов по интегральным квадратичным критериям для непрерывных 
объектов со случайными скачкообразными паргіметргіми. При этом си
стема управления синтезируется непосредственно по вектору наблюда
емого выхода (в виде обратной связи по выходу), и не используется 
информгщия о дискретной составляющей состояния.

2. Робастный регулятор для нестационарной системы

Поведение непрерьшного объекта со случайными скачкообразными 
параметрами описывается следующими уравнениями:

x{t) = A{'))x{t) + B{-y)u{t) + ’̂ A sb )x{ t)es{ t)+ q {-y ,t) , ( 1)
S = 1

a:(0) = lo,

где x{t) € R" -  вектор состояния; u{t) e R ‘ -  управление; -y{t) e R  -  
марковская цепь с дискретным множеством состояний 7 і,72, • • • ,7г (ве
роятность перехода из г-го состояния в j-e {г ^  j)  за время A t равна 
XijAt -h o{At))] хо -  начальные условия (E(xoXq І7(0) = 7о = 7t) =  ^ оі, 
7о -  начальное состояние переменной 7 ); 9(7 , t) 6 е Д"* -  белые
гауссовские шумы с характеристиками: Eq(7 ,t) = О, Е(^(7 , t)^^(7 , г)) =
Q(7)<5( < - t ), Е0(О ^ E ( 0 ( t ) 0 ^ ( r ) )  =  Щ і - т ) ,  =  0; ^ (7),
В{'у) и v4s(7 ) ( s = l,m ) -  матрицы порядка п х п ,  n x l , n x n  соответ
ственно; матрицы As (7 ) определяют интенсивность мультипликативной 
составляющей возмущений.

Здесь приняты следующие обозначения: -  операция транспони
рования, (5(-) -  дельта-функция Дирака, Q il) = <3^(7) > 0 -  неотрица
тельно определенная матрица, I -  единичная матрица.
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Процесс y(t) задается уравнением

dl(t) = J vn{dt,dv); 7 (0) = 70, (2)

где пуассоновская случайная мера Q{dt, dv) характеризуется функцией

^  + 7і -  ij)dv. ( 3 )

j=i

Вектор вероятностей p{t) — {pi{t),p2{t),-■ ■ ,Pr{t))^, где Pi{t) = 
= РІуЦ) = 7i} (г =  l,r ) , удовлетворяет прямому уравнению Колмо
горова

dp{t)
dt =  p (0) =  Po, [0,T], ( 4 )

где матрица интенсивностей переходов Л с элементами А^ , рд -  век
тор начальных вероятностей. Предполагается, что наблюдению досту
пен вектор y{t) = S{'y)x{t), где y(t) е  R ”‘, (пі < n), 5 (7 ) -  матрица 
полного ранга. Зададим структуру робастного регулятора в виде

u{t) =  K{t)y{t), ( 5 )

где K{t) -  подлежащая определению матрица коэффициентов передачи. 
Отметим, что структура закона управления вида (5) не требует изме
рения скачкообразного процесса y{t).

Для объекта (1 ) необходимо найти управление u{t), t € [О, Т], ви
да (5), при котором был бы минимальным следующий квадратичный 
интегральный критерий:

і[0,Г] = Е -f гі‘̂ (т)Ди(т))гіт-Н

Г  \

+ Y,P i{T)x^{T)Eix{T)
t=i

i(0) = хо,7(0) = 70 . (6)

где Сі = C j  > 0 ,D i~  DJ > 0, Ei = E j  > 0 -  весовые матрицы.
Решение задачи синтеза робастного регулятора для нестационарной 

системы дает следующая теорема.
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Теорема 1 . Оптимальные коэффициенты передачи робастного ре

гулятора (5) определяются по формуле

c t { K { t ) )  = ct (7)
чг=1

J2Pi{D г^SiN iSJ )
->=і

если существуют матрицы Ni{t) > О, Li{t) > О, удовлетворяющие 
следующей двухточечной краевой задаче:

Ni = AiNi + N iA j + -  ^ i)  + Qi +
j = \
зфі

m

(8)
5 = 1

-L i  = LiAi + A j  Li +  S j  K ^D iK Si + C* +

+ = E i,i  = l,r , (9)
5 = 1 j=i

где Ai = Ai-\- BiKSi. При этом объект (1) с регулятором по выходу (5) 
устойчив в среднеквадратическом. (В (7)-(9) А і = Л(7і), Ві = В{-уі), 
Qi =  Q(7i)i Si = S {-уi), символ ® обозначает кронекеровское произведе
ние, ct( ) -  вектор-столбец, составленный из столбцов матрицы.)

Теорема доказывается на основе объединения принципа минимума 
и метода функций Ляпунова. Метод доказательства близок к методу 
доказательства теоремы, приведенной в работе (8, с. 66].

3. Робастный регулятор для стационарной системы

В этом случае вместо критерия (7) необходимо минимизировать кри
терий

limsup;^J[0,T]. (10)
Т—оо 1

Предполагается, что пары матриц Аі , Ві стабилизируемы и в критерии
(6) Fj = о (г = 1 ,г). Задача синтеза робастного регулятора при этом 
упрощаегся, так как уравнения (8)-(9) становятся алгебраическими:

m г

A iN i N i A j  + g , + Е  + Е
5 = 1 3=1

зфі
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М  + А І и  + S J K ^ D iK S i  + Сі + ^  +
S = 1

+ -  Li) = 0, i =  l ,r . (12)

j=i

Постоянные оптимальные коэффициенты передачи определятся по фор
муле

-1 / „ ч
с1 (^Г)

1г=1
ct 5 ^ р .в 7 і .лг,57  , (13)

Кі=1

где Pi установившиеся значения вероятностей состояний скачкообраз
ного процеса 7 (t).

Теорема 2. Если существует решение уравнений (11), (12) и суще
ствуют числа Рі {О < ІЗі < 1), такие, что

Li > О, Мі — РіСі -I- ^ ^ \ j { L j  — Li) > 0, (14)
i=i

пара матриц
\/С і,А і (15)

детектируема, то матрица А і -\- В іК З і -  асимптотически устойчива
(і =  ТТг).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия детектируемости пары матриц 
(15) следует детектируемость пары матриц ѵ (̂1 -  Рі)Сі , Лі , а и з  условия 
(14) и в силу теоремы 3.6 работы [9] следует детектируемость пары 
матриц __________________________

^ (1  -  Р)Сі +  Мі +  S J К ТDiKSi, Аі + BiKSi-  (16)

Уравнение (12) эквивалентно следующему уравнению Ляпунова:

Li{Ai -t- BiKSi) -I - {Ai 4 -  BiKSi)^ +

+ 5 . T DiKSi -I- (1 -  Pi)Ci + Mi = 0. (17)

Тогда, учитывая (17) и лемму 12.2 [9], при Li > 0 и условии детектиру
емости пары матриц (16) получим, что матрица Аі + BiKSi асимптоти
чески устойчива.

Отметим, что при выполнении условий теоремы 2 замкнутая робаст
ная система управления с коэффициентами передачи (13) будет устой
чивой в среднеквадратическом.
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Робастность в планировании регрессионных 
экспериментов при наличии функциональных

искажений

1. Введение

Непараметрическая и робастная статистика — одно из наиболее ин
тенсивно разрабатываемых направлений математической и прикладной 
статистики в последние три десятилетия [1 ].

Для статистического оценивания параметров исследуемых стохасти
ческих систем, описываемых гипотетической моделью множественной 
линейной регрессии, широко используются оптимальные планы экспе
риментов, в частности D- и Л-оптимальные планы [2, 3]. Однако на 
практике часто оказывается, что гипотетическая регрессионная модель
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экспериментальных данных допускает некоторые искажения: непара
метрические искажения функции регрессии, наличие “выбросов”, некон
тролируемая гетероскедастичность, коррелированность ошибок наблю
дений. Поэтому всё ббльшее внимание уделяется исследованию устойчи
вости (робастности) классических (оптимальных в некотором смысле) 
планов экспериментов при отклонениях от гипотетических модельных 
предположений, а также поиску новых устойчивых (робастных) к за
данным искажениям планов [4-8].

В данной статье представлены результаты исследования устойчиво
сти (робастности) классических D- и Л-оптимальных планов для мно
жественной линейной регрессии, подверженной функциональным иска
жениям.

2. Математическая модель и постановки заідач

Рассмотрим множественную линейную регрессию при наличии функ
циональных искажений:

Уі = Ѳ°-‘ Хі + еХ(хі) + і = 1,п. (1)

Здесь 0° =  (6° , . . . ,  0^)^ € R ”* -  подлежащий оцениванию m-вектор (стол
бец) параіметров, а:{=(хл,...  ,a:im)^6U'" С R"* -  m-вектор значений 
контролируемых переменных (регрессоров) в г-м эксперименте, каждая 
компонента которого изменяется в U = [-1,-t-lj, Уі G R  -  значение 
наблюдаемой переменной в г-м эксперименте, О < е < -  уровень
функциональных искажений, ограниченный сверху заданным допусти
мым уровнем искажений е+ > О, ^ = (^ і,...,4п )^  -  п-вектор некор
релированных случайных ошибок наблюдений, таких что Е{^і} =  О, 
г =  1 ,п, = а^іп, где Е{-} -  символ математического ожидания,
І„ -  единичная (п х п)-матрица; А(х) : U"* —> R  -  неизвестная детер
минированная ограниченная функция, описывающая функциональные 
искажения. Заметим, что без потери общности область планирования 
экспериментов принято задавать в виде гиперкуба U”* [2,3].

Будем рассматривать два типа Т\, Тг функциональных искажений, 
наиболее часто встречающихся в приложениях; Ті определяет иска-П
жения в /г-метрике: ■̂ (̂̂ t) < 1 ; — это искажения в с-метрике:

__^=1
О < |Л (іі)| < 1, г = 1,п.

Представим модель (1) в матричном виде

У = X 0^-beA(J^)+,e, (2)
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гдеЛ(Х) = (Л(а:і),...,Л(і„))^-(пх1)-вектор, X = {xij) = ( ii ,  in )^  
-  (n X т)-матрица плана экспериментов, Y = {уі, ■ ■ ■ ,Уп)^ -  (n х 1 )- 
вектор наблюдаемых переменных. Предполагается, что план экспери
ментов — невырожденный: \Х'^Х\ ф 0.

Классическая МНК-оценка Ѳ = фі) £ R ”" вектора параметров для 
модели (1 ) при отсутствии искажений (е+ = 0) является несмещенной 
и имеет вид [2]

Ѳ = {Х '^Х )-^Х ^Ѵ \ (3)

её матрица вариаций равна

ѴЬ(Х) = Е {(Ѳ -  Ѳ°)ф -  0°)^} = а'^{Х'^Х)-^\

определитель этой матрицы, который соглгісно [9] условимся называть 
обобщенной дисперсией оценки Ѳ, равен

Do{X) =  |Уо(^)| =  \а \Х ^ Х ) -^ \  >  о,
а след этой матрицы, который условимся называть суммарной диспер
сией оценки Ѳ, равен

Ло(А-) = tr ѴЬ(А-) = a h r  {{Х'^Х)~^) > 0.

D -оптимальным точным планом X q называют план [2, 3], миними
зирующий обобщенную дисперсию Do{X):

Хо = arg min Dq{X).

А-оптимальным точным планом Хо называют план [2, 3], миними
зирующий суммарную дисперсию Ло(Х):

Хо - arg min Ло(Х).

Из (2] известно, что для гипотетической модели (1) при отсутствии 
искажений (е+ = 0) D- и Л-оптимальным планом является план Хо, 
столбцы которого взаимноортогональны и компоненты x^j = ±1, і =
= T7n, j  = T7m.

Актуальны следующие задачи, которым и посвящена данная статья: 
1 ) анализ робастности классических D- и Л-оптимальных планов экс
периментов при наличии функциональных искажений; 2) построение 
робастных планов; 3) сравнительный анализ классических и робастных 
планов.
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3. Анализ робастности D-оптимальных планов

Прежде всего исследуем статистические свойства МНК-оценки (3), 
когда наблюдения Y  подвержены функционгиіьным искажениям (1 ), (2) 
типов Ті, Гг-

Теорема 1. Если множественная линейная регрессия подвержена 
функциональным искаженгіям (1), (2), то смещение, матрица вариа
ций, обобщенная и суммарная дисперсии МНК-оценки (3) равны соот
ветственно

Ь{Ѳ} = е{Х^Х)-^Х^А{ХУ,  (4)

Ѵ,{0} = {Х ' ^Х) - \ е ^ Х^ А{Х) А^{Х)Х  + а^Х'^Х){Х'^Х)~^-,

D , { X )  =  1V,{0}1 =  D o { X ) { l  +  - ^ А ' ^ { Х ) Х { Х ' ^ Х ) - ^ Х ' ^ А { Х ) ) ,

Ае{Х) = tr V,{0} = Ао(А) +  еЧ'^{Х)Х { {X ^ X ) ~ ^ f  Х'^А(Х)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Смещение оценки (3) для модели (1 ), (2) 
есть т-вектор

6{0} =  е {0-61°} =

= Е + еА{Х)  +  0 }  -Ѳ° = е{Х'^Х)~^Х'^А{Х).

Таким образом, при появлении искажений оценка (3) становится сме
щенной оценкой.

Матрица вариаций оценки Ѳ имеет вид

ѴЛ0} = Е |(0  -  Ѳ°){Ѳ -  6>°)^} =

-  {Х'^Х)-Н£^Х'^А{Х)А'^{Х)Х + а ^ Х ' ^ Х ) { Х ^ Х ) - \

что совпадает с (4). Для вычисления обобщенной дисперсии Ѵе{0} 
воспользуемся свойством, следующим из известной формулы блочного 
определителя [10]: |А-|-ВВ^| =  \А\\Ік + А~^В\, где А — невырожден
пая ( т  X т)-матрица, В — (тх/с)-матрица. Полагая к = I, А = о'^Х^Х  
В = еХ^А(Х),  получаем

V,

:( і + ^ Л ^ (А )А (А ^ А )- 'Х ^Л (А )). (5)
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С учетом введенных обозначений приходим к выражению для обоб
щенной дисперсии в (4).

Простым вычислением несложно показать, что верна формула (4) 
для суммарной дисперсии. Теорема доказана.

Используя (6), введем следующие количественные характеристики 
робастности D-оптимальных планов;
• коэффициент неустойчивости плана X  для искажений (1), (2)

аеЛХ) = (D,(X) -  Do{X))/Do{Xy, (6)

• верхняя граница обобщенной дисперсии D+{X),  для которой

ѴЛ(Х), 0 < е < е + ,  D , { X ) <D +{ X y  (7)

• верхняя граница коэффициента неустойчивости плана X

ае+(Х) = {D+{X) -  Do{X))/Do{X) > 0; (8)

• точные верхние границы обобщенной дисперсии и коэффициента неустой
чивости плана X

DX(X)=  sup D , { X ) , Do { X ) < D l i X ) < D + { X ) ,  (9)
Л(Х),

0<£<£+

ае;(Х) = (D ;(X ) -  Do{X))/Do{X) > 0, ае;(Х) < ае+(Х);

• 5-допустимый уровень искажений {6 > 0)

е\. =  £г+(<5,X) - тах{е+ > 0 ; ае+(Х) < 5}. (10)

Как видно из (6)-(9), величины (или D+), ае  ̂ (или ае+) харак
теризуют гарантированное значение обобщенной дисперсии оценки (3) 
соответственно в смысле абсолютных и относительных значений. Со
гласно (10), величина характеризует максимально допустимый уро
вень функциональных искажений в (1 ), (2), при котором гарантируется 
заданный уровень 6 коэффициента неустойчивости ае!|. регрессионного 
плана X. Чем меньше значения характеристик D^{X),  D+{X), ае^(Х), 
ае+(Х) и чем больше с!^((5,X), тем устойчивее план X  к функциональ
ным искажениям в (1 ), (2).
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Для модели (1) точный план X* будем называть 0\-робастным пла
ном, если

DX{X,)  = min В Ц Х ) . (И)

Если не удается найти точную верхнюю границу, в (9) вместо D\{-) 
будем использовать некоторую найденную верхнюю границу Д+( ) и 
аналогично (1 1 ) определим 0+-робастный план X ,; аналогично в (10) 
вместо ае  ̂ может использоваться ае+ для нахождения е+(5,X).

Для вычисления D^{X),  аее(Х), D’\.{X), ae!j.(X), е+(Х) и построения 
X» сформулируем вспомогательный результат.

Л емма 1  1 10 ]. Если С — идемпотентная матрица, то все ее ха
рактеристические числа равны 1  или 0 .

Теорема 2 . Если множественная линейная регрессия подвержена 
функциональным искажениям (1), (2) типа Т\, то точная верхняя 
граница обобщенной дисперсии

D ;(X ) =  Do(X)(l +  4 / a 2), ( 12)

о точная верхняя граница коэффициента неустойчивости плана X

< ( х )  = 4 / а 2. (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1, (9) и описания искгіжений 
Ті следует, что

О Ц Х )  =  ̂ [Во(Х){1 + ^ Л ^ (Х )Х (Х ^Х )-ІХ ^Л (Х ))) =
0< |Л (Х ) |<1

0<€<£+

= Do{X) ( 1 + max max Л^(Х)СЛ(Х)^^ ,
'  o<£<£+ \a^ о < |Л (Х ) |< 1  J J (14)

где С = X { X ^ X) ~ ^ X^  — неотрицательно определенная симметриче
ская идемпотентная (n х п)-матрица. Известно [10], что мгіксимум квад
ратичной формы в единичном шаре решен

max Л^СЛ = г'тах(С')і
0<|Л|<1

где і^тахіС) -  максимальное собственное значение матрицы С. Тгік как 
|Х^Х | > О, то гапк(С) = m < п и с учетом леммы г'тах(С') = 1- Те
перь, максимизируя в (14) по е б[0, £+], получаем (12 ). Соотношение 
(13) следует из (12) с учетом (9). Теорема доказана.
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Следствие 1. Длл любого б > О 6-допустимый уровень функцио
нальных искажений типа Т\ регрессионной модели (1 ), (2) не зависит 
от плана X  и равен е+(<5, X) = а\/б.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Искомое выражение следует из (10), (13). 
Следствие доказано.

Следствие 2. Если множественная линейная регрессионная мо
дель (1), (2) подвержена функциональным искажениям типа Т\, то

-робастный план экспериментов совпадает с точным D-оптималь
ным планом: X, = Хо-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 2 следует, что величина {X) 
пропорциональна Dq{X), минимум которой достигается на плане Хо, 
следовательно Х„ = X q. Следствие доказано.

Теорема 3. Если множественная линейная регрессия подвержена 
функциональным искажениям (1 ), (2) типа Гг, то для верхних границ 
обобѵценной дисперсии и коэффициента неустойчивости регрессионно
го плана X  справедливы выражения

D+{X) = Do{X){l +  £^п/а^), ае+(Х) = е^п/а^. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим Л = (Аі,. . . ,  А„)^ — п- 
вектор, <3(Л) = Л^СЛ — квадратичная форма для неотрицательно 
определенной симметрической идемпотентной (п х п)-матрицы С = 
Х{Х^Х) ~^ Х^ .  Тогда из (4), (9) и описания искажений Гг имеем ана
логично (14)

D^{X) = Do{X){l -t- max Q{A)). (16)
0<e<£+ AeU"

Впишем гиперкуб U” в ?г-мерную гиперсферу 5„(^/п) радиуса ^/п с 
центром в точке z = 0: 5„(Уп) = {z = (zj) G R" : |z| = ,/n} . Так как U" 
содержится в n-мерном гипершаре, ограниченном гиперсферой 5„(ѵ/п), 
то для искомого максимума в (16) справедлива оценка

max Q(A) < max Q(A). 
леи" о<|л|<ѵАГ

(17)

Переходя к новым переменным

р = Л/х/п € R", <Э(Л) = Q{\/np) — nQ{p),

получаем
max Q ( A) =n-  max Q(u).

0£|Л|<\/п
(18)
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Как уже отмечалось при доказательстве теоремы 2 , max Q(p) =

= ^'тях{С) = 1, поэтому ИЗ (17), (16) получаем первое выргіжение в 
(15): D\{X)  < D+{X).  Тогда второе выражение в (15) следует из (8). 
Теорема доказана.

Следствие 3. Для любого б > О 6-допустимый (в смысле крите
рия ее+) уровень функциональных искажений типа Т2 регрессионной 
модели (1), (2) не зависит от плана X  и равен

£+{6,Х) = a \j6 jn .

Следствие 4. Если множественная линейная регрессионная мо
дель (1 ), (2) подвержена функциональным искажениям типа Т2, то 
В+-робастный план экспериментов совпадает с точным D -оптимальнь 
планом: X , = Хо-

Следствия 3, 4 доказьшаются аналогично следствиям теоремы 3 с 
использованием верхних границ (15).

Представляет интерес выяснить условия, при которых верхние гра
ницы в (15) совпадают с точными верхними границами

В^ДХ) = О Д Х ) ,  ае;(Х) = ае+(Х). (19)

Следствие 5. Если план экспериментов X  = (X j:...  :Хт) являет
ся ортогональным планом и для некоторого к е  { ! , . . . ,  т} к-й столбец 
Хк является биполярным, то есть Xkj = ±Ок (j = l,m^ для некото
рого йк > О, то достигаются равенства (19).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условия ортогональности 
Х ^Х ,- =  О (г ^  г'), идемпотентная матрица С = Х ( Х ^ Х )  ^Х^  име-

ет вид С = ' ^ X i X j ,  где = ( І і )̂ =  : г = 1 ,ш} -  ор-
І=1

тонормированная подсистема m векторов. Согласно [10] отсюда следу
ет, что {Хі : і = l,m} — подсистема m главных собственных векто
ров, соответствующих максимальному собственному значению г'тах = 1 , 
на которых достигается максимум квадратичной формы Q{p) в (18): 

max Q{p) = Q{Xi) = • • • = Q{Xm) = 1- Тогда неравенство в (17) обра-

тится в равенство, если хотя бы один из собственных векторов системы 
{х/п ■ Хі : і = 1,т} совпадет с одной из вершин гиперкуба U". Для 
і = к имеем в силу условия биполярности: |Xfc| = у/пок, Xkj = i l /y 'n ,  
j  = l,m . Следовательно, вектор у/пХк имеет координаты ± 1  и являет
ся одной из вершин гиперкуба U” . При этом (17), (19) обращаются в 
равенства. Следствие доказано.
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Отметим, что условия ортогональности плана X  и биполярности его 

столбцов являются часто используемыми условиями в теории оптималь
ного планирования экспериментов, в частности D-оптимальный план 
Хо удовлетворяет этим свойствам [2, 3].

Следствие 6 . В случае искажений Т2 для точного D -оптималь- 
ного плана Хо

D*+(Xo) = Do{X){l е^п/а^), ае;(Хо) = €^п/ст\

Исследуем асимптотическое поведение коэффициента неустойчиво
сти ae!j.(X) при увеличении числа экспериментов п.

Следствие 7. В условиях следствия 5 при п оо в зависимости 
от асимптотического поведения уровня искажений £+ = £+{п) спра
ведливы следующие утверждения-.

1 ) если е+(п) = о{\/у/п), то план X  — асимптотически робастный-.

< ( Х )  -  0;

2) если £+{п) = с/у/п для некоторого 0 < с < -|-оо, то

х Ц Х )  ^  с^/а^ > 0;

3) если у/п£+{п) —у -Ьоо, то план X  — неустойчивый:

ae^(X) —+ -Ьоо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно провести анализ трех случаев 
асимптотики с учетом (15), (19). Следствие доказано.

4. Анализ робастности А-оптимальных планов

Аналогично предыдущему разделу, введем следующие количествен
ные характеристики робастности А-оптимальных планов:

• коэффициент неустойчивости регрессионного плана X  для иска
жений (1 ), (2)

ае,(А) = ІА,{Х)  -  Ао(А))/Ао(А); (20)

• верхняя граница суммарной дисперсии А+{Х),  для которой

ѴЛ(Х), о < £ < е+. А,{Х) < А+(А); ( 21)
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верхняя граница коэффициента неустойчивости плана X  

ae+(X) = (А+(Х) -  Ао{Х))/Ао{Х) > 0; ( 22)

• точные верхние границы суммарной дисперсии и коэффициента неусп
чивости плана X

Л ;(Х )=  sup А,(Х),  Ао(Х) < А^^(Х) < А+(ХУ, (23)
Л(А-),

0<е<е+

ееЦХ) = (Л ;(Х ) -  Ао(Х))/Ао(Х) > 0, аг*+(Х) < ав+(Х);

• 6-допустимый уровень искажений {5 > 0)

= е!|.(5,X) = тах{е+ > 0 ; ае^(Х) < J}. (24)

Как видно из (20)-(23), величины А^  (или Л+), aê j. (или ае+) харак
теризуют гаргштировЕшное значение суммарной дисперсии оценки (3) 
соответственно в смысле абсолютных и относительных значений. Со
гласно (24), величина £+ характеризует максимально допустимый уро
вень функциональных искажений в (1 ), (2), при котором гарантируется 
заданный уровень <5 коэффициента неустойчивости ае!(. регрессионного 
плана X.  Чем меньше значения характеристик Л!|.(Х), А+{Х),  ae!j.(X), 
ае+(Х) и чем больше £!j.(J, X), тем устойчивее план X к функциональ
ным искажениям в (1 ), (2).

Для модели (1) точный план X, будем называть А\-робастным
планом, если

Л ;(Х .)=  min Л ;(Х ). (25)

Если не удается найти точную верхнюю границу, в (23) вместо Л!(.( )
будем использовать некоторую найденную верхнюю границу Л+( ) и 
аналогично (25) определим А+ -робастный план X ,; аналогично в (24) 
вместо ае!̂ . может использоваться ае+ для нахождения е+(д,Х).

Теорема 4. Если множественная линейная регрессия подвержена 
функциональным искажениям (1 ), (2) типа Ті, то верхняя граница 
суммарной дисперсии

Л+(Х) = Л о (Х )(1 + 4 /а2 ), (26)

о верхняя граница коэффициента неустойчивости плана X

ае+(Х) = (27)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1 , (23) и описания искажений 

Ті следует, что

А Х т  =  ^ (^Ao{X)e4' ^{X)X{{X'^X)-^ fX^A{X)))  =
0 < е < € +

= Ао{Х) + max ( е'  ̂ max Л^(ЛГ)СЛ(Х)^ , (28)о<£<£+ \  л(Х)бЛі у

где С = X  ((X^A’)“ ^)^ — неотрицательно определенная симмет
рическая (п X гг)-матрица. Известно [10], что максимум квадратичной 
формы в единичном шаре равен

max А^СА = t'max(C'),
0<|Л|<1

где ь'тах(С') -  махсимальное собственное значение матрицы С. 
Максимизируя в (28) по £ б[0, е+], получаем

л ; ( х )  = Ло(^) + 4 '^т-с(с).

Заменим точную верхнюю границу А\ { Х)  на верхнюю границу 
А^ІХ)  (Д ;(Х ) < А+{Х)У.

А+(Х) = Ао{Х) + еІітС.

Отметим, что

t r C  =  t r a A :  ( ( А : ^ Х ) - і ) ^ Л - ^  =  t r a ( X ’ ’ X ) - i  =  ^ Д о ( ^ ) .

Таким образом, получаем

А+{Х) = Ао{Х){1 + е+/а%

т. е. соотношение (26). Соотношение (27) следует из (26) с учетом (22). 
Теорема доказана.

Следствие 8 . Д ля любого 6 > 0 6-допустимий (в смысле крите
рия ае+) уровень функциональных искажений типа Ті регрессионной 
модели (1), (2) не зависит от плана X  и равен е+(6,Х) = а-\/д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Искомое выражение следует из (24), (27). 
Следствие доказано.

Следствие 9. Если множественная линейная регрессионная мо
дель (1), (2) подвержена функциональным искажениям типа Т\, то
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А +-робастный план экспериментов совпадает с точным А-оптималъ- 
ным планом: X , = X q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 4 следует, что величина Л+ (X) 
пропорциональна Ло(Х), минимум которой достигается на плане Хо, 
следовательно, X, = Xq. Следствие доказано.

Как видно их доказательства теоремы 4, точная верхняя граница 
Л^(Х) имеет вид

л;(Х) = (^tr(X^X)-i + . (29)

Лемма 2. Для любой вещественной (п х т)-матрицы X  (п > 
т ) ранга т верно, что все ненулевые собственные значения матрицы 
С = X  (Х(Х^Х)~^Х^) являются собственными значениями матри
цы (Х ^Х )-і.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из [10] известно, что 

гапк(Х^Х) = гапкХ,

следовательно, матрица Х ^Х  — невырожденная.
В случае, когда п = т ,  результат леммы очевиден, так как 

С = (Х ^Х )-і.
Когда п > т, несложно показать, что у матрицы С ровно т  нену

левых собственных значений.
Обозначим {і/і,. . . ,  On} — собственные значения матрицы С, причем 

Щ > 1̂2 > ■ ■ ■ I'm, Ĵ m+i =  • • • = Ь'п = 0; {уі , . ..  ,у„} — система линей
но независимых собственных векторов матрицы С, причем вектор уі 
соответствует собственному значению Оі .

Тогда Ѵг, г = l,m , Зуі — собственный вектор С, т.е.

X ((Х ^Х )-і) Х ^уі -  щуі.

Домножим слева данное соотношение на Х ^ и получим, что вектор 
= Х^у, является собственным вектором матрицы (Х ^Х )“ \  соответ

ствующим собственному значению

(Х^Х) ^Х^уі = щХ'^уі, для всех і = 1 ,т.

Отметим, что ни один из собственных векторов Уі, г = l ,m, матри
цы С не лежит в ядре матрицы Х^ и никакая линейная комбинация из 
этих векторов, за исключением линейной комбингщии с нулевыми ко
эффициентами, не лежит в ядре матрицы Х^. Следовательно, система 
векторов у[ , . .. ,у'т — линейно независимая.
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Таким образом, на основании собственных векторов и значений мат

рицы С можно указать все собственные значения и собственные векто
ры матрицы [Х'’'Х)~^. Лемма доказана.

Следствие 10. Точная верхняя граница (29) допускает представ
ление "L

(30)
І =  1

г^е щ — і-е собственное значение матрицы {Х'^Х)~^,
иі ( (Х^Х) - ^ )  > • • • > і/т Wi — вес і-го собственного зна
чения, Ші = 1 + , W2 = ■ ■ ■ = Wr, 1. (31)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 2,

W ( C )  = ог Ц Х ^ Х ) - ^ ) .

Подставляя І^тах(С') В (29) и учитывая, что
m

t r ( ( X ^ X ) - ^ ) = ^ ^ , ( ( X ^ X ) - i ) ,
t=i

приходим к (30), (31). Следствие доказано.
Интересно отметить, что функционал (30) приводит к новому семей

ству критериев оптимальности регрессионных планов экспериментов.
Определение. гиЛ-оптимальным планом будем назьшать план, мини

мизирующий следующий функционал:
m

F(X) = ^ n ; , i . , ( (X ^ X ) - i ) ,
i=l

где {гсі} — некоторые неотрицательные веса.
Частными случаями шЛ-оптимального плана, очевидно, являются:

• Л-оптимальный план [2,3] при Wi = I, і = l ,m, для случая = 0;

• F -оптимальный план [2,3] при гсі = 1, гог = ■ • =  Wm = 0 для случая 
£+ = 0;

• Л+-робастный план при выборе коэффициентов в виде (31) для слу
чая > 0.

5. Численные результаты

Было проведено две серии численных экспериментов. В первой серии 
при п = 16, m =  3, сг̂  = 0,5 исследовалась устойчивость двух планов 
экспериментов (D-оптимального плана Хо с компонентами Xij = ± 1 ,



i = \,п , j  = \,т , построенного с помощью матрицы Адамара [2], и слу
чайного равномерного плана АГі, компоненты которого {xij} — незави
симые равномерно распределенные на [—1 , 1 ] случайные величины) при 
гармонических искажениях типа Ті:

и(хі) =  cos(a;xii -f- тг/З) cos(u;Xi2 +  тг/3) cos(u;Xj3 -I- тг/З),

A(xj) = u{xi)/y/u^{xi) -I- • • • + u2(i„), Ш = 2тг/, /  € {1/5,1/3,1 }; 
уровень искажений e = e+ € {0; 0.1; 0.2;...; 1.0}. Значения обобщенных 
дисперсий De{Xo), De{Xi) вычислялись согласно (4), а их верхние гра
ницы — согласно (12 ).

На рисунке изображены графики зависимостей D+{Xo), D+{Xi).  
Здесь же незаісрашенными кружками ( /  =  1 / 2), квадратиками ( /  - 
1/3) и треугольниками ( /  =  1) изображены значения De{Xo), а закра
шенными фигурами — De{Xi).  Из рисунка виден значительный выиг
рыш в точности оценивания (по величине обобщенной дисперсии) при 
использовании -робастного плана X q по сравнению с планом АГі.

Во второй серии экспериментов рассматривались функциональные 
искажения типа Гг и для различных сочетаний

(n,m)€ {(3,2), (4,3), (5,3)}

минимаксная задача (11), (9): max De, (Л')—» min решалась чис- 
ленным перебором всевозможных допустимых значений Л, х і , . . . ,  х„ с
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шагом Д (вычислительная сложность имеет порядок для
Д = 0,1; 0,2; 0,25; 0,5. Во всех этих экспериментах найденная численная 
оценка -робастного плана X,  совпала с Хо, что согласуется с теоре
мой 3 и ее следствиями.
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В.П. Ш уленин

Робастные статистические процедуры

Развитие научных исследований в настоящее время характеризует
ся все более возргістающей ролью статистических процедур и методов, 
их широким применением в различных областях практики и требо
ваниями качественной обработки экспериментальных данных. Однако 
их успешное применение сдерживается тем фактом, что многие стан
дартные (классические) процедуры, разработанные для конкретных 
типов статистических моделей, обеспечивают заданное качество ре
шений лишь при справедливости всех предположений модели (т.е. при 
адекватности принятой статистической модели). На практике часто и 
неизбежно возникают ситуации, в которых регільные характеристики
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данных отличаются от предполгігаемых в модели (т.е. принятая мо
дель не является адекватной). Применение стандартных процедур в 
таких ситуациях в лучших случаях может окгізаться малоэффектив
ным и даже может приводить к грубым ошибкам в статистических вы
водах. В связи с этим в математической статистике в последнее время 
интенсивно развивгіется новое направление, названное робастной ста
тистикой. Это напрашление появилось как средство преодоления от
рицательных последствий возможной неадекватности статистических 
моделей. Общая характеристика этого раздела статистики, основные 
понятия, задачи и подходы к их решению обсуждаются в [1 ].

В данной работе приводятся уже устоявшиеся результаты по основ
ным типам робастных процедур на примере базовой задачи оцени
вания параметра положения случайной величины. Результаты, полу
ченные при решении этой задачи, являются основой для обобщений 
и построения рюбастных процедур проверки статистических гипотез 
и оценивания параметров линейных моделей (эти обобщения могут 
быть найдены в научной литературе, см., например, [2] и [3]). Приве
денные ниже результаты по исследованию свойств основных классов 
робастных прюцедур являются гісимптотическими (т.е. полученными 
в предположении, что объем выборки п (п -  число экспериментов) 
достаточно велик). Однако, как показывают многочисленные иссле
дования, часто асимптотические результаты могут быть приемлемы 
для практических целей аппроксимацией уже при п > 20.

Основные классы робастных оценок параметров

Проиллюстрируем применение обсужденных в работе понятий ро
бастности на задаче оценивания параметра положения случайной ве
личины. Для наглядности рассмотрим случай, когда функция распре
деления (ф.р.) F принадлежит классу симметричных распределений 
вероятностей, т.е.

F е 5 s ,  где 5 s  = { F  : F (x )  = 1 -  F{-x) ,  Vx € R}.

Итак, пусть задана последовательность Х і, . . . ,  независимых и оди
наково распределенных (н.о.р.) случайных величин с ф.р. F(x — Ѳ), 
функциональный вид которой не известен, но предполагается, что F  е 
5 s  и —оо < Ѳ < -foo. При этих предположениях под параметром поло
жения естественно понимать функционал T{F), который соответствует 
точке симметрии ф.р. вероятностей, т.е. задача сводится к построению 
оценки функционала, харгіктеризующего параметр Ѳ, по наблюдениям 
Хі,..., Хп. Для F  € 5 s  параметр Ѳ может быть представлен различ
ными функционалами, которые условно можно разделить на четыре
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типа (класса). Оценки функционалов строятся методом подстановки, 
путем замены ф.р. F на эмпирическую ф.р. Fn, построенную по на
блюдениям Рассматриваемые классы функционалов соот
ветствуют М-оценкам (оценкам типа максимального правдоподобия); 
L-оценкам (оценкам в виде линейных комбинаций порядковых стати
стик); R-оценкам (оценкам, основанным на линейных ранговых стати
стиках); MD-оценкам (оценкам, построенным методом минимума рас
стояний). Конкретизируем перечисленные классы оценок и обсудим их 
свойства. Мы приведем результаты, полученные методом Мизеса, де
тали опускаем (они могут быть найдены в [1]). Приведенные ниже ре
зультаты являются основой для сравнения рассматриваемых классов 
робастных оценок и выбора подходящей оценки в зависимости от целей 
их пользователей.

М-оценки. Оценки параметра положения, предложенные Хьюбером 
в 1964 году, (см. [2]) бьши названы М-оценками, поскольку они включа
ют в частном случае оценки максимального правдоподобия. М-оценки 
определяются как решение относительно уравнения

- Г „ )  = 0 , ( 1)

где ф -  заданная функция, конкретизирующая М-оценку.
Пусть ф G См, где См ~ класс нечетных неубьшающих дифферен

цируемых функций ф, причем ф' имеет компактный носитель, ограни
ченную вариацию и f  ф'(x)dF(x) ф 0. Отметим, что М-оценка, опреде
ляемая как решение (1 ) относительно Гщ может быть представлена в 
виде функционала от эмпирической ф.р., то есть в виде =  T(F„), где 
функционал задал неявно соотношением вида

/ ф{х -  T{F))dF{x) = 0. ( 2)

.Асимптотические свойства М-оценок подробно исследованы в лите
ратуре. В частности, для ф  Е С м  и  F  Е М-оценки асимптотически 
нормальны, т.е.

^ I Уп{Т„ -  T(F)) \ ЛГ(0; 1 ), ( 3 )(^{Ф,Р) і
где сг' І̂Ф, F) обозначает асимптотическую дисперсию М-оценки, определяемую 
в виде

Jф^{x)dF{x)
{Jф'{x)dF{x)y■  ̂ ^

Здесь lF{x\F,ф) обозначает функцию влияния М-оценки с функцией 
ф Е См,  которая равна

\Ф,Р) I  IF\x■,F,ф)dF{x)
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IF{x\F,i>) ф{х)
(5)J  i/>'(x)dF(x)

Замечание. Отметим, что функция влияния М-оценки пропорцио
нальна функции ф, что позволяет конструировать М-оценки с нужны
ми числовыми характеристиками робастности путем целеналргшленно- 
го выбора функции ф. Отметим также, что в параметрическом случае, 
когда семейство функций распределения определяется в виде Эе = (F : 
F{x) = F{x,6), Ѳ е  Ѳ), функционал T{F), определяющий параметр Ѳ 
и являющийся состоятельным по Фишеру, т.е. T{F{x,6)) = Ѳ для всех 
0 € Ѳ, задается неявно уравнением /  ф{x,T{F))dF{x,Ѳ) = 0. При этом, 
если функция ф{х,Ѳ) согласована с плотностью /{х,Ѳ) ф.р. F{x,6) со
отношением вида ф{х,Ѳ) = —dlnf{x,e)/dB, то М-оценка параметра 0, 
полученная как решение последнего уравнения после замены ф.р. F  на 
эмпирическую ф.р. F„, является оценкой максимального правдоподо
бия.

L-оценки. Оценки параметра положения в виде линейной комбина
ции порядковых статистик определяются в виде

(6)
t= l

где весовые коэффициенты а„< конкретизируются путем задания функ
ции h{t) е Cjr,, с помощью выражения

і/п
ant = J h{t)dt. (7)

( t - l ) / n

Здесь через Cl обозначен класс функций h{t),Q < t < 1 , которые
непрерывны, имеют ограниченную вариацию, причем h{t) = /і(1 -  t) 

1

и f  h(t)dt = 1 . Отметим, что L-оценки из (б) также могут быть пред- 
0

ставлены в виде функционала от эмпирической ф.р., то есть в виде 
Т„ = T(F„), где функционал T(F)  определяется следующим образом:

T(F) = j  h{t)F~'4t)dt. (8)
О

Для F  € и h{t) £ Cl L-оценки асимптотически нормальны, т.е.
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где a‘̂ {h,F) -  асимптотическая дисперсия УпТ„-оценки, определяемая 
как

1= J U ' ^ { t ) d t . ( 10)

Здесь через U{t) обозначен интеграл с переменным верхним пределом 
в виде

с.
и т  = /

1/2

hit)
f {F -4 t ) )

dt. (И )

Отметим, что функция влияния L-оценки с весовыми коэффициентами, 
определяемыми функцией h{t) G Cl , равна

IF{x;F,h) = U{F{x))

и может быть сделана ограниченой функцией путем выбора подходящей 
функции h{t) G Cl - Например, выбор функции h{t) в виде h{t) = 1/(1 -  
2а), t е [а, (1 —а)], и h{t) =  0 в других случаях приводит к а-урезанному 
среднему с ограниченной функцией влияния при 0 < а  < 1 / 2.

R-оценки. Оценки параметра положения, основанные на линейных 
ранговых статистиках, бьши предложены Ходжесом и Леманом в 1963 
году (см., например, [1 ]). Поясним суть процедуры Ходжеса-Лемана. 
Пусть Ѵ(Х’і , . . . ,  Хп) -  статистика критерия проверки статистических 
гипотез

Но : Ѳ = о, Яі ; 61 > 0.

Предположим, что статистика Ѵ{Хі , . . . ,  Х„) удовлетворяет' следу
ющим условиям:

1 . Статистика У (Х і,..., Х„) правосторонняя, т.е. гипотеза Щ  от
вергается для “больших” значений статистики.

2. Статистика Ѵ{Х\ -р I , . + I) -  неубывающая функция от I 
для фиксированных значений Х і, . . . ,  Х„.

3. Распределение статистики Ѵ{Хі , . . . ,  Х„) при справедливости ги
потезы Н о  является симметричным относительно некоторой точки 
т.е. плотность распределения вероятностей статистики V  удовлетворя
ет соотношению f v { x  | Но)  =  f v { 2 ^  — т  | Но)-

Оценка Ходжеса-Лемана параметра Ѳ определяется в виде 
Ѳп = (Ѳ*п + 0 / 2 ,  где 6;  = Sup{0 : V{X, - Ѳ , . . . , Х п ~ Ѳ )  > Q,
С  = lnf{0 : V { X i - Ѳ , . . . , Х п - Ѳ ) < 0 -
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Замечание. Если статистика Ѵ{Хі — Ѳ,.. . ,  Хп — Ѳ) строго убывает 

по 0 и является непрерывной функцией, тогда = 0** = и при этом 
Ѵ{Х, - Ѳ , . . . , Х п - Ѳ ) = І .

Замечание. Процедура Ходжеса-Лемала первоначально была реа
лизована в виде, когда статистика V  соответствовала статистике ран
гового критерия для двувыборочной задачи с альтернативой сдвига. 
Эта задача формулируется следующим образом. Имеются две выборки 
Х’і , . . . ,  Хп н.о.р. случайных величин с ф.р. F{x) и F i,. . . ,  Fn н.о.р. слу
чайных величин с ф.р. G{x) = F{x — Ѳ). Требуется проверить гипотезы

Щ : 9 = О, Щ -. Ѳ> 0.

Обозначим N  = п + т W. R \ , , Rm -  ранги F , . . . ,  Ym в смешанной 
выборке, состоящей из Х і, . . . ,  Хп и У і,. . . ,  Ym- Статистики двувыбо
рочных ранговых критериев для проверки гипотезы Яд против альтер
нативы Я* записываются в виде

^  р .

І=1

где y)(t), о < t < 1 -  заданная функция меток, конкретизирующая ста
тистику рангового критерия. Обозначим через Cr класс непрерывных
возрастаюшдх функций меток 0 < і < 1 , которые дифференциру-

1

емы, причем ip(t) = —(р(1 — t), / ip{t)dt = 0 и для F  S Эд <p'{t)f{F~^)

имеет ограниченную вариацию и f  ip'{t)f{F~^)dt ф 0.
о

Замечание. В случае, когда проверяются гипотезы Яо и Яі, име
ется лишь одна выборка Х і , . . . ,  Х„, поэтому, чтобы воспользоваться 
статистикой 5лг двувыборочного критерия, поступают следующим об
разом. Учитывая, что f  € Эд, исходную выборку Х і, . . . ,  Хп “симмет- 
ризуют” относительно оценки Тдг параметра 9, рассматривая в качестве 
второй выборки выборку вида 2Т„ — Х"і,. . . ,  2Т„ -  Х„. Окончательно, 
в соответствии с процедурой Ходжеса-Лемгша, в качестве R-оценки Тлг 
параметра положения 9 выбирают такое значение TV, которое является 
решением уравнения

1 = 1
где Ri -  ранг 2Т„ — Х і , і — l ,n , в смешанной выборке, состоящей из 
Х і, . . . ,  Хп и 2Т„ — Х і,. . . ,  2Тп — Хп. Отметим, что R-оценка Г„, явля
ющаяся решением уравнением (12 ), может быть представлена в виде
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функционала от эмпирической ф.р., т. е. в виде Т„ = T(Fn), где функ
ционал T{F) задается неявно соотношением вида

/ <p{{F{x) + 1 -  F{2T{F) -  x)]/2}dF{x) = 0. (13)

Для F  е ^ 5  и tp{t) € Сд R-оценки параметра Ѳ асимптотически 
нормальны, т. е.

(14)

где (7 (̂vз, F) -  асимптотическая дисперсия ^/пТп-оценки, определяемая 
в виде

ct2(v?,F) = о

{ I f'
(15)

{t)f{F-Ht))dt

Отметим, что функция влияния IF{x; F, </з) R-оценки, метки которой 
определяются конкретизацией функции ip{t) е Сд, имеет вид

IF{x;F,<p) = ip{F{x))
( 16)

J>p'{t)f{F-Ht))dt
о

П ример 1. Пусть функция меток ip{t) = Ф“ ^(і), 0 < t < 1, где 
Ф“ ^(і) -  квантильная функция стандартного нормального распределе
ния. В этом случае R-оценка соответствует ранговому критерию Ван- 
дер-Вардена и называется R-оценкой с нормальными метками.

П ример 2. Пусть функция меток (p{t) = t — 1/24, 0 < i < 1. В 
этом случае R-оценке, которая носит название оценки Ходжеса-Лемана, 
соответствует функционал T{F), заданный выражением / F(2T(F)— 
—x)dF{x) = 1/2, и оценка выписывается в явном виде через исходные 
наблюдения Х і, . . . ,  в следующей форме:

Тп =  H L =  m ed{(X i +  X j)/2 ; I < i , j  <  n}. (17)

где символ med обозначает выборочную медиану. Обобщение этой оцен
ки на случай урезанной выборки обсуждается в [1 ].

MD-оценки. Оценки, построенные методом минимума расстояний, 
называемые в литературе MD-оценками, были предложены Вольфовит- 
цем в 1957 году. Кратко обсудим суть метода минимума расстояний.
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Пусть задана последовательность Хп  н.о.р. случайных ве

личин с ф.р. F. Предполагаем, что ф.р. F принадлежит заданному 
параметрическому семейству = (F  : F{x) = F{x,6) ,e  € Ѳ). На 
множестве функций распределений для пары ф.р. F, G введем расстоя
ние d{F,G). MD-оценка параметра Ѳ, построенная по методу минимума 
ргісстояния d, определяется в виде

= axgmind{F„,F{x,e)). ѳ

Рассмотрим MD-оценки параметра Ѳ для случая, когда F{x,9) = 
= F{x—6), основаны на взвешенном расстоянии Крамера-Мизеса, опре
деляемом в виде

/[F„(i) -  Foix -  9)fu{x -  9)dx,

где Fq -  выбранная из некоторых соображений опорная ф.р., -  эм
пирическая ф. р. и W -  заданная весовая функция. Отметим, что выбор 
весовой функции в виде ш{х) — foi^), где /о -  плотность ф.р. Fq, соот
ветствует расстоянию Крамера-Мизеса, и MD-оценка находится путем 
минимизации по Ѳ следующего выражения:

- Еп і̂=1
Fo(X(i) - Ѳ ) - 2 І - 1 2

2n -I-
1

12п2 ‘

При выборе весовой функции в виде ш{х) =  1 получаем MD-оценку, 
которая совпадает с М-оценкой, т.е. является решением уравнения

(18)
t=i

для ф{х) — Fq{x) — 1/2. При использовании взвешенного расстояния 
Крамера-Мизеса для заданной весовой функции ш, MD-оценки пара
метра находятся путем решения уравнения

Е
І=1

1 / 2 -  Fo(X(,) -  Ѳ) w(X(j) -  0) = 0. (19)

Отметим, что MD-оценки также могут быть представлены в виде 
функционала от эмпирической ф.р., т.е. в виде T(F„), причем функци-
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онал T(F)  = Ѳ задается неявно уравнением вида

2 1 [ F ( x  +  T{F)) -  Fo{x)]fo(x)u;{x)dx -  

\ f {x + T{F)) -  F o ( x ) ]  V ( x ) d x  =: 0./< ( 2 0 )

Для нахождения асимптотического распределения MD-оценок восполь
зуемся методом Мизеса. Проиллюстрируем вычисление функций вли
яния оценок на примере MD-оценок. Обозначим через F\,u Ф р- ви
да Fa,u = F{x) + Л[С(и — х) — F(x)], где С{и) -  единичная функция. 
Подставив в (20) ф.р. Fa „̂ вместо F, дифференцируя по А и полагая 
А = о, получим выражение для функции влияния MD-оценки с весовой 
функцией ш. Полученное выражение упростим, рассмотрев дополни
тельные предположения. С учетом инвариантности MD-оценок относи
тельно сдвига без потери общности положим Ѳ — 0.

Рассмотрим четные весовые функции, т.е. ш{х) =  ш(—х), Ѵх 6 R, 
и пусть F, Fo € Qs- При этих предположениях интегрирование по ча
стям числителя полученного выражения позволяет записать функцию 
влияния в виде

IF{u-,F,uj) = Ар{и)/Вр,
и

Ар{и) = juj{x)dF{x)  -w (u)[F(u) -  Fq(u)], 
о

= У {/o(x)w(x) -  [F(x) -  Fo(x)]u;'(x)}dF(x).

(21)

( 22)

(23)

Замечание. Отметим, что при определенном выборе весовой функ
ции ш, функцию влияния MD-оценки можно сделать ограниченной. На
пример, при F  = F o  и cj{x) = / о ( х ) ,  используя формулу ( 2 1 ) ,  можно 
показать, что

7F(x;F,a;) = ^
/  f { y )d y

f  f^(x)dx (24)

и, в частности, при нормальном распределении, т.е. при F  = Ф, полу
чаем ограниченную функцию влияния в виде

^F(x;F,w) = ^ ( 2Ф(xУ2) - l ) , (25)
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где Ф -  стандартное нормальное распределение, а -  его плотность. 
Обозначим через Cmd класс неотрицательных, четных, непрерывных 
и дифференцируемых весовых функций ш. Для uj € Cmd и F, Fq € 
9 s  MD-оценки, являющиеся решением (18), гісимптотически нормальны 
(детали см. в [1 ]), т.е.

( ct(w,F ) J (26)

где <т̂ (â , F) -  асимптотическая дисперсия УпГ„-оценки, определяемая 
в виде

CXJ 1

a \u ,,F ) = щ 1  A%{x)dF{x) = ^ J  A%{F-\t))dt.  (27)
^ 0  ^ 1/2

Отметим, что для случая, когда опорная ф.р. Fq удачно выбрана и 
совпадает с ф.р. F  наблюдений (т.е. при F  = Fo), получаем

Г л2 г п—2
a^(u i,F )=  j  u;{y)dF{y) dF{x) J f ‘̂ {x)u>{x)dx

—oo 0
(28)

Замечшие. Из выражения (28) следует, что выбор весовой функции 
ш в виде

и>{х) — аcP{-lnfojx))
/  fo[x) (29)

приводит к асимптотически эффективным MD-оценкам (т.е. при F  =  Fo 
и при вьшолнении (29)), асимптотическая дисперсия MD-оценки равна 
обратной величине количества информации Фишера.

Связи м еж ду классами робастных оценок

Для установления связей между рассмотренными классами робаст
ных оценок параметра положения Ѳ введем след}'ющие отображения
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между классами функций См, Cl, Cr :

См -  Cl : h{t) = /  j  ф'{х)(іР{х), 0 < t < l ;
X

Cl -» См ; Ф{х) = J h{P{y)dy), -oo < X  <  +С»;

Cm Cr : yj(t) = ■ф{Р~'^{і)), 0 < f < 1;
C'r —̂ C'm : Фіх) = (f{P{x)), -oo < X < +oo;
Cr ^  Cm ■ Ф{х) = (p{P{x)), -oo < X < +oo;

1

Cr -  Cl : h{t) = ^ ’{ t ) f { P - ^ i t ) ) / J ^ ' { t ) f { p - \ t ) ) ,  0< t< l .

(30)

(31)

(32)
(33)
(34)

(35)

Отображения (30)-(35) обеспечивают равенство асимптотических дис
персий оценок, т.е. а^{ф,Р) = a^(h,P) — а ‘̂{ір,Р) при Р  G Этот 
факт, который может быть проверен непосредственно с использованием 
приведенных формул (4), (10), (15), впервые был установлен Джекелем 
в 1971 году, известен в литературе как теорема Джекеля и играет важ
ную роль в получении робастных оценок с оптимальными свойствами.

Например, для случая Р{х,Ѳ) = Р{х — Ѳ), —оо < Ѳ < -|-оо, выбор 
функции ф{х) в виде фр{х) = —f'{x)/ f{x)  приводит к асимптотически 
эффективной М-оценке параметра Ѳ, т.е. а‘̂ {фр,Р) = \/1{Р), где 1{Р)
-  количество информации Фишера.

Используя (30), получаем асимптотически эффективную L-оценку 
при кр{і) = ф'р{Р~^(t))/ 1(Р), и, согласно (33), асимптотически эффек
тивная R-оценка соответствует выбору функции ip{t) в виде
^ t )  = - f ’iF -4 t ) ) / f i P - 4 t ) ) .

П ример 3. Рассмотрим супермодель в виде гауссовской модели с 
симметричным засорением, т.е. предполагаем, что Р £ 5е(Ф), где мно
жество Эе(Ф) определено в виде

ЭДФ) = {Р : Р{х) = (1 -  е)Ф(т) -Ь бЯ(х)}, 0 < е < 1 . (36)

Здесь Ф -  стандартная нормальная ф.р., Я  € -  произволное распре
деление и 6 -  заданная пропорция засорения. Построим минимаксно
робастную R-оценку в супермодели 9‘е(Ф)- Для этого необходимо кон
кретизировать функцию меток R-оценки. Обозначив ее через іро, ис
пользуя отображение (32) и формулу (29), получаем

</’о(0 =  Ф  ̂ I  I , о <  t <  ао;
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«о < < < 1 -  «о;

ао < і < 1 , (37)

где параметр ао при заданной пропорции згісорения е вычисляется по 
формуле ао =  е/2 +  (1 -  е)а', 

а а' является решением уравнения
2 ѵ?{ф-Ча')}/Ф“ Ч і -  «') -  2а' = е/(1 -  е).

(38)

(39)

Здесь обозначает обратную функцию стгшдартного нормального 
распределения. Отметим, что в отличие от R-оценки с нормальными 
метками, соответствующей функции (p{t) — 0 < t < 1 , функ
ция влияния минимаксно-робастной R-оценки, для которой функция <ро 
определена в (37), является ограниченной и, следовательно, R-оценка 
будет подвержена лишь ограниченному влиянию грубых ошибок (вы
бросов) в выборке.

П ример 4. Построим минимаксно-робастную в оценку в классе L- 
оценок. Для этого необходимо конкретизировать функцию h, опреде
ляющую весовые коэффициенты L-оценки. Обозначим ее через ho{t). 
Используя отображение (30), с учетом того, что Фо{Р~^{і)) =  1 для t € 
[ао, 1 —ао] и равна нулю вне этого интервала, а также, что J  {t))dt ■■
1  — 2ао, получаем функцию /іо в виде к^{і) = 1/ ( 1  — 2ао) для t € [ао, 1 — 
ао] и равную нулю в других случаях. Таким образом, минимаксно
робастной L-оценкой в супермодели 9?е(Ф) является ао-урезанное сред
нее, где ао определено в (38).

Замечание. Изложенные результаты остаются справедливыми и для 
более общей супермодели вида

Э,(С) = {F : F{x) = (1 -  e)G(x) + еН{х)}, 0 < € < 1, (40)

где 0{х) -  заданная непрерывная симметричная ф.р. с абсолютно непре
рывной плотностью д{х) и Н{х) -  произвольная непрерывная симмет
ричная ф.р.

Замечание. Обсудим кратко связи между MD-оценками и классами 
М-, L- и R-оценок . Пусть ш{х) е Смо, определим отображения между 
классами функций Смоі Gm, Gl и Gr в следующем виде:

X

Gmd -♦ Gm : ф{х) = j  u){y)dF{y), -оо < х  < -Ьоо; (41)
о
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Си -* C'md : w(a;) = ф'{х)//{х), -оо  < х < +оо; (42)

Cmd Cl : h{t) = О < t < 1; (43)

Cl —► Cud ■ = h{P{x))/f{x), -oo  < i  < +oo; (44)

Cmd —» Cr : ш{х) = ifi'{P{x)), -oo  < X  < +oo; (45)
F-'{t)

Cr —> Cmd : ‘P{t) = J u){x)dP{x), 0 < t  <1.  (46)
0

Для отображений (41)-(46) между классами функций, конкретизи
рующими MD-, М-, L-, и R-оценки, обобщение теоремы Джекеля мож
но сформулировать в следующем виде. Пусть F  Е тогда для слу
чая, когда ф.р. наблюдений совпадает с выбранной опорной ф.р. (т.е. 
при Р  — Ро) и при справедливости отображений (41)-(46), асимптоти
ческая дисперсия MD-оценки равна соответственно асимптотическим 
дисперсиям М-, L- и R-оценок. Справедливость этого факта проверя
ется непосредственно с использованием формул (4), (10), (15), (27) при 
выполнении (41)-(46).

П ример 5. Пусть F  € Эд и ш(х) Е Сии- Тогда при Р = Ро MD- 
оценка является минимаксно-робастной в супермодели 9д при выборю 
весовой функции ш{х) в виде

Lj{x) = /{|х| < а}^ -  е)д{х),

где /{х} -  единичная функция и параметр а при задешном е находится 
из уравнения б/2(1 -  е) ^  С{а) -  {д'{а)д^{а))/д'{а).

Заключение

В данной работе мы обсудили основные типы робастных статисти
ческих процедур на примере задачи оценивания параметра положения 
случайной величины. В методологическом отношении эта задача явля
ется базовой и служит основой для обобщения и построения робастных 
процедур в более общих статистических моделях (см., например, [2] и 
[3]). Изложенные робгістные процедуры находят широкое практическое 
применение. Многие из них уже включены в современные зарубежные 
пакеты программ, и их успешное и осознанное применение на прак
тике определяется знанием свойств этих процедур. Обсуждению этих 
свойств и была посвящена данная работа.
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III. Статистические приложения

Н.С. Демин, С. В. Рожкова, О. В. Рожкова

Оценивание и распознавание 
в стохастических системах при 

непрерывно-дискретных наблюдениях 
со скользящей памятью

Рассматриваются задачи оценивания и распознашания стохг«;ти- 
ческих процессов по непрерывно-дискретным нгіблюдениям со сколь
зящей пЕімятыо. Используемая в постановке задачи параметрическая 
неопределенность позволяет рассмотреть обе задачи в рамках единого 
подхода.

1. Постановка задачи

Для случая непрерывно-дискретных наблюдений с памятью в [1] 
рассмотрена задача фильтрации, в [2] -  задача экстраполяции, в [3] 
-  задача распознавания с фиксированной памятью. В данной работе 
результаты [3] обобщаются на случай наблюдений со скользящей памя
тью. Используемые обозначения: Р{ } -  вероятность события; М{-} -  
математическое ожидание; ЛА{-} -  гауссова плотность с параметрами о 
и 5 ; I • 1 -  определитель матрицы; <Г> -  транспонирование как верхний 
правый индекс.

На вероятностном пространстве [4] {i^,!F,F = {Pt)t>o,P) ненаблю
даемый п-мерный процесс xt и наблюдаемый ^-мерный процесс опре
деляются дифференциальными уравнениями (в смысле Ито):

dxt = /{і,Хі,г,Ѳ)(1і +  Фі{і,Хі,г,Ѳ)(іѵиі, і > 0; (1)
dzt = h{t, Xt, , ■ • • , x t - f ^ , z, e)dt + Фг(і, z)dvt, (2)

a наблюдаемый д-мерный процесс с дискретным временем ц(іт) имеет 
вид

Ц(^т) = ЯІ̂ тп, , Xt,„—t‘ j ■ ■ ■ 1 — ty, I -2̂! “b Фз( т̂пі (3)

где: ФДОФГС-) = Q( ), Ф2( )Ф̂ ’( ) = R{ ), Фз( )ФІ( ) ^ ( - ) ;  ^  > 0; 
0 < to < t — t*pj < ■ ■ ■ < t — t\ < tm < t, t*̂ = const, к = 1,N. Остальные 
предположения те же, что и в [3].



174 Н.С. Демин, С.В. Рожкова, О.В. Рожкова

Подобным образом заданная параметрическая неопределенность поз
воляет в рамкеіх единого подхода рассмотреть задачи оценивания и рас
познавания.

3 а д а ч а 1 (оценивание). По совокупности реализаций

где4  =  {г«;о< s < t } ,

По =  ,Ті{І,пУ, о  <to <  ■■■ <tm < t}
найти оптимальные в среднеквадратическом смысле оценки д(і) и 
fj,{t — t) соответственно для значений xt и к = l-,N.

3 а д а ч а 2 (распознавание). По совокупности реализаций 
=  {4 і^о*} найти отношение правдоподобия At{9j : 6^) в задаче 

распознавания гипотез =  Oj} и На{Ѳ = Ѳа}.

2. Основные результаты

Введем рассширенные процессы (к = V,N) 

Xt-tr
~N-k+l _  '-t-f ~

Xt-n

^t-tx

~N+l _ X t

•Tt-t* (4)

и операторы

= щ ---------;
І=1

дуіt=i t,j=i

^S.y[v’i(s,y,-);¥’2(s,y,-)] =
4>\{s,y,-)
V2{s,y,-) Ls,y[4>2{s, y, •)] -  <Р2ІЗ, у,-)ЬІ у

.¥’2(s,y,-).
Пусть для j  = 0;r, k =  1-,N, tm„ fmk + i;

P t { 0 j )  =  p{e =  ej\4,r, ŷ, 
a^+*P{xt < x;x^_t. < Хіу\ѳ,,г1,т)^}Pt{x,XN\ej) =

дхдх^

(5)

( 6) 

(7)
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|в ,) = ----------------------------------------------------------------- . (8)

Т ео р ем а  1. Апостериорные вероятности (6) гипотез ~Hj{0 =  Oj) и 
апостериорные условные плотности вероятностей (7) на интервалах 
времени tm < t  <  tm +i определяются уравнениями

dtPtiOj) =^Pt{Oj)[h{t,z\ej) -  h{t,z)]'^R i(t,z)[dz( -  h{t ,z)dt]]  (9)

dtPt{x-,XN\ej) = {Lt,x\pt{x;xM\Oj)] +
N

fc=l
x [ h { t , x ,x ! ^ ,z ,6 j )  — h{ t , z \e j ) \^R ^{t,z)[dzt — h{t ,z \9j)dt]  (10) 

c начальными условиями

niT,lf \ ,ІЙЛ
(11)

(  — I/) \ '2') 2̂ 1 І/Э ^ ( 12)

h{ t , z )  =  M{h{t,Xt,x^_t.,z,e)\z^o,T]^}-,

h{t,z\ej) =  M{h{t,xt,x^_i.,z,e)\e =  0j , 4 ,»7o*};

(1 3 )
(14)

Civ i tm ) ,  z)  =  M { C {y { tm ) ,  Z, Xt„, , 0)\zl"', (15)

C{y{tm), z\9j) =  M{C{y{ tm) ,  Z, Xt„ ,X^ _t>  , d)l0 =  0j,z^'", 7/” “ }̂; (16) 

C{T]{tm),Z,X,XN,ej)  =  \V{tm, Z,ej)\-^/"^ exp{{ - l /2 ) [ r ] { tm)  -  

-g{trr^,X, XN, Z, ej)]'^V~'4tm, z, 9j)[r]{t m) 5(^m)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для

, ^  d^+^P{xt  <X-X^L^.  < x n , 9 = 9 j \z l ,y^}
P,(x;x k ;«,) = -------------------------------------------------------  (18)

на интервалах tm <  t <  tm+i  справедливо уравнение

dtPt{,Ẑ  1 N1 9j )  ^ [ P f ( 1̂ 1 )] “t"

^ ^ 1 _
Л~ ^   ̂ — ,Xk [Pt (^1 ) 9j \  Pt — i* (xjV —A:+l 1 )] f dt A' Pt ■) 9 X

fc=l
X [h{t, x,xp^,z,9j) — h{t, z) ]^R z)\dzt — h{t, z)dt] (19)
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С начальным условием

Ptm (^J ) —
C{r]{tm),Z,X,XN,ej) _---------------- ^Pt„-o(a:;a:;(9j), (20)

С(р(*т),г)

которое следует из теоремы 1 в [1; I]. Так кгік

P t { x \ X N ; 9 j )  =  p t { x - X N \ 9 j ) p t { e j ) ( 21)

то интегрирование (19), (20) по {х; хуѵ} с учетом (14), (16) дает (9), (И), 
а (12) следует из (И), (20), (21). Так как инновационный процесс

I
Zt = J[dzs — h{s, z)ds ( 22)

такой, что Z - {zt,J-^) является винеровским процессом с

m in (t,r)j  R{s,z)ds, 
о

то дифференцирование по формуле Ито

P t(x ;x /^ l0 j) =  p t(x- xu ;& j)/p t(0 j)

(23)

(24)

с учетом (9), (19) дает (10).
Теорема 2. Оптимальные в среднеквадратическом смысле оценки 

фильтрации p{t) и интерполяции p{t — к = 1 ; TV, определяются 
формулами

Г  Г

p{t) = p(t -  t l ,t )  = ' ^ p { t -  tl,t\ej)pt{ej), (25)
j=0 j=0

где ( c m . (4), (7))

РІЩ) = J  '' J  xpt{x-,X[^\ej)dxdx^-,

p{t-t*̂ ,t\6j) = j  ■ ■ ■ j  XkPt{x-,XN\6j)dxdxN, (26)

apt{9j), pt{x;xN\0j) определены в теореме 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку оптимальной в среднеквадра
тическом смысле оценкой является апостериорное среднее [4], то

p(t) = M{xtlz‘o,rf^}; p ( t - t l , t )  = M{xt-fJzo,vS'}-  (27)

Так как С , то, согласно (27),

p{t -  = -  ІІ\Ѳ^)\ТГ}. (28)

Формулы (25) следуют из (6), (7), (26), (28).
Теорема 3. Отношение правдоподобия At{9j : Ѳа) в задаче распо

знавания гипотез Hjid = 6j} и Ha{9 = Ѳа], j  = 0;r, а = 0;r, опреде
ляется формулой

At{9j : Ѳа) = At-^-o{9j : ^a)exp { ^  '
' С{г]{и),г\Ѳу'\ 
[ с Ш і) , г \Ѳ а ) \ ^

(29)

t
4- J[h{s,z\9j)-h{s,z\9a)]^R~^{s, z)[dzs- i(/i(s,2 |0j) -I-/i(s,z|0o))ds]|.

Доказательство проводится по методике доказательства утвержде
ния 2 в [3].

Из теорем 1-3 следует, что эффективное вычисление p{t), —
At{9j : Ѳа) реализуется при возможности эффективного вычисления 
p{t\9j), p{t -  tl, t\9j), h{t, z\9j), C{r){tm),z\9j). В следующем пункте рас
сматривается частный случай процессов xt, zt, r]{tm), допускающий та
кую возможность.
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3. Условно-гауссовский случай 

Лемма. Пусть (см. (4))

/(■) = f{t ,z ,6)  + F{t,z,e)xt,  Фі(-) = Фі{1,г,ѲУ, 

h{-) = h{t, z, Ѳ) + Яо,лг(і, 2 , Ѳ)х^Уі\ . ;

9 І )  =  9 ( t m , Z , e )  +

P o { x \ 9 j )  = Л ( { х - , ц І , Г ( ^ } ,  j  = 0 ( r - .

Ho,n{) = [ЯоОІЯіО: ■ • • -.HnO], Go,n{) = [GoOiGiO; • • • iGyvO]. 

Тогда

Pt{x;xN\ej) =pt{xN+i\ej) =

= Л ( ^iV+l (y

a v  N 6  1 — jl _  TTTu .

(30)

(3 1 )

Глг+і(-|^і) =
r’ojv(') —

(32)

(33)

(34)

r( t |^ j)  Гоі(і t i , t \ 9 j )  Гок(і
Г2’і(-) r „ ( t - t j , i | 6 ^ )  T i k { t - t ( , t - t l , t \ 9 j )
r 2fc(-) Tl(-) Г к к ( і - і І Щ )

, k = 2;N,  
к > I,

a блочные составляющие параметров ]1n +i {-), Гл^+і(-)> к = l-,N, рас
пределения (36) определяются дифференциально-рекуррентными урав
нениями типа (11)-(20), (24)-(29) в [1;ІІ].

Сформулированная лемма следует непосредственно из результатов
[1;ІІ].

Теорема 4. Пусть (34) выполнено. Тогда справедливы теоремы 1-3, 
где p{t\9j), p{t — определяются соотношениями леммы

h{t, z\9j) = h{t,z,9j) + Ho^N{t,z,ej)]lN+i{t -  (35)

C { v ( t m ) , z \ e j )  =  |y ( tm ,2 ,0 j) r^^ ^ ex p | -  ^[T/(tm) -  9 { t m , Z , 9 j ) f  X
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X ь ы и )  9,)i}

ex

6X p 1 2 MN +  I ('>^m O|0j)ryyf_(_j(-,tm 0|^ j)|
• (36)

Формула (35) следует непосредственно из (14), (30)-(34), а (36) получа
ется аналогично (4.26) в [3].
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Yu.G. D m itriev, F.P. Tarasenko, Yu.K. Ustinov 

On statistical structure of growing systems

A specific peculicirity of growing systems is described. It is that the 
parts of a system have their masses as equidistanted quantiles of certain 
probability distribution. Theoretical and experimental considerations are 
presented and they гиге in agreement.



180 Yu.G. Dmitriev, F.P. Tarasenko, Yu.K. Ustinov

1. Introduction

The main purpose of any modeling is prognostification of certain unknown 
chciracteristics of the modeled system from available observations of other 
its characteristics. It is evident that this is possible only when there are 
connections between observed and desired characteristics, i.e. when ones are 
containing information about others, when there is a dependence between 
them.

Our concern is directed to problems of abovementioned type for a special 
class of systems, namely growing systems. It is along story, which has started 
from studying interdependencies between volumes of neighboring oil and gas 
deposits at a certain territory, made by a geologist F.N. Alexeev [1]. He has 
found empirically that the common genetic origin of such deposits makes 
them interconnected, and suggested a hypothesis that sizes of resources in 
deposits of a separate “natural set” (term introduced by Alexeev for a group 
of neighboring and genetically united deposits), are the order statistics from 
certain probability distribution: on probabilistic paper they lay very closely 
to a straight line. Well proved retrospectively on data from fully explored 
fields in various continents, it opens a possibility to us this knowledge for 
working with data from poorly, as yet researched areas, trying to estimate 
how many deposits are not yet discovered, and how big are volumes of 
resources in them.

After several years of further studies, we came to a conclusion that this 
idea can be improved and advanced in several directions.

1. Mineral resources are only one example of systems of more general 
type -  growing, proliferating systems. Processes of growth tire typical to 
many physical, biological, economic, social, et. til. phenomena. It is a challengii 
task to find common regularities between all of them.

2. Alexeev’s empirical finding must be backed by rigorous mathemati
cal modeling. Building of such model [2,3] and its further development show 
that several more exact statements can be made about the nature of growing 
systems.

3. There are many difficulties and pitfalls in the process of statistical 
prognosis of unknown characteristic of a system from obtained partial data. 
This enforces one to introduce into algorithms of estimation many sophisticate 
techniques for improving quality of decision, i.e. its accuracy and reliability. 
This moves us far from just technique of Alexeev.

4. It is interesting to see whether theoretical findings are supported by 
experimental data for systems of different nature.

We five in this paper an outline of some results obtained in these directions



On statistical structure of growing systems 181
2. Basic Premises of the Theory

There are several background propositions for the theory.
I) Inany growing system one can distinguish its parts: deposits in the oil 

field; trunk, branches, twigs and leaves in a tree; groups of trees in a forest; 
cities in a country; bacteriaJ colonies in a bullion; and so on.

II) Our interest will be focused on such characteristics of a system as: 
the number of its parts; the proportion of the whole mass of the system, 
belonging to each part; mutual disposition of the parts in space.

III) A formation of parts in a system is a result of interaction between 
numerous and various external and internal factors; they are so variable 
in space and time, so complicated,and we are so ignorant of their intrinsic 
properties, that the only appropriate approach is to consider them as random 
phenomena.

IV) We will consider only growing systems; this means that each part is 
growing, gradually enlarging its mass by collecting the substance, by adding 
it to the previously gained one. Various alternatives of growth are possible 
(for instance, the increments can be proportional to the mass of the part, 
or to the surface of it).

V) The next peculiarity of a growing system is that its parts are growing 
in time, taking the substance from the common source with limited resources 
and/or limited rate of supply. This makes them interdependent in a sort of 
competition. We can think of such system as developing gradually, in an 
evolution, “from the level achieved”. And random factors make all parts to 
be of different sizes, as if there are “priorities” in the system.

3. An Outline o f the Probabilistic Theory o f  Growing System s

Let us consider the following model of growth of N  elements of the 
system during L time periods:

Q t '  = Qi + 4'"'9ki(yk)J = l ,L ,k  = l, N, ( 1)

where Qj. is a “mass” of A:-th element of the system after j  periods; are 
independent (re j) random variables distributed uniformly at [0,1 ]; gk{x) 
are some functions chosen in the wake of certain “physical” considerations 
of the system’s nature; and we will assume them following the “priorities 
condition”:

0 < 9i{x) < 92ІХ) < ■ ■ ■ < gN{x). (2)
The model (1 ) plus (2) allows to find the probability distribution for it 
turns out to be the Captain’s distribution [4, p. 12 1]. Various definitions of
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functions gk(x) lecui to the different options of this distribution [2] (amcng 
them normaJ, lognormal, and others).

Equations (1) can be rewritten in the vector form as

j  = l,L,

where

= iQ l, . . . ,  Q%), = iz{, ..., z%), g{Q^) = (g:(Qf),. . . ,  gu(Q^,,)l

Mz^ = a =  Q , . . . ,  0  and cov2  ̂ =|| <Тіі ||.,^і;дг =  C, 

z^+^g (Q^) = , . . . ,  z]^^gf,f ( ^ ) )  '

If vectors 2® are i.i.d.r.v’s then, according to the multidimensional 
theorem of Levi-Lindeberg [4, p. 78], we have as L —> 00:

1 =
■ / Ш У и  siQ>)

where M{6,1) is the normeJ distribution with the null vector of averages 
and unit matrix covariances, and division of vectors is component-wise. 

Denotation

Qt
Gk{Qk) = j - ^ y  G ( Q )  =  ( G i ( Q i ) , . . . , G w ( Q n )),

Ql

makes it possible to write:

ч / Щ
( 3 )

Hence, coordinates of vector S  can be considered in asimptotic as inden- 
tionship (3) describes probability distribution for normalized “masses” of 
elements embraced by the system.

Non-normalized “masses” are following the Captain’s distribution
[4]. The transformation Ok{Qk^^) gives the normal distribution with the 
unknown (in general case) parameters.
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The important finding was that “mass” of system’s elements are 
equally disteinced quantiles of the Captain’s distribution. Levels of quan
tiles can be found by the minimization of the distances between e.d.f. 
of observed “masses” and the Captain’s distribution F:

di = sup — F (i) | or СІ2 = J {Fn {x) — F{x))'^dF{x).

Both lead to quantiles of the levels

Pfc =  (2fc-l)/2iV,A; =  l,iV.

This means that discrete distribution of masses 1/N condensed at quantiles

Qk = F - \ { 2 k - l ) / 2 N ) ,  fc = TjV,

gives the best approximation to the true distribution governing the evolution 
of the system.

4. Checking the Theory on Various System s

An attempt was made to see whether the theory is valid for growing 
systems of very different origins [5]. The empirical data were collected from 
sources available about the following systems:

-  a pure colony of bacteria
-  a plot of natural birch-tree forest
-  a single tree
-  populations of Armenia, Prance and England
-  populations of various Departments of Prance
-  Solar system. “Masses” of parts of bacterial colony were areas of its 

spots on the surface of bullion. Data were obtained in the laboratory of 
Biology Department of TSU.

The Chciir of Porestry of TSU kindly gave its results of studying birch- 
tree forests and separate trees. The observations of the forest were used 
in two ways. Pirst, a large enough area of the forest was divided in natural 
clustered groups of trees (“biogroups”, in terminology of the Chair). Biomasses 
of these groups were considered as elements of the system. In the second 
case a single biogroup was taken as the system, and biomasses of separate 
trees in it were considered as its elements. When a single tree was considered 
as the system, biomasses of its branches and twigs, and leaves were taken 
as its elements.

When population of a country is taken as the system, its parts are 
either populations of its cities or populations of its historically emerged
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The system
The probability
IF-test X^-test

Colonies of baicteria 0.81 -
Departments of France 0.9975 0.983
Cities of France 0.9998 0.9635
Cities of Armenia 0.977 0.6216
Cities of England 0.999 0.8487
Tree No. 20 0.8175 0.801
Tree No. 42 0.935 0.7546
Tree No. 47 0.965 0.7276
Tree No. 61 0.955 0.9164
Tree No. 65 0.0844 -
Tree No. 67 0.719 0.9387
Trees in a biogroups 0.86 0.9655
Biogroups in a forest 0.999 0.9163
Solar System 0.76 -

provinces. Statistical data, necessary for studying, were taken from relevant 
handbooks.

For the Solar system its elements were masses of planets.
The results can be presented briefly in the following way.
1. In all cases the best approximation of the distribution of data was the 

lognormal distribution. It follows from the theory that in these systems the 
sizes of increments are proportional to the mass before.

2. For checking the reliability of our statistical inferences, W (Shapiro- 
Wilk) and (Pearson) tests of goodness-of-fit were applied. Here are their 
results

FVom these figures can draw a few conclusions:
a) Usually W-test is more powerful, i.e. it rejects an untrue model with 

the greater probability than X^-test. So, we can consider the left column as 
more reliable.

b) The relatively low indication for Solar system needs futher conside
ration: there is a hope that including masses of satellites of planets amd the 
mass of the asteroid belt as an additional elements could improve the result.

c) It is very important fact inherent to our calculations that the same 
regulations are true for a system amd for its subsystems (like forest and vs. 
biogroups, trees in a biogroup, separate trees in the biogroup, each branch 
in a tree; or a state vs its departments, a state vs its cities; etc.). It looks
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like the Nature follows the same laws at all of its levels of organization (here 
seems to be a nection with the theory of fractals in mathematics or theory 
of multinodes of S.Beer in management, etc.).

d) It looks like finding a general law for a wide class of growing systems.
e) It is evident that there are many other systems that follow other 

regulations, and it is very challenging to study them.
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B.B. Домбровский, В .A. Гальперин 
Управление инвестиционным портфелем 

в непрерывном времени 
при квадратической функции риска

Задача управления портфелем ценных бумаг, состоящим из рис
ковых (обыкновенных акций) и безрисковых (банковского счета, на
дежных облигаций) вложений, формулируется как динамическая за
дача слежения за эталонным портфелем, имеющим заданную желае
мую эффективность. Предлагается подход к определению оптималь
ной стратегии управления при квадратичной фзткции риска.
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1. Введение

Проблема выбора инвестиционного портфеля (ИП) является одной 
из основных в финансовом менеджементе [1]. Классический подход к 
решению данной проблемы заключается в том, что определяется струк
тура вложений (доли вложений) в рисковые и безрисковые ценные бу
маги так, чтобы минимизировать функцию риска (обычно дисперсию 
портфеля) и получить желаемую эффективность портфеля. При этом 
задача оптимизации структуры портфеля решается в статической по- 
стгшовке (однопериодные модели) и сводится к решению задач нелиней
ного или линейного программирования [2]. В динамической постановке 
определяют стратегию управления, максимизирующую некоторую ин- 
теграшьную функцию полезности, которая имеет достаточно условный 
характер и обычно подбирается из класса функций, для которых можно 
получить приемлемое аналитическое решение [3].

В данной работе задача управления ИП формулируется как динами
ческая задача оптимального слежения за эталонным портфелем, имею
щим заданную (желаемую) эффективность.

2. Динамическая модель инвестиционного портфеля

Рассмотрим ИП, состояіций из п видов рисковых вложений и безри
скового вклада с неслучайной доходностью. Капитал, помещенный в г-й 
рисковый актив в момент времени t равен Ui(t), г = 1,п; в безрисковый 
— uo(t). Тогда общий объем вложений (портфель) в момент врюмени t 
будет равен

=  ^ U i ( t )  - f - U o (t ) .  
t=i

Динамика портфеля определяется уравнением
П

dV{t) = ^ ^ d i ’i{t)ui{t) -h r{t)uo{t)dt,

(1)

(2)
t=i

где dvi{t) -  ставка доходности г-го рискового вложения в момент време
ни t -  случайнгія величина, r{t) — неслучайная доходность безрисковых 
вложений. Используя (1), ургівнение (2) преобразуем к виду

dV{t) = r{t)V{t)dt + b{t)u{t),

где b{t) = [di/i(() -  r{t)dt,du2{t) -  r{t)dt,... ,dun{t) -  r{t)dt],
u{t) = [ui(t),U2( t) ,... ,u„(f)]; капитал, вкладываемый в безрисковый ак
тив uo{t) = V{t)

i=l
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Необходимо определить стратегию управления портфелем путем пе

рераспределения капитала между различными видами инвестиций так, 
чтобы капитал реального портфеля с минимально возможными откло
нениями (с минимально возможным риском) следовал капиталу неко
торого определяемого инвестором эталонного портфеля с доходностью 
Мо(і) > ‘’’(t), то есть чтобы его капитал рос по закону

dV°{t) =
В начальный момент времени Ѵ(0) = Ѵ°(0).
В качестве меры риска выберем квадратичный функционал

J
т

= (jy{t) -  V°{t)f + u'^{t)R{t)u{t)^ dt

+ И Т ) - У 0(Г)]2 | ,

+

( 3 )

где R{t) > о -  диагональная матрица соответствующей размерности. 
Второе слагаемое в (3) косвенно учитывает издержки, связанные с управ
лением портфелем.

Для описания эволюции цен рисковых активов используем модель

dSi{t) = Si{t) p,i{t)dt -Ь ajj{t)dwj(t)
j=i

( 4 )

где Wj(t) -  стандартные независимые винеровские процессы, (Tij(t) -  
элементы матрицы волатильности cr(t), a(t)cr'^(t} > 0. Данные уравне
ния представляют собой геометрическое (экономическое) броуновское 
движение, модели которого обычно используются в финансовой мате
матике [4]. Определим вектор-столбец x(t) = [V(t), V °̂(t)] > и с учетом 
(4) представим уравнения динамики реального и эталонного портфелей 
в виде

П
dx(t) = A(t)x(t)dt + D(t)u(t)dt -Ь Bi(t)u(t)dwi(t),

i=l

где A(t) =

D{t) =

r{t) 0 
0 p,o{t) ; Bi{t) 0 0 0

d l{ t ) - r { t )  P2(t)-r{t)  . ..  fj,n{t)-r{t)
0 0 ... 0
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Функционал (3) запишем следующим образом: 

т
J = m I^J  [x'^{t)hJhx{t) +  u'^{t)R{t)u{t)] dt +

О

+x'^{T)b7hx{T)y h = [l , -l],  (5)

Оптимальный закон управления определим в виде

u{t) = Ki{t)V{t) + K 2{t)V°{t) = K{t)x{t), (6)

где K{t) -  матрица коэффициентов обратной связи -  выбирается из 
условия минимума функционала (5). Функционал (5) можно записать 
в виде

т
[h^hP{t) + R{t)K{t)P{t)K'^{t)] + (7)

где матрица вторых моментов P{t) = М  [x(f)a:’̂ (t)] с учетом (6) удо
влетворяет уравнению

P{t) = [A{t) -t- D{t)K{t)]P{t) -t- P{t)[A{t) + D{t)K{t)\^+
n

+ Bi{t)K{t)P{t)K'^{t)Bj{t). (8)
t=i

Применяя принцип максимума в матричной формулировке [5], по
лучим решение задачи минимизации функционала (7) на траекториях 
системы (8):

K{t) = -
Т - 1

Rit) + J2Bl{t)Q{t)Bi{t)
i=l

Q{t) = -lA{t)  + D{t)K{t)fQ{t) -  Q{t) [A(t) + D{t)K{t)] -
n

-J2K'^i t)Bl{t)Q{t)Bi{t)K{t)  -  K'^{t)R{t)K{t) -  l{^h, 

Q{T) = h^h.

i= l
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Блоки матрицы К(к) = [Кі(к), К2{к)] и элементы матрицы Q{k) опре
деляются уравнениями

К , it) =  -  [Д(«) -f-

K 2{t) = -  [R{t) + Qn{t)a{t)a'^{t)y'  (/x(f) -  r(0]'^Qi2W;

Quit)  = -Kj{t)R{t)Ki{t)  -  [2r(0 4- 2[p(t) -  r{t)]Ki{t)+ 

+Kj{t)a{t)a'^{t)Ki{t)] Q ii( t ) -1 ;

Qnit)  = - K j i t ) R { t )K 2{t) -  [Mo(t) + r{t) + [pit) -  f{t)]Kiit)] Q n i t ) -
-  -  r{t)\K2{t) + Kjit)ait)a'^it)K2it)] Quit)  + 1;

Q2i{t) = Qn{t), Qi\{T) = 1, Qn[T)  = -1 ,

где p(t) = [мі(0 іМ2(0 .--М п(«)Г, г ^  [r(t),r(t),...,r(t)]'^ -  п-мерный 
вектор-столбец. Заметим, что решение задачи не зависит от Q22-

3. Анализ частного случая

Рассмотрим оптимальное управление при R(t) =  О и критерии вида

J  =  М {[К(Т) -  Ѵ"°(Г)]^} = tr {h^hP{T)} . (9)

Будем предполагать, что a{t)a^{t) > 0. В дгшном случае уравнения, 
определяющие оптимальное управление, запишутся следующим обра
зом:

K,it)  = -7(t)[/i(t) -  К2ІІ) = -7(0[м(0 -

Qn{t)  = [pit) -  2rit)]Qnit), Quit) = И 0  -  Poit) -  rit)]Qi2ity, (10) 

QniT) = 1, QniT) = - 1 ,

где 7 (i) =  [<7(i)CT’̂ (t)]“ \  pit) = [pit) -  r(f)]7 (t)[^i(t) - f i t ) y .  Решения 
дифференциальных уравнений (10) имеют вид

Quit)  = exp

Quit) = -  exp

I
J {2гіт) -  p(r)}dr
t

J { Р о { т )  + гіт) -p ( r )} d r
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С учетом этого оптимальные коэффициенты Ki{t) и K^it) определяют
ся по формулсім

Ki(t) = -'y{t)[p,{t)

г, / ч / чг , ч / ччТ *̂ {/̂ o(-r)-r(T)}dTK 2{t) = -  r(t)]^e<

Уравнения для элементов матрицы вторых моментов (8) при оптималь
ных Ki{t) и K 2(t) имеют вид

Pn{t) =  [2r(t) -  p(t)]Pii(f) -I- p{t)P22{t)e
2 {м о (т)-г(т )}< іт

P\2{t) = [r(t) -I- poW -  p{t)]Pn{t) -f- p{t)P22{t)e‘
P22{i) = ‘̂ po{t)P22{t)-

{/io(r)-r(T)}dT

, « Ч 9 “ 2 і̂о(т)<іт
Тгік как РггСО = (^°(^)) е ■ , то

A i(t) =  [2r(t) -  p(t)]Pn(0 + Pit) {Ѵ°{Т))^ e~ «
fT,

,  n  ч2 ~ {/*о(т)+ г(т)}йт
Pi2{t) = [ri t )+Poi t )-pi t )]Pi2i t )+pi t ) iV<^{T)fe •

Решение данных уравнений в конечный момент времени имеет вид

РпіТ) =  +  ( У 0 ( Г ) ) 2
(Г-  p(t)dt

1 — е ° ( И )

1Г 1Гл л л « — p(t)dt
Рі2(Т) = (Р°(0))2ео о I (J2)

Подставляя (11), (12) в критерий (9), запишем выражение для опти
мального значения критерия

J = е °
p{t)dt

1  2
r{t)dt

У°(0)ео -  Ѵ°[Т) (13)

Получим уравнение для дисперсии оптимального портфеля в момент 
времени Т. Рассмотрим уравнение дингімики портфеля при оптималь-
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ном управлении

d V {t) =  ( [r { t)  -  p{t)]dt -  r(i)]'^diO i(t)W (f)+
1=1 ^

t=i '

Очевидно, что

М  {dV(0} = [г(0 -  p(t)]M {У(і)} dt + p{t)e^

Учитьшая начальное условие М  {Ѵ̂ (0)} = Ѵ̂ °(0), получим решение дан
ного уравнения:

{ r ( t ) - p ( t ) } d t  „
м  {Ѵ{Т)} = ео У°(0) -I-

— p { t ) d t
1 — е ° Ѵ°(Т). (14)

С учетом (1 1 ), (12) и (14) дисперсия оптимального управляемого порт
феля

D {K (T)}=/?(T)e о
p ( t ) d t

п 2
- r ( t ) d t  .

Ѵ°{0)ео -  Ѵ°[Т) (15)

<г
— p { t ) d t

где Р{Т) = 1 -  е о . Сравнивая уравнение (15) с (13), получаем.
что

D {VCT)}^I3{T)J{T).

В результате в рамках предложенного подхода как частный случгій по
лучено решение задачи динамической оптимизации ИП по критерию 
среднее-вариация (mean-variance portfolio selection problem) [6].
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T.O. Перемитина, Ю .М . П олищ ук

Комплексный анализ многомерных данных на 
основе метода главных компонент с применением

ГИС
Для анализа многомерных массивов данных широкое применение 

получил метод главных компонент (МГК), позволяющий сократить раз
мерность исходного признакового пространства путем перехода к новым 
переменным, называемым глгівными компонентами [1 ]. Существуют об
ласти научного исследования, в которых изз^аемые объекты имеют вы
раженные пространственные свойства, учет которых позволяет полу
чать в условиях недостаточности количественных данных более полное 
представление об исследуемых объектах. Однако традиционные про
цедуры обработки данных методом главных компонент не позволяют 
учитьшать пространственные свойства объектов исследования. В свя
зи с этим целью настоящей работы является изложение методических 
вопросов проведения комплексного анализа многомерных данных мето
дом главных компонент (МГК) с применением средств геоинформаци- 
онных систем (ГИС).

Суть предлагаемого подхода, называемого далее геоинформацион- 
ным подходом, к сшализу многомерных данных заключается в сочета
нии двух методов -  пространственного анализа данных с применением 
средств геоинформатики и статистического анализа данных с приме
нением МГК. Такой комплексный анализ многомерных данных в рам
ках геоинформационного подхода включает последовательность следу
ющих этапов:

1. Пространственный анализ данных о состоянии объекта исследо
вания средствами ГИС.

2. Обработка массивов данных МГК.
3. Анализ и интерпретация полученных результатов.
Как отмечено выше, применение МГК для анализа многомерных 

данных позволяет сокращать размерность исходного массива данных. 
При этом исходное множество данных заменяется факторным множе
ством с меньшим числом независимых переменных (главных компо
нент), являющихся линейными комбинациями исходных переменных. В
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новой системе координат, определяемой главными компонентами, ана
лизируемые объекты группируются в классы. На основании анализа 
этих классов можно выявлять закономерности в сходстве или различии 
группировок объектов. Координаты собственных векторов, определяе
мые как проекции наблюдаемых переменных, назьгеаются нагрузками, 
которые позволяют определить вклад каждой переменной в картину 
распределения (группирования) объектов в пространстве главных ком
понент.

Геоинформационный подход к анализу многомерных данных реа
лизуется в виде программного комплекса, функционирующего в среде 
ГИС и выполняющего следующие процедуры;

1 . Формирование рабочих файлов из базы данных для проведения 
анализа.

2. Пространственный анализ данных с применением средств ГИС, 
классификация объектов исследования и формирование массивов дан
ных на основе классификации данных.

3. Обработка массивов данных по алгоритму МГК и вьщача резуль
татов обработки в табличном виде.

4. Графическое отображение результатов обработки данных МГК в 
виде распределения классов в пространстве главных компонент и рас
пределения нагрузок на две первые главные компоненты.

Первый этап предполагает подготовку массива данных для обработ
ки, включая восстановление пропущенных значений, удаление столбцов 
и др. Пространственный анализ данных на втором этапе предполагает 
отображение объектов исследования на тематических цифровых картах 
с применением средств ГИС и последующий анализ их распределения 
на несколько групп (классов). На третьем этапе проводится традицион
ный анализ МГК по алгоритму [2]. Как показано в [3], для природных 
объектов исследования, обладающих выраженными пространственны
ми свойствами, предпочтительно использовать метод Якоби для нахо
ждения собственных значений и векторов корреляционной матрицы. 
Этот метод не требует приведения исходного массива данных к сим
метрическому виду, что позволяет уменьшить погрешность и сократить 
время обработки.

Четвертый этап проведения комплексного анализа позволяет нагляд
но и оперативно отобразить результаты обработки данных МГК с це
лью проведения интерпретации результатов. Для лучшей наглядности 
результатов анализа МГК была разработана дополнительная процеду
ра нанесения на график средних значений и доверительных интерва
лов (с различными доверительными вероятностями) для каждой труп-
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пы исследуемых образцов в пространстве двух главных компонент. Это 
позволяет показать статистически значимое ргізличие между группами 
объектов.

В структуру программного комплекса включены следующие компо
ненты: база данных, общее программное обеспечение, специальное про
граммное обеспечение и СЦК -  система цифровых карт. В составе об
щего программного обеспечения (ОПО) используются средства геоин- 
формационной системы ArcView 3.x, позволяющие проводить простран
ственный анализ данных и отображать интересующую пользователя ин
формацию или результат ее обработки на цифровых картах. В качестве 
СУБД (система управления базой данных) используются встроенные 
средства ГИС, которые поддерживают формат данных, совместимый с 
dBASE IV. Специальное программное обеспечение (СПО) предназначе
но для задач формирования рабочих файлов данных, пространствен
ного анализа, обработки многомерных данных МГК, их графического 
отображения и реализует описанные выше процедуры обработки и ана
лиза. При разработке СПО использовалась среда программирования 
Delphi 5. Система цифровых карт включает топооснову и тематические 
слои. В качестве топографической основы используется цифровая карта 
масштаба 1 :1 000 000 (производства Роскартографии), включающая сле
дующие базовые покрытия: административное деление, гидрографию, 
населцнные пункты и др.

Рассмотрим далее практическое применение предложенного геоин- 
формационного подхода на примере комплексного анализа многомер
ных данных из базы данных о физико-химических свойствах нефти. 
Для выполнения пространственного анализа данных была разработана 
цифровая карта фациального районирования нижней и средней юры 
Западно-Сибирской нефтегазоносной провинции на основе схемы фаци
ального районирования, приведенной в [4]. В обработку были включены 
200 образцов нижне-средне-юрских нефтей Западно-Сибирской нефте
газоносной провинции, каждый из которых описывается следующим пе
речнем характеристик:

1 ) температура пласта;
2) давление пласта;
3) содержание газа в нефти;
4) вязкость (при 20 град.);
5) вязкость (при 50 град.);
6) плотность;
7) содержание твердого парафина;
8) содержание общей серы;



Рис. 1 Результаты обработки даліных о физико-химических свойствах нефти

9) содержание общего азота;
10) содержание силикагелеловых смол;
1 1 ) содержание асфальтенов;
12 ) содержание асфальто-смолистых веществ;
13) содержание кокса;
14) содержание бензиновой франции (маіс.%);
15) содержание светлой фракции (мас.%);
16) содержание франции (об. %);
17) содержание франции (об. %).
Данные были разбиты на три основных группы по принципу принад

лежности анализируемых образцов к одной из фациаільньк зон: мор
ской, переходной или континентальной. В результате обработки сфор- 
мированньк трех массивов данных получено, что первая гланная ком
понента (ГК1) составляет 75%, вторая ГК2 -  13%, а ГКЗ -  5%, ГК4 -  
1%. Результаты обработки далее анализировались в пространстве пер
вых двух главных компонент ввиду малых значений компонент ГКЗ и 
ГК4.

На рис. 1,0  представлено исходное распределение объектов в про
странстве двух глсшных компонент, а на рис. 1,6  даны те же результа
ты, представленные в виде средних значений и доверительных интерва
лов главных компонент для трех групп образцов. Сравнение графиков
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показывает, что отображение результатов на правом графике более на
глядно и удобно для анализа и интерпретации результатов обработки 
многомерных данных. Из анализа графиков распределения объектов 
исследования в пространстве ГК1 и ГК2 (рис. 1,6) видно, что разли
чие между тремя группами образцов из разных фациальных зон стати
стически значимо. Значения нагрузок перечисленных выше характери
стик нефти на две главные компоненты сильно различаются для образ
цов различных фациальных зон. Так как первая главнгія компонента 
описывает в среднем 75% исходной информации, далее приведены вы
воды, полученные на основе рассмотрения нагрузок только на первую 
главную компоненту. Для нефти из морской фациальной зоны наиболь
шее значение нагрузки имеет характеристика 16 -  содержание светлой 
фракции, для образцов из континентальной зоны -  характеристика 1 
-  температура пласта, а для образцов переходной зоны перваи главная 
компонента зависит в наибольшей степени от характеристики 3 -  со
держания газа в нефти. Следовательно, каждая группа образцов имеет 
свою информационно значимую характеристику, изменение которой и 
будет наиболее сильно отражаться на распределении образцов в про
странстве главных компонент.

Таким образом, совместное применение пространственного анализа 
и метода главных компонент позволяет выявлять занономерности в опи
сании природных объектов со сложной пространственной структурой 
на основе обработки многомерных данных, получаемых в результате 
комплексных исследований таких объектов.
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В. В. П оддубный

Выделение из таблиц сводных данных таблиц 
сопряженности признаков для их трехмерного 

графического отображения и обработки в пакете 
STATISTICA 1

Рассматривается задача выделения таблиц сопряженности призна
ков из сводных данных, представленных в виде файлов электронных 
таблиц в форматах, допускающих импорт в среду пакета STATISTICA. 
Описываются алгоритмы выделения таблиц сопряженности и их об
работки по критерию Пирсона. Приводятся листинги полностью рабо
тоспособных программ, реаиіизующих алгоритмы на языке Statistica 
Basic. Приводится методика работы с этими программами, позволя
ющая пользователю, даже не владеющему языком программирова
ния Statistica Basic, получать из сводной таблицы данных необходи
мые ему таблицы сопряженности признаков, обрабатывать их и ото
бражать в виде трехмерных диагргімм графическими средствами па
кета STATISTICA.

1. Введение

Во многих случаях результаты первичной статистической обработ
ки данных в медицине, биологии, социологии, экономике и в других 
областях представляются сводными таблицами вида табл. 1 , строки ко
торых соответствуют значениям некоторой упорядоченной переменной 
CASE (например, дате, году, номеру эксперимента и т.п.). Имена столб
цов обозначают либо группирующие признаки (такие, как А -  призна
ки с числовыми кодами, или С -  с символьными кодами), либо уровни 
В і,В 2, . . . ,В „  признаков (факторов) В, представляющих интерес для 
исследования. Ячейки столбцов, соответствующие тем или иным уров
ням признаков, содержат сводные статистические данные (количество 
событий, число больных, число сторонников чего-либо и Т.Д.).

При работе с тгікими таблицами часто возникает необходимость ис
следовать статистические зависимости или связи признаков типа В с 
группирующими признаками типа А, С или CASE (последний являет
ся естественным группирующим признаком). Однгжо все существую
щие в настоящее время профессиональные пакеты статистической обра
ботки данных позволяют непосредственно исследовать зависимости при
знаков типа В, заданных столбцами уровней {Bj} таблицы вида 1 , толь
ко от естественной упорядоченной переменной типа CASE, но не от

'Работа поддержана грантом РФФИ 98-07-03194.
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Таблица 1
Data: TABLE.STA 12ѵ*10с
Сводные статистические данные
CASE А В1 В2 ВЗ В4 В5 В6 В7 В8 В9 С

1 1 174 199 69 64 42 34 18 107 С1
2 1 90 5 143 43 43 21 28 25 4 С1
3 2 57 129 62 32 38 3 15 80 С2
4 1 122 151 89 38 33 12 29 59 3 С1
5 3 105 126 22 22 5 6 15 5 СЗ
6 3 89 102 5 39 22 10 13 33 с з
7 2 3 3 9 17 16 2 12 С2
8 1 39 32 5 2 7 6 2 С1
9 2 23 9 19 1 1 4 5 2 3 С2
10 3 8 20 17 3 1 3 3 5 СЗ

А или С. Например, нет способов отображать графически непосред
ственно (т.е. без пересчета, суммирования, сортировки данных) содер
жимое ячеек как функцию признаков А и В или С и В в виде 3D- 
диаграммы или проверять гипотезу о независимости этих признаков по 
критерию непосредственно по табл. 1 ).

В связи с этим в данной работе предлагается инструментарий, кото
рый может оказаться полезным для многих пользователей пакета STA- 
TISTICA фирмы StatSoft, Inc. Это программы, написанные на языке 
пакета Statistica Basic, позволяющие любому пользователю, даже не 
владеющему языком программирования Statistica Basic, провести соот
ветствующую обработку сводных статистических данных, представлен
ных в виде таблицы, имеющей структуру табл. 1 , получить таблицы 
сопряженности выбранных для исследования признахов, обработать их 
по критерию Пирсона и графически представить в виде трехмерных 
диаграмм графическими средствами пгікета STATISTICA.

2. Алгоритм выделения таблиц сопряженности признаков и 
его программная реализация

Пусть таблица сводных статистических данных, являющаяся исход
ной для нашего исследовгшия, имеет структуру табл. 1 , рассматрива
емой в качестве примера. Описание этой структуры приведено выше. 
Пусть мы хотим установить, имеет ли место значимая статистическая 
связь между фактором А, имеющим числовые уровни А1, А 2 ,. . . ,  Ак 
(в нашем примере 1, 2, 3), или фактором С, имеющим символьные
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уровни С 1 , С 2 ,. . . ,  Ск (в нашем примере С1, С2, СЗ), и фактором В, 
уровни которого заданы именами столбцов В 1 ,В 2 ,. . . ,В т  (в нашем 
примере m = 9). Поскольку ячейки столбцов В1, В 2 ,. . . ,  В т  содержат 
количества событий, произошедших на пересечении строк и столбцов 
уровней факторов А (или С) и В при каждом значении группиру
ющей переменной CASE, то такая задача вполне разрешима. Нужно 
только подсчитать суммарные количества событий, произошедших на 
пересечении строк и столбцов уровней факторов безотносительно к зна
чениям группирующей переменной типа CASE, и получится таблица 
сопряженности признаков типа табл. 2, которую уже можно обрабаты
вать методами математической статистики (скажем, по критерию Пир
сона) .

Таблица 2
Data: NEWTABLE.STA 10ѵ*3с
Extracted, Summarized and Sorted Data (table, sta)
A B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9
1 425 387 306 147 117 74 81 193 7
2 83 141 90 60 58 10 16 95 0
3 202 248 44 64 28 19 31 43 0

Однако для рядового пользователя, обычно не владеющего или сла
бо владеющего встроенными в пакет средствами программирования, 
и указанное преобразование данных, и использование статистических 
процедур для обработки преобразовнных данных могут представить 
значительные трудности (особенно, если табл. 1 имеет большую размер
ность -  сотни или тысячи строк, например). Такую работу проделать 
вручную достаточно сложно, к тому же при этом трудно избежать оши
бок и, следовательно, искажения данных. А профессиональные пакеты 
статистической обработки данных, в том числе и пакет STATISTICA, 
не имеют встроенных средств автоматического или меню-управляемого 
вьщеления из сводных таблиц типа 1 таблиц сопряженности призна
ков типа 2, а также (по крайней мере, пакет STATISTICA) встроенных 
процедур обработки таблиц типа 2 на предмет проверки гипотезы о 
независимости вьщеленных признаков.

В приложении приведен полный листинг программы Extract.stb, ав
томатически выделяющей из таблицы сводных данных типа табл. 1 
таблицу сопряженности желаемых признаков типа табл. 2. Программа 
написана на встроенном в пакет STATISTICA алгоритмическом языке 
Statistica Basic. Для первого использования программы после запуска
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пакета STATISTICA (например, модуля STATISTICA File Server) и от
крытия файла сводных данных (в нашем примере -  файла table.sta) 
необходимо создать файл программы Extract.stb. Для этого в меню 
“Analisys” следует выбрать опцию “STATISTICA BASIC” и тем самым 
открыть окно редактирования новой программы с именем файла про
граммы по умолчанию new.stb. Сохраним эту еще не написанную про
грамму под именем Extract.stb в каталоге, где находится файл данных 
table.sta (используя меню “File /  Save As ...” или клавишу “F12” и диало
говое окно “Save File As”). Перепишем листинг программы Extract.stb, 
начиная с первой строки, содержащей служебное слово RandomAccess, 
задающее режим работы программы, до последней строки, соблюдая 
точно написание всех операторов. После этого сохраним программу, ис
пользуя пиктограмму с изображением дискеты (или меню “File /  Save”, 
или клавиши “Ctrl -f S”). Программа готова к использованию. При по
следующих применениях программы следует открыть сначала файл 
сводных данных, а затем файл программы, используя опцию меню “File 
/  Open Other /  STATISTICA BASIC Program ...”.

Запуск программы Extract.stb при активном окне программы осу
ществляется кнопкой “Execute” на панели инструментов. Если окно про
граммы было закрыто, следует загрузить программу, используя меню 
“File /  Open Other /  STATISTICA BASIC Program ...” и диалоговое ок
но “Open STATISTICA BASIC File”, после чего запустить ее кнопкой 
“Execute”.

После запуска программы открывается окно “Select Variables” выбо
ра переменных для исследования. В левой половине окна следует вы
брать только одну переменную (фактор) “Grouping Ѵаг” типа А или С. 
В правой половине окна следует выбрать все переменные (уровни фак
тора) “Joining Vars (with Integer Values)” типа В. После нажатия кнопки 
“ОК” откроется окно “Enter Full Path for Saving Converted Files” выбора 
пути сохранения нового файла, содержимым которого будет таблица ти
па 2. В открывшемся окне в строку редактирования “Path:” выводится 
путь “е : \my\my -  sta\table_3d\” (без кавычек), указанный в програм
ме по умолчанию. Можно его остгівить или отредактировать.

После нажатия кнопки “ОК” на экран выводится электронная табли
ца (Scrollsheet) “Extracted Data (table.sta)”, содержащая данные, извле
ченные (скопированные) в соответствии с нашим выбором из исходной 
таблицы типа 1 (т.е. из файла table.sta в нашем примере). Выводится 
также окно “Message Box” сообщения, указывающего, какие перемен
ные выбраны в качестве уровней признака (фактора) типа В. Нажа
тием кнопки “ОК” закрывается окно сообщения и открывается окно
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“Enter New File Name (< = 8  symbols)” ввода в строку “New File Ncime;” 
имени файла, содержащего пересчитанную и отсортированную таблицу 
извлеченных данных, приведенную к виду табл. 2. Для нашего примера 
введем имя файла “newtable” (без кавычек).

После ввода имени файла и нажатия кнопки “ОК” на экран выводит
ся итоговая электронная таблица (Scrollsheet) “Extracted, Summarized 
and Sorted Data (table.sta)” вида табл. 2, содержащгія пересчитанные и 
отсортированные данные, извлеченные из сводной таблицы типа 1 (в 
нашем примере из файла table.sta) в соответствии с нашим выбором. 
Эта таблица автоматически сохраняется под указанным нами именем в 
указанном нами каталоге в формате файла данных пакета STATISTICA 
(в нашем примере -  в файле е : \my\my — sta\table_3d\newtable.sta). 
Диалоговое окно “Delete Scrollsheets?” позволяет оставить полученные 
электрюнные таблицы на экране или закрыть их. После любого выбора 
появляется окно “Message Box” сообщения, извещающее о завершении 
работы программы (“Done!!!”).

Пересчет и сортировка извлеченных данньпс производится програм
мой “Extract .stb” по следующему алгоритму. Сначала производится сор
тировка извлеченных данных в порадке возрастания значения число
вого кода признака типа А или значения числового эквивалента симво
льного кода признака типа С. Затем определяется, сколько разных зна
чений кода имеет переменная типа А или С и сколько раз в таблице 
извлеченных данных появляется каждое значение кода. Затем произво
дится суммирование данных в каждом столбце уровня признака типа В 
по строкам, соответствующим одному и тому же значению кода группи
рующей переменной типа А или С, то есть суммируется содержимое 
ячеек, соответствующих одному и тому же значению кода переменной 
типа А или С для каждой переменной уровня фактора типа В. Ес
ли в ячейках встречаются пропущенные значения, они заменяются при 
суммировсшии нулями. Результаты суммировалия записываются в но
вый массив данных, выводятся на экран в форме электронной таблицы 
(Scrollsheet) вида табл. 2 и сохраняются в виде этой же таблицы в файле 
с расширением .sta в формате данных пакета STATISTICA.

Для наглядного графического представления данных табл. 2 можно 
теперь воспользоваться графическими возможностями пакета STATIS
TICA. Опция меню “Graphs /  Stats 3D Seqnential Graphs /  Raw Data 
Plots ...” открывает окно “3D Raw Data Plots”, в котором можно выбрать 
тип гргіфика (например “Box Plot” в разделе “Graph Type:”). Кнопкой 
“Variables:” можно открыть окно “Select Variables for 3D Seqnential Plot” 
и выбрать уровни признака В для отображения соответствующих им
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Рис. 1. ЗО-диаграмма сопряженности признаков

данных на гргіфике. Кнопкой “Options ...” можно открыть окно “Stats 
Graphs: Options” и в разделе “DISPLAY /  Case Labels” включить ра
диокнопку “Ѵаг”, указав в строке ввода переменную “А” (ту, которгія 
имеется в табл. 2) в качестве второго признака. После нажатия кноп
ки “ОК” на экране появляется трехмерный график-диап'рамма, по вер
тикальной оси которого отложено содержимое ячеек столбцов уровней 
признака В табл. 2, а по горизонтальным осям -  значения уровней при
знаков В и А. Остается ввести названия осей, отредактировать (или 
удалить) заголовок, цвета и типы раскрасок графика, развернуть гра
фик в соответствии с желаемой точкой зрения и т.д. Полученный та
ким образом ЗО-график, отображгіюпщй данные таблицы 2, приведен 
на рис. 1 .

3. Алгоритм статистической обработки таблиц сопряженности 
признаков и его программная реализаіщ я

Задача статистической обработки табл. 2 сопряженности признаков 
сводится обычно к проверке гипотезы Щ о независимости признаков А 
и В. Имеющаяся в пакете STATISTIC А процедура построения и обра
ботки таблиц сопряженности признаков может работать только с исход
ными выборочными данными, но не с таблицами вида 2 , а уж тем более 
не со сводными данными вида табл. 1. Поэтому приведем здесь алго
ритм обработки таблицы вида 2 по критерию Пирсона и программную 
реализацию этого алгоритма.

Как известно [1, с. 112], для проверки гипотезы о независимости при
знаков по таблице вида 2 можно применить критерий основанный
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на статистике К. Пирсона:

к т
X ■ Е Е

г=1 j = \

{riij/n — Tl i . f n  ■ n . j f n ) ^  

r i i . f n -  n. j /n ( 1)

где Tiij -  содержимое (г, j)-ii ячейки табл. 2, т.е. число случаев, облада
ющих признаками А і и Bj, щ. -  число случаев, обладаюіцих признаком 
Аі, т.е. сумма содержимого ячеек г-й строки, n . j  -  число случаев, обла
дающих признаком Bj, т.е. сумма содержимого ячеек j-ro столбца, п -  
общее число случаев:

к т к т к т
n . j = ^ ^ r i i j ,  щ .  =  n j j , п  =  ^  ^ ^  (2)

j  =  \ i=l j =  l t=l J =  1i=l

Асимптотически (при n з> 1) статистика при верной нулевой гипо
тезе имеет распределение с ѵ = {к — 1 ) ( т  — 1 ) степенями свободы 
[1, с. 112]. Гипотеза Но отвергается на уровне значимости а, если вы
численное значение статистики превыщает квантиль x t  і-а  уровня 
1 — а  этого распределения или, что то же самое, если достигнутый уро
вень значимости критерия р оказывается меньще величины а. В этом 
случае принимается рещение о наличии значимой зависимости между 
признаками А и В. В противном случае нет оснований отвергать гипо
тезу Но о независимости признаков.

Таблица 3
2-Way Summary Table: Observed Frequencies

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9
Row
Total

A1 0,14 0,13 0,10 0,05 0,04 0,02 0,03 0,07 0,00 0,58
A2 0,03 0,05 0,03 0,02 0,02 0,00 0,01 0,03 0,00 0,19
A3 0,07 0,08 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,00 0,23

Totals 0,24 0,26 0,15 0,09 0,07 0,03 0,05 0 ,11 0,00 1,00

Программа Pearson.stb, реализующгія этот алгоритм на языке Statis- 
tica Basic, приведена в приложении. Файл программы создается или от
крывается точно по тем же правилам, что и файл программы Extract.stb. 
Программа работает с таблицей вида 2, т.е. с фгійлом данных, создан
ным с помощью программы Extract.stb (в нашем примере -  с файлом 
newtable.sta). После запуска программы Pearson.stb кнопкой “Execute” 
на экран выводятся электронные таблицы (Scrollsheets) “2-Way Summary
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Table: Observed Frequencies” и “2-Way Summary Table: Expected Frequen
cies”, содержащие наблюдаемые {riij/n} и ожидаемые {щ./п ■ n. j /n}  по 
гипотезе Но частоты появления пар уровней признаков {A i,B j}. Это 
таблицы 3 и 4. В строке “Totals” приведены {n.j/n},  в столбце “Row 
TotaJ” — {пі /п}, на их пересечении — п/п, т.е. 1.

Таблица 4
2-Way Summary Table: Expected FVequencies

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9
Row
Total

A1 0,15 0,15 0,09 0,05 0,04 0,01 0,03 0,06 0,00 0,58
A2 0,04 0,05 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,00 0,19
A3 0,05 0,06 0,03 0,02 0,02 0,01 0,01 0,03 0,00 0,23

Totals 0,24 0,26 0,15 0,09 0,07 0,03 0,05 0 ,11 0,00 1,00

Кроме того, на экран вьтодится таблица “2-Way Summary Table: 
Pearson Chi-square” (табл. 5), содержащая результаты проверки гипоте
зы о независимости признаков по критерию у/̂  Пирсона. В этой табли
це приводится общий объем выборки п, число степеней свободы “d.f.” 
(то же, что і'), значение критерия “Chi-square” (т.е. значение статисти
ки х^), коэффициент “fi-coeff.” (коэффициент <р =  yfx^Jn ), коэффи
циент “cOTitinge^y coeff.” (коэффициент контингенции, сопряженности 
с = yjx^/ipp- Л- п)) и достигнутый уровень значимости “р-1еѵе1” (то же, 
что р, для которого х^ -  т.е. квантиль уровня 1 — р распределе
ния с I/ степенями свободы равна значению статистики х^). Если в 
нашем примере взять допустимый уровень значимости а  =  0,05, то, как 
видим, р »  а, так что на 5%-м уровне значимости нет никаких основа
ний отвергнуть нулевую гипотезу -  гипотезу о независимости признаков 
А и В.

Таблица 5
2-Way Summary Table: Pearson Chi-square

n d.f. Chi-square fi-coefF.
contingency

coefF. p-level
2971 16 0,0595 0,0045 0,0045 0,9999

В заключение подчеркнем, что приведенные ниже листинги соответ
ствуют полностью работоспособным программгім. Их достаточно просто 
скопировать и запустить, если сводная таблица исходных данных имеет 
структуру табл. 1 .
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4. Приложение
(листинги программ для версии STATISTICA 5.0)

Программа Extract.stb
R a n d o m  Access',
N  o D a taF ileV ariab leN am es' ,
{П у т ь  no умолчанию для сохранения нового файла данних:}  
path$ :=' е : \ m y \ m y  — s t a \ t a b l e _ 3 d \ ' ■,
R e D im  se ll is t2 {N V ars) ' ,
S elec tV ariab les2{ 'S e lec t  V a r ia b le s ' ,

1, 1, se l l i s t l ,  n u m l i s t l ,  'G rou p ing  V a r ' ,
1, N V a r s ,  se ll is t2 ,  n u m lis t2 ,  'J o in in g  V a r s  {■with In teg e r  Values)')', 

N e w C a s e s  := N C a se s ;  
f o r  i  :=  1 to  N C a s e s  do begin 

fc;=0;
i f  no t V a l id {D a ta ( i ,  s e l l i s t l ) )  th en  N e w C a s e s  := N e w C a s e s  — 1 
else  begin

f o r  j  1 to  n u m lis t2  do 
i f  not V a l id {D a ta { i ,  s e l l i s t2 { j ) ) )  th en  к := к +  V, 

i f  к =  n u m lis t2  th en  N e w C a s e s  :=  N e w C a s e s  — 1; 
end', 

end',
R e D im  A r r l { N e w C a s e s ,  n u m l i s t l  +  numlist2)',  
kk  := 0;
f o r  i  :=  1 to  N C a s e s  do begin  

к := 0;
i f  no t V a l id {D a ta { i ,  s e l l i s t l ) )  th en  k k  :=  kk  +  1 
e lse  begin

f o r  j  := 1 to n u m lis t2  do 
i f  not V a l id {D a ta { i ,  s e l l i s t2 { j ) ) )  th en  к := к +  1-, 

i f  к — n u m lis t2  th en  kk :=  k k  +  1', 
end',
i f  i  — kk >  0 then  begin

A r r l { i  — kk, n u m l i s t l )  := R o u n d {D a ta { i ,  sellistl))-,  
f o r  j  := 1 to  n u m lis t2  do 

i f  V a l id {D a ta { i ,  s e l l i s t2 { j ) ) )  th en
A r r l { i  — k k , n u m l i s t l  +  j )  := R o u n d {D a ta { i ,  s e l l i s t2 { j ) ) )  

else  A r r l { i  — k k , n u m l i s t l  + j) ;= 0; 
end', 

end',
D is p la y ln p u tB o x C E n te r  F ull P a th  f o r  S a v in g  E x tra c te d  F i le s ' ,

'P a th  '.',path$)',
V N a m e s $  := V a rN a m e{se l l i s t l ) ' ,
V N a m e s t  := V N a m e s S  + ' |' + V a rN a m e{se l l i s t2 { l ) ) ' ,
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i f  n u m l is t2  >  1 then  
f o r  j  2 to  n u m lis t2  do

V N a m e s S  := V N a m e s S  + '  |' + V a r N a m e { s e l l i s t2 { j ) ) \  
S c r o l l l  :=  N e w  Scroll shee t (^ N e w C a s es ,n u m lis t \  + n um lis t2 ,  

A r r l ,  " E x tra c ted  D a ta" ,, VNamesS)-,  
m e ssa g e s  :=' Selec ted  V a r s  f o r  J o in in g  : 
f o r  j  := 1 to  n u m lis t2  do  

m e s s a g e s  :=  m essageS  +  V a r N a m e { s e l l i s t2 { j ) )  + ' 
D is p la y M e s s a g e B o x { M В _OK,' M e s s a g e  B o x ' , messageS)', 
R e D im  G r{N ew C ases)- ,  
f o r  i  :=  1 to  N e w C a s e s  do  

G r{ i)  :=  A r r l { i ,n u m l i s t l ) - ,
V e c to rS o r t {G r ,  S o r t_  Ascending)-, 
m in G r  := Gr(l); m a x G r  := G r{N ew G ases)- ,
N G a s  -.= m a x G r  — m in G r  +  1; 
i f  T r u n c { m a x G r / 10) = 0 th e n  S y m b s  := 1 

else  i f  T r u n c { m a x G r / 100) = 0 th en  S y m b s  :=  2 
e lse  i f  T r u n c ( m a x G r / 1000) = 0 th en  S y m b s  :=  3 
e lse  S y m b s  :=  4;

R e D i m  C o d { N e w C a se s ,  NGas)-,
R e D im  SCod{N C as)- ,
N G  :=  NGas-,
f o r  к :=  1 to  N G a s  do begin  

S C o d {k )  := 0;
f o r  i  :=  1 to  N e w C a s e s  do  begin  

i f  G r ( i )  =  к +  m in G r  — 1 th en  C o d { i ,  k) := 1 
e lse  C od{i ,  k) := 0;
S C o d {k )  := S C od{k)  +  Cod{i,k)-,  

end-,
i f  S C o d {k )  =  0 th e n N C  := N C  -  1; 

end-,
R e D im  Codes{NC)-,
C o d e s { l )  := Gr(l); j  :=  1; 
f o r  i  : = 2  to  N e w C a s e s  do  

i f  G r { i )  >  G r ( i  — 1) th en  begin  
j  : = j  +  1;
C o d e s ( j )  := Gr(i); 

end-,
V N a m e s 2 S  := S tr {m in G r ,  S ym b s ,  —1); 
f o r  к := m in G r  to  m a x G r  — 1 do  

V N a m e s 2 S  :=  V N a m e s2 S  + '  |' + S t r { k  +  1, S ym b s ,  —1); 
R e D im  A r r 2 ( N C , n u m l i s t l  +  nu m lis t2 );  
f o r  j  :=  1 to  N C  do begin  

A r r 2 { j , n u m l i s t \ )  := Codes{j)-,
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f o r  к := n u m l i s t l  + 1 іо n u m l i s t l  + n u m lis t2  do begin  
A r r2 { j ,  k) '.= 0; 
f o r  i := 1 to  N e w C a s e s  do  

i f  A r r I { i ,  n u m l i s t l )  =  C o d e s { j )  then  
A r r2 { j ,  k) :=  A r r 2 ( j ,  k) +  A r r \ { i ,  k)\

end\
end;
D isp la y J n p u tB o x { 'E n te r  N e w  F i le  N a m e  (<= 8 sy m b o ls ) ' ,

'N e w  F i le  N a m e  : ' ,name%)\
VTVameslS := V a r N a m e { s e l l i s t l ) ;
V N a m e s l $  := V N a m e s l S  +* + V a r N a m e {se l l i s t2 { l ) ) ;
i f  n u m l is t2  > 1 then  

f o r  j  :=  2 to  n u m lis t2  do
V N a m e s l%  := V N a m e s l%  + '  + V a r N a m e {se l l i s t2 { j ) ) ;

ScrolVl N e w S c r o l l s h e e t (N C ,  n u m l i s t l  + n u m lis t2 ,  A rr2 ,
" E x tra c ted ,  S u m m a r iz e d  a n d  S o r te d  D a ta " ,,  V N a m e s l$ ) ;  

S a v e S c r o l l sh e e tA sD a ta F i le {S c ro l l6 ,p a th s  + nam eS  + " .sta");  
button  := D is p la y B u t to n B o x { 'D e le te  S cro l l sh e e ts T ,

'D e le te  All S crollsheets ');  
i f  button  = 1 then  begin  

D ele teS cro l lsh ee t{S cro l l l ) ;
D ele teScro llsh ee t{S cro l l2 );

end;
D is p la y M e s s a g e B o x { M B _ O K , '  M e ssa g e  B o x ' ,' Done!!!');

Программа Peeirson.stb
R an dom A ccess;  
N o D a ta F i l e V a r ia b le N a m e s ; 
R e D im  n l (N C a s e s ) ;
R e D im  n 2 { N V a r s  — 1); 
f o r  i  :=  1 to  N C a s e s  do begin  

nl(i) := 0;
f o r j  ;= 2 to N V a r s  do  

n l { i )  := nl(i) + D a ta { i , j ) ;  
end;
fo r  j  := 1 to  N V a r s  — 1 do begin
n2(j) := 0;
f o r  i  :=  1 to  N C a s e s  do  

n 2 { j )  := n 2 ( j )  + D a t a { i , j  +  1); 
end; 
n := 0;
f o r  i  := 1 to  N C a s e s  do
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п := п + п1 (г);

ReDim ObsFreq{NCases + 1, NVars);
ReDim ExpFreq{NCases + 1, NVars); 
for i := 1 to NCases + 1 do 

for j  := 1 to NVars do begin 
ObsFreq{i,j) := 0; ExpFreq{i,j) := 0; 

end;
for i := 1 to NCases do begin 

for j  := 1 to NVars — 1 do begin 
ObsFreq{i, j) := Data{i,j + l)/n;
ExpFreq{i,j) := (nl(i)/n) ♦ {n2(j)/n);
ObsFreq{NCases + 1, j) := n2(j)/n;
ExpFreq{NCases + 1, j) := n2{j)/n; 

end;
ObsFreq{i, NVars) nl(i)/n;
ExpFreq(i, NVars) := nl(i)/n; 

end;
ObsFreq{NCases + 1, NVars) := 1;
ExpFreq{NCases + 1, NVars) := 1;
VarNameslB := VarName{\) + ”1”; 
for i :=2 to NCases do begin 

i f  Trunc{i/\Qi) = 0 then Symbs := 1 
else i f  Trunc(i/100) = 0 then Symbs := 2 
else i f  Trunc(i/1000) = 0 then Symbs := 3 
else Symbs := 4;
VarNameslS := VarNameslS + ” + VarName{l) + Str{i, Symbs, ■ 

end;
VarNames\% := VarNames\% + ” + ”Totals”;
VarNames2$ := VarName{2); 
for j  := 3 to NVars do

VarNames2% := VarNames2% + ’’ + VarName{j);
VarNames2$ := VarNames2% + ” + "RowTotals”;
Scrolll := NewScrollsheet{NCases + 1, NVars, ObsFreq,

”2 — Way Summary Table : Observed Frequencies", 
VarNames\%, VarNames2%);

Scroll2 := NewScrollsheet{NCases + 1, NVars, ExpFreq,
”2 — Way Summary Table : Expected Frequencies”, 
VarNameslS, VarNames2$);

x2 := 0;
for i := I to NCases do

■ 1):
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for j  := 1 to NVars — I do

x2 := i2  + (ObsFreq(i,j) — ExpFreq{i, j))^/ ExpFreq(i, j)\ 
df := {NCases — 1) ♦ (NVars — 2); p := 1 — ichi2(x2,df); 
f i  := sqrt(x2/n)\ c := sqrt(x2/{x2 + n));
Dim Out(6);
Out(l) := n; Out(2) := df\ Out{3) := x2;
Out(4) ;= fi; Out(5) := c; Out(6) := p;
Scrolls := NevjScrollsheet(l,6,Out,

”2 — Way Summary Table : Pearson Chi — square",
" PearsonChi — square",
"n\d.f.\Chi — square\fi — coeff.\contingancy coeff.\p — level"); 

DisplayMessageBox(MВ _OK,' Message Box'Done\\\');
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С.П. Сущенко, М.С. Сущенко

О быстродействии многоуровневой памяти 
неблокирующего типа

Предложена модель влияния параметра глубины неблокируемости 
кэша на операционные харгіктеристики двухурювневой памяти. Функ- 
ционирювание иерархической пашяти описывается работой дв)осфазно- 
го конвейера, на первой фазе которого выполняется обращение к кэш
памяти, а на второй в случае промаха -  доступ к оперативной памя
ти. Работа вторюй фазы конвейера моделируется марковской системой 
маи;сового обслуживания с многоэтапным обслуживанием и дискрет
ным временем.

1. Введение

Важнейшим элементом вычислительных систем является подсисте
ма многоуровневой памяти. Разрыв скорости обработки данных в цен
тральном прюцессоре и скорости доступа к адресуемым операндгім в опе
ративной памяти современных компьютеров составляет 2-3 порядка. 
Очевидно, что высокое быстродействие вычислительной системы в зна
чительной мер>е определяется организацией ее многоурювневой памяти.
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Главными требованиями, которым должна удовлетворять подсисте

ма памяти, являются достаточно большая емкость, высокое быстродей
ствие и экономическая эффективность с точки зрения технической реа
лизации [1 , 2]. Желательно также, чтобы при минимальных физических 
размерах память обладала как можно большей информационной емко
стью. Удовлетворить все эти требования одновременно в одном устрой
стве невозможно, поэтому обычно комбинируют несколько запомина
ющих устройств с различными параметрами, добиваясь создания ком
плексного решения с требуемыми характеристиками. Обычно виртуаль
ная память является средством обеспечения большой информационной 
емкости, а буферная память (кэш) -  средством повышения быстродей
ствия подсистемы памяти.

Как пргівило, различные уровни иерархической памяти работают 
асинхронно, поэтому между ними предусмотрены буферные устрой
ства, которые позволяют параллельно вьшолнять операции доступа к 
различным уровням. Одним из параметров подсистемы памяти, опре
деляющих ее операционные характеристики, является глубина небло- 
кируемости кэша (емкость межуровнего буферного устройства). Дан
ный параметр задает потенциально достижимую степень параллелизма 
выполнения совокупности транзакций доступа к различным уровням 
иерархической памяти.

2. Принципы функционирования и модель кэша 
неблокирующего типа

Рассмотрим двухуровневую память, имеющую кэш неблокирующе
го типа с обратной записью [1 , 2]. Будем полагать, что процессором 
порождается неограниченный поток обращений к подсистеме памяти. 
Процесс функционирования многоуровневой памяти с кэщем неблоки
рующего типа может быть описан работой двухстадийного конвейера. 
На первой фазе конвейера выполняется обращение к кэш-памяти. Пола
гаем, что обращения происходят к различным блокам кэш-памяти. Дли
тельность этой фазы равна времени доступа к кэшу t. При попадании 
адресуемого объекта в кэш выполняется следующий запрос к иерархи
ческой памяти. В случае промала одновременно происходит обработка 
текущего запроса на второй фазе -  фазе доступа к оперативной памяти 
и следующей транзакции -  на первой фазе. Таким образом, факт об
работки транзакции доступа к иерархической памяти на второй фазе 
является случайным событием. Время обработки транзакции на второй 
фазе Т в К  > 2 раз превышает время обращения к кэш-памяти t. При 
глубине неблокируемости N > 1 подсистема многоуровневой памяти
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имеет буфер емкости N  для хранения запросов к оперативной памя
ти, которые последовательно обрабатываются элементами управления 
памятью на второй фазе конвейера. Если количество таранзакций, об
рабатываемых в фазе обращения к оперативной пгімяти, совпадает с 
N, то кэш-память оказывается заблокированной. В заблокированном 
состоянии первая стадия конвейера не работает. Разблокирование пер
вой фазы наступает при завершении обработки одной транзакции на 
второй фазе конвейера.

Для описания процесса обработки запросов к двухуровневой памяти 
с глубиной блокировки, равной N, будем моделировать стадию досту
па к оперативной памяти марковской системой масового обслуживания 
(СМО) с дискретным временем и А'-этапным обслуживающим прибо
ром [3] с детерминированным временем обслуживания. Длительность 
цикла дискретной СМО составляет время t. Время между поступлени
ями заявок (транзакций обращения к оперативной памяти) кратно t и 
имеет геометрическое распределение с параметром, равным вероятно
сти промаха R.

Считаем, что доступ к многоуровневой памяти выполняется только 
на чтение или только на запись. Будем полагать, что в каждом такте 
выполняется обращение к кэш-памяти (при незаблокированной первой 
фазе конвейера) и с вероятностью промаха R  в СМО поступает заявка 
с временем обработки Г, ргшным трудоемкости выполнения К  этапов 
СМО длительности t. Поскольку обработка различных запросов к опе
ративной и кэш-памяти выполняется параллельно, то цепь Маркова, 
описьтающая динамику количества этапов обработки совокупности за
явок на доступ к оперативной памяти, будет содержать K N  состояний. 
Номер состояния цепи Маркова соответствует количеству этапов об
служивания транзакций доступа к оперативной памяти, накопленных 
в СМО. Вероятность того, что в стационарном режиме система нахо
дится в состоянии к, обозначим через Рк, к = О, N K  - 1. Заблокирован- 
ным соответствует множество состояний г = K {N  — 1) + l ,K N  — 1, в 
которых СМО содержит N  транзакций. Переходные вероятности цепи 
Маркова имеют вид

n.j =

R,
R,

і = 0, j  = К;
i = l , K { N - l ) ,  j  = i + K - l ;

I — R, i — \,K {N  — 1), j  — i — 1; 
1, i = K {N  -  1 ) -Ы, АГЛГ -  1 , j  = г -  1 .

Система уравнений равновесия для вероятностей состояний Pj, 
г = 0,Л^А' — 1 , стационарного режима функционирования дискретной
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СМО, описывающей процесс доступа к иерархической памяти, для про
извольной конечной глубины неблокируемости N  > 2 и целочисленно
го отношения времен обращения к оперативной памяти и кэш-памяти 
К  >2  записывается следующим образом:

PqR  = Рі (1 -  R)\
Pi = P i + i ( l - Д), i = l , K - l -  
Pk =  Pk +i + (Po + Pi)P> N  = 2;
Pk = ^K-t-i(l -  P) + (Po + Pi)R, N  > 2;___________  (1 )
Pi = Pi+i(l -  P) +  Pi-K+iR, i = K  + l , { N - l ) K - l -
Pi = Pi+i +  Pi-K+iR, i = { N -  1)K, N K  -  2;
Pn K-I  -  P(N-l)K+lP-

Важнейщими операционными характеристиками иерархической па
мяти являются вероятность блокировки кэщ-памяти, среднее время до
ступа и пропускная способность. Вероятность блокировки определяется 
суммой вероятностей состояний, в которых на фазе доступа к оператив
ной памяти (в СМО) выполняется обработка N  транзакций:

Q{N,K)
NK-l

i=(W-l)K'-l-l
( 2)

Среднее время доступа к адресуемым объектам складывается из вре
мени разблокирования кэш-памяти, времени обращения к кэшу и вре
мени обращения к оперативной памяти (при промахе в кэщ):

NK-1 NK-1
T{N, К) = t { i ~ { N  -1)К)Рг + 1 + Р

i=(w- i)a:+i
( 3 )

t=i

Пропускная способность определяется количеством транзакций до
ступа к многоуровневой памяти, обработанных за время T{N,K) .  С 
учетом (3) данное определение можно записать в виде

3. Вероятностно-временные характеристики

( 4 )

При N = 2 и конечном К  > 2 решение системы уравнений равно
весия (1 ) с учетом условия нормировки вероятностей Рі , і = 0,2Р  
принимает вид

Рі = Р о т ^ Д ^ ,  і = ТЖ;

1,

(1 - Р ) * ’
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Рк+і =  Ро
К-і~1

Ро =
(1 -  R)X

К - 2

l + R 2 Y ^ { K - j - l ) { l - R y
J = 0

Операдионные характеристики (2) -  (4) при этом определяются зави
симостями

к - і
R ^ ' £ ( K - j ) { l - R y - ^

Q{2,K) = j=i
к - 2

1 +  Д 2 ^ ( / Г - 1 - ^ ) ( 1 - Д ) -
j=0

■, T{2,K) = t+

( r  ̂ E  - m  -  p y + E  X
^ J=0 j = l

к —2
x{K-j){l -  / ( l  +  1 -  ^y)-

Для К  = 2 и конечной глубины неблокируемости N  > 2 решением 
(1 ) являются соотношения

R R'■і-1

PlN-l = До 1 - д у

2N-2
; До =

(1 -  Д ) 2^-2
N - 2

Д 2 Л Г -2  +  ^  -  Д ) 2 (^ - > - 2 )

і =0
В случае неограниченного ІѴ стационарное состояние существует при 
Д < 1/2, и решение системы уравнений равновесия принимает вид

До =  1 -  2 Д , Д і =  (1 -  2 Д ) у ^ ,  Ді =  (1 -  i ^  2-

Операционные показатели для N  = оо описываются соотношениями

Q{oc, 2) = О, Т(«), 2) = t (̂ 1 + ’
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С ( о о , 2 )  =  і +2t 2 t [ l - 2 R  +R ^ { 3 - 4 R ) Y  
При N = 3 и К  > 2 решение (1) имеет вид

R
Рі = Ро (1 -  RY

R
^  + R { i - K -  1))], І = К+1 , 2К;

PoR^ i - l
PzK-i = E ( 1  -  -  (1 -  + Р І К - 1 -  j))l,

K - l
Po = (1 -  P)^^ / 1(1 -  P )^  + Д 5]] (1 -  P )^ -^ -‘[l -  (1 -  R)^-^

I  ̂ t=0

X(1 + iR)] + Д2 ^  -  (1 -  P f - \ l  + { K -  i)P )] |.

Для глубины неблокируемости N = 4 и произвольного К  >2  реше
ние (1 ) залисывается следующим образом:

Рі =  Ро
R

{ l - R Y i = l ,K;

R
-h Р(г -  P  -  1))], i = K  + l,2K;

+{i -  2K)R{1 -  [l -f- R-— ^ — i ] }, г =  2 P  -f 1,3K-

P^K-i = E ( 1  -  ^ y { ^  -  (1 -  J -  1))+
i - l

(1 -  R) j=o

{K -  j)R{l  -  A)2(^-D [i R ^  1 -  .̂] }, г =  1, P  -  1; 

Вероятность Po находится из условия нормировки.
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Численные исследования операционных характеристик показывают, 

что при заданной вероятности промаха в кэш-памяти пропущенный по 
системной шине поток транзакций доступа к адресуемым объектам опе
ративной памяти растет с увеличением глубины неблокируемости, а 
среднее время выборки операндов и команд из иерархической памяти 
падает.
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О. В. Шестернева
Об использовании уравнения Винера—Хопфа для 
идентификации линейных динамических систем в 

условиях пассивного эксперимента ^

Работа посвящена вопрюсам идентификации линейной динамиче
ской системы в условиях нормальной эксплуатации объекта.

1. Введение

В работе рассматривается задача идентификации в “ширюком” смыс
ле в условиях непараметрической неопределенности, то есть в случае, 
когда структуру объекта с точностью до набора параметров опреде
лить невозможно. Актуальность разработки нспараметрических мето
дов и алгоритмов идентификации определяется тем фактом, что поста
новка задач идентификации в “широком” смысле преобладает во мно
жестве практических приложений. Зачастую исследователю приходит
ся сталкиваться с малоизученными процессами и объектами, структу
ра моделей для которьк неизвестна. Вследствие этого на современном 
этгше активно разрабатываются подходы к идентификации динамиче
ских систем в условиях неопределенности. Одним из таких подходов яв
ляется использование непараметрических методов теории идентифика
ции. Непараметрический подход к идентификации ЛДС подразумевает 
представление линейной системы в виде интеграла Дюамеля с после
дующим непараметрическим оцениванием весовой функции системы.

* Работа выполнена при поддержке Красноярского краевого фонда наук.
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В настоящее время непараметрическая идентификация в значительной 
степени основана на снятии переходных характеристик, т.е. на актив
ном эксперименте. Активные методы идентификации характерны тем, 
что на вход исследуемого объекта подают стандартные входные воз
действия и исследуют выходной сигнал. На практике во многих случа
ях нарушение нормального функционирования объекта искусственны
ми пробными воздействиями совершенно недопустимо. В этих случаях 
применяются пассивные методы идентификации, в которых использу
ются случайные естественные колебания входных сигналов.

2. Математическгія постановка задачи

Проблема идентификации поясняется на рис. 1.
Здесь объект -  это линейный динамический стадионарный объект, 

на который действует ^(t) -  ненаблюдаемое случайное воздействие, u{t) 
-  входные переменные объекта, x{t) -  выходные переменные объекта, 
uf , xf  -  соответствующие наблюдения переменных процесса, которые 
далее будем для простоты обозначать {щ,Хг,г = l,s}, e(t) -  случайные 
помехи в кгшалах измерения, x(t) -  выход модели объекта. Доступная 
априорная информация содержит только выборки измерений входных 
и выходных переменных объекта. Данные о структуре объекта отсут
ствуют, необходимо построить математическую модель стохастическо
го объекта, адекватно описывающую его поведение при произвольном 
входном воздействии.

Суть метода построения непараметрической модели ЛДС заключа
ется в следующем: известно, что реакция ЛДС x(t) на входное воздей
ствие u(t) описывается интегралом Дюамеля

Рис. 1. Общая схема идентификации линейного динамического объекта
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I
х(() = k{0)u{t) + J h{t — т)и{т)(іт. ( 1)

Вычисление значения выхода объекта x{t) при этом возможно, если 
известна его весовая функция h{t). Поэтому основная идея идентифи
кации ЛДС в условиях непараметрической неопределенности состоит в 
непараметрическом оценивании весовой функции линейной динамиче
ской системы. Предлагается применять метод определения импульсной 
переходной характеристики при произвольном сигнале, используя урав
нение Винера-Хопфа [1].

KuAt)

I
j h [ t т)Кии{т)(ІТ. (2)

где Кии{т) и Kux{t) -  соответственно автокорреляционная и взаимная 
корреляционная функции.

Предлагаемый подход к идентификации в условиях нормального 
функционирования сводится к нахождению весовой функции из урав
нения Винера-Хопфа на основе наблюдений “вход-выход” объекта, где 
в качестве взаимной и автокорреляционной функции используются их 
оценки. Существует класс случайных процессов, назьтаемых эргодиче- 
скими и обладаюпщх весьма важным свойством, среднее по множеству 
от величины, характеризующей процесс, равно среднему по времени 
с вероятностью, равной единицы. В работе рассматриваются эргоди- 
ческие процессы. Пусть на вход ЛДС поступает произвольный сигнал, 
представляющий собой смесь полезного сигнала и помехи (помеха адди
тивная, статистически независима с нулевым средним и ограниченной 
дисперсией). Автокорреляционная функция будет иметь вид [2]

Кии{т) = M { u { t ) u { t т)] = J u{t)u{t-\-T)p{ut,Ur)dbj —

Г
= lim — u(t)u(t + т) dt,Т^оо Т J

где Т - интервал времени, на котором производятся измерения.
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Взаимная корреляционная функция выглядит следующим образом: 

Ких{т) = M{x{t)u{t + т)} = J x{t)u{t + т)р{и,х) (ко =
иі{и,х)

1

= lim ^  [  u(t + T)x(t)dt. 
Г — оо Т  J

Оценки автокорреляционной и взаимной корреляционной функции 
предстгівлены ниже:

1
Кии[г] = -  ^  + т];

 ̂ і=0
5

Кпх[г] = і  + т].

(3)

(4)
і=0

Определение импульсной харгіктеристики заключается в численном 
решении уравнения Винера-Хопфа. Подставляя оценки корреляцион
ных функций (3), (4) в уравнение Винера-Хопфа, получим следующее 
выражение:

S t/At S
^  -I- г] =  ^ 2  ~ -t- (5)
«=о і/=0 t=0

где J/ -  переменная интегрирования.
Численно решгщ интегральное уравнение Винера-Хопфа (5), генери

руем выборку, необходимую для восстановления весовой функции ЛДС:
S t/At S

+  г] -  -|- і/]Ді/
/i[t] = ----------------------------- . (6)

i=0
Полученные значения весовой функции можно рассматривать как ре
грессию, поскольку шаг дискретизгщии постоянен, оценка весовой функ
ции выглядит следующим образом [3];

с / ) ’® 1=0 *
(7)

где Я  -  колоколообразная функция, -  параметр размытости, кото
рые удовлетворяют следующим условиям сходимости [3]:
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n(f) n(t)
Cs > о, lim sCs = oo, lim = 0.

S(t -  ti), (8)

(9)

Весовая функция линейной динамической системы является, как из
вестно, ее определяющей характеристикой, то есть, подставив оценку 
весовой функции (7) в интеграл Дюамеля (1 ), получим модель ЛДС:

1 * / t - f -
^s{t) = —  (10 )

i/=0 t=0

Настройка непараметрической модели производится при помощи па
раметра размытости Cs, который выбирается из минимума квадратич
ного критерия;

“  Xs{U,Cs)f  min.
i=i

(И)

Данная непараметрическая модель строится при произвольном вход
ном сигнале, структура объекта и дифференциальное уравнение, опи
сывающее исследуемый объект при синтезе модели были неизвестны.

3. Численное исследование

Было проведено численное исследование предлагаемого алгоритма 
идентификации, построенного в условиях непараметрической неопреде
ленности. В процессе статистического моделировгшия в качестве объек
та использовалась линейная динамическая модель в виде обыкновен
ного дифференциального уравнения второго порядка. При синтезе ал
горитмов построения моделей паргіметризованная структура и порядок 
уравнения, описывающего процесс, бьши неизвестны.

Допустим, что в момент нгікопления выборки на объект действует 
сигнал u{t) = e»»"(‘)+cos(o,5t) ^ аддитивной помехой 5%. Сгенерируем 
выборку из 200 наблюдений входных-выходных переменных объекта. 
Получаем оценки корреляционных функций по формулам (3), (4), кото
рые затем подставляем в уравнение Винера-Хопфа (2), находим оценку 
весовой функции по алгоритму (6) и сглаживаем полученное решение, 
используя непараметрическую оценку кривой регрессии, которое имеет 
вид представленный на рис. 2.

Для того чтобы получить модель линейной динамической системы, 
подставим полученную оценку весовой функции в интеграл Дюамеля.
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Рис. 3. Реакция объекта Хо и непараметрической модели X  m  на входное ВО З- 

действие u(f)
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Проведем статистическое исследование работы полученной модели, по
давая в качестве входного воздействия функцию

u{t) = 2cos{t)
3 — 5cos{t) ’

полученный результат представлен на рис. 3.
Среднеквадратичная ошибка моделирования в этом случае соста

вила 0,03808, что свидетельствует о высоком качестве идентификации 
объекта.

В заключение отметим, что проведенные численные исследования 
непараметрической модели и модели, построенной на основе интеграль
ного уравнения Винера-Хопфа, показали достаточно высокое качество 
идентификации.
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