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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äâå àáåëåâû ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ïî÷òè èçî-

ìîðôíûìè, åñëè êàæäàÿ èç íèõ èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå äðóãîé

ãðóïïû [J]. Äâå àáåëåâû ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ïî÷òè èçîìîðôíûìè ïî

ïîäãðóïïàì ñ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, åñëè êàæäàÿ èç íèõ èçîìîðôíà

íåêîòîðîé ïîäãðóïïå äðóãîé ãðóïïû, îáëàäàþùåé ýòèì ñâîéñòâîì. Çà-

äà÷à îá èçîìîðôèçìå ïî÷òè èçîìîðôíûõ ãðóïï ïðèâëåêàëà âíèìàíèå

ìíîãèõ àëãåáðàèñòîâ. Â îäíîé èç òåñòîâûõ ïðîáëåì Êàïëàíñêîãî [K]

ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå àáåëåâûõ ãðóïï, ïî÷òè èçîìîðôíûõ

ïî ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Äëÿ ñ÷åòíûõ ðåäóöèðîâàííûõ ïðèìàðíûõ ãðóïï

ýòà ïðîáëåìà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå [K], îäíàêî Ï. Êðîóëè

ïðèâåë ïðèìåð íåèçîìîðôíûõ p-ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîìîðôíà

ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó äðóãîé ãðóïïû [Cr]. Â ðÿäå ðàáîò èññëåäóþò-

ñÿ, êîãäà èç ïî÷òè èçîìîðôèçìà àáåëåâûõ ãðóïï ïî ñåðâàíòíûì èëè

âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäãðóïïàì âûòåêàåò èõ èçîìîðôèçì (íàï-

ðèìåð, [G], [Ã1], [Ã2], [Ï] [Ð1], [Ø]).

Èçâåñòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òåîðåìà Êàíòîðà-Øðåäåðà-

Áåðíøòåéíà ÿâëÿëàñü èñòî÷íèêîì ïîñòàíîâêè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ â

àëãåáðå íå òîëüêî äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Â [C] èçó÷àåòñÿ òåîðåòèêî-

êîëüöåâîé, à â [TK] òåîðåòèêî-êàòåãîðíûé àíàëîãè òåîðåìû Êàíòîðà-

Øðåäåðà-Áåðíøòåéíà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ïî÷òè èçîìîðôíûå ìî-

äóëè (íàïðèìåð, [Bu], [H], [Ð2]). Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò è â äðóãèõ

îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè, â òîïîëîãèè ([Áî], ñ. 20-21).
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Ñóùåñòâóåò òàêæå ëîãè÷åñêèé àñïåêò çàäà÷è î ïî÷òè èçîìîðôèç-

ìå, îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî åñëè ìîäóëè ïî÷òè èçîìîðôíû ïî ÷èñòûì

ïîäìîäóëÿì, òî îíè ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû [E].

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ àíàëîãîâ òåîðåìû Êàíòîðà-Øðåäåðà-Áåðíø-

òåéíà õàðàêòåðíî, â îòëè÷èå îò ñàìîé òåîðåìû, íàëè÷èå ïðèìåðîâ îòðè-

öàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷, à òàêæå èçó÷åíèå êëàññîâ

îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòè çàäà÷è èìåþò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Àáåëåâà ãðóïïàA íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé àáåëåâîé

ãðóïïû B èç òîãî, ÷òî A ∼= B
′ è B ∼= A

′ , ãäå A
′ , B

′ ïîäãðóïïû ãðóïï A

è B ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò èçîìîðôèçìA ∼= B [Ã1].

Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû A îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç S(A) è

Sub(A) - ìíîæåñòâà åå ïîäãðóïï è åå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïû A è B t-èçîìîðôíû (îáîçíà÷åíèå A
t∼= B), åñëè

ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà S(A) íà ìíîæåñòâî

S(B), ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû ãðóïïA è B èçîìîðô-

íû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïû A è B s-èçîìîðôíû (îáîçíà÷åíèå

A
s∼= B), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâàSub(A)

íà ìíîæåñòâî Sub(B), ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû ãðóïï

A è B èçîìîðôíû. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: â êàêèõ ñëó÷àÿõ

t-èçîìîðôíûå (s-èçîìîðôíûå) ãðóïïû èçîìîðôíû.

Åñëè àáåëåâà ãðóïïà A òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû

B èç A
t∼= B (A

s∼= B) âûòåêàåò A ∼= B, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè (ñâîèìè ñîáñòâåííû-

ìè ïîäãðóïïàìè).
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Âîïðîñ îá îïðåäåëÿåìîñòè ãðóïïû ñâîèìè ïîäãðóïïàìè (ñâîèìè

ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè) ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è

êàê îêàçàëîñü ýòîò âîïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì êîððåêòíûõ

àáåëåâûõ ãðóïï.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëå-

äîâàíèå êîððåêòíûõ ãðóïï è ãðóïï, îïðåäåëÿþùèõñÿ ñâîèìè ïîä-

ãðóïïàìè è ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè â ðÿäå êëàññîâ

àáåëåâûõ ãðóïï.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ìîæíî

ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå.

• Óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó t-èçîìîðôèçìîì, s-èçîìîðôèçìîì è

ïî÷òè èçîìîðôèçìîì àáåëåâûõ ãðóïï, à òàêæå � ìåæäó îïðåäåëÿåìîñ-

òüþ ãðóïï ñâîèìè ïîäãðóïïàìè èëè ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè

è êîððåêòíîñòüþ.

• Ïîëó÷åíû êðèòåðèè îïðåäåëÿåìîñòè ïðÿìîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ

ãðóïï ñâîèìè ïîäãðóïïàìè è ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè, à

òàêæå � êîððåêòíîñòè òàêîé ãðóïïû.

• Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå êîððåêòíûõ ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûõ

(çàìêíóòûõ) p-ãðóïï.

• Èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü è îïðåäåëÿåìîñòü ãðóïï ñâîèìè ïîä-

ãðóïïàìè èëè ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè â êëàññå àáåëåâûõ

p-ãðóïï, ó êîòîðûõ íå âñå èíâàðèàíòû Óëüìà-Êàïëàíñêîãî êîíå÷íû.

• Ïîëó÷åí êðèòåðèé êîððåêòíîñòè îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìûõ
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ãðóïï â êëàññå îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï, à òàêæå íàéäåí

êðèòåðèé îïðåäåëÿåìîñòè îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû ñâîè-

ìè ïîäãðóïïàìè â êëàññå îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.Ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï è ìîäóëåé, à òàêæå

ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëà-

äûâàëèñü íà XXII è XXIII Êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2000 ã. è 2001 ã.), íà Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòèêà â Âîñòî÷íûõ ðåãèîíàõ Ñèáèðè"

(Óëàí-Óäý, 2000 ã.), íà ×åòâåðòîì Ñèáèðñêîì êîíãðåññå ïî ïðèêëàäíîé

è èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêå (Íîâîñèáèðñê, 2000 ã.), íà Ìåæäóíàðîä-

íîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ãðóïï (Åêàòåðèíáóðã, 2001 ã.), íà Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è åå ïðèëîæåíèÿ"(Êðàñíîÿðñê, 2002 ã.), íà

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå (Òîìñê, 2003

ã.). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ

êàôåäðû àëãåáðû Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îòðàæåíî â 10

ïóáëèêàöèÿõ. Â ñîâìåñòíîé ñòàòüå ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûáîð ìåòîäà

èññëåäîâàíèÿ ïðèíàäëåæèò Ñ. ß. Ãðèíøïîíó. Äèññåðòàíòó ïðèíàäëå-

æàò ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà âñåõ òåîðåì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ïðåäñòàâëÿåìàÿ äèññåðòàöèîííàÿ

ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà
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ëèòåðàòóðû. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãëàâû ñîäåðæàò ïî òðè ïàðàãðàôà,

òðåòüÿ ãëàâà - äâà ïàðàãðàôà. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 69 ñòðàíèöàõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 37 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ t-èçîìîðôèçìà è s-èçîìîðôèçìà,

à òàêæå � îïðåäåëÿåìîñòè àáåëåâîé ãðóïïû ñâîèìè ïîäãðóïïàìè è

ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ââåäåí-

íûõ ïîíÿòèé ñ ïîíÿòèÿìè êîððåêòíîñòè è ïî÷òè èçîìîðôèçìà àáåëåâûõ

ãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿt-èçîìîðôèçìà è s-èçîìîðôèçìà.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû t-èçîìîðôíûõ (s-èçîìîðôíûõ), íî íå èçîìîðôíûõ

àáåëåâûõ ãðóïï è èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâàt-èçîìîðôíûõ è s-èçîìîðôíûõ

ãðóïï, ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïï è ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû: êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé

t-èçîìîðôèçì, s-èçîìîðôèçì è ïî÷òè èçîìîðôèçì, à òàêæå � îï-

ðåäåëÿåìîñòü ãðóïïû ñâîèìè ïîäãðóïïàìè èëè ñâîèìè ñîáñòâåííûìè

ïîäãðóïïàìè è êîððåêòíîñòü.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.19 Åñëè àáåëåâû ãðóïïû A è B ïî÷òè èçîìîðôíû, òî

îíè t-èçîìîðôíû.
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Òàê êàê ëþáûå äâå t-èçîìîðôíûå ãðóïïû ïî÷òè èçîìîðôíû,

ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.20Àáåëåâû ãðóïïûA è B t-èçîìîðôíû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíè ïî÷òè èçîìîðôíû.

Ñâÿçü ìåæäó t-èçîìîðôèçìîì è s-èçîìîðôèçìîì óñòàíàâëèâàåò ñëå-

äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.23 Åñëè àáåëåâû ãðóïïû A è B t-èçîìîðôíû, òî îíè

s-èçîìîðôíû.

Äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû, èçîìîðô-

íûå ñàìèì ãðóïïàì, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (òåîðåìà

1.27). Åñëè æå àáåëåâà ãðóïïà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï, èçî-

ìîðôíûõ ñàìîé ãðóïïå, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè è

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ãðóïïîé (ïðåäëîæåíèå 1.28 è ñëåäñòâèå 1.29).

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì âûòåêàþò òàêèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 1.21 Àáåëåâà ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóï-

ïàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � êîððåêòíàÿ ãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 1.24 Àáåëåâà ãðóïïà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïà-

ìè, åñëè îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè.

Ñëåäñòâèå 1.25 Åñëè àáåëåâà ãðóïïà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè

ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè, òî îíà êîððåêòíà.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè èçîìîðôèçìà, t-èçîìîðôèçìà,

s-èçîìîðôèçìà ìîæíî äàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ äâóõ óíèâåð-

ñàëüíûõ àëãåáð A è B îäíîé è òîé æå ñèãíàòóðû. Òàêæå àíàëîãè÷íî

ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ êîððåêòíîé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû
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è àëãåáðû, îïðåäåëÿþùåéñÿ ñâîèìè ïîäàëãåáðàìè (ñâîèìè ñîáñòâåí-

íûìè ïîäàëãåáðàìè). Â ðÿäå ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî ïàðàãðàôà íèêàê

íå ó÷èòûâàåòñÿ ñïåöèôèêà àáåëåâûõ ãðóïï (òåîðåìû 1.19, 1.23, 1.27;

ïðåäëîæåíèå 1.28; ñëåäñòâèÿ 1.20, 1.21, 1.24, 1.25, 1.29), è ïîýòîìó ýòè

ðåçóëüòàòû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåôîðìóëèðîâêîé ñïðàâåäëèâû äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ îïðåäåëÿåìîñòü ãðóïï ñâîèìè

ïîäãðóïïàìè è ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè, à òàêæå � êîððåêò-

íîñòü ãðóïï â ñëåäóþùèõ êëàññàõ àáåëåâûõ ãðóïï: â êëàññå ïðÿìûõ

ñóìì öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, â êëàññå ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûõ (çàìêíóòûõ)

p-ãðóïï, â êëàññå àáåëåâûõ p-ãðóïï, ó êîòîðûõ íå âñå èíâàðèàíòû

Óëüìà-Êàïëàíñêîãî êîíå÷íû.

Â ïàðàãðàôàõ 2.1 è 2.2 âòîðîé ãëàâû ïîëó÷åíû êðèòåðèè êîððåêò-

íîñòè ïðÿìûõ ñóìì öèêëè÷åñêèõ ãðóïï è îïðåäåëÿåìîñòè òàêèõ ãðóïï

ñâîèìè ïîäãðóïïàìè è ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè.

Ïóñòü A � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. ÃðóïïóA ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå A =
⊕
p

Ap

⊕
A0, ãäå A0 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ðàíã

êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì áåç êðó÷åíèÿ r0(A) ãðóïïû A, à

âñÿêàÿ p-êîìïîíåíòà Ap ãðóïïû A ïðåäñòàâèìà â âèäå Ap =
⊕
i∈N

Aip,

ãäå êàæäàÿ ãðóïïà Aip åñòü ïðÿìàÿ ñóììà Mip öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïî-

ðÿäêà pi.

Ãðóïïó A íàçîâåì ñòóïåí÷àòîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà

p è äëÿ ëþáîãî i ∈ N òàêîãî, ÷òî Mip ≥ ℵ0, âûïîëíÿåòñÿ Mjp > Mip

äëÿ âñÿêîãî j < i.
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Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü A � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � êîððåêòíàÿ ãðóïïà;

2) A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè;

3) A � ñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà è ëþáàÿ åå p-êîìïîíåíòà îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 2.7 Ïóñòü A � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà ñ îãðàíè÷åííûìèp-êîì-

ïîíåíòàìè è A íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé.

Ïóñòü A � íåêîòîðûé êëàññ àáåëåâûõ ãðóïï. Ãðóïïó A èç êëàññà

A íàçîâåì êîððåêòíîé â êëàññå A, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû B èç ýòîãî

êëàññà èç òîãî, ÷òî ãðóïïû A è B ïî÷òè èçîìîðôíû, ñëåäóåò èçîìîð-

ôèçì A ∼= B.

Â ïàðàãðàôå 2.3 âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ïåðèîäè÷åñ-

êè ïîëíûõ p-ãðóïï, èãðàþùèé ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè

p-ãðóïï. Âïåðâûå ýòè ãðóïïû ñòàë èçó÷àòü Ë. ß. Êóëèêîâ (îí íàçûâàë

èõ çàìêíóòûìè p-ãðóïïàìè) [Êó2].

Òåîðåìà 2.8 Äëÿ ïåðèîäè÷åñêè ïîëíîé p-ãðóïïû ñëåäóþùèå óñ-

ëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ãðóïïà A êîððåêòíà â êëàññå ïåðèîäè÷åñêè ïîëíûõ ãðóïï;

2) áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A êîððåêòíà;

3) áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè;

4) áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A ñòóïåí÷àòàÿ è îãðàíè÷åííàÿ.
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Ïðè èññëåäîâàíèè p-ãðóïï áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò èíâàðèàíòû

Óëüìà-Êàïëàíñêîãî ãðóïïûA. Åñëè p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî,

òî σ-ì èíâàðèàíòîì Óëüìà-Êàïëàíñêîãî ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ êàðäè-

íàëüíîå ÷èñëî

fσ(A) = r((pσA)[p]/(pσ+1A)[p]).

Â ïàðàãðàôå 2.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå àáåëåâûp-ãðóïïû, íå âñå

èíâàðèàíòû Óëüìà-Êàïëàíñêîãî êîòîðûõ êîíå÷íû. Äëÿ òàêèõ ãðóïï

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü A � àáåëåâà p-ãðóïïà. Åñëè n-ûé èíâàðèàíò

Óëüìà-Êàïëàíñêîãî ãðóïïû A áåñêîíå÷åí õîòÿ áû äëÿ îäíîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n, òî ãðóïïà A ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ ñàìîé ãðóïïåA.

Òåîðåìà 2.10 Ïóñòü A � àáåëåâà p-ãðóïïà, ó êîòîðîé õîòÿ áû

äëÿ îäíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åå n-é èíâàðèàíò Óëüìà-Êàïëàíñêî-

ãî áåñêîíå÷åí. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A � êîððåêòíàÿ ãðóïïà;

2) A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè;

3) A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è îáîáùåííî

âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà 3.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1) A � êîððåêòíàÿ ãðóïïà;

2) A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè;

3) A îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè.

Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî åñëè A � äåëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî

êàæäîå èç óñëîâèé 1)� 3) ðàâíîñèëüíî êîíå÷íîñòè ðàíãà ãðóïïû A

(òåîðåìà 3.3).

Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìîé, åñëè

îíà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1 (íå îáÿçàòåëüíî áåç

êðó÷åíèÿ).

Ïîíÿòèå âïîëíå ðàçëîæèìîñòè áûëî ðàñïðîñòðàíåíî ñ ãðóïï áåç

êðó÷åíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå ãðóïïû Ñ. Ìåäæèááåíîì [Meg].

Ñ. ß. Ãðèíøïîí äîêàçàë, ÷òî åñëè G � îáîáùåííî âïîëíå ðàç-

ëîæèìàÿ ãðóïïà, òî ëþáûå äâà ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû G â ïðÿìóþ

ñóììó ãðóïï ðàíãà 1 èçîìîðôíû, è âñÿêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ãðóïïû

G � îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà [Ã3].

Âûáåðåì â êàæäîì êëàññå èçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ðàíãà 1

ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ è ïóñòü M = {Gα}α∈S � ìíîæåñòâî ýòèõ

ïðåäñòàâèòåëåé. M ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîïàðíî

íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ðàíãà 1. Çàäàäèì îòíîøåíèå ÷àñòè÷-

íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå S ñëåäóþùèì îáðàçîì: α1 ≤ α2, åñëè

Gα1 èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû Gα2 .

Ïóñòü A � îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà. Ñîáèðàÿ äëÿ âñÿ-

êîãî α ∈ S â åå ðàçëîæåíèè â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1 ïðÿìûå

ñëàãàåìûå, èçîìîðôíûå Gα, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå
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A =
⊕

α∈S

A(α), ãäå A(α) =
⊕
Nα

Gα (íåêîòîðûå èç ãðóïï A(α) ìîãóò áûòü

íóëåâûìè).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû A =
⊕

α∈S

A(α), ãäå A(α) =
⊕
Nα

Gα,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå S-ìàêñèìàëüíîñòè, åñëè ëþáàÿ öåïü

α1 < α2 < ... < αn < ...,

ãäå αi ∈ S, A(αi) 6= 0, îáðûâàåòñÿ. Ãðóïïó A íàçîâåì S-ñòóïåí÷àòîé,

åñëè äëÿ ëþáîãî α ∈ S òàêîãî, ÷òî Nα ≥ ℵ0 è äëÿ ëþáîãî β ∈ S òàêîãî,

÷òî β < α, âûïîëíÿåòñÿ Nβ > Nα.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà 3.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5 Îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïàA êîððåêòíà

â êëàññå îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà A � S-ñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

S-ìàêñèìàëüíîñòè.

ÏóñòüA � íåêîòîðûé êëàññ àáåëåâûõ ãðóïï. Åñëè ãðóïïàA èç êëàññà

A òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïûB èç êëàññà A èç t-èçîìîðôèçìà ãðóïï

A è B ñëåäóåò A ∼= B, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà A îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîèìè ïîäãðóïïàìè â êëàññå A.

Èç òåîðåìû 3.5 è ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñò-

âèå.

Ñëåäñòâèå 3.6 Îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà A îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè â êëàññå îáîáùåííî âïîëíå ðàçëîæèìûõ

ãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � S-ñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà è äëÿ

íåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå S-ìàêñèìàëüíîñòè.
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