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о  НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЯХ, РЕГУЛЯРНЫХ в КРУГЕ

о. и. Алехова

Найдем множества значений параметра а, при которых 
регулярные в круге | г | < 1  функции

, z- \-az-  . г +  аг^ . г +  аг’
/ ( - )  =  . / ( 2 ) =  , / ( г )  -

1 - г - 1 +  2аг 1- г-
однолистны.

Т е о р е м а  1. Регулярная в | 2 | <  1 функция
. . .  2 аг^

/ ( г )  =  - -------1 — Z

однолистна в нем тогда и только тогда, когда

а =  -----, О <. '5 <  2тг, О <  р <  1.
2 +  ре''̂  ' '

Д о к , а з а т е л ь с т в о .  При 1 2 ||< 1 , |г2 |< 1  и Zx^z^  от- 

f { z x ) — f{z2)  ^  1 - |- а (2| +  г.) — 02,2; ^
ZI Z 2

iioiiiemie

если
а ф

( 1  - г , ) ( 1  - 2 o) 

1

V 0.

2 , ^ 2  — г, — 2 ,
Найдем множество D значений функции

Т (2 „  2 2 ) = ------- —
2 , 2 2 -I- Zi I г,

в бицилиндре { | 2 i | < l ,  1Z2|<1}. Для 0ДН0ЛИСТН0СТЧ1 f(z) в 
в круге | 2 | < 1  необходимо и достаточно, чтобы ашО.  Рас
смотрим функцию

Ф(2 1 , 2 2 ) =  22 -(- 2 , (1 +  2 2 ).
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При фиксированном значении Zj =  ре'ч’, 0 ^ р < 1 ,  0 < ф < 2 л , 
и переменном Zu | z i | d ,  множество значений функции 
Ф(2 ь гг) иа плоскости w = u-\-iv представляет собой круг 
lu) — Z2 I <; |1 +  Z2 I с центром в точке 22 и радиусом | 1 4 -Z2 |. 
Ёсли р, 0 < р < 1 ,  фиксировать, а ф изменять от О до 2л, то 
получим одиопараметрнческое семейство кругов, ограничен
ных окружностями:

(и—рС05ф)^+ (у—рз1пф)  ̂=  I-l-2pCOSф-|-p .̂ (1)
Параметрическое уравнение огибающей семейства окруж

ностей (1) имеет вид
и  =  2рсо5ф-Ьсоз2ф, V =  2р81пф+5!п2ф, 0 ^ ф < 2 л , (2)

показывающий, что огибающая является улиткой Паскаля. 
Обозначим через Лр односвязную область, ограниченную 
кривой (2). Легко видеть, что Ар, с  Ар, при 0 < р 1 < р г< 1  
и при р-> 1, семейство областей Ар сходится как к ядру 
(относительно точки ьу =  0) к области А, ограниченной кар
диоидой W =

При отображении со =  \/w область А переходит в об
ласть D, ограниченную линией

W =  J -. , о <  (р <  2г.  (3)
2 - 1-

Областью допустимых значений параметра а является до
полнение области D, т. е. замыкание области, содержащей 
начало координат и ограниченной линией (3).

Все допустимые значения параметра а можно записать 
в виде

а =
2 +

С л е д с т в и е .  Все коэффициенты разложения функции
/  (2 ) =   ̂ =  2 -f c,z^ класса S, начиная со второго,

1 —2 *
имеют точную оценку |с _ |^ 4 /3 , где знак равенства дости
гается только при а =  1/3.

Действительно, с„ =  1+а, п = 2, 3......  и в соответствии
с теоремой 1 |1 + а |^ 4 /3 .

Т е о р е м а  2. Регулярная в круге |г |  <  1 функция f  {z)=̂
г 1 аг'  
1 -  2*

однолистна в нем тогда и только тогдз, когда
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  При | г, | <  1, | Za | <  1 и х^Ф от
ношение

/ ( г ,)  - / ( Z a )  1 z,z, f-д ( г?+Z|Za +  2 » -z ? z 3 )

если
а ф

( i - z n ( i - z : j )

1 - L  Z,Zj

Ф О,

z\  H2,Za +  Z]— Z?Z?

Найдем множество D значений функции w =

-г yi

Zl +  Z|Zj +  
1 н- ZiZa

в бицилиндре {|z, I <  1, |га| <  1}. Можно счи-
1 -т- ^,Zj

гать, что |г, I =  |za|. Р.сли положить =  г,е"*, г] ~ г — pe'f, 
ф =  ер -f О, то

( 1  ! - 2  c o s  6 )  - К  р  ( 1 f  2  c o s  0 )  —
1 +  2 р  c o s  ф  - f  р -  '

Отсюда, полагая w = i i - r i v  и отделяя действительную 
и мнимую части, получим

( 1  +  2 c o s  Q  —  р ” )  c o s  ф  +  р  ( 1  2  c o s  0 )  —  p c o s  2 ф  _
^  1 +  2 р с о з ф  - 1 -  р -  ’

V  ̂ ^  ^  ~  Р ^ )  s i n  ф  —  р  s i n  2 ф
1 - г  2 р  c o s  ф  - Ь  р *

Вейлу введенных обозначений О = argZ2—arg2i,i|5 =  argzi-f- 
+argZ2. При фиксированном ф, 0 ^ ф ^ 2 я ,  и изменяющем
ся О, О ^ 0 ^ я ,  точка W отрежет па прямой

s i n  Ф
c o s  ф - j - p

(«- Р»)

отрезок с концами

«, =  р —
Т р  - j -  (3 —  р 2)  c o s  ф  —  р  c o s  2 ф  

1 2 р  c o s  ф  t -  р -
^  _  ( 3  —  р ^ )  s i n  ф  —  р  s i n  2 ф

'  1 +  2 р  c o s  ф  +  р ®
и  «2 =  — р с о в ф ,  1»2 =  — р з 1 п ф .
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Точка («2, иг) лежит па окружности |tiy| =  р. Если полюс 
полярной системы координат поместить в точку (p ,̂ 0), то 
полярное уравнение кривой, на которой лежат точки {uu ^i), 
примет вид

3 — 2р cos Ф — р*
— р у. ■ . ...— . •

Y 1 +  2р cos ф -t- р̂
При р =  1 получаем циссоиду

2 sin
г = 2

Фcos — 
2

параметрическое уравнение которой имеет вид

и =  — —  ; V = -------- , где / ="tg — , — о о < < <  +  со.
\  ' г  1 + 2

Множество допус1 имых значений параметра а является 
дополнением к образу области D при отображении ш = ------:

W
!-[-/■ , 1 1̂

=  —  pit — ---------'-----  , гдеа  =  — р • , .
H-3/'^ +  2iŶ  2 / - f 3 ^  +  /?

ti — l/i; —o o < ti< l+ o o ; O ^ p ^ l .
С л е д с т в и е  1. Каждый коэффициент разложения функ

ции

/ ( 2) -
о г'= Z \ Cjz-

1 -  г''
начиная со второго, имеет область значений, ограниченную 
кривой

2а = ------------- , где — ос <   ̂<  -f 0 0 .
—  1-2

С л е д с т в и е  2. Коэффициенты с„, п = 2, 3......  функции

(г>/2) =  =  2 -Ь с,г»

удовлетворяют неравенству |сп |^Л -
Т е о р е м а  3. Регулярная в круге | 2 | < 1  функция

/ ( Z  = ------------------а е С ,
1 I 27Z - f  Z*

6



однолистна в нем тогда и только тогда, когда

® =  1 < ^ <  +  оо. !“ 1< 1.а. ±  I k y  \ — а.‘ 
и

1 ,=  — при а =  4- 1.
4 ~

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При | z i | < l ,  |2 2 |< 1  и 2 1 ^ ^ 2 2  от
ношение

если

/(г,^  —/(2 ,)  _  1 +  а (2| 4- 2..) +  (2аа— 1) z^Zj 
2i —2.. (1-f 2а г ,-f 2?)(Н -2а2.,-f 25)

Ф О,

2 , +  Z.J, -1- 272 ,2j 
Заменим Z\ на —2ь 22 на —22. Функция

, , . 2 , 4 - 2 .̂ — 272 ,2 j
1 -  2,2j

при фиксированном г̂  =  г" =  О <  г <  1, О ^  О <  2я, ото
бражает круг | 2 , | < 1  на круг К,(г2), даваемый неравен- 
а  вом

W 2г cos О — 27Г- 
1 -  г-

<
1 — 27Ге'® I

1 -  г"-
Рассмотрим облас1и Д» (г) =  К« (г)уЛ* (—г). 0 ^ г < 1 .  

Они содержат w = 0 и имеют в качестве ядра (относительно 
иг =  0) при г *-1 и 17)<1 плоскость с исключенными лу
чами W а ± 1̂. у"\ — а\  / ->1,  а при | а | =  1 — полуплос
кость с границей Кеш = 7 .

Таким образом, / (2) может быть при | а | < 1  однолист
ной, только если

а

а при
\ a± i / 2

Ф> 'НКЦИЯ

3. ± и  \ 1 — 7*
а| =  1 для однолистности / ( 2) необходимо, чтобы 

1/4.

2 4-
1

/ ( 2)
7 + I/, 1 — 7*
1 Н- 272 -f 2 ^
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при однолистно и конформно отображает круг |2 |-<1
на плоскость с разрезами по двум^ непересекающимся лу
чам, один из которых соединяет точку

Р 1 -  у  -  1 1
2 }/ 1 — (а |/ — 1 +  л)

с бесконечностью, а другой — точку
V  1 — ~ \ - i

2 у  {о.у ) F ^ \  ± М
с бесконечностью. Оба луча лежат на прямой 

2Re 1(а i  I/, V 1 — зс-) ш] — 1 =  0.
Функция

2 +
® ±  i К 1 — *
1 . 272 + г

однолистно и конформно отображает |2 | < 1  на полуплос
кость, содержащую w = 0 и ограниченную прямой

2Re |(а ± i ш] -  1 =  0.
Среди функций

/ ( 2)
г I- аг^

1 ± 2г -Ь 2̂
. . ±

~  9

а ■ —однолистными являются лишь те, для которых

= .  Они отображают при [ д | < 1  круг | 2 | < 1  на плос- 
4

кость с двумя прямолии.’йными разрезами, а при )й1 =  1 — 
на полуплоскость.



ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУНКЦИЙ КЛАССА С,

Л. П. Ильина

Пусть Vi, =  , / =  0, 1  1,..., 5 =  2. 3.....  Через С, обоз
начают класс регулярных однолистых в £  =  { г : | ^ | < 1 } 
функций 9  (г) =  1 -!-6 ,2 -г ■̂.>2 - таких,  чю для любых 
точек г,, Z-, G Е имеем 9 (г,) Ф (Zj). Функции 9  (г), 71 ,9 (г),..., 
vjj_i9 (2 ) отображают Е па области, попарно не имеющие 
общих точек. I

В статье дается доказател1>ство следующей теоремы 
автора, сформулированной в |1, с. 209].

00  ^

Т е о р е м а .  Пусть 9 (г) =  1  ̂ V  бС ,̂ s= 2 , 3,.... Тог-
/)-1

да при т  =  2, 3,...

-  -
2 1 

-г -;~V' ( 1)

где с — постоянная Эйлера (с >  0,577).
Прежде чем доказывать эту теорему, отметим, что Н'. А. Ле

бедев [2], [3], Н. А. Лебедев и Л. В. Мамай [4] на основе 
принципа площадей получили ряд неравенств для коэффици
ентов функций класса Приведем одно из них, используе
мое в дальнейшем.

Пусть 9  (2 ) 1 V 6„2^ 6 C„ 5  =  2, 3,1...,
/)=1

Введем следующие обозначения:
J —1

= l n l 6 , l - f  Vr i ? l n | l - v i , ! ;
I 1

(2)

9
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-“P,0 ““ *̂V,o
1 Л —1

V (/) V (/)
/-1 /-0
J —1 vf—1

o(̂ ') (0) I V'  ̂ (0 V  V (/)“ 0,(7 — Щ,д +  '̂>1;«>0,I7 =  ^  Vl<<>(l,</,
/=1 / = 0

где
oo

4 =  1 “
b;Z

^10*4*2'? =  In-
</-l

'i/'f ( г ) .
1 —  r,

00

(3)

(4)

(5)
It

V  =  | „  z i S k L l ;  V  ч .
/ ) - 1  / 7 - 1  1 ’t]/

Пусть Up,I, p ^  0, (/ / 0, определяются разложением

V  г,(V) ф ( ' 0 - ® ( г )  (2 )^  -p.r- г — in —-  - ^  , •
/7,17-0 bf  ( ,  Z)  l„i  1 '/)/

Bo3bMexi произвольные числа p = 0, 1,..., такие, что

Положим
Л = 1 Р

00

/t'v =  — 2 Re ^  i2̂ p,UpXu, V =  1...... 5 — 1.
/7 = 0

Тогда при V =  1,..., S выполняется неравенство
00 00 3

V  .  1  V  o ( v )
I'/l

(/ =  1 /7 =  0

**Р,Ц^р\ ^^■'4 i R v - (6)

Переходим к доказательству теоремы.
00

VЛ е м м а  1. Для функций ср (г) ~  1 . ^ /-'/,2 '’О С .9 =  2,
р  I

3,..., справедливо неравенсто

<  — 2 |lii |fe || + ] ^ c o s ' ^ ^ l n  11 — i^/|| , (")
q^\ '/-0 I / = 1 ^

10



где lufn) =  In I 1, (0(‘)J() =  In 11 — Vj, I, / == 1..-M s — 1, H <»o!v. q — 
=  1, 2,..., определяются разложениями (4), (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагая в (6) л:, =  Xj =
=  ..,=  0, получим

00

V
?=1

9r-’.':il*< -2R e2.M ;, v =  l ..... s - 1fv)

Учитывая (2) и (.'J), получаем (7). Лемма доказана. '
00

VЛ е м м а  2. Для функций (г) = \ ^  Ь^г’’О С̂ , s = 2,
р=\

3..... справздливо неравенство

(« )
"  '  I "  1 л л

q = l l-o s ,,_l q S -S'
где S <  0,312.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно [1, с. 13|, что функция
г .  .  ср'(г) — 1 „/ ( г )  — ------- принадлежит классу 3 регулярных одно-

Ь,.ч
листных в £  функций, нормированных ус.товиями /(()) =  
— /'(( .))— 1 —0. Так как

=  |„ _  V 2 ,^ „  ^  V  I V
г q„\ /=()

то в силу неравенства И. М. Милина [5, с. 70, теорема 3.1] 
имеем

л S - 1  п

5 <0,312, (9)
?=| ;-о ? = 1  q

при rt 3= 1, 2,....
00 .V—1 п 5— 1

I V (П I- V' I V' V (П 1̂Заменим в (7) ^ | ^ ?| на 9 1
7 -1  / -(I 7 -1  / -0

и полученные при этом неравенства почленно просуммируем 
по V от 1 до S—1. Затем результат почленно сложим с нера
венством (9). Будем иметь

+  4^“ 2{(5 -  1 ) ln|ft, 1 -1 ReX
v—0 q=i\ /:=0 Я

11



X ^  In] 1 -  v;,|}.
/ = 1 v-l

1 - 1  ^  1 - 1

Отсюда, учитывая, что = — — 1 и П |1—
V - I  1 f l l  /-1

получаем неравенство (8 ). Лемма доказана. 
С л е д с т в и е .

Л — 1 

<7 = 1

л- 1  П л  ̂ л м rs
V  ('V „I |'Л /  4 V  1 4 2
^  <71 ‘“о,, 1-1 <  — ° -1- — 1ч1 - 1  Г7 - 1  о . /1 о сS q S S I bi I'-'

(10)
no

Д о к a 3 a т e .1 ь с т в о теоремы. Пусть у (г) =  1 -j- ^  X
771-1

и в силу (4)
1̂ 

СО

Х 6 ,„2 '” бС.. Тогда

=  * = г -  =  схр V » 1 V .
6,2 1=1 6, <7*1

О (2) — 1Применим к ко..ффициентам функции —̂-----------  неравенст

во И. М. Милина [5, с. 51, следствие 1|. 
Получим

6,2

6„ <  ехр ^  1? 1 0 1* -  ^
У. y . j  q

7«-l
( 11)

-  4=1

Аналогично, так как ----- Q S, имеем
1 -У1,

СО

1 -  Vf (г) =  1 _  V  Л А и г " -
1 -  ’ll m =  1 1 — 7J,

1— 7], 1 -7 ],

1 " l -
< e x p - (^ ? |< « , ') 'i l -  - j  , 

</-i I/-I q
/= 1 .....  s - l .

12



Отсюда и из изранена на (11) получим
J-1пI ,  1о -f - ' ,  ,  г  " '-1

1 i'll / - i l l  — ^ / 1  2
5 — 1 т ш—1

(/*1

/=1 9-1 9-1 Я 9-1 Я .
Используя неравенство (10) и неравенство

2 ^  — >  lnf/?/ +  +  с,
<1-1 Я \ 2 /

гдз с —постоянная Эйлера, из (12) будем иметь

( 12)

li’m P 'S li’i i n  jl -  v ;,|ex p ^
1=1 s

5 llri[/« - 1 - - I  +

+
s. ■s'jc +  — 8 -f- — +  — In

\ ,S / S /7/ 5 I ft, P“ ‘
Значит,

1 -L i
I i 'm K ii 'i  H

, 2 1 
 ̂ V‘ 2 , ^exp 1 2-----1-----5 4

2m s

Для окончания доказательства теоремы ос1 ается учесть, что 
16, К -  [1. с. 191|.

Теорема доказана.
В 1973 г. Макгрегор [6] получил для коэффициентов 

функций класса Сз при 2 ^ s < 4  оценку
1 -  ®

( f t „ | <M( s )  л 4  л =  2, 3,..., 
точную по порядку.

Этот результат был дополнен в 1974 г. оценкой

/И (S ) , S 4 ;
V П

Л1(5) / 1пл 5 >  4,

13



получетюГ! В. Л. Вграишюй и И. Л. J.C'6eAeBUM |7]. Вид
функции М (s) в этих работах не приводится. Класс яв
ляется обобщением известного класса однолистных функ
ций С. А. Тельфера 18] — класса Cj. Оценка (1) является 
обобщением оценки f j  2,34 е’''*", д =  2, 3,..., полученной
Л. 3. 1’ринишаном |9 | для класса С̂ .
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ОБ ОЦЕНКАХ СФЕРИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДНОЙ
В к л а с с е  т и п и ч н о  в е щ е с т в е н н ы х  в к р у г е

ФУНКЦИЙ 

и. в. Как

Пусть p(Zi, Z2) — сферическая метрика па расширенной 
комплексной плоскости С, определяемая формулами (см., 
например, [1, с. 12—13; 2, с. 33; 3, с. 24]):

P(?i. г,) =
К(1 +  1г.П(1 +  |г,Р) ’ 

1

Z, ф  о о ,  г - , Ф  оо;

р(г„ оо);
/ 1  H z . P '

Пусть f(z)  — регулярная или мероморфная в некоторой 
области В а С  функция, Zo^B — фиксированная точка. Пре- 
д'ел

D  f / (Z o) j  =
г-го р(г, го)

называется сферической производной функции f{z) в точке 
2 о [3, с. 25]. Если /(г) регулярна в точке 2 о#оо, то эта сфе
рическая производная равна

D \ / { z ) \ = \ f  (2о)|
1 4- I 2 |,

( 1)
Н - |/ (2 о)!“'

функционал (1) исследовался в различных классах функ
ций. В частности, в классе S всех регулярных однолистных 
в круге | г | < 1  функций f(z) = 2 4 --.- точные оценки вели
чины (1) при |2о| < 1  получены в работе [4].

Мы рассмотрим задачу об оценках функционала (1) при 
2 о е ( 0 , 1) в классе Tr типично вещественных в круге | 2 | < 1  
функций [5, с. 516].

Т е о р е м а .  В классе T r  д л я  сферической производной 
D [/(r)] имеют место точные оценки: 
при 0 < г < 1

15



г- +  (1 +  rY

D\ f { r ) \
1 - г ‘

при 0<Г^Го 

при Г о < г < 1

D | / ( r ) j <  ________________
' г ( 1 - г - ) ( г  . - / г *  4(1

где Гое (О, 1) — единственный корень уравнения
г6_ 4г5-)-7г4_ 10гЗ+7г2—4г+1 =  0.

Знак равенства в (2) доставляет только функция

г2 +  ( 1 - г ) ‘

2(1

f ( z )  =

/ ( 2 )  =

(1 -  2 )>
, В (3) — только функция

Ц - г У
, в (4)—только функция

/ ( г )  =  (1 -  А) +  А
( 1 + 2 ) -  ( 1 - 2 ) -

0 < Х < 1 ,

При
(1-г)2[(1 /̂г2 +  4(1 - f -r^)»-r( l  - г ) 2 |

( 2 )

(3)

(4)

(5)

(6)

(7 )

(8)

(9)
(1 — Г-)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г — фиксированное число, 
0 < г < 1 .  Рассмотрим в классе Тц функций /(г) = 2+ ..., ре
гулярных и типично вещественных в | г | < 1 ,  задачу об 
оценках величины (1) при 2о = 2:

D\ f { r ) \  (10)

Используя теорему 1 из [6], заключаем, что экстремальные 
значения функционалу (10) доставляют в классе Tr  только 
функции семейства

N
t.  -

2г - ' -  (1 Ч-
к=1  1 — +  2  ̂ 1 -f- г '2 2г~.^

где вещественные параметры Хк, Тк(/с=1, ..., N)  подчинены 
следующим условиям:
16



l;"i  =  i  1; — 1 ^ " a
Следовательно, возможными экстремальными функциями 

для D [/(t)] являются только функции

/ i  (г) =  

Л  (2)  =

(1 +  г Г '
Z

(1 - 2 ) ^ ’

/з (2 ) =
1 — 2t.̂ z +  z‘‘ 

z
(1 +z ) -

2г 1-  (1

2

=
1 -h +  2 rxj

1 — 2 /jZ -f 2 ^

. 0 < Л 2 <  1, _ ! < , , <  1;

Л  (2) =  (1 -  X , ) +  X,  .

' ’ " T T T ^ T i T ^ ’ "< ' ■' <>■1 +  +  2rx_,

/ o ( 2 ) = ( l - X ) -  + x - 1 - , 0 <X< 1.. 2 • ^

( 11)

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16)(1Ч-2)» ( 1 - 2 ) »
Переходим к нахождению экстремальных значений 

D[/k], к =  1, 2, 3, 4, 5, 6, которые доставляют величине 
(10) функции / k(z.), к = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Для функции f\{z) (см. (11)) по (10) находим

D\ A\  =
1

( 1")г» +  (1 ч гУ
Мы убедимся далее, что это значение является наименьшим 
для Д[/(л)]. Тем самым будет доказано неравенство (2) 
со знаком равенства для функции (6).

Для функции (12) по (10) находим
1 — г*

0 | / , | =  , ' /  ■ (18)Г» +  (1 — г)^
Сравнивая выражения (17) и (18), будем иметь 
75[/i] < Д  [Ы , поэтому значение (18) не является наимень-
2 Заказ 6186. 17



П1ИМ для D [/(/■)]. Мы увидим, что это значение будет для 
D[f{r)] наибольшим при 0 < г^Г о , где Гое(0, 1) — единст
венный корень уравнения (5). Тем самым будет доказано 
неравенство (3) со знаком равенства для функции (7).

Для функции (16) по (10) находим
Р \ и  ^  (1 - г)̂  +  (8г +  8г‘)л
\ - г *  (1 -г'О '  ̂ г ^ ( 1 - г ) -  +  4г>р ’ ^

где 0 < л < 1 .  Естественно, что из (19) при Х = 0 и Я=1 при
ходим к значениям (17) и (18) производной Dff(r)].  В ин
тервале 0 < л < о о  функция (19)  принимает максимальное 
значение при единственном значении Х=Х(г),  определяемом 
но равенству (9), из которого следует, что функция Х = Х(г). 
строго убывает в интервале O C r C l  от бесконечности до 
нуля, причем 1 < Х < оо , когда 0 < г ^ Г о ,  и 0 < > .< 1 ,  когда 
Ao <r < l ,  где /"о — корень уравнения (5), го = 0,412 ..., 
Х(го) = 1. Отсюда легко заключить, что функция (19) при 
0 <;г<Го принимает максимальное значение, если Х = 1 , 
т. е. в рассматриваемом случае

т а х О [ /б ]  —  £>[/2] ,  0 < г ^ г о ,

а при Го< / " < 1  максимальное значение этой функции отме
чается, если Х =  Х(г)-<1 есть величина (9). Подсчитывая 
при этом X значение Д[/е] по (19), будем иметь

maxO|/,i] 2(1 -I г')2)3

г ( 1  - г - ) ( г +  Уг^ +  4(1 +г^У)
Г о < Г <  1.

(20)
Мы убедимся, что это значение является наибольшим для 

^[/('■)1- Тем самым доказано неравенство (4), следующее из 
оценки D[/(r) ] ^тах£)[/б] (см. (2 0 )), со знаком равенства 
для функции (8 ) с X, определяемым равенством (9).

Мы доказали, что
^[/i] < ^ [Ь ] при 0<г^Ло; (21)

D[fi] =  1п1п Д [/б ]< Д [/2]<тахД[^б]  (2 2 )
при Г о < Г <  1.
Остается для завершения доказательства теоремы рассмот
реть функции [к(г), к =  3, 4, 5.

Для функции /3 (2 ) имеем (см. (13), (10))
1 — г*

о  I/.I =  . . . (23)
/*-4- (1 - 2/ 2Г + Г ' ) *

18



где — Ясно,  что если в (23) взять /2 =  — 1 и /2 = 1 , 
то получатся соответственно значения (17) н (18) произ
водной D[f ( r ) ] .  Из (23), (17), (18) непосредственно сле
дует, что при 0 < г < 1 , — 1 < / 2 < 1

D[f , ]<D[h]<D[h] .  (24)
Отсюда заключаем, что функция /3(2) не экстремальна.

Предположим, что функция /4 (2 ) экстремальна. Пусть 
(6 )={ 0 < Л 2 < ; 1 , — 1 <;т2-< 1 } — область изменения парамет
ров в формуле (14). Из (11), (12), (13), (16), (14) видим, 
что на сторонах Т2 =  — 1 , А.г = 0  прямоугольника (б) /4(2) = 
= /1(2), на стороне А,2 = 1  этого прямоугольника /4(2) =/3(2), 
на стороне Т2 = 1  /4(2) —fe{z), а в точке ^2 = 1  Т2 = 1 , /4(2) = 
= /2(2). Для функций /1(2), /2(2), /з(2), /б(2) мы нашли 
экстремальные значения величины ( 1 0 ) и установили соот
ношения (21), (22), (24), т. е. нам извеетш)! уже экстре
мальные значения функции ^ [ / 4] на границе прямоуголь
ника (б), так что допущенные неравенства

min/3 [/'4] <Df / i J ,  maxD[h] > /> [/2] при 0<г<Го,
miiiD[/’4j <Z )[/i], maxD[f4] > тах Д [/б 1 при Г о < г < 1

(или одно из них) могут выполняться лишь во внутренних 
точках области (б). Но в этих точках функция Д[Д] не 
имеет экстремумов. Это будет означать, что функцчя /4(2) 
не экстремальна.

В самом деле, используя (формулы (14), (10), ’ "" одим

•j— {(I — f')* +  "̂ 11 T  /■■ +  г (2^2 +  2 X0X3 — 2)J"} =  1 -f- Зг'-*-f-

+  r ' +  (2r +  2 r ‘) (2>2 +  2 X0X0 -  2) +  ( -  4)0  ̂ 4>ox2 +  3).
Полагая в этом равенстве

« - 2 ( 1  - Х о ) - 1 ;
■и =  2Х., (1 -f хз), 

приведем его к виду

2Ш
\ — г'

(23)

• { ( 1 г'‘У i- г’ [ ( 1  — г)''* +  rv\-} — — r'^uv +  (2 г — г

! 2г')г^ +  ( 1 - г ' ) .  (23)
Обозначим через (А) открытый треугольник, ограничен

ный в плоскости (и, v) отрезками у = 0, —1 :^ « ^ 3 ; «-fy =  3, 
—1 ^ « ^ 3 ;  и = — 1, 0 ^ у ^ 4 .  Нетрудно проверить, что при
2*. 19



помощи формул (25) прямоугольник (fi) взаимно однознач
но отображается на треугольник (А), так что внутренним 
точкам области (fi) соответствуют внутренние точки области 
(А). Если теперь р(Л2, тг) — внутренняя точка области (6 ), 
в которой функция £>[/4] имеет экстремум, то в этой точке

=  (27)
д'/-2

Пусть точке р(А2, тг) по формулам (25) соответствует 
точка М(и,  и) е  (А). После перехода к переменным (и, v) 
по (25) равенства (27) примут вид

^ ^ -L ^ 2 '(1 -I тг) =  0; -  2 . 4 - I 2л, =  0.
dv dll dv

Так как p(^2, тг) — внутренняя точка области (6 ), то отсю
да имеем dD[fi]/du = 0 во внутренней точке М(и, v) об
ласти (А). В силу этого по (26) находим

- ( 1  -г*)гЧ<
( 1 _ г '0 * +  гМ ( 1  -  г)» -Ь rv\

=  0.

Отсюда у = 0, что невозможно, так как точка М(и, v) 
лежит в треугольнике (А) и, следовательно, 0 < у < 4 .  По
лученное противоречие означает, что функция /4 (2 ) не 
экстремальна.

Рассмотрим функцию /5 (2 ) (см. (15)). Допустим, что она 
экстремальна. Обозначим через (е) область изменения па
раметров в формуле (15):

(е) =  {— 1 < Т 2 < 1 ,  0 < Х 2 < 1 ) .
Из (11), (12), (13), (16), (15) видим, что на сторонах 

Т2 = 1  и ^2 = 0  прямоугольника (е) /5 (2 ) = / 2 (2 ), на стороне 
Т2 =  — 1 этого прямоугольника f5(z)=fe{z) (при Я2 = 1 —А-), 
на стороне Я2 = 1  /5 (2 ) = / 3 (2 ), а в точке Тг =  —1 Я2 = 1  /5 (2 ) = 
=  / 1 (2 ). Для функций fi{z), U{z), fziz), fe(z) мы нашли 
экстремальные значения величины ( 1 0 ) и установили соот
ношения (21), (22), (24), т. е. нам известны уже экстре
мальные значения функции Z)[f5] на границе прямоугольни
ка (е), так что допущенные неравенства

minD[/5] < D [/i] , maxD[f5] > D [ / 2] при 0 < г< л о , 
minD[/5] <D[ f i ] ,  maxZ)[f5]>m axD[fe] при Г о< г < 1  

(или одно из них) могут выполняться лишь во внутренних 
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точках области (е). Но в таких точках области (е) функ
ция D[fi] не имеет экстремумов. Это будет означать, что 
функция/5 (2 ) не экстремальна.

Действительно, используя формулы (15), (10), находим

гМ1 : г= -| г ( - 2/,., 1 2h,x, +  2)Y} =
1

: 1 г Зг= г* 1 (2г 2г ')(-2 Х .,- |-2 а,т,,-1-2) t гМ -4Х ,,+  
- н а д  +  3). '

Полагая в этом равенстве
м = 2 ( 1  [-' ' •>)— /23) 
г) =  2Х .,(1-т,). )

приведем его к виду
_ r 2)̂  -i г* 1 ( 1  г у  -  rvY) = -  r^uv -  (2г-\ -г--г

1 — г*
-1 2г')'Ц - (1 ! Г)\  (29)

Обозначим через (А) открытый треугольник, ограниченный 
в плоскости (и, о) отрезками: ц = 0, —1 ^ ц ^ 3 ;  и+и =  3,
—1 ^ « ^ 3 ;  и — — 1, 0 ^ у ^ 4 .  Легко видеть, что при помо
щи формул (29) прямоугольник (1в) взаимно однозначно ото
бражается на треугольник (Л), так что внутренним 
точкам области (е) соответствуют внутренние точки облас
ти (А). Если теперь v (t2, Х2 ) — внутренняя точка области 
(е), в которой функция Д [/б] имеет экстремум, то в этой 
точке

дх, ’ dĥ
Пусть точке v(t2, Х2) по формулам (28) соответствует 

точка М{и, и )е '(Л ). После перехода к переменным (м, v) по 
(28) равенства (30) примут вид

2  \ h \ , _  2 >„ =  0 ; 2  ( 1  — Т;;) =  0 .
да dv ' dv

Так как v (t2, Х2) — внутренняя точка области (е), то 
отсюда будем иметь дО[1ь\1ди — 0 во внутренней точке 
Л1(м, и) области (А)

В силу этого по (29) находим 
- О  - г ^ ) г Ч

=  0. (30)

(1 -г2)*-1 /-»|(1 -I r y - r v y
=  0.
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Отсюда у = 0, что 11евозмож1ю, так как точка М(и, v) лежит 
в треугольнике (А) и, следовательно, 0 с ;у < 4 . Полученное 
противоречие означает, что функция /5(2) не экстремальна. 
Теорема доказана.
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ГРАНИЧНОЕ ПОВЕДЕНИЕ 6-КВАЗИИ301У\ЕТРИЧЕСКИХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ

А. П. Кармазин

1. В в е д е н и е

Введем следующие обозначения: — евклидово прост
ранство размерности п ' ^ 2  с метрикой d(x, у) \ для множест
ва Лс=0 d(A ) — евклидов диаметр Л, Л — замыкание Л в 
R’\  дЛ — евклидова граница множества Л; /?"(х, r )={y^R" ,  
d{x, y)<ir] — шар в /?" с центром в точке x ^ R ^  радиуса 
г > 0 ,  г)==дВ^(х, г).

В области DczR^ введем в рассмотрение следующие две 
относительные метрики: р/>(х, у), равную точной нижней 
грани длин кривых, соединяющих точки х, у е О  но области 
D (см. [ 1 ]) и f)i)(x, у), равную точной нижней грани евкли
довых диаметров связных множеств из D, содержащих точ
ки X, y ^ D  (огносителыюе расстояние Мазуркевича [2, т. 2, 
с. 225]).

Через Си(Л) будем обозначать диаметр множества AezD 
в метрике бл(Л)=^(Л) ,  если множество AezD связно. 
Для точек X, y ^ D  всегда d{x, y)^f>n(x, у ) ^ у п ( х ,  у).

Гомеоморфизм f : D-^D'  областей D, D'czR'^ назовем 
б-квазиизометрней, если метрика fi/j квазиинвариантиа при 
отображении f : 3 / Ce [ l ,  оо] такое, что для любых точек
X, y ^ D

y)^f>i,Af(x),  f ( y ) X K b i A x ,  у).
A

Гомеоморфизм / назовем ()-квазиизометрней, если при ото
бражении / квазиинвариантиа метрика (>п.

В работе fl] показано, что класс ()-квазнизомстрий на 
области D совпадает с классом локально билишннцевых 
отображений на D. Легко видеть, что б-квазиизометрия ло
кально билипншцева н, следовательно, является р-квазии- 
зомстрией.

Граничное поведение ()-квазиизометрий подробно изуча
лось в работах [3]—[6 ] Некоторые вопросы граничного
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поведения fi-квазиизометрин рассматривались в работах 
Т. Г. Латфуллииа [7, 8 ]. Конечно, все результаты о гранич
ном поведении р-квазиизометрий справедливы и для 6 -ква- 
зиизометрий. Однако метрика fin не квазиинвариантна при 
()-квазнизометриях, и, кроме того, геометрия области, опи
сываемая с помощью метрики fin, отличается от геометрии 
области, описываемой метрикой рд. Отсюда возникает необ
ходимость в специальном изучении граничного поведения 
fi-квазиизометрин.

Основная методика исследования основана на нахожде
нии понятий и величии, сохраняющихся или квазиинвариант- 
иых при fi-квазиизометриях и описывающих некоторым об
разом геометрию области. Это, например, метрики fin и рп, 
такие понятия, как связность, достижимость граничной точ
ки области, простой конец и т. д.

Основной результат работы — построение теории простых 
концов пространственных областей при помощи свойств, 
сохраняющихся при fi-квазиизометриях. Введенные нами 
простые концы пространственной области совпадают с прос
тыми концами, которые рассматривал ранее И. С. Овчинни
ков в работах ("9, 10]. Попутно мы изучаем вопросы о 
геометрии областей, гомеоморфных шару.

Все области и соответственно отображения этих областей, 
рассматриваемые в работе, предполагаются ограниченными.

2. П о п о л н е н и е  о б л а с т и  но м е т р и к е  fin, 
п р о д о л ж е н и е  fi-к в а з и и з о м е т р и й на 

е в к л и д о в ы  з а м ы к а н и я  о б л а с т е й

Пусть D c/?" есть область. Путем в D называется непре
рывное отображение L:A-^D,  где А есть интервал из 7?'; у 
нас обычно будет А = [0 , 1). Путь L •. А-^Г) жордлнов, если 
отображение L гомеоморфно. Обычным образом [II] опре
деляется длина пути; обозначаем ее через /(/-). Если 
/ ( L ) < o o ,  путь L называется спрямляемым.

Обозначим через D пополнение области D по метрике fin. 
Пусть f •. D-^D'  — fi-квазиизометрия. Отображение f билип- 
пшцево относительно метрик fin, бл̂ - Из анализа известно, 
что тогда f всегда продолжается до гомеоморфизма 
f  Отсюда возникает вопрос о строении множе
ства /}.

2.1. Л е м м а .  Последовательность точек {xm}^D фунда
ментальна по метрике fin тогда и только тогда, когда она
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лежит па некотором пути L:fO, !)-►/), оканчивающемся в 
точке из D.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {хт} фундаментальна по До 
и Г) есть элемент D, представителем которого является по
следовательность {Хт}. Последовательность {лг̂ } фундамен
тальна по метрике d и, следовательно, сходится к некоторой 
точке b^D.

Имеем: е,„ =  8о(дг,„, >-0 при /га—>оо в̂ силу усло
вия Коши. Тогда найд.тся ломаная Кп{х,„, Xm+i)czD та-

00

кая, что =  d { K j  < 2 г,„. Кривая /< =  U  K„( Z D  со-
Ш —1

держит н оканчивается в точке Ь. Действительно,
d (/(„.)->О при га/—>оо II К.„ -* Ь при т-*-оо. Пусть L,„{t) ^

— 1 —*/С,„ есть гомеоморфизм такой, что /^ Х

X

€

2»1-1 
1

2Ш-1
1

2 т-1 — j .  Такой гомеоморфизм, кусочно-линейный,

легко построить. (Заметим, что ломаную К,„{х,^, Xm+i) 
всегда можно выбрать без точек самопересечения). Тогда

9П1-1 ’ ‘)ш1 (0 :10 ,1)->л:, МО —  /М (0

есть требуемый непрерывный путь, содержащий [Хт), ле
жащий в D и оканчивающийся в точке b^D.

Обратное утверждение леммы легко доказтлвается пе- 
посредствеппо.

.Следствием леммы 2.1 является следующее утверждение.
2.2. Т е о р е м а  (см. также [7]). Пополнение D области 

D по метрике Дл присоединяет к D все точки дП, достижи
мые некоторым путем из D.

Заметим, что «носителем» элемента из D \ D  всегда явля
ется точка на 0D. При этом одна и та же точка дО может 
быть «носителем» нескольких, и даже континуума элемен
тов из D.

2.3. О п р е д е л е н и е .  Пусть D есть область в /?", « ^ 2  
и точка b^dD.  Говорим, что область D в точке Ь:

1 ) локально связна, если точка Ь имеет произвольно ма
лые окрестности U такие, что Uf\D связно;
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2 ) конечно связна, если точка h имеет произвольно ма
лые окрестности U, для которых U[\D состоит из конечного 
числа компонент;

3) достижима, если существует путь L r D, оканчиваю
щийся в точке h\

4) сильно достижима, если для любой последовательнос
ти точек {Xm}c:D, Хт-^Ь при т-»-оо, Л путь L: [О, 
оканчивающийся в точке Ь и содержащий нодноследователь- 
пость из {л:„|};

5) /?-достижима, если для любой последовательности 
точек {x„,}c:D, сходящейся к Ь, Я спрямляемый путь 
/.: [О, 1)->D, содержащий подпоследовательность из {хт} и 
оканчивающийся в точке Ь;

6 ) й-гладка, ссш J)d{E, Г)=0,  V связные множества 
Е, FezD такие, что h^E[]F\

7) б-связна, если существуют произвольно малые окре
стности и  точки Ь и число ^ .е [ 1 , оо) такие, что Uf]D связно 
и для любых точек х, y^Uf\D-,

й/,(х, y)r^Xd(x,  у)\
8 ) D обладает одним из перечисленных выше свойств на 

границе, если это свойство выполнено для каждой точки дО.
Свойства 1 и 2 рассмотрены в работах [ 1 1  —13], свойст

во 4 — в [13 II 14]. Известно, что свойства 1, 2, 3, 4 являются 
топологическими ннварнантамн [11, 17.8]. Нетрудно по
казать, что свойства 5, 6  инвариантны при 6 -квазиизомет- 
рнях замкнутых областей.

2.4. П р е д л о ж е н и е .  Область D конечно связна на 
границе тогда и только тогда, когда она сильно достижима 
на границе.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) В силу [14, 3.10] условие ко
нечной связности D и точке Ь влечет сильную достижимость 
D в точке Ь.

2) Предположим, что область О сильно достижима в 
точке h^dD.  Пусть 11 есть окрестность точки й, (Xm}cD 
и Хт-*Ь при т->оо. По условию существует путь 

: [0 , 1 )-»-Ь, содержащий подпоследовательность нз {Хт} 
и оканчивающийся в точке Ь. Тогда найдется /о^[0, 1) та
кое, что /.[/о, \)ciU.  Обозначим через До компоненту U{\D, 
содержащую связное множество L[/q, !)• Множество До 
содержит подпоследовательность из (Хт), лежащую на 
L[to, 1), и мы находимся в условиях теоремы 17.7(3) из 
[11]. Следовательно, область D конечно связна в точке Ь.
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2  5. Т е о р е м а .  D = T) тогда и только тогда, когда об
ласть D локально связна на границе.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Предположим, что D локально 
связна на границе. Покажем, что последовательности Коши 
в евклидовой метрике и в метрике совпадают в D. Отсю
да и будет следовать утверждение теоремы.

Пусть последовательность точек {л:т}с:Д фундаменталь
на по метрике d. Тогда {х„,} сходится к некоторой точ- 
l e b ^ D  при т^оо.  Если точка то d(Xm, Ь)={)в(Хт, Ь)
при всех достаточно больших т и {Хщ} фундаментальна 
по d II по Ьп одновременно.

Предположим, что Ь^дО.  По условию найдется после
довательность окрестностей {Un) точки Ь такая, что Uk<^Uk4 , 

к=\ ,  2, ..., и^ПГ) связно и г/({7к) =Ек->0, к-^оо. При этом 
для каждого кЯш(к:) такое, что все Хт^УкОО, если 
т'^т(к) .  Отсюда для точек хи xj^Ut,,  i, j ' ^m(K)  будем 
иметь, что bn(Xi, х , ) ^ 2 ек, отсюда последовательность {Хт} 
фундаментальна 1Ю метрике (>п-

2) Пусть Л = Г). Покажем, что область D локально связ
на на границе. Выберем точку Ь&Ю. Точка Ь индуцирует 
граничный элемент Т>^П, и любая последовательность точек 
{Xm)ciD, Хт-^Ь при ш->-оо, фундамептальна в метрике bj, и 
является представителем Ь. В силу 2 . 1  найдется путь L в D, 
содержащий {х,„} и окапчиваюшинея в точке Ь. Следова
тельно, область D сильно достижима в точке а поэтому 
н конечно связна в этой точке (см. 2.4).

Выберем связные множества /-'i, /*'2CzD такие, что 
6 e K ,n /’V, и пусть [x,n}czFu {у„,)с:р2 и Хт, Ут->Ь при т-^оо. 
Тогда {Хт}, {Ут}^ь И, СЛеДОВаТСЛЫЮ, hi)(x,n, Ут)-*0 при 
т-^оо. Отсюда 6 n(Ei, f 2 ) = 0  и область D б-гладка в точ
ке Ь. Утверждение теоремы тогда следует из следующего 
результата.

2.6. П р е д л о ж е н и е .  Предположим, что область D 
б-гладка и конечно связна в точке Ь&Ю. Тогда она локаль
но связна в точке Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  /(опустим, что D не является ло
кально связной в точке Ь Так как /) конечно связна в 
точке Ь, то в силу 1 1 1  (3) из [ 1 2 | существует окрестность

и  точки Ь такая, что U {\0 = У] к > 2 ,  Ь(;дЕ„, и Е,„

локально связно в точке Ь,
т=1
т = 1.....  к. Пусть d — d( l \

27



dU). Выберем компоненты E^, £а из совокупности множеств 
{Е^, о т = 1 ,..., к}. Существуют связные множества С

j  . ^ 2  CZ -^1 такие, что

за Fi можно взять одну из компонент £'(П S" j  f =

=  1, 2, содержащую в своем замыкании точку 6 | .  Тогда

8 о ( ^ .  F \ ) >2 d \ ^B ' ' \ ^ b , ^y  < ? i / j = d > 0 ,

вопреки тому, что область D б-гладка в точке Ь. Утвержде
ние 2.6, а с ним и часть 2 теоремы 2.5 доказаны.

2.7. З а м е ч а н и е .  Можно показать, что условие ло
кальной связности области D в точке b ^ dD  эквивалентно 
каждому из следующих условий:

а) V{Xm}, {г/т}<=7), Хт, Ут-^Ь  ПрИ т -> 00, бо(лГт, «/т)->0 
при т-*~оо\

б) У {Х т ] ,  (У т ) '^ 0 ,  Хщ, Ут-^Ь  ПрИ Ш->00, Я ПуТЬ L В D, 
содержащий подпоследовательности из {хт}, {Ут} и оканчи
вающийся в точке Ь.

2.8. Т е о р е м а .  D компактно тогда и только тогда, когда 
область D конечно связна на границе.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Предположим, что D компакт
но. Пусть точка b^dD, { x^ } c iD  и х„ -*Ь  при т-*ос.  В 
силу компактности, {х^} имеет подпоследовательность {Хт^, 
фундаментальную по 5д. Тогда (см. 2.1) {Хт^ лежит на не
котором пути L в D, оканчивающимся в точке Ь. Следова
тельно, область D сильно достижима в точке Ь и является 
конечно связной в этой точке в силу 2.4.

2) Пусть D конечно связна на границе. В силу 2.4 D 
сильно достижима на границе. Предположим, что последо
вательность {х„,}С/5 составлена из точек D, х^ — х„, т =
=  1,2.....Тогда либо существует подпоследовательность {XmJ
из {fm}. сходящаяся к точке из D ( в этом случае все до
казано), либо существует точка bi^dD,  предельная для 
{дс̂ }, Хт^-*Ь при к-*-оо. По условию существует путь L в 
D, содержащий подпоследовательность {х^ ^ } из {-<т̂ } и 
оканчивающийся в точке Ь. Следовательно, фунда
ментальна по метрике 8д н является представителем неко- 
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торого элемента fttD . Ясно, что }-^Ь  при s->-cv: в

пространстве D, и утверждение теоремы в этом случае до
казано.

Обозначим Г =  D \D , и пусть {х„,}сГ, —точки дО,
индуцированные элементами х„ (если {лг̂ } — представитель
Хт, то х “,п-^Ьп при 5 ->-оо). Можно предполэгать, не огра
ничивая общности, что -*■/;(;dD при /« —»-эо (множество
до  у нас ограничено). Пусть {л'т} — представитель х^.  Вы
берем по точке Ут(:{Хт), т = ] ,  2 ,..., такой, что

-^т) =  lim 8o(y„„ х%) ~̂  —  .
D s-*co т

Отсюда, Ут~-*Ь при т —>оо. По условию найдется путь 
L в D,  содержащий подпоследовательность {Ут^}С{Ут) и 
оканчивающийся в точке I). В силу 2.1 {у„ } фундамен

тальна по Зд и образует некоторый элемент 6 (:Г. При этом 

(fc, Хт ) ^ ^ ~ ( Ь ,  Ут )+ 8 ^ (У т , -----
D * D О 'П .

О, к- оо.

Следовательно, О компактно и теорема доказана.
2.9. П р е д л  о же н ц е .  Область D, локально связная в 

точке Ь^дО,  6 -гладка в этой точке. В частности, жордано- 
ва область всегда б-гладка на границе.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что множества Е, 
FezD связны и точка b^E[\F. В силу 17.6 из [И ] V шар 
В”{Ь, Em). em->0 при ГП-̂ ОО, 3  ОКрССТНОСТЬ Um ТОЧКИ Ь та
кая, что Em), И ЛЮбуЮ Пару точек из UmC\D
можно соединить связным множеством из гт)Г\0.
Очевидно, что Fm = Ff\Um, Ет = ЕС\Ут непусты при любом 
/ц= 1, 2, ... . Следовательно,

Ьп(Ет, Em)^d{B^{b,  Em))=2Em-^0, Ш-̂ ОО,
н Ьо{Е, F)=0.  Предложение доказано.

Очевидно, при 8-квазиизометрии f :D - * -D '  последова
тельность точек {x„}d.D,  фундаментальная по метрике 
Зд, переходит в последовательность точек {Хт=/(х„)}с:0' ,
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фу11ламент;1лы 1ую ио метрике 8д-. Этот факт мы заптием 
в следующем виде.

2 10. Л е м м а .  При б-квазиизометрии f : D-*-D' непре
рывный (жорданов) путь L : [0 , !)->/), оканчивающийся в 
граничной точке области D, переходит в такой же путь 
L' = f oL:[0,  оканчивающийся в точке дО'.

Применяя лемму 2 . 1 0 , легко доказать следующий ре
зультат.

2.11. Т е о р е м а .  Класс областей, сильно достижимых на 
границе, замкнут относительно б-квазиизометрий. Это же 
утверждение справедливо для областей, конечно связных 
на границе (см. 2.4).

Пусть f :D-^D'  — отображение и точка b^dD.  Предель
ным множеством С(/, Ь) отображения f в точке Ь называет
ся множество всех точек h ' ^ D '  таких, что Л последова
тельность точек {x,„}ciD такая, что Хт~^Ь и [{Хт)~^Ь' при 
т->-оо. Говорят, что / имеет предел в точке Ь, если 
С(1, Ь)=: {̂Ь'} состоит из единственной точки. Если AddD,  то

С ( / ,  Л ) =  и с ( / .  Ь).
ыл

2.12. П р е д л о ж е н и е .  Пусть область D локально связ
на в точке bddD.  Тогда б-квазиизометрия f : D-^D'  имеет 
предел в точке Ь.

Утверждение легко устанавливается от противного.
Следствием 2.12 является следующий результат.
2.13. Т е о р е м а .  Пусть область D локально связна на

границе и / :  D-^D'  есть б-квазиизомстрия. Для того, J^тoбы 
/ можно было продолжить до гомеоморфизма не
обходимо и достаточно, чтобы область D' также была локаль
но связной на границе. В частности, если области D, D' 
жордановы, / всегда продолжается до гомеоморфизма 
/  : D - ^ D ' .

Для случая Q-квазиизометрий последнее утверждение из 
2.13 неверно (см. [4]).

Отображение f : A ^ B  замкнутых множеств А, В из R" 
назовем липшицевым в А, если V точка лее Л, Я окрест
ность и  точки X и число К е  [1, оо) такие, что для любых 
точек и, V ^  и  [\А

f{v))  <  Kd(u, v).
2.14. Т е о р е м а .  Пусть D б-связна на границе и f : D-^ 

->£)' есть б-квазиизометрия. Отображение / продолжается
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до бидитиицева (лппшпцеиа в обе стороны) гомеоморфизма 
]: D-^D'  тогда и только тогда, когда область D' также 
6-связиа на границе.

Схема доказательства точно такая же, как и в теореме 3 
работы [3].

В случае, когда одна из областей есть шар либо конечно 
связна в граничной точке, результаты о граничном поведе
нии 6 -квазиизометрий и у-квазиизомстрий совпадают (см. 
теоремы 1, 2, 3, 5 из [4]).

3. П р о с т ы е  концы:  о п р е д е л е н и я ,  п р е д в а р и 
т е л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы

Дадим определение простого конца пространственной об
ласти, следуя в основном работе И. С. Овчинникова [9J и 
используя некоторые положения работы Р. Пякки [15].

3.1. С е ч е н и я ,  цени,  п р о с т ы е  к о н цы.  Сечением q 
области D назовем всякое связное замкнутое относительно 
D подмножество D такое, что D \ q  состоит из двух ком
понент, причем если д[]дОФ 0 . то граница каждой ком
поненты D \ q  пересекается с dD. Последовательность {q^} 
сечений D назовем цепью, если для \ т  q,  ̂ отделяет q,n-\
и 9 , „ + 1  в D, Зп(^„„ ^,„+i) > 0  и {q,^qm)V\dD либо не пус
ты, либо пусты сразу для всех т. Пусть d,„ есть компо
нента D\q„i,  содержащая q,nv\- Последовательность rf, D  
ID  ..-ZD  d „ Z D ...  подобластей из D  называется цепью подоб
ластей из D. соответствующей цени {̂ ,„}. Множес1 во l[q^) =

СО

= /(df„) — ^ d „  образует носитель цепи [q^]. Носитель
т —1

есть всегда точка либо континуум.
Цепь {q„̂ } входит в подобласть H d l ) ,  если такое, 

что при всех т ’̂ гпе  dJZZH.  Цепь {q^} входит в цепь 
если \q^} входит в каждую подобласть g^, соответствую
щую р^. Две цепи эквива'ентны, если каждая входит в 
другую. Всякий класс эквивалентных цепей назовем кон
цом области D.

Конец Р входит в подобласть Н cz D, если найдётся цепь 
из Р, входящая в //. Конец Р\ делит конец Pq, если Pi вхо
дит в каждую подобласть некоторой цепи подобластей из 
Рг- Конец Р области D, не имеющий отличных от себя де
лителей, назовём простым концом области D. Цепь, нринад- 
дежащую простому концу, назовем простой цепью в D. По-
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ситель 1 (Р) простого конца Р, есть общин носитель любой 
цени {qm}^P.

Понятие простого конца дано так, что внутренние точки 
области можно отождествить с простыми концами. Ниже 
простой конец всюду предполагается отличным от внутренней 
точки области D, и его носитель лежит па dD.

Данное выше определение дословно совпадает с опреде
лением простого конца из [6 ], с заменой здесь метрики qd 
на метрику бд. Соответственно мы будем говорить о простых 
у-концах и б-концах. Простые б-концы отличаются от про
стых у-концов из [6 ]. Существует пример жордаповой обла
сти D CZ имеющей «пик», «острие» b ^ d D  которого явля
ется носителем единственного простого б-конца и одновре
менно континуума простых у-концов области D.

3.2. С х о д и м о с т ь  к п р о с т о м у  к о нцу ,  г л а в н ы е  
т о ч к и, г л а в п ы е пути.  Говорим, что последовательность 
точек {д:т}с:£) сходится к простому концу Р области D, 
если V цепь {̂ к} е  Р и помер к, '3.N (к) такое, что Хт^с1к 
при всех m ' ^ N { K ) .  Пусть точка b e l ( P ) .  Будем писать

р
Хт-^Ь, если {лгт} СХОДИТСЯ к б и Р одновременно. Точку Ь 
назовем главной точкой Р, если существует цепь {̂ к} е  Р, 

при /с->оо, сходящаяся к точке Ь. Множество 
главных точек Р обозначим через П(Р). Точки из /(Р ) , П(Р) 
называем дополнительными (или смежными) точками Р.

Пусть L :[0,1)-^D  сходится к Р, если V цепь 
и номер к, Я /к е [0 , 1 ) такое, что при всех
Тогда предельное множество C{L, l)cz/(P ). Если C{L, 1) =  
=  П(Р), то пусть L называется главным путем Р; при этом 
П (Р) связно. Простой конец Р назовем достижимым (Р-до- 
стижимым), если существует непрерывный (спрямляемый) 
путь L в D, сходящийся к Р и оканчивающийся в точке 
Ь^1{Р) ‘, точка Ь соответственно называется достижимой 
(Р-достижимой) относительно Р.

В отличие от плоского случая (см. [16, гл. 9]) простой 
конец пространственной области может не иметь главных 
точек или иметь главные точки, по не иметь главных путей.

Многие результаты о простых у-копцах из [6 ] справедли
вы и для простых б-копцов, схемы доказательств этих ре
зультатов почти полностью переносятся на случай простых 
б-копцов, нужны только необходимые изменения. Мы всюду 
в этих случаях будем делать ссылку на соответствующий 
результат из [6 ].
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регулярная цепь 
Простой конец Р

Дадим один достаточный признак того, что цепь являет
ся простой. Цепь {̂ „} области D назовем регулярной, если 
6 d(9 k) -"О при к-^оо.

3.3. Л е м м а .  Любая регулярная цепь области D являет
ся простой цепью в D.

См. лемму 2.6 из [6 ], ср. также с леммой 1 из [9].
Введем в рассмотрение некоторые типы простых концов, 

используя понятия, сохраняющиеся при 6 -квазиизометриях.
3.4. О п р е д е л е н и е .  Пусть Р есть простой конец обла

сти D и П(Р) =7̂ 0 . Точку Ь ^ П ( Р )  назовем регулярной
р

точкой Р, если V{Xm}crD, Хт^Ь,  3 
{qm}^P  такая, что Xm^Qm, т = \ ,  2 , ... . 
назовем:

1 ) регулярным, если все его главные точки регулярны;
2 ) нормальным, если существует хотя бы одна регуляр

ная цепь, принадлежащая Р.
3.5. Т е о р е м а .  Нормальный простой конец Р области D, 

носитель которого содержит хотя бы одну точку, достижимую 
относительно Р, имеет только одну главную точку. Более 
того, носитель нормального простого конца Р области D 
обладает не более одной точкой, достижимой относительно Р, 
и если такая точка существует, то она является единственной 
главной точкой Р.

См.: теорему 3.2. из [6 ]. Теорема 3.5 является аналогом 
теоремы 9.7 из [ 16].

3.6. Т е о р е м а .  Предположим, что Р есть нормальный 
простой конец области D. Носитель Р состоит из единствен
ной точки тогда и только тогда, когда для любой регулярной 
цепи {(/к) е  Р бо(с?к) - » - 0  при к ^ о о ,  где {с1к} — цепь под
областей из D, с9 отвстствующая {̂ „}. Кроме того, нормаль
ный простой конец Р области D, носитель которого состоит 
из единственной точки, всегда достижим из D и регулярен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Предположим, что J (Р) = {Ь} 
состоит из единственной точки. П уаь цепь Регу
лярна, — соответствующая ей цепь подоблаоей из D.

00

По условию f  (Р) = f ] d ^  = {Ь}, b f d D  и, следовательно,
к =  1

d ^ - * b  п р и  к ^ о о .  Отсюда 8^ (rf^) =  d >-0 при к->оо.
Покажем, чго если {/?„} —любая другая цепь, принад

лежащая Р, то она регулярна. Действительно, {р„} входит
в d, ,̂ =  1, 2.....  Отсюда "Rxi {к) такое, что PmC.d^,
т>-т{к).  Следовательно,
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(Ли) =  d iPm) ~^D (d^) = ОТ >  m (/c),
где £ „ - ^ 0  при к->оо.

2) Предположим, что цепь {^к}еР  регулярна и 6 i)(d„) = 
= d(dn) -^0  при к-^оо.  В силу компактности множества D 
в Р" (область D у нас ограничена) последовательность мно-

00

жеств сходится к некоторой точке b^dD,  и /(Р ) =  П Зк=
К= 1

= {Ь} состоит из единственной точки.
Покажем, что простой конец Р достижим. Выберем по

точке Xn^dfi, к =  1, 2.......  Так как бв(^к)-^'0 при к-*~оо,
и все Хт е  при т ' ^  к, то отсюда следует, что последова
тельность {Хт} фундаментальна по метрике бд. При этом

р
Хт~^ Ь ^  6D, где {й} =  /(Р ). В -силу леммы 2.1 найдется 
путь L : [О, 1)->-Р, содержащий {Хт} и оканчивающийся 
в точке Ь. Ясно, что путь L сходится к Р и простой конец Р 
достижим.

Покажем теперь, что Р  регулярен. Пусть {х„} сходится
р

к Р при от—»оо. Тогда х^-*Ь,  т-*-оо. Пусть 6 Р — не
которая простая цепь. Как было показано выше, цепь {q^} 
регулярна, q^-*b w d(d^)  -> О, к -*  ос. Кроме того, после
довательность {х„) фундаментальна по 3/, и существует 
путь Z.: [0,1)-*-D, сходящийся к Р, оканчивающийся в точ
ке Ь и содержащий Точно так же, как при доказа
тельстве теоремы 3.4 из |С|, строится регулярная цепь {Ps\fP 
такая, что s =  1, 2,.... Следовательно, Р  регулярен
и теорема доказана.

Следующий результат является следствием леммы 2 . 1 .
3.7. Л е м м а .  Простой конец Р области D достижим из 

D тогда и только тогда, когда найдется последовательность 
{дГт} CZ D, сходящаяся к Р и фундаментальная по метри
ке бп-

Следующая лемма доказывается при помощи рассужде
ний, приведенных при доказательстве предложения 2.4 
из [5].

3.8. Л е м м а .  Предположим, что носитель простого кон
ца Р области D содержит точку Ь, для которой выполнено

р
условие (*) У{д:т}, {г/т} сг D, Хт, Ут-^Ь, 6о(Хт, Ут)->~0,
от-»-оо. Тогда Р достижим из D и точка Ь достижима отно
сительно Р.
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3.9. Т е о р е м а .  Регулярный простой конец Р области D 
достижим тогда и только тогда, когда П(Р) состоит из един
ственной точки, II (Р) = {Ь}, и в точке Ь выполнено условие 
(>1<) из 3.8.

См. 3.4 из [6 ]. При доказательстве используются теоре
ма 3.5 и лемма 3.8.

Пусть Р есть простой конец области D, Fc zD  — связное 
множество. Говорим, что F сходится к Р, если V цепь 
{qm} ^  Р, ЗЛ̂  такое, что Ff\qm Ф  0  при всех т ' ^  N.

Следующее свойство нормальных простых концов триви
ально.

3.10. П р е д л о ж е н и е .  Пусть Р есть нормальный про
стой конец области D и Е, F — связные множества из D, 
сходящиеся к Р. Тогда 6 d(£, F) =  0.

Легко видеть, что простой конец Р области D, носитель 
которого содержит не менее двух точек, достижимых отно
сительно Р из D, не является нормальным. Однако имеет 
место следующий результат.

Введем предварительно следующее обозначение: пусть 
Vd (x , d) =  { y ^ D ,  6d {x , у ) <  a} есть бв-шар ъ D с центром 
в точке X радиуса а. Легко видеть, что Уг)(х, а) есть связное 
множество в D, и Vi>(x, а) =В"{х,  а), если Р"(дг, а) с= D. 
Для множества Л си D Ут>{А, а) = \ J V d (x , а) и множество 
Ув{Л, а) связно, если связно А.

3.11. Т е о р е м а .  Если область D гомеоморфна тару, то 
любой путь L : D [0 , 1 ) ->-Z), оканчивающийся в точ:сс h(^dD,  
определяет нормальный простой конец Р области D, для 
которого П(Р) = {Ь} и L есть главный путь Р. В частности, 
любой достижимый простой конец области D нормален.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим, что при доказательстве 
соответствующего результата 3.6 из [6 ] нами допущены 
некоторые неточ1юсти, которые мы здесь исправим.

Пусть нам задан путь L : [0,1)-»-Z), оканчивающийся 
в точке Ь ^ д О .  Обозначим = Ed(L[/, 1), 1—0- Множе
ство Vt связно в D и Г / го У " , если V <  i". Зафиксируем 
континуум / l c : D \ L [ 0,l) такой, что ( / ( Л ) > 0, d{A, дО)>0,  
и пусть точка а е Л .  Так как d{L[t, 1))->-0, L(t)->-b,
/->-1 , то найдется т о е  [0 , 1 ) такое, что при любом / е  [то, 1 ) 

не содержит множества Л. Тогда множество дг>У1 = 
= П отделяет точку а и множество L[t, 1) в D.
По теореме 1 из [2, т. 2, с. 436] всякое доУ(, t ^  то содержит 
замкнутое в D связное множество qt, которое разделяет точ
ку а и L[t, 1 ).
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I lyCTb Ti =  To + 1 — i:n
, И выберем Л, t\, <  /, <  ^,'<т,.

Из совокупносги множеств {qt, в силу теоремы 4
из [2, т. 2, с. 168| всегда можно выбрать множес1ВО о, =  
= |̂Ь разделяющее D точно на две подобласти.
Через G, обозначим компоненту D \ a ^ ,  содержащую L [X,, 
!)• Другая компонента / 5 \ о ,  содержит точку а.

1 ' X
Для Т2 =  Т, -1---- , т, <  ^2 <  ''i <  ■ '2 найдется о, =  дк,,

^2 G[^2. разделяющая D на две подобласти, одна из 
которых, Gj, содержит L [Xj, 1 ), а другая — точку а.

Продолжая построение, мы получим последовательность 
областей {G«} из D таких, что либо G„ с: G^+i, либо Gr+i с: 
аСк,  к =  1, 2, ... . При этом Ок— (Ь0к, и все G« не содержат 
множество А. Так как

d К )  =  йлК ) <  8о (daV,J  <  cf(L [X,, 1)) +  3 (1 -Х Д . 
и X ^ ^ l при /с—>0 0 , то d(o^)->0 при а: —>оо. Мы находим
ся в условиях леммы 3.12 (см. ниже). Тогда из {ОД мож
но выделить подпоследовательность вложенных облас;ей 
{G,J,  т = 1 ,  2..... G .,:d G«,Z)...G,^ID.... Так как

80 ^  ^ К т  +  1 ^  ^«т+1 ~  ^  ~   ̂ ^  
ТО {°к^} образует регулярную цепь сечений области D u b  
силу 3.3 определяет некоторый нормальный простой конец 
Р  области D. При этом ясно, что L сходится к Я и, сле
довательно, Р достижим. Кроме того, И (Р) = {д} в силу 
теоремы 3.5. Теорема доказана.

Доказательство следующей леммы, использованной выще, 
почти дословно повторяет доказательство леммы 3 из [10] 
(с необходимыми изменениями), 3.12 уточняет эту лемму.

3.12. Л е м м а .  Пусть в ограниченной области D c/?" за
дана последовательность подобластей (Gx), /с= 1 , 2 ......  при
чем либо G„ CZ Gk+1, либо G„+i с  Gx, /с= 1, 2, .... Если для 
областей Gxd(c>DGx)-> 0 , к->оо, и найдется континуум 
Л с= D такой, что d{A) >  О, d{A, дО) > 0  и Л П Gx =  0 , 
/с = 1 , 2 , ..., то из (Gx) можно выбрать подпоследовательность 
{^х„,}, т = \ ,  2 , ..., вложенных подобластей Gx,=)Gx, =>...=) 
=)Gx _ =)...
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4. К л а с с и ф и к а ц и я  п р о с т ы х  к о п ц о и

По К. Каратеодори [17] множество простых концов 
плоской одпосвязной области разбивается на четыре типа. 
В основе этой классификации лежит вопрос о том, каковы 
носитель простого конца и множество его главных точек. 
В случае нрострапствеппой области вопрос о классификации 
простых концов оказывается более сложным. Во-первых 
(и это основное), нужно учитывать, какой класс отображений 
изучается (простые концы определяются при помощи инва
риантов этого класса). Далее, во многих случаях знание 
строения носителя простого конца и множества его главных 
TOfieK недостаточно, нужно еще учитывать, как ведет себя 
область в окрестности носителя простого конца.

4.1. О б о з н а ч е н и я .  Пусть D — область в У?". Через 
E(D) обозначим множество нормальных простых концов 
области D, A{D) — множество достижимых, R{D) — множе
ство У?-достижимых простых концов D, R{D) (z: A(D)\  
AE(D) = A{D) {\E{D), RE(D) = R(D) (] E{D).  Вообще го
воря, множества A ( D ) \ A E ( D ) ,  R ( D ) \ R E { D )  не пусты, 
однако если область D гомеоморфна шару, то А (О) = 
= AE{D) а R{D) = RE(D) в силу 3.11.

4.2. К л а с с и ф н к а ци я по К а р а т е о д о р и  н о р 
м а л ь н ы х  п р о с т ы х  к онцов .  Пусть P ^ E { D ) .  Тогда 
И (У’) ф  0  и замкнуто в /?". Отсюда множество главных то
чек всякого нормального простого конца есть либо точка, 
либо невырожденный континуум, либо несвязное замкнутое 
множество. Множество дополнительных точек для Р либо 
пусто, либо не пусто, и тогда оно содержит бесконечное мно
жество точек. Таким образом, E(D) можно разбить на 
четыре типа простых концов в точности но К. Каратеодори 
(см. [17], либо [16, гл. 9]) плюс простые концы пятого 
тина с несвязным множеством главных точек (см. [ 1 0 ]).

Таким образом, E(D) = U  £,(D ). В силу теоремы 3.5

AE(D) =AE, (D)  [jAEAD), RE(D) =  READ)[iRE2{D).
Далее каждое из множеств Ei{D), i==l, 2, 3, 4 , 5 разобьем 
на ненересекающиеся подмножества следующим образом:

1) Ец{0)  есть множество всех регулярных простых кон
цов t-ro типа, г =  1, 2, 3, 4, 5;

2) Ец{0) ,  1 = 1 , 2, 3, 4, 5 — оставшиеся простые концы 
1-го типа. Заметим, что в силу 3.6 E\{D) =  E\\{D) и, следо-
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3(х, Р)

ватслрпю, Е\г{Р) — 0-  Множества Ei^iD), Ец{0) ,  с = 2, 3, 
4, 5 не пусты в общем случае. Отметим еще, что простые 
концы пятого типа не обладают главными путями, так как 
по определению C(L, 1 ) = П ( Р ) ,  если путь L:[0, l )-*-D 
главный и множество II (Р) обязано быть связным 
(см. 3.2).

4.3. Ф у н к ц и я  f){x, Р). Пусть Р — простой конец облас
ти D, {(/„} е  Я — простая цепь и {dn} — соответствующая ей 
цепь подобластей D. Говорим, что сечение сг области D при
надлежит Р, а ^ Р ,  если а разделяет некоторые дк и qm, 
к ф  т ъ D. Определим

x Q D \ d ^ \
linf{£/(a), л:е-о, ос-Р}.

Последовательность точек {д:к} сг D назовем регулярной для 
Р, если Хк~^ Р при к-^оо  и 6{Хк, Р ) - ^ 0  при к-^оо.  Из пре
дыдущего точка регулярная последователь-

/‘
ность точек {Xk}<z .D, Хк-^Ь.  Простой конец Р нормален 
'«=*'3 регулярная последовательность точек jCk->-P. Точка

h ^ 1 ( Р ) \ П { Р )  -«=>-3(х>0 такое, что б (лГк, Р) а, YXk -*■ Ь. 
Пусть множество A(Z.D связно. Определим

б (А, Р) — sup{6  (;с, Р), х е  А].
Говорим, что последовательность множеств {Лк} из D регу
лярна для Р, если множества Л„ связны, {Лк} сходится к Р 
при /с->-оо и б (Лк, Р)->-0 , к-^оо.

Разобьем множество E{D) нормальных простых концов 
области D на следующие два непересекающиеся подмноже
ства. Говорим, что простой конец Р e S E { D ) ,  если 3  регу
лярная для Р последовательность {.Vk}c=D такая, что 
6 d(^k, .Vk+i) —>-0 при K-VOO. Иначе говоря, Р ^ S E ( D ) ,  если 
3 регулярная цепь {<7к } е Р  такая, что бц(<7к, <7k+i) ^ ° o 
при к-*-оо. В противном случае Р e W E ( D ) .

4.4. П р е д л о ж е н и е .  Пусть P e S E ( D ) .  Тогда множе
ство II(Р) связно и простой конец Р обладает главным 

путем.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть цепь {Цк} е  Р регулярна 

и бп(<7к, Як+t) =  8к->0 при /C-VOO. Покажем, что любая точ
ка б е П ( Р )  является предельной для последовательно
сти {̂ к}.

Пус'ь {/7̂ } б Р — регулярная цепь, сходящаяся к точке 
Ь, {ёт)у {<̂к} ~  îeпи подобластей из D, соответС1вующие 
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{Рт) ч {<?«}• Так как цепи {/?„}, {q̂ } эквивалентны, то для 
каждого /п найде’ся л: (/и) -laKoe, что q^C lgm  при всех 

При этом либо входит в а?к(т)-ь либо РтГ\ 
П  qic(m)-\ Ф 0 . Следовательно,

^о(Рт> ^к(т) ) ^  (|//((т)—1, ^«(т) ) "♦■ О, !П —> ОО
И регулярная цепь {̂ «(т») сходится к точке Ь.

Выберем точки Ук^Як+\ такие, что Ь^(х,
< 2 е - -о' "к
такая,

Ун) <
и у к1 1 айдется ломаная ТкСП,  ссединяющая 

ч го 8d (tJ  = d (f J  <  2 г̂ . Имеем
0[)(\v-i, 8d (^к) =  “к 0 .

Тогда найдется ломаная соединяющая y*_i и
СО

для которой <  2 я̂ . Рассмотрим кривую Г =  U X
X( Tk- U t«)- Очевидным образом (см., например, 2.1) кри
вую Г можно параметризовать так, что Z,: |0 ,1)-♦ I’, Z(0) =
=  а:. ^Л^х)^Уи ^-{^к)~Ук< ^ (^к) — Хк+\,...,

и .  о < г ' , , < ^ к < 2 ‘« + 1 < 1 .  « = 1. 2, .^ \ ^*1 — ТК' ^к\
Легко виде1 ь, что С (/., 1) =  И(Р), множество И (Я), 

следова'е.тьно, связно, L является главным путем Р. Дей- 
ствите..ыю, так как с? (Тк), с((7 Д -> 0 , к -*  ж, Т к П ^к ^ 0 , 
Тк П 9 /¥ '^ 0 . к = 1 , 2 ..... то предельное множество после
довательности точек L{x^), к о с  принадлежит
II (Р), как и предельное множество последовательности 

Следовательно, С {L, 1 ) СИ( Я) .  Обратное вк тючепие 
также выпотпено. 1 1 реттожение доказано.

4.5. С л е д с т в и е .  5 £'5 (D) =  0 , следовательно, Еъ(0) cz 
с  WE{D).

4.6. П р е д л о ж е н и е .  Если простой конец Р области D 
регулярен и обладает главным путем, то Р ^ S E ( D ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть L :[0 ,l)-> -D  есть главный 
путь простого конца Р. Выберем последовательность точек 
{/к}с:[0 , 1 ), >-1 при /с->оо таким образом, что

6д(Е(Д), L(tK+i))->0 , /с->-схз.
Тогда существует регулярная цепь s  Р такая, что 
Z,(I„) ^ Q k, к= \ ,  2, ... . В противном случае найдется подпо

следовательность Е{1к  ̂
> 0 , вопреки условию, 
верждеиие доказано.

) - ^ Ь  такая, что 6 (L(/x, ), Р ) ' ^ к ' >  
что точка 6 е П ( Р )  регулярна. Ут-
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4.7. с  л е д е т  в и я. 1) Ei(D) cz SE(D),  следовательно, 
WEi(D) — 0 .  Утверждение следует из 3.6 и 4.6;

2) AE2x{D ) ĉ SE{D)-,
3) Ez\{D) <=.SE{D), следовательно, WEi\{D) = 0 .
4.8. AE{D) czSE{D).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу 3.5 если P ^ A E { D ) ,  то 

Л(Р) =  {Ь} состоит из единственной точки, достижимой из 
D относительно Р некоторым путем L: [0,1)-»-D, C(L, \ )  = 
=  {ft}, являющимся главным путем Р. Пусть — не
которая регулярная цепь, при к ^ о о .  Обозначим
через Lk компоненту L[0 , 1 ) П соединяющую Qk
и /̂к+1 (^[^>0 П Як ^  0) ^  ^о) > ^к ~  K̂+l]>
/«- -̂1, к->оо. Так как С (L, 1 ) =  {ft}, то U -^b  при к-^оо н 
cf(L„) =  6o(Lk)-^0, к- ^ оо. Следовательно, 6 d(̂ ?k, Як+ \ ) ^  
^  (Lk) - ^ 0, оо и (по определению) Р е  S£'(D). Дока
зательство закончено.

Таким образом, из предыдущего имеем
SE{D) =  Л£(Д) U^3i(^) U5P32(0)U5P4(D),

AE(D) = Ex(D)[}AE2(D).
4.9. З а м е ч а н и е .  В случае плоской односвязной обла

сти простые б-коицы и простые концы но К. Каратеодори 
совпадают. В силу теоремы 9.3 из [16] любой простой конец 
по К. Каратеодори плоской односвязной области нормален. 
Используя результаты из [18, с. 137, теорема К], нетрудно 
показать, что для любой односвязной плоской области D 
E(D) =SE(D) .  Таким образом, для пространственной обла
сти D простые концы из SE(D)  представляют собой полную 
аналогию с простыми концами по К. Каратеодори плоских 
односвязных областей.

Приступим к изучению множества WE(D).  Имеем сле
дующие следствия предыдущих результатов.

4.10. 1) AE{D) П WE{D) = 0 ;
2 ) Eb{D) с  r£ ( D ) ;
3) простой конец P ^ E s ( D )  не обладает главным путем;
4) если простой конец Р регулярен и принадлежит 

WE(D),  то он не обладает главным путем.
Таким образом,

WE{D) =  WEiiD) и WE52{D) и WE^(D)UE5{D).
Всюду через ИАк, ИАк обозначаем соответственно

нижний топологический, верхний топологический и тогюлоги-
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ческий предел последовательности множеств {А„} из D 
[2, т. 1, § 29].

4.11. О п р е д е л е н и е .  Говорим, что подмножество 
5 с :П (Р )  простого конца Р удовлетворяет 5-условию относи
тельно Р, если существует регулярная для Р последователь
ность множеств {Ак} из D, сходящаяся к В ■. В = ИЛ,..

Так как по определению множества Ак связны, то в силу 
теоремы Зоретти [2, т. 2, с. 179] множество В, удовлетво
ряющее 5-условию для Р, связно либо есть точка.

4.12. З а м е ч а н и я .  1) Пусть множества Л^, л: =  1, 2,... 
из D СВЯ..НЫ, попарно не пересекаются. {А^} сходи 1ся к 
простому концу Р области I) и Л =  1ТЛ̂ . Кск следу,т из 
результатов § 29 |2, т. 1 |, тогдт В Ф (Z) и Р =  U
и рэспрострапяется in все 'юпологически сходящиеся под- 
последовате 1ыюс'1 и {Ак^} из {Л̂ } [2, т. 1, с. 349]. При 
этом пределом каждой сходящейся подпосл'’дователыюсти 
{Лл- } является связное подмножество из / (Р) с евклпдо- 
вым диаметром >  а, если й(Л,,-^)>а, либо есть точка, 
если flf(Л,f^)->U, гп — оо, и это подмножес:во удовле'.воряе! 5. 
условию для Р, если дополнительно последовательность 
{Ак^} регулярна для Р. Мощность всех таких различных 
сходящихся подпоследовательностей {Лк^} из {А^} может 
быть равна мощности кошинуума.

2) Пусть Do есть куб (единичный) в R̂ , Т — одна из его 
граней н В — произвольное замкнутое подмножество Т 
(В может совпадать с Т). Применяя методику И. С. Овчин
никова при построении примера простого конца пятого типа 
[10, с. 198], можно построить такую область DczDq, Г) = Do, 
гомеоморфпую шару, что Т совпадает с носителем простого 
конца Р области D, 1(Р)=Т,  а множество В совпадет 
с множеством главных точек Р, 1Т(Р)=В. За В можно взять, 
например, капторово множество на Т.

3) Легко построить пример гомеоморфной щару области 
D, имеющей регулярный простой конец Р, у которого множе
ство II (Я) связно, по пи одно связное невырожденное под
множество II (Р) не обладает 5 -условием для Р. Ясно, что Р 
может принадлежать только U7P 4, (D). С другой стороны, для 
P^\VEi](D)  множество П(Р) может удовлетворять 5-усло
вию для Р.



Таким образом, из предыдущих замечапт"! возникают не
которые идеи о дальнейшей классификации простых концов 
из WE(D).

4.13. О п р е д е л е н и е .  Множество BczII(P), удовлетво
ряющее S-условию относительно простого конца Р области 
D, назовем максимальным для регулярной относительно Р 
последовательности связных множеств {Л„} из D, если 
В — МАк и не существует регулярной для Р последователь
ности связных множеств из D такой, что
к =  1 , 2 ......Itf* =  ВоЭ В и I

sup Sfl(x, / I J  = а , ^ > а > 0 , к = \, 2 .....
хЦ-\

Максимальное для {Лк} множество ВсгП(Р) будем называть 
строго максимальным для {Лк}, если оно максимально для 
любой подпоследовательности из {Лк}.

Точку & еЛ(Р) назовем дробной для регулярной относи
тельно Р последовательности {Л»} связных множеств из D, 
если {Ь} является строго максимальным множеством для 
{Лк} относительно Р. Говорим, что точка feell(P ) дробна 
для Р, если {Ь} строго максимально для любой регулярной 
для Р последовательности из D, сходящейся к точке Ь. 
Простой конец P^WE{D)  будем называть дробным, если 
любая точка feell(P ) дробна для Р.

Связное множество В а Г Ц Р )  назовем бруском для Р, 
если оно строго максимально для любой регулярной для Р 
последовательности связных множеств из D, сходящейся 
к В топологически, и ни одно собственное подмножество В 
не является строго максимальным ни для какой регуляр
ной для Р последовательности связных множеств из D.

4.14. З а м е ч а н и я .  1) Пусть Р — простой конец области 
D. Если на множестве регулярных для Р последовательнос
тей множеств из D ввести подходящее отношение порядка, 
то, применяя лемму Цорна, можно показать, что если мно
жество В =  П(Р) удовлятворяет 5-условию для Р, В =  1Мк, 
где {/4к} регулярна для Р, то всегда найдется регулярная 
для Р последовательность {В„} из D такая, что ЛксВк, к = 
=  1 , 2 , .... и множество Во = \[Ек максимально для {Вк} отно
сительно Р.

Точно так же можно показать, что любое множество 
Вс=П(Р), максимальное для некоторой регулярной относи
тельно Р последовательности множеств из D, лежит в неко
тором множестве ВоЭВ, строго максимальном для регуляр
ной относительно Р последовательности множеств из D.
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2) Следующие два условия эквивалентны;
а) простой конец Р е Û "£(Z)) дробный;
б) если последовательность связных множеств {Лк} из D 

регулярна для Р, то (1{Ак)-^0 при к-^оо.
Доказательство этого утверждения легко устанавливается 

от противного.
3) Отмстим, Мто множество Н(Р) простого конца 

P ^ WE ( D)  может быть связным, по состоять только из 
дробных для Р точек.

4) Два различных бруска В', В" простого конца 
P^WE{D)  могут иметь непустое пересечение. Более того, 
множество Р = И(Р) может быть связным, но состоять из 
бесконечного числа брусков для Р. С другой стороны, ни 
одно связное подмножество П(Р) может не быть бруском 
для Р.

4.15. Таким образом, для P^ WE ( D)  имеем, что любая 
точка /;е11(Р) либо дробна для Р, либо принадлежит неко
торому связному подмножеству Р с П (Р ) , удовлетворяюще
му S-условию для Р. Справедливы следующие утверждения.

1) Если P ^ W E 2{D), то точка /; = 11(Р) всегда дробна 
для Р.

2) Если P^WEz{D) ,  П(Р) связно, то возможны различ
ные варианты: а) И(Р) является бруском для Р; б) любая 
точка /7е П (Р )  дробна для Р, то есть Р является дробным;
в) любой промежуточный вариант.

3) Случай P^WE^(D)  аналогичен 2.
4) Пусть P e p 5 (D). Если точка Ье11(Р) обладает окрест

ностью и  такой, что множество {УПП(Р) не более чем 
счетно, то точка Ь является дробной для Р. Если множест
во Peril (Р) связно и певырожденно, то либо В является 
бруском для Р, либо каждая точка В дробна для Р, либо 
имеет место некоторый промежуточный вариант.

5. С о о т в е т с т в и е  по п р о с т ы м  к о н ц а м  пр и  
б-к в а з  и и з о м е т р и я х .

Как мы заметили ранее, точки области D можно отож
дествить с «внутренними» простыми концами D. Множество 
D*, полученное присоединением к области D множества 
всех ее простых концов, превращается в топологическое 
пространство, если под окрестностью простого конца пони
мать всякое открытое подмножество D, в которое входит 
этот простой конец, плюс все простые концы из D*, входя
щие в это подмножество.
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5.1. Т е о р е м а .  При б-квазиизометрии f : D-*-D' областей 
D, D' простая цепь {̂7к} области D переходит в простую
цепь [дк =[(^к)} области D' и f продолжается до гомеомор
физма/*; f*\D=f.

См. теорему 4.1 из [6 ].
Изучим, как ведут при б-квазиизометрии простые кон

цы различных типов, введенные нами в пункте 4 .
Обозначим через Cp(f, Ь) предельное множество отобра

жения / в точке h относительно простого конца Р облас-
Р

ти Z): b'^Cp(f ,  Ь), если 3{Xm}c:D, Хт->Ь такая, что
Ут = 1(Хт)^Ь'  при т->оо. Для множества Л с:/(Я) Ср(/, А) = 
= и Cp(f, Ь). В силу теоремы 5.1 г/^->Р' = /*(Р), если

Ь ^А
f : D ^ D '  — б-квазиизометрическое отображение, и точка 
b' ^ I (P' ) .  Следовательно, Ср(/, 1{Р))=1(Р')  и Cp'(f~^, 
/ ( Р ') ) = / ( Р ) .

5.2. П р е д л о ж е н и е .  Пусть задана б-квазиизометрия 
/ :  D-^D'  областей D, D', Р — простой конец области D, 
Р ' = /*(Р), точка б е / ( Р ) \ И ( Р )  и точка b'^Cp(f ,  Ь). 
Тогда либо точка б 'е / ( Р ') \ П ( Р ') ,  либо точка b ' ^U(P' )  
не является регулярной для Р'. Если точка б еП (Р ) регу
лярна для Р, то Cp(f, b)dU{P' ) .  В частности, если Р и Р ' 
регулярны, то Ср(/, И (Р ))= П (Р ')  и Ср ,(/->, П (Р '))= П (Р ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка ft 6 / (Р)\11 (Р). Пред
положим, что точка ft'С-Ср ( /, ft) регулярна для Р'. Выберем

р
последовательность ■’04ек {а*,„} С  Д  ►ft, т-^ос  такую,
что =  f {x„) ->  ft', т~*оо, причем т -> оо ъ си
лу 5.1. По условию существует регулярная цепь
такая, что 1, 2.....  В силу 5.1 цепь
Х( ^ш) }еЛ регулярна а х„(^д^, т = \, 2..... Следователь
но, дт-^ т ^ о о ,  и точка f tH I(P ), прогиворечие. Таким 
образом, либо точка Ь'QI {Р'), либо Ь'^\1{Р') и
не является регулярной для Р'.

Предположим, что точка ft 6 11 (Р) регулярна для Р,
р р'

ft'G Ср ( /, ft) и А-„-> ft такова, что Ут = / ( ^ ш)  т ^ о о .
По условию существует регулярная цепь такая,
чго x^kQm^ т = \ ,  2 ,.... Цепь {д'„ = f  {д J }  ^ Р' в силу 5.1t I
регулярна, Ут 6 «  =  1, 2.....  и, следовательно, д ^ - ^ Ь ,
т-^оо.  Отсюда b' ^U(P' ) ,  предложение доказано.
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5.3. Т е о р е м а .  Пусть f:D->-D' есть б-квазиизометрия об
ластей D, D'. Тогда каждое из следующих подмножеств D* 
переходит при отображении f* в такое же подмножество из 
D'*: 1) A(D),  2) R(D);  3) E(D);  4) AE(D);  5) RE(D);
6 ) регулярные простые концы, не имеющие дополнительных 
точек; 7) SE(D);  8 ) WE(D).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение 1 следует из 2.10 и 5.1. 
Так как при б-квазиизсметрпп спрямляемые пути переходят 
снова в спрямляемые пути, то отсюда и из 5 1 получаем 2. 
Квазиинвариантность метрики бл при б-квазиизометрии 
н 5.1 дают 3. Из 1 и 3 условий следует 4; 2 и 3 условия 
дают 5.

Пргдпоюжим, что простой конец Р  регулярен и 1{Р) = 
=  И(Р), Р ' = р ( Р ) .  Выберем точку b ' ^ I (P ' ) ,  и пусть

р’
у^-V 6 ', /П -> ос. В силу 5.1 {х^ — f -НУт)) сходится к Р  
при т-*-оо. Пусть точка Ь является предельной для {х„},
ft =  11т х,п . В силу 5.2 тогда Ср (/, ft) С  И (Я'), а точка 

«-*•00
f t ' t l l (P' ) .  Следовательно, 1{Р') — \ \(Р' )  и простой конец 
Р'  не имеет дополнительных точек. По условию существу
ет регулярная цепь такая, что к = \ ,  2......
Цепь {q'  ̂=/(q^)}C^P',  регулярна и «=1 , 2 , . . . .
Следовательно, точка ft' регулярна для Р'. Утверждение б 
доказано.

Пусть P(:SE{D)  и регулярная цепь {qjC-P такова, что 
3d (^к. 9«+i) =,£«->■ О, к-*оо.  Цель {Як=-f{qK))( 'P\  регу
лярна и ^D'{я'к, ->• О, к-*~оо (здесь /( — коэффи
циент квазиизометричности отображения / ) .  Следователь
но, p'eSE{D' ) .

Так как W E (D )= E( D) \ S E (D ) ,  то условия 3 и 7 дают 
8 . Теорема доказана.

Следствием 5.3 является следующий результат.
5.4. Т е о р е м а .  Пусть — б-квазиизометрия обла

стей D, D'. Множество SE(D)  разбивается на следующие 
нспересекающиеся подмножества, сохраняющиеся при ото
бражении /*: 1 ) REi(D),  2) E](D) \ / ? £ , ( D ) ,  3 RE^iD)-,
4) AE2(D)\RE2(R);  5) Ез,(0);  6 ) S E ^ D )  [j SE^(D).

5.5. З а м е ч а н и е .  Нетрудно привести примеры областей 
D, D'dR^  и б-квазиизометрии l:D-^D' таких, что P^SE^i iD)  
перейдет при отображении /* либо в P'^SE^i iD' ) , либо в 
P'^SE/)2(D'), P ^ S E h {D) перейдет в Р 'е 5 £ 4г(Ь '), Р е
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^  RE2\(D) — в Р' S  RE22(D'), н Р ^ А Е 2\ {D) RE2 (D) —
в Р '^ А Е 2 2 (0 ') \  RE2 (D')

Приступим к изучению поведения б-квазиизометрии на 
множестве WE(D).

5.Ь. П р е д л о ж е н и е .  Flycib f : D - ^ D '  есть о-квази- 
изомефия областей D, D', PirWE(D),  P' = f*(P) ,  после
довательное ь связных множеств {Л̂ } из D регулярна для 
Р и сходится топологически к множсс1ву в, В=ИЛ^ ,  
Лк = / ( Л^ )  и В ' =  It Лк. Тогда В есть связное подмножест
во И (Р), последова-'ельность {Л«} регулярна для Р'  н В' = 
=  иИЛк^,  где объединение бер..тся по всевозможным под
последовательностям из {Лк}, имеющим топологический 
предел. Если множес1 ВО В строго максимально для {Л̂ } 
относительно Р и В' =  ИЛк^ для некоторой подпоследова
тельности {Ак^} из {Лк}, то Bj строго максимально для 
{Лк } относительно Р'.т*

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка bQB. Тогда сущест
вует последовательность точек {x^}czL>, х^{гЛк, к = 1 , 2 ,. .,
такая, что Ь =  И тх^ и Р ;< 3 (Л к , Я )-> 0 , к -^со .

«-*■ 00
Следовательно, точка /?СП1(Я) и В с И ( Р ) .  В силу теоре
мы Зор^тти |2, т. 2, с. 179| множеС|ВО В связно. Квазиин- 
вариантноегь мефики Зд при отображении /  дае 1' регуляр
ность последовательности {Лк} относительно Р' (из 5.1 
следует, что А'к-* Р ' при к-*оо). По теореме 1 из (2, т. 
1 , с. 349] В' - ЙЛк  представляет собой объединение мно
жеств, каждое из которых является топологическим пред '- 
лом некоюрой подпоследовательности из {Лк}. В силу тео
ремы Зоретти каждое из этих множеств связно и, кроме 
того, лежит в II (Р ') вследствие регулярности последова. 
тельносж {Лк} для Р '.

Выберем некоторую подпоследовательность {Лк^} из {Л*}, 
сходящуюся топологически к множеС1 ву В\„ В,', С П (Р ')  и 
связно, в силу предыдущего. Покажем, ч.о если множест
во В строго максимально для {Лк} относительно Р, то В,' 
строго максимально для |Лк^} относительно Р '.

Предположим, что существует регулярная для Р' пос
ледовательность {Вш} связных множеств из D' такая, что
р'т'ЭА'к^, то == 1 , 2 .....  WF'm = E ' ^ B l  и
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sup Вд, (л:, Alt ) >  а >  О, т = ], 2.....
xiFm

Последовательность {F^ = регулярна для Р и /■'’„I'D
ID Лк^, т = \ ,  2.....  В силу обобщенной теоремы Больца
но — Всйерипрасса [2 , т. 1 , с. 348] существус! подпоследо
вательность {Fm) из сходящаяся топологически к не
которому связному множеству F d ^ H P ) ,  при этом F d B и

sup 8д(х,  s' =  I, 2 ,...
■riF,, К

(здесь /( —коэффициент квазиизометричности / ) .  Следова
тельно, В не является максимальным множеством для 
относительно Я. Но это противоречит условию строгой мак
симальности В для {А̂ } относительно Я.

Таким образом, множество максимально для {А' }.
<Т« r t fТочно так же максимально для любой подпоследова
тельности из {А  ̂ } и множество строго максимальнот
для {А  ̂ } относительно Я'. Предложение доказано.

Отметим, что в обозначениях из 5.6 множество В,', =  
=;lt/4' не обязательно будет максимальным для {А' }
относительно Я', если множество B =  ltA^ максимально для 
{/1̂ } относительно Р.

Пусть Л е и  (Я) является бруском для простого конца 
Р(:^УЕ{0), {Ац) регулярна для Я и B =  ltA^, f \ D - * D ' —b- 
квазиизометрия, B' =  ltA« и B g ^ ltA *  . Вообще говоря, 
множество В цС И (Я '), строго максимальное для {'4*^} в 
силу 5.6, не является бруском для Я'. Мы можем привес
ти только следующий результат.

5.7. П р е д л о ж е н и е .  Предположим, что множество 
В ~ \ \ ( Р )  простого конца Pk:\i/E{D) состоит только из 
брусков для Я, B = [jB,, Л, —брусок для Я. Пус1 Ь после
довательность связных множеств {AJ из D регулярна для 
Я и сходится топологически к некоюрому бруску Во для 
Р, / :  — 8-квазиизометрия и B' =  ltA*. Ак=/ ( А^) .
Допустим, что множество F'CLB'^  ̂ является топологичес
ким пределом для некоторой подпоследовательности {А*^} 
из {А«;}. Тогда если Я,’ есть собственное подмножество В', 
последовательность множеств {ЛД регулярна для Я' и Я,', =
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=  lt/<, строго максималыю для {Ks} относительно Р', то 
любое множество =\ХК^. Ks = f~ '  i^'s), являющееся
топологическим пределом некоторой подпоследовательности 
из {К̂ }, является одним из брусков для Р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу 5.6 Pq строго максимально 
для подпоследователь)1ости {Ksp) из относительно Р
и лежит в некотором бруске Bj  для Р. Следовательно, 
pQ = Bj. Предложение доказано.

5.8. Т е о р е м а .  Пусть / :  D ->■ D '—3-квазиизометрия об
ластей D, 1У, Р(с^^ E(D),  Р ' = f* (Р) и точка />(-И(Я) яв
ляется дробной для регулярной относительно Р  последова
тельности связных множеств из D. Тогда В'=МАк,  
А к = / { А ^ ) ,  есть объединение точек Ь;6 В(Я'), В' — U{^J. 
каждая из которых — пред'л некоторой подпоследователь
ности из {Лк} и является дробной для этой подпоследова- 
тель)10 сти от носит ель)10 Я'. Вели простой конец Р дробный, 
то дробным будет и простой конец Р' .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию од(Л^) =  d { О, 
K-VOC. Квазиинвариа)1тнос1ь метрики Ьр при отображении 
/д а е г ,  что So-(ЛД =  rf ( / I j  < /<5д (Л,^)->(). /с оо (/( —ко
эффициент квазиизометричности / ) ,  и первое утверждение 
из 5.8 есть следствие предложения 5.6. Используя замеча
ние 4.14, 2, легко показать, что простой конец Я '= /* ( Я )  
дроб)1Ый, если дробным является простой конец Р. Теоре
ма доказа)1а.

Отметим, что, вообще говоря, свойство точки быть дроб
ной для простого конца не является инвариантным при б- 
квазиизометрии.

5.9. Подведем некоторые итоги предыдущих рассуждений 
о поведении простых концов из WE(D) при б-квазиизомет- 
рии / :  D—>~D'.

Пусть Р е  WE(D).  Тогда либо простой конец Р дробный, 
либо найдется связное подмножество Р с :П (Р ) , удовлетво
ряющее S-условию для Р. Соответственно Р ' = /*(Р) либо 
является дробным, либо П(Р') обладает подм)южеством 
В', удовлетворяющим S-условию для Р'.

Рассмотрим общую ситуацию. Пусть точка б еП (Р ). Воз
можны следующие случаи.

1) Точка Ь дробна для Р.
2) Точка Ь одновременно является дробной для некоторой 

регулярной относительно Р последовательности (Лк) связных
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множеств из D и лежит в невырожденном связном подмно
жестве Вс^:1 1 (Я), строго максимальном для регулярной от
носительно Р последовательности {Fm} связных множеств из 
D, сходящейся к В. При этом 6о{Вт, Ак) ^  а >■ О, Ут, к,
с / ( Л к )  - ^ 0 ,  к - > - о о ,  d ( F m )  m - > -  О О .

3) Точка Ь не является дробной ни для какой регуляр
ной относительно Р последовательности связных множеств 
из D и лежит в невырожденном связном подмножестве 
B cz ll(P ) {В может совпадать с П (Р)), строго максималь
ном для некоторой регулярной относительно Р последова
тельности {Л„} связных множеств из D, сходящейся к В то
пологически.

Используя 5.6, 5.7, 5.8, мы в каждом из случаев 1—3 бу
дем иметь при б-квазиизомстрии P' = f*{P) сле
дующее.

1) Выберзм регулярную для Р последоват,.’льность связ
ных множеств {Л,̂ } из D, сходящуюся к точке Ь. Точка Ь 
является дробной для {А^} относительно Р. Пусть Л^ =  
=  /(Л ,(), В' = \ \Ак. Тогда В'  есть объединение точек bi(-

В '=  и  {b'i}, каждая из которых есть предел неко
торой подпоследовательности из {Л«} и является дробной 
для э'ой подпоследовательности относительно Р'. При этом 
множество В' может быть связным невырожденным под
множеством II (Р'). Точка bti:B' может быть, а может и 
не быть дробной для Р'. Вели найдется окрестность U точ
ки bi такая, что б 'П П (Р ') не Солее чем счетно, ло точка 
b'l дробна для Р'. В противном случае точка bi может ле
жать в связном подмножестве iJ,', С  И (/■*'), удовлетворяю
щем 5-условию для Р'. _

2) Пусть Лк = /(Л ^.). Тогда любая точка б ' бЛ' =И. 4*
является дробной для подпоследовательно£ти из {Л«}, схо
дящейся к этой точке. Множество ( j '  —  \ tF '„ ,  F m - f { F „ )  

является объединением связных подмножеств С/ СЛ( Р ' ) ,  
G' =  UG1 , каждое из которых является топологическим пре
делом подпоследовательности из {Fm}, и строго максималь
но для этой подпоследовательности. Возможно, что B'f] 
( ] О ' Ф 0 .   ̂ ^

3) Снова пусть Ак — /{Л^).  Тогда В' = \\Ак есть объе
динение связных невырожденных подмножеств Р 'С П  (Р'), 
й' =  и  Bi, каждое из которых яв.:яется топологическим 
4. Заказ 6186. 49



Пределом подпоследовательности из {Л«} и строго макси
мально для этой подпоследовательности относительно Р'. 
Пусть точка для некоторого I. Возможно, точка Ь'
является дробной для некоторой регулярной относительно 
Р' посл( довьте;ьности {F„} связных множеств из D', Ясно, 
что Ьо'(Р'т, Л « ) > а > 0  V'” . л:-

Пусть P^ WE ( D)  и В есть связная компонента множест
ва 11 (Р). Из 1—3 следует, что В есть объединение следую
щих четырех множеств; F\ — множество всех точек из В, 
дробных для Р\ р2 — множество всех точек из В, дробных 
для некоторой регулярной относительно Р последователь
ности связных множеств из D, но не являющихся дробными 
для Р; Рз — множество всех брусков для Р нз В\ F\ — мно
жество всех связных невырожденных множеств нз В, каждое 
нз которых строго максимально для некоторой регулярной 
относительно Р последовательности связных множеств из 
D, но не является бруском для Р.

Множества Р,-, / =  1, 2, 3, 4, относятся друг к другу сле
дующим образом: PinP< = 0 ,  i=2, 3, 4; р 2 ПРз =  01 каждая 
точка из р 2 входит в некоторое множество из Р4; РзПр4# 0 , 
если не пусто множество Р4, при этом если Во^Рз. B i^ p 4 
и ВоПР| Ф 0 ,  то множество Bofl^i не содержит связных 
подмножеств.

Используя результаты 5.6, 5.7, 5.8, легко теперь изучить 
поведение б-квазинзометрии на множествах Р,-, г=  1, 2, 3, 4.
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о СВОЙСТВАХ НЕКОТОРЫХ ТОЧЕЧНО-СЧЕТНЫХ 
СЕМЕЙСТВ МНОЖЕСТВ

А. Г. Лейдерман

Важное место в изучении топологии функциональных 
пространств занимает исследование компактов X, для кото
рых пространство всех непрерывных вещественных функций 
с топологией поточешрй сходимости Ср{Х) является липде- 
лёфовым S-прострапством. Как показывают результаты рабо
ты [3], структура этих компактов полностью описывается 
некоторыми слабо ст-точечно-копсчпымн семействами мно
жеств, поэтому рассмотрение свойств таких семейств пред
ставляет и самостоятельный интерес.

Наша терминология стандартна [2]: со обозначает первый 
бесконечный ординал, R — вещественная прямая, все прост
ранства предполагаются вполне регулярными.

Напомним, что пространство V называется линделёфо- 
вым ^-пространством, е^ли в нем существус! счетное се
мейство замкнутых подмножеств {/•'„:лёш} такое, что при 
любом у( :У  множество непусто и ле
жит в К, где рК — стоун-че: овское расширение У.

О п р е д е л е н и е  1 [3|. Семейство f множеств из X  на
зывается слабо а-точечно-конечным, если т =  LHTo • ^ ‘“}i 
причем для любого х ( - Х  выполняется UiTn  ̂ = Т.
где =  {л е W: Кр^Тл =“ I f  Тл: f  I <  “}■

Ясно, что всякое точечно-конечное семейство является 
слабо о-точечно-конечным, которое, в свою очередь, точечно
счетно.

По аналогии с тем. как В. В. Ткачук в [Ij определил 
точечно-конечную клеточность р( Х)  пространства X,  дадим

О п р е д е л е н и е  2. шз/?(А’) =  m in{т > (о: всякое слабо 
а-точечно-конечное семейство непустых открытых подмно
жеств X  имеет мощность не больше т}.

Л е м м а  3. Пусть f =  {6^«: а f-Л} — слабо о-точечно-ко- 
нечное семейство множеств из X,  | Л | =  т =  cf (•:) >  ш. Тогда
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cyuiecTByer подсемейство И} из 7 и множество
точек такие, что Ха(- U^, \B\  = i и K p ^ j ' < w  для
любого <UzB.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем разбиение т =1J { y„ : 
как в определении 1 . Выберем для всякого t / a t f  

произвольное Xai-U^. Поставим а в соответствие некоторое 
для которого ^/«бТл(.), тогда Kp^j^a) <  ш. Най

дётся laKoe, что л(о) -=/ 1 „ для любого a f B C A ,  при
чем 1 В | = т .  Пусть 7 ' =  {t/a: а(;5}. Из выбора В видно, что 
Кр.гЛ' <

В. В. Ткачуком доказано, что s (Л'). Здесь«(Х ) =
=  sup {| К 1; У — дискретное подпространство А'} — спрэд про
странства X.  Отметим, что этот результат неявно содержит
ся в ряде более ранних работ Л. В. Архангельского, 
Н. В. Величко, Б. Э. Шапировского.

Докажем для w ^ p { X )  аналогичное неравенство.
П р е д л о ж е н и е  4. Для произвольного пространства X  

выполняется W 3 p { X )  ^ s ( X ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если W 3 p ( X )  = u>, то доказывать 

нечего. Пусть 7  — слабо о-точечно-конечное семейство от
крытых множеС1 в А', I 7 I =  т =  cf (т) >  «). Выберем в 7  под
семейство 7 ' и множество К={дСа:аёА}, как в лемме 3 . 
Рассмотрим семейство непустых открытых в У множеств 
р =  { Ра: а 6  А}, где Пусть а(;Д произвольно.
Если UaCiy = l/f,f]y,  тодгаёб'р. Так как Кр^„7 ' <. ш, то 
мощность попарно различных элементов р равна т; р — 
точечно-конечно в силу того, ч т о /? ( К) <  х ( К), получаем 
|р |< р  (К) < 5  ( К). Ясно, что 5  ( (X),  значит, 17 1< s(X).

Следующая теорема — аналог теоремы о том, что р( Х)  = 
=  sup {■:: Их С Ср (X)}, где компакт с единственной не
изолированной точкой, 1 Лх I =  т []].

Т е о р е м а  5. даз/; (X) =  sup {т : Z.x С С,, (X)}, где Lx — не
которое линделёфово Е-пространство с единственной неизо
лированной точкой, I Z,x| =  X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала, что W 3 p ( X ) ^  
>sup{x:Z., с, Ср(Х)). Предположим противное, пусть шз/7(Х) =  
=  х и С. С̂ , (X). Ввиду однородности Ср(Х) можно
предполагать, что нулевая функция Н есть единственная 
неизолированная точка У. Для каждой функции / б Я \ { ^ }
найдется число т = т { / ) 0 ш  такое, что '

т
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_1 _
т

Ф <Z- Так как | > ^ \ { ^ } 1  =  т| =c f ( x ' ) ,  то найдется

т Г: U), для которого | {/G Y \  { S} : т {/) = т} \ — . Положим
Т =  { / t  К \  {Н} : /« ( /)  =  т}. Так как Ти{в} — линделёфово 
Е-пространство, а Т дискретно, сун1ествует разбиение Т = 
=  и{Т„:лбсо} такое, что Г =  U{T„ : я б AV}, где Nu =

для любой окрестности U точки Н. 
1 1

=• {я б (I): I Гд Ч 1 <  w} 
i 1оложим 7 л =  I / - '  

:яб«>}< Докажем, что
т

:/б Т „  , 7'"=U(T

се-
т

7 '" — слабо з-точечно-конечное 
мейство. Пусть дсб Зададим окрестность Н в Cp(X) :U  =
=  1/6 С/, ( X) : |/(jc ) I <  —I . Для любого пЦЫи выполняется

т

|{и /б7: : ^ б « ^ } |  =  | / б 7 '„ : ^ б / - '  / е \
_1_ J_ 
т ’ т

=  | Т \

\ ^ У 1 <о). Отсюда вытекает, что Крл« <■ “* любого
nC-Nu, а также | 7 '" |= 'с+ . Так как — {Ji'in Nu}, то 
получили противоречие с нашим предположением.

Обратное неравенство будем доказывать также от про
тивного. Пусть 7  — слабо о-точечно-конечное семейство 
открытых множеств X  и | 7 | =='с+. Пусть 7 ' =  { t/a : б Д} С 7 
и {дс,;абД}СХ, как в лемме 3. Семейство 7 ' слабо о-то- 
чечно-конечно, пусть 7 ' — [/(Тя  ̂ б “>} — его разбиение, замк
нутое относительно конечных объединений. Зафиксируем 
для каждого а б ^  функцию /о,бС.{Х), для которой /,(дСа) =  
=  1 и Л  (X \  и,)  =  {0}. Пусть T = { f . : U . e  V). =  { /.: U.  б
б 7л}. Положим к  =  Ги {В} — подпространство Ср(Х).  До
кажем, что:

а) I К1 =  х+;
б) любая точка / .  изолирована в К;
в) К —линделёфово Е-проаранство.
Проверим а и б одновременно. Возьмем произвольную 

точку / а б 7’. Выберем ее окрестность Уя. =  { f ^ Y  : f { x )  > 0}. 
Если ffiQVa, то Лаб/з’ЧО), т. е. Xa(-U^. Так как K p j . j '<  «>, 
то отсюда сразу же следует, что множество всех / 3, тож
дественно равных /а, конечно, более того, Va состоит из 
конечного числа точек, поэтому 1 К 1 =х+, а /« изолирована 
в У.

Чтобы доказать в, достаточно установить 7' =  и{7’л :я б  
бХД,  где jVi/= {яб“ :1 7’„ \  К | <tu} для любой окрестно-
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сти V точки и в у. Можно считать, что окрестность V  
имеет вид V = {fi: Y \ \ f к; e> 0 } . Нам 
нужно показать, что для любого существует я б "
такое, что 1Т’„ \1 ^ |< ( о .  Для каждого  ̂=  1,..., к
существует лд-ш такое, что а Кр_̂ Дп, <  о). Найдется
nQio, для которого и  Кр^Дл<(о для любого i = 1 ,..., к. 
Тогда

Г п \  V C . \ J { / A - T „ : U x , ) ^ 0 }  = \ J { f . Q T „ : x , i i U . } .
i=i i ~i  ^

Последнее множество конечно в силу того, что Кр -̂Дл <  ^ 
для любого i =  1,..., к. Теорема доказана.

Очевидно, /Р (Л") <  шзр (X). ГЗозникает
3 а л а ч а. Существует ли X,  для которого р (X)  /  vosp (X)?
В частных случаях нами получен ряд результатов. До

казательство следующей теоремы выходит за рамки этой 
работы

Т е о р е м а  6 . 1:сли X полно по Бэру, то с (X) = р (X) = 
=  ШЗ/7 (X).

П р е д л о ж е н и е  7. Нели f — слабо о-точечно-конечное 
семейство множеств X и | •[ | — регулярный кардинал, боль
ший 2 "’, то 7 содержит точечно-конечное подсемейство 7 ',
I т'1 “  IТ 1- т. е. если wsp (X) >  2"’, то р (X) =  wip (X).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пус: ь 7 =  U (7 я : как в опре-
де пении 1. Обозначим через Ху =  {я б (о: 6 ' б 7 „} для 
Найдется для которого | 7 ' j =  | 7 I, где 7 ' —{6/ б 7 :М /=

П р е д л о ж е н и е  8 . Существует пространство X и слабо 
о-точ.'чно-конечное семейство 7  открытых множеств X, 
| 7 l =  2 “, из которого нельзя извлечь несчетное точечно
конечное подсемейство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем из отрезка [О, 1] мно- 
н<есгво Т мощности 2", которое не содержит пи одного 
несчетного компакта |2, гл. 3, задача 285 б]. Зафиксируем 
на Т счетную базу {7'„:яб>«). Для каждого А ( Т  положим 
Хд =  {ябю;  I ЛПТ’л К  (о}. [1усть Е = {А ч Т  :[j{T„ : ябЛ^л) =  
=  Г}. Положим X =  {хд : /4 б £} С где у а — характеристи
ческая функция множества Л. Зададим семейство 7 =  {6 '(: 

где U, =• {х ^ X : х  (t) = \}. Нетрудно видеть, 7 =  
=  и ( 7 я •"  6  ~  слабо 3 - точечно-конечное семейство, где
7„ =  {^У,:/б Т„}.
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Предположим теперь, что существует несчетное Т' Т 
такое, что 7 ' =  / G 7''} точечно-конечно. Так как Г'С Т,
17''|>о), а IF ] — компакт, то \Т '\ф Т , причем замыкание 
Т  берется в [О, 1]. Пусть s t l T ' l X F  Выберем последо
вательность {/„ ; д G“>} С Т', сходящуюся к точке 5 . Множе
ство Л =  принадлежит Е,

В самом деле, А замкнуто и дискретно в Т. Для любой 
точки t<cT существует базисное открытое множество Т„и), 
для которого Значит, {}{Т п{: N  л) = Т .
Итак, x  = XAk^ ,  т. е. f ' не точечно-ко
нечно, предложение доказано.
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к ЗАДАЧЕ О ПРОИЗВЕДЕНИИ КОНФОРМНЫХ 
РАДИУСОВ

В. П. Мандик

Предлагаемая статья является продолжением работы [1J, 
посвященной обобщению задачи о произведении конформных 
радиусов на системы совместно р-листных функции. Вопрос 
о точности полученных оценок ввиду громоздкости выкладок 
не приводится, .хотя, как известно, в некоторых весьма част
ных случаях экстремал1.ные функции существуют (см., на
пример, [2], [3]).

Пусть / ,  Д) — число корней уравнения f { z )  — w, 
лежащих в Д, с учетом их кратности и р-натуральное чис
ло. Систему {/«}('' (yV =  2, 3,...) мероморфиых в £'={г:|г|<1} 
функций Л  (г) (к =  1 ,..., 7V) назовем совместно р-листиой,

N
если 6  ^ / г  ('И', /«, Е)<^р,  где С„, — расширенная

К =  1
комплексная, плоскость переменной w.  Будем рассматри
вать тольку такие системы совместно р-листных функ
ций, в которых все функции /^^(г) {к = \ ..... N) р-лцетны.
Для определенности положим «(/,^(0), /^, Е) — р (лг=1,..., 
N). Пусть = А (0). Очевидно, //( г )  /- при I Ф к, z9  Е. 
Предполагая z = 0  корнем кратности 9к(1<<7к<р)  урав
нения /ж(г) =  а^, обозначим через Q = 1.....Р ~
— q j  остальные корни этого уравнения. Фиксируя и 
получим класс сис1 ем совместно р-листных функций, кото, 
рый обозначим символом Mp^a^,,.., as\ ẑ q̂ ).

Определим функции 9 к(г) (/г =  1,..,, N)'.

'РЛг)'==
г"«/«(2 ), если а,, =■ оо; 
2 ~ ''* (Л (2 ) - а к ) ,  если а^фсо-

Тогда, очевидно, 1..... ^  ¥« (0) °°-

( 1>
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Пусть теперь {/«If eAfp(=o, а , ..... «л/: ẑ '*) и (« = 1 .....
Л') — произвольные вещественные числа, удовлетворяющие 
условиям:

N N

^ 7 к  =  0 ;
К = 1 /с = 1

Положим
ы

Ф (/.(г ) )  =  ^ ^ ^ 1п
; = 2

N

/ i  (г) — п 
?1 (0)

Л, (г) V
q-\

/ , { 2 ) - а .

J=J4-K
СО

=  (/с =  2 ,..., ^ ) ,

Р-Я̂

( 2 )

(7-1
где Л^(г) =  г''* ["] ( 1 -----По 1 ’ причем при q ^ —P полага

ем (г) =  г”.
Тогда, как показано в [ 1 , формула (5)], имеет место 

неравенство
N 00

к=1 я = 1
(3)

Здесь
N

/i(/7)=2/7ln((cp,(0)r^ П 1<рЛ 0 )Г*-  П  |a,-a^r^Vy.cj.
я=2 2<У<«<Л'

где
Р-9„

с  = П  ( П  I г'/Мгя ■ П  1 1 I -Гя'2/’ ) ,
«1=1 (j = l »,m=I

величины |a,f —ау| при N = 2 w величину 11 — ' j при
Як°=Р (>̂ = I.-.., jV) следует заменить единицами.

Т е о р е м а  1. Пусть { /JC '€ Л1р(оо, а, ..... z'̂ *) и z«
(к = 1 ,. . . ,  yV) — любые точки из Е. Тогда
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N г
V
к=1 1 - | 2 «Г

- I
< В { р ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя неравенство Коши—Бу- 
няковского, получим

00  00

IФ i f .  (^)) =  Г <  ^  ? 1 р'/’ I* X
<7 = 1 <7—1

X V  N),
я

откуда v̂ K̂. следует оценка

I ‘ 1> ( Л  ( г Д )  р  { I n ---------^ V  .  I 12
— ^к1 / (7 = 1

Суммируя эти неравенства по всем к{к =\ , . . . ,  N)  и при
меняя (3), получим утверждение теоремы.

При N = 2, р — \ , 7i =  — Та =  J из теоремы 1 следует
результат Н. А. Лебедева [2, с. 230|.

Пусть теперь (а,,..., ад;; причем
{ к = \ .....  N).  Тогда

] 1 11ос, — L _ ..... _ i _ ;
J k  '1  V ^ 2  ^ЛГ

И из теоремы 1 вытекает неравенство

1
/с=1 L

где

(4)

Ф (Л (г)) =  <1»
Л  (г) -  } yf

=  ^ т у 1п f A z ) - a j

1Af
a . ~ a j

+

+  T jn  /̂« (z)— 1......

<P«(0) И Д 2)
Л' _

Б(/2) =  2joln|n l'P«(0)l • П  l a « - a y l
\ <J <K<NAC- 1

и (p*(z) =  z~''M/«(2 ) - a j .  K = \ .....  N. (Й )
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С л е д с т в и е  1. Пусть аы\ и
— Sign — !)• Тогда:

1) если Ui = 00, то

К = 1
S

<?К (0 )
■^ЧЛО)'

+  ( 1  — а:,) V v  (0 ) — Ду
^  ‘ ? , ( 0 )]= 2

+

К = 2
V  ( 1 - ^ J

N
V

J + K

(Q) , ?«(Q)+  Тл
?к(0 )

<В {р ) ,

где <Рх определяются формулами ( 1 ); 
2) если а^Фоо N),  то

К = 1
,  ? Л 0 )Tk

■V ,

? к ( 0 ) к -1  i «« -  «у
J+K

+  L
(0) < В { р ) ,

^  ?«(0 )
где 9 ,j определяются формулами (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {/«}')'G (°с, aj,..., а^\ 
Рассмотрим величину

D̂  -  lim | 0 ){ / i( 2 ))p- In
г-*0 (

1
1

4 =

=  lini
z^Q \  cp,  ( 0 )y- 2

=  lim 
*-«•0

?, (г) -  gyz'?-

In

T,(0 )
• In

1 - 1 гр  i
Пусть >  1. Тогда

D, =  lim 
«-► 0 Д  U , ( 0 )'

X

X ( U P  +  ! ^  +  . Ti
iiiO )
Ti (0)

60



Если q\=\ ,  то получим

Dj =  lim
г-̂ -О

t o . . +
^ 2  \ 'Pl(O) /<Р

\- l

X

X ( | 2 P +  ' - ^  +  . ■y cp, (0 ) — gy
? !  ( 0)

Аналогично при рассмотрении величины

0« =  И т | | Ф ( / Л г ) ) р ( 1 п ^ - ^ у ' ^  {к = 2,..., N )

будем иметь

D „=
<рЛ 0 )

, если q^> 1;

N
D^=  + т , ! Ж

0 г  а , - aj '% Л 0 )
JfK

, если =  1.

Суммируя по всем к (к=1, ..., N) и применяя теорему 1, 
получим

■■ 1 \ - гN N
V  D, =  lim V
К- 1  К- 1  L

Ф ( Л ( 2 )) In
1 - | 2 f

<В(Р) ,

что и дает первую оценку следствия.
Вторая оценка вытекает из (4) при аналогичном рас

смотрении величины

D^ =  l imj  Ф(/Лг))(1п; — ) 1 ( « = 1 ..... N).г->0 [ \ 1 _ | 2; | - /  I
Используя простейшие неравенства, из следствия 1 легко 

получим
С л е д с т в и е  2. Пусть { / J f б A4p(ai,..., «w: 4 ’̂ '). а^фоо

{к = N)  н а,,, | а ^ |= 1 , — произвольные комплексные 
числа. Тогда

V  П
1<̂ J<K<N i-J,K

XitiZ
®i (0) ( 1  -  Xi) V ^ ,
?i(0 )

N ? ,(0 )
/_i Ц/—
i-i I

+

ei

2



< в  ip)

N

K̂ \ Ф.(О) ' A  “« - “уJ^K

■b Tk-
9k {0)\

?k (0 ) ‘
< 2 B { p ) .

Отметим частные случаи последних оценок. Пусть q^ = p 
(к =  1,..., N),  тогда

Л  (2 ) =  O'* +  a J ‘ ^zP +  a)"+ i2/’+ ‘ - h . . . ;

'P«(0) =  < ' .  срЛО) =  a*'';,;

Й (p) = 2/7 In |ll I a),*’ П
' « -1  \ < J < K < N

a из следствия 2  получим: 
a) при p  — 1

^ П
K/<«</V l=J,K

N
V .

N
V Tr

N
V
T- 1it-i

Ti
a

Cl̂  ““
^  a < ,'>
+  Tt -a'/) <

B ( l )

Ik - 1 V  = l < ĵ
J + K

6 ) при p  >  1

+  T k a',''»
< 2 5 (1 ) ;

П
\ <J< K<N l=j ,K 

N
V

Ti ^p+i ^ B ( P )  , 
Ч --T— )

K-l
» C ’l

_ (K )  C4n
< 2 B (9 ).

riycib теперь \ f ^)^Mp{oo,  a , .....  a.v; 2/ )  и â , |««| =  1
(a. '= 1 ..... N ) ,  — произвольные комплексные числа. Поло
жим '^к (к =  1,..., 7V):
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^Лг) =  П ( Л  ( 2 )  -  ( 6 )
; = 2 <7-0

где под Ф„(г) понимаются произвольные однозначные ветви
N

функции П (/к(г) — в односвязной области \  1’
J- 2

(Г — разрез, соединяющий точки 0 и ос).
Запишем следующие тождества:

ехр {я.Ф (/, (г))} =  (г)
?! (0)

N

ехр {а^Ф (Л  (г))} =  (г) • П (а« - Uj) X
У- 2
JtK

Х ((р Л 0 )-^ Л г)Г ^ «  (« =  2..... N).
Через коэффициенты (2) и (6 ) эти тождества перепишутся
в виде

ехр {а, ) =  (?, (0 ))“-f- 2  йУ V ;
д=\ (/=0

00 N

ехр {а̂  ^  ) =  (tp,, (0 ) )"V k П  (а^ -  X
</=1 У-2 У < к

(/с =  2 ,. л/).
<7-0

Применяя неравенство Лебедева — Милина [4, с. 49] к каж 
дому нз этих соотношений, получим

^  1(9| 7 - ^ < е х р [ ~  V  771«,рУ'р
9-0 “ (7 V̂ / I ^ <7 = 1

V
V - 0

(9 .(0 ))-”Л П  ( a , - a , ) - V < >
У=2 
У ' к

1
<

< e x p U - V  1а/;) |2  (« = 2 ,.. . .  N),
ff-i
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где коэффициенты d^{\) определяются разложением
00

(1 — z )- ^ = ' ^ d^ ( k ) z o ,  г^Е.
9 - 0

Перемножая полученные неравенства почленно и приме
няя (3), находим

П А?х<ехр j-lfl (я)|,
откуда непосредственно вытекает

Т е о р е м а  2. Пусть Лз.....йи\ z f )  и функ
ции (к = 1 ,.. . ,  N) определяются с помощью (6 ). Тог
да >  О спрапедливо неравенство

N 00 I l (« ) |3  N

П  ^  d^(K) (<р, (0))3. (МП ( фЛ О ) Г « < ^ > Х
«  = 2

X П .5x1

гд е  Рк {>■) =  (Tf /̂7/Х -  а): (X) с= 2 ( a j y  +  Т Л ; ) ;

N (I’-Ok P-Q.
s . - п  1, п  п

X—1 9-1 9,m = I
С л е д с т в и е .  Пусть М,,(а,.....  Qn\ 4^'). Тогда:
а) если â  =  ос. то

2’' ДГ
' (Л, (P«e'«))-Vx П (Л (Рх̂'") -  а,У«Ь Г dB < Г,;

У=2 1

V

n f = J 'х=1  ̂ О

б) если а,^Ф оо {к = 1,..., /V), то
2ч

П  ( г К ? ,у_2 \Л  (Рхб'”) -  а
W

^1П (т,(0))"«">Х П (a,-a,)W>.S,|.
1<У<к<Л̂X-I
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• г""’

Первое утверждение следе1 вия непосредственно вытека
ет из теоремы 2  при л = 1 ; второе — из первого, если 
учесть, что из {/«}^( ^ А / р аы\ z^ q̂) следует

{7 — ^1Л — « 1  Ji \ а ^ - а ,  й л ^ -а ,
Т е о р е м а  3. Пусть {/«}')'(•-/Ир (ос, ..... un\ г!,''*) и а„,

|а^] =  1 (к-=1,..., /V), — произвольные комплексные числа. 
Тогда

N
7’7''4111(ЛЛ2,)ГЛ|.(1_|г,рр|<

/Сг!N N N
<□111 (Л  (2j -  aj)V. I < T\î  П  [| (Л, (2 j)V« I X

«-1 J~ 2 /с-1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (6 ) к = 1,..., N и имеем

=  П  I (Л  (Z/c) -  <  I И/с 1 X
j=2

X 5 I ь Г ! • I z« 1  ̂<  I (Л, (2 Д г л  I . (V , й';) . ( 1  _ |  г ,р )- 1/2.
//-о

Перемножая эти неравенства по всем к и применяя теоре
му 2  при > '= .1 , получим верхнюю оценку

/V W

П  7 , <  П  I I (Л ,( 2 ДГЛ/С| . ( 1  _
|С = 1 /С=1

Переписывая последнее неравенство в пиле 
N N
П  Z.7’ >  П  1 |{ .\(г Д )-’Л  I . ( 1  -  1 2 „ р)'/’] ■ 7'г>'2
/с- 1  /с- 1

и переобозпачая — через (используя произвольность 
последней), получим нижнюю оценку.

Б заключение отметим, что если класс Mf, (а,,..., cin', 
г*7 ') с : А/р гУ'’) состоит из систем функций 1/ J 7 .
для которых |/„.(2 ) | < Л  ( V =  1 ..... /V; ’̂ z ^ E ) ,  то, при
соединяя к каждой такой системе, например, функцию 
/„(г) =  Л2 -/’, получим, что {/«liy (• Afp(оо, Oj,..., «л';
5 Заказ 6186. 63



Используя это свойство, полученные результаты легко 
распространить на класс систем ограниченных совместно р- 
листных функций Mp{a^,..,, Un ; z'/*). Частный случай 
{к=\ , . . . ,  N) был рассмотрен в |5].
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ТОРЫ ВРАЩЕНИЯ В МНОГОМЕРНОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ

Ю. А. Пешкичев

Развивается понятие тора в многомерном пространстве, 
введённое В. В. Кривовым [1] и иснользоваииос нм для 
решения вопроса о коэффициентах квазиконформности (см. 
также более позднюю работу К. Хаг [2]). При этом исполь
зуется методика, предложенная автором [3] для исследова
ния торов в трехмерном пространстве.

Пусть £" — п-мерное евклидово пространство точек х=
= (х\, Х2..... х„), Нт — т-мерная мера Хаусдорфа в £" ( 1 ^
^ т ^ п ) ,  совпадающая иа т-мерных плоскостях в £" с ме
рой Лебега Lm, (Тп — объем шара еди]П1чн()го радиуса в 
Для дифференцируемого отображения где у — глад
кая кривая в £", обозначим V/(x) градиент касательного 
отображения dfx:E^-*~EK Пусть также Vn-iO(AJ) — много
мерный градиент [4] дифференцируемого отображения 
ф;£п_,.£п - 1  Наше обозначение кратных интегралов соот
ветствует случаю « =  3, однако результаты статьи остаются 
в силе При п ^ 2 .

§ 1. Поворот в £" и соответствующие результаты

Пусть Лф;£"->£" — поворот вокруг \{п—2)-плоскости 
{х2= х з =  ... = х „ _ 1  =  0} на угол (р, 0 ^ ф < 2 п . Рассмотрим по
лугиперплоскость Po={.*Ji>0 , дгп==0 } и окружность

С =  |дс? 1 х̂п = 4 7̂ . -̂ 3 =  =  ...=  х„ _ 1  =  О

единичной длины. Пам понадобя1Ся также полугиперплос
кости Лф (Яо) и окружности С,, =  IJ /1^(у), уС-Яц- Для
точки х =  СПЛ<р(Яо) пусть Я̂ . =  Лф(Я(,).
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Л е м м а  1. Если д(х)  — измеримая функция, то

я" <■ Ру

J j  j  g- (х) =  J I  Z„_i (flfy) <f g (x) //, (dx).
£" P« (-У

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно применить обобщенную 
теорему Фубннн [5, с. 258J к следующим отображениям:

/  -  : £ ’ \  (л:, -  =  0) С;
2 тс у  х]  -г xf,

Ф =  ( | / л : / - - л 2 , X,,..., Хп-\, 0 ) : £ '’-»Я„-
О п р е д е л е н и е  1. I iycni. Ф-oi обряжение из доказатель

ства леммы 1. Вращением отображения 'F: Р^-* E'^-^ назо
вем отображение Е (дс) =  [Ф (x)|.

Л е м м а  2. Пусть в условиях определения 1 непрерыв
ное отображение 'F принадлежит одному из классов ^'р(Рп)< 
Lip(Py), C‘(Pq). Тогда отображение F принадлежит такому 
же классу в области Е"\{дс, =  х„ =  0 ), причем почти всюду 
в £"

\ Уп- 1 ) /у = Ф(ДГ)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Принадлежность отображения F 

какому-нибудь из названных классов вытекает из бесконеч
ной дифференцируемости отображения Ф в области £ " \  
\  {xi = л:„ = 0}. Заключительное тождество следует из свойств 
многомерного градиента [4].

§ 2. Торы вращения и обобщенные теоремы Гюльдина

О п р е д е л е н и е  2. Пусть G-область в полугип.рнлос- 
К0 С1 И Ро, гомеоморфная гипершару = {{x^ — R ) ' ^ дс,
+  ... х^_ 1 <г%  дс„ =  0}. Соответствующим ей заполненным
тором вращения назовем множество Та = [J А^{0).  В част-

0<(р<2л
НОС1И, множество T ^ = T q̂  назовем заполненным круговым 
тором вращения, 0  <  г <  Р.

Т е о р е м а  1 (первая обобщенная теорема Гюльдина). 
Если функция g{t) непрерывна при / ^  0, то 
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; x ‘n)dx x^g {X])  dx^...dXn-^.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Gy = ToP\Py. Согласно лем
ме 1 .

J fj -I x ’)dx-~=2z(j)N,(dy) j j  Vx' i  -l-x^„g (x] +
«У

' xl)Hn-^{dx) .
Допустим, что точка МД^ь дгг, .... Хп-и 0) при повороте/1̂  
переходит в точку M{xi, х ,̂ ..., Хп)- Так как расстояния при 
повороте сохраняются, то

X] \ х1+ . . . -^  Xh =  X- -\ X] I - . . .+  X,?-!,

откуда х \ х %  = х \ . Так как обобщенный якобиан отобра
жения A^ja:G у Gy равен единице, то для всех y tC

[j Y x ]  -\-xhg (х1 I xl) H„- i (dx)= x\g(xi )dxidx^. . .dxn-i .
by 0
Остальное очевидно.

С л е д с т в и е  1 (первая теорема Гюльдина). Для запол
ненного тора вращения

A„(7’o) =  2itx','Z„_,(G),
где X? — среднее интегральное координаты x̂  по области G. 
В частности, для заполненного кругового тора вращения

L„(n)=2^a„. ,Rr" -K
С л е д с т в и е  2. В условиях леммы 2

JJJ JJ \ d{y^  у„_0
Га о

X Ип- 1  idy).
Пусть граница 0G области GeePo является (и—2)-поверх

ностью. Тогда граница

дТ а=
0<f <2it

заполненного тора вращения является гиперповерхностью 
в
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Т е о р е м а  2 (вторая обобщенная теорема Гюльднна). 
Если функция g(l) непрерывна при / >  О, то для тора Тс 
с гладкой границей дТс

(J  g (x^ х^) Н п - \  {dx) =  2i : j  x,g (x j) Hn-i idx) .
6tq do

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно обобщенной теореме Фу- 
бини для интеграла по гиперповерхности [5, с. 258] имеем

OTq с d b y

Остается заметить, что в нашем случае

-!- x l )H„. 2 {dx)  =  j  g { x \ )  Hn- 2 {dx).
rfo., da

С л е д с т в и е  (вторая теорема Гюльдина). Для рассмот
ренного в теореме 2  тора вращения

Нп-\ (дТа) =  21сл:?/У„_2((30),
где хЧ — интегральное среднее координаты х, по границе 
до.  В частности, для кругового тора вращения

Я„_, (дТЧ̂ ) = 2г.а„., { n - \ ) R r ' ’- \

§ 3. Модули семейств кривых и гиперповерхностей

С топологической точки зрения заполненный тор враще
ния Тс представляет собой гомеоморф прямого произведения 
гипершара и окружности, поэтому его фундаментальная груп
па лДТс) изоморфна аддитивной группе целых чисел. Пусть 
Г — семейство всех кривых yczTc, представляющее собой 
образующую фундаментальной группы лДТо). Назовем 
гиперповерхностью в £" гомеоморф гипершара и рассмотрим 
совокупность Е всех Яп-гспрямляемых (см. [5, с. 2о2]) 
гиперповерхностей aczTc, разрезающих тор Тс, т. е. пере
секающих всякую кривую у еГ .

Следуя Б. В. Шабату [6 ], рассмотрим модули семейств 
Г и Е:

M o d  Г =  in f  f  f  j  р (X )"  d x ,  M o d  E =  in f  f  f  J  [x ( x ) "  d x ,  
f fa To
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где р(х), р(л:)— такие неотрицательные борелевскнс функ
ции, ЧТО ДЛЯ всех

^  р (X) Я, (dx) (дг)"-* Нп-: {dx) >  1.

Т е о р е м а  3. Пусть Тс — заполненный тор вращения. 
Тогда

где

Mod Г

V(G)
*Р dx^dx>...dx„^i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Остановимся на вычислении Mods, 
считая известной формулу для Modi’. Согласно неравенству 
Гельдера

2^ JJ {хГ (dx) >

>
Я„_1 (dx)

. (гт:)"-' .) J  V ( x U - x l ) ’'-^

1
1-л-

Из доказательства теоремы 1 следует, что 
Нп-\ (dx) Г (• Ln-\ (dx)

V ( x \  + х « - ‘
=  V(G).

Значит, согласно лемме 1,
2 itMod S =  Inf I I 1 р. (х)" dx  >  _

rV  K(G)^>
Для вывода противоположного неравенства рассмотрим 

отображение
'^2..... Ч̂ п-i): G ^ £ n - ‘,

заданное формулами:

' , « ^  2 ;
( и - 2 )  x"r^V(G)  

In X,
V(G)

, п^ .  2,
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1̂̂2 -̂ 2* "м — Xn~i'
Оно Принадлежит классу С“ в G и имеет якобиан

дСУ, ..... ЧУО  1
Хп-\) Xl - 'V (G) '

в результате чего L„-i[^l'’(G)] = 1. Пусть Ф — отображение 
из доказательства леммы 1 и /^-отображение из определе
ния 1 .

Рассмотрим функцию р. (дс) =  | v„_i/-'(x)
Так как f (a )= 'F (G ) для всякой а е 2 ,  то согласно свойст
вам многомерного градиента [4] имеем

[/'(о )| =  1 ,
О

т. е. р,(л:)— допустимая функция в определении ModS. При 
этом согласно лемме 1 и следствию 2  теоремы I

Mod И <  I I 11 {х)" dx

а ('Г,.....Т„_,)
Г(:п

2-ку^Нп-\ (rfy) =
2 я

а  (У, ...... ул- i )а
ЧТО и требовалось доказать.

§ 4. Диаграмма числовых характеристик

l/(G)« - 1

Для заполненного тора вращения Т = То пусть U { Т ) — 
совокупность всех непрерывных оюбражений <о :Т С клас
са Wh таких, что ^{Т)  = С и для всех п - С  
I / (7') — совокупность всех непрерывных отображений U): 
:Т — класса W'„ таких, что 1-п-\ |<1>(7’)| =  1 и для всех 
/(]Ф (7’) 0)~‘ (7)6Р. Рассмотрим следующие числовые харак
теристики торов:

р{Т)  = inf . f f l l v ' f  (д:)1"ах;
fimn'-' it’

Р(Т)  = [ sup

q{T) = inf
Ф€ K( r

|у „_1Ф (л)|'-*ах ;
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\ l - « .
Q( r )  =  [ s up  f ( (  j  \ ^ n - ^ ( ^ W - 4 l , { d x ) ] '

ф(Г,

Т е о р е м а  4. Для заполненного тора вращения T=TgCZ 
сг£" выполняется диаграмма

Mod 1’ = р ( Т )  = Р(Т)
1 i i I i I .

Modi: =  9  (Г) =  Q(T)
a

где I [ означает
b

^ 0' -̂  ̂ '
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эга теорзма является естественным 

итогом проведенного распространения результатов С1атьн 
ав ора 14| на многомерныН случай. При зтом экоремаль- 
ным отображением в определении числовых характерис1 ик 
р(Т)  и Р{Т)  служит отображение /  из доказательства лем
мы 1, а в определении д{Г) и Q (Г) — отображение F из
доказательства теоремы 3. Соответствующие функции р (а-) =

=  |v^(j«)| и [1 (а) =  I являются экстремальными
в определении числовых характеристик M odi’ и Modi:.

С л е д с т в и е .  Для заполненного тора вращения Та мо
дуль семейства кривых I’ равен модулю семейства окружно
стей {СД, y ^ G ,  а модуль семейства поверхностей S равен 
модулю семейства (п— 1 ) — мерных сечений {G, /} ,y^C.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению модуля

Mod {Су, у(-С} =  inf
р Та

где inf берется но всем неотрицательным борелевскнм функ
циям р-.Та^Е' таким, что для всех у ^ С

J j  р (а)"-"Я„_1 (cfx)>  1.

Интегрируя это неравенство при у ^ С ,  согласно лемме 1, по
лучаем

■ р(х)"-Ых ^  ,
2 т : ) / ( л ?  - I  X I )  ^
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откуда в силу неравенства Гсльдера

Mod {Gy, у е С} =  inf j  I’j  p {X)" dx  >  Mod I .
P f'o

Противоположное неравенство вытекает из определения по
нятия модуля. Для модул» семейства окружностей рассуж
дения аналогичны.

§ 5. Топологические цилиндры вращения и 
разрезанные торы вращения

Рассмотрим топологический цилиндр вращения

Zo =  и  Л  (С), 0 < ^ < 2 т . ,
0 < ?< а

С основаниями G и Ga = Aa{G) II боковой поверхностью

Все наши рассуждения относи.ельно заполненных торов 
вращения можно перенести на случай топологических ци
линдров вращения с заменой множителя 2т, на множитель а. 
Пусть Г — семейство- всевозможных кривых -^CZa, соеди
няющих основания G и Од, II — семейство всевозможных 
гиперповерхностей а С Zo, разделяющих основания G и Оа 
Па основе ьтих семейств можно ввести числовые характе
ристики Modi’, Modi;, p(Zb),  P{Zb),  q{Z.a), Q{Zq), свя
занные между собою посредством диаграммы из теоремы 4.

К
Ксли числа Я), о..,,..., таковы, что О <  <  2- и ^  Я/=

1=1
=  я <  2 it, то

К
q{Zl )  = ^q{Z'^^),

1-\
что согласуется с основными положениями метода модулей
[ 6].

Если
К

G = ( U o J “. где G , f ] G j = 0 ,  а - j,  то
/-1

p{zb)=^ ' ^p{Zb; ) .
i-\

что также согласуется со свойствами модулей. 
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Рассмотрим разрезанный тор вращения Z = T e \ G .  Его 
фундаментальная группа, как и в случае топологического 
цилиндра, равна нулю, поэтому семейства Гг и должны 
определяться с использованием разреза G. Разрезу G мож
но сопоставить две его ориентации относительно Z; поло
жительную, определяемую цепью сечений {Са}, а->0 , и отри
цательную, определяемую цепью сечений {Gqt}, а-»-2л. В ре
зультате получаем два ориентированных разреза G^ и С~ с 
обнщм телом С. С использованием указанных цепей сече
ний можно придать смысл следующим выражениям: кривая 
ycrZ соединяет С+ и С~, гиперповерхность aczZ разделяет 
G^ и С“ . При этом приобретают смысл обозначения Г/ и 
и вся дальнейщая теория, аналогичная теории торов враще
ния и топологических цилиндров вращения.
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ОБ а—v-СПИРАЛЕОБРЛЗНЫХ ФУНКЦИЯХ ПОРЯДКА р 

Г. и. Сижук, П. И. Сижук

1. Пусть а, р, f — произвольно зядамные числа 
— о о < а < о о ,  0 ^ р < 1 ,  | 7 1 < 1т/2 . Следуя Сильвиа [I], 
регулярную в круге Е — {z\ \ z \  <.\} функцию / ( г )  =  z -ф

ОО

+  назовем а — -^-спиралеобразной порядка Р, если
п = 2

/ ( г )  удовлетворяет в Е условиям f  {z) f  {z)jz ф0\

Re Z f  (Z) zf"(z) 1 >  pcos If. ( 1)
/  ( Z )  \ r  (2 )

Множество всех таких функций обозначим через 5 (а, р, у).
Б работе [1] доказано, что при и ^О  функции / ( г ) е  

e S (a , р, '(’) удовлетворяют в Е условию (1) с и = 0 , т. с. по 
терминологии, введенной В. Л. Зморовичем [2], являются 
у-сниралеобразными, порядка р в £, а следовательно [3], 
однолистны в Е.

В данной заметке это свойство функций класса 5 (а ,р , у) 
исследуется при а < 0 . Доказывается, что при —2cosy 
функции класса S(o, р, у) у-спиралеобразны (порядка 0 ) 
в £■ и что порядок у-спиралеобразности класса 5 (а, р, у) 
равен нулю. При у = 0 аналогичный результат получен в ра
ботах [4] ( а ^ —2) и [5] (а < 0 ) , причем разными метода
ми. Мы используем метод из работы [4]. Получена также 
оценка |сз — цс? |, р — любое комплексное число в клас
се 5 (а, р, у).

2. Пусть Р(р, у), 0 ^ р < 1 , |у |< л /2 , — класс функций 
<7(г), <7 (0 ) =  1 , регулярных в £  и таких, что Re(<?’''’<7 (z)) >  
>pcosy в Е. Нам потребуется следующая

Ле м м а .  Функция /(z )e S (a , р, у), а < —2 cosy, 0 ^ р <  1, 
|у |< л / 2 , тогда и только тогда, когда существует функция 
^ (г )е Р (р , у) такая, что
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(е'т — а) z f i z ) +  а z f i z )
I- 1 =  e^■^qi г) ,  z q E. ( 2 )

f ( z )  ' \ / '  (z)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что если / ( г ) е  

е 5 ( а ,  р, у) ( а < 0 , 0 ^ р < 1 , |у |< л / 2 ), то определяемая по 
формуле (2 ) функция q(z)^P{f i ,  у).

Докажем, что при указанных в лемме значениях пара
метров (I, р, у дифференциальное уравнение (2 ) при любой 
заданной функции </(z)eP(p, у) определяет функцию 
f(z )e S (a , р, у). Используем метод, употребленный в рабо
те [4] (см. также [5, 6 ]) при доказательстве аналогичного 
утверждения для случая у = 0 .

Положив p{z )=e ‘'fzf'(z)/f{z) и 
уравнение (2 ) запишем в виде

zp' (z)

заменив а на (—а),

p { z ) - a  

При а >  cosy из
p{z)

(3) получаем

=  (f'f q (г), а >  О,

р  (г) =  — Н(г)

(3)

(4)

где

И (z) = exp | — л

1 -  \

q(zt)

' Н {zt) -  1 
/1 lit

t
- iU'y  а =  0 < / <  1.

Из (4) видим, что p(z) не может иметь в Е других особен
ностей, кроме полюсов. Из (3) заключаем, что полюсы p{z) 
могут быть только простыми. Рассуждая далее, как в ['4, 
с. 64—65], убеждаемся, что при a^2cosy, 0 < р < 1 , |у |< л /2 , 
p{z) не имеет в Е простых полюсов и Rep(2 ) > 0  в Е.

Таким образом, при указанных в лемме значениях <х, р,у 
дифференциальное уравнение (3) при любой функции 
х/(г)еР(р, у) имеет регулярное в Е решение p(z), p(0)=e'v,  
и в таком случае дифференциальное уравнение (2 ) опреде
ляет функцию f ( z ) ^ S ( a ,  р, у). Лемма доказана.

Из доказательства леммы вытекает
Т е о р е м а  1. Если /(z )e S (u , р, у), и < —2cosy, 0 ^ |J < 1 ,  

|у |< п /2 , то f{z) есть у-спиралеобразиая в Е функция.
З а м е ч а н и е .  Вопрос о смысле условия (1) при 

—2 c o s y < a < 0 , 0 ^ р < 1 , |у |< л / 2 , остается открытым.
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Обозначим через 5(р, у), 5(0, 7 ) = 5 (у), класс всех 
7 -сннралеобразных порядка р в £  функции. Назовем по
рядком 7 -спнралеобразности некоторого класса 5 ^ 5 (7 ) 
наибольшее из чисел Р=р( 7 ) таких, что 5 s S ( p ( 7 ), 7 ).

Т е о р е м а  2. Порядок у-спиралеобразности класса 
5(а, р, у), и < —2 cosy, 0 ^ р < 1 , | 7 |< п / 2 , равен нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При указанных в теореме значе
ниях а, р, у согласно лемме дифференциальное уравнение 
(2 ) при любой функции <7 (2 ) е Р (р , у) определяет функцию 
f(2 ) e S (a , р, у). Возьмем в (2) t/(2 ) =  1 + 2 ( 1 —p ) c o s y  •
/(1—2 ) е Р ( р ;  у). Тогда по (3) и (4) найдем функцию 
p ( z ) —e''^zf'(z)/i(z), для которой И тр(л )= 0 , что и доказы-

г-»1
вает теорему.

Приведем оценки начальных коэффициентов функций 
класса 5 (а, р, у ).

Т е о р е м а  3. Если f (2 ) = 2 +С222+сз2 ^ + .. .е 5 (а, р, у), 
е'^+а+=0 , р — любое заданное комплексное число, тогда

+ 2 а |1 Сз — < ( 1  -  P)cos7 -max(l ,  |v |), (5)
где
V =  2 (1 — р) cos 7 (е'1 -!- а)-2[(2е'^ Ч- 4а) р — е'т — За| — 1. (б)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для f(2 ) e S ( a ,  р, у) существует 
регулярная в Е функция (0 (2 ) =  6 1 2 + ^ 22^+... такая, что 
в £  |(о(2 ) I < 1  и

z f  (2 )(е'т —а)'
f i z )

+ 1
/ и )

=-■ е'т +  2 (1 — pi) cos 7 1(2 )
1-U)(Z)

(7)
Простыми вычислениями из (7) находим

( е ' М - =  2  ( 1  — P)cos 7 -й,; (8 )
(2^'тЧ-4а)Сз-(е'т +  За)с’ =  2 (1 -  p)cos 7 - ( ^ 2  +  *?)• (9)

Считая e''i’+ a +О  и определив v по формуле (6 ), ввиду (8 ) 
и (9) имеем

I +  2 а II сз _  р с || =  ( 1  -  Р) cos 7 • 1 Ь.̂  -  vfcj ].
Отсюда в силу неравенства | fcj — | <  max (1, |vl) [7|,
справэдливого при любом комплексном получаем оценку 
(5). Теорема доказана.

Из доказательства теоремы 3 легко видеть, что в классе 
5 ( — 1, 3, 0), т. е. в с.’учае с'т +  а =  0, справедлива оценка
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к з  “  I ^  1 “  Р- При Э =  7 ' = : 0  0 < а < ; 1  теорема 3 дает 
соответствующий результат из |8]. Непосредственно из тео
ремы 3 имеем

С л е д с т в и е .  Если / ( г ) р 5 ( а ,  р, -|), е 'т -f « ¥= О, ю  
к 2 |< ,2 (1  - P ) c o s 'c / |e 'i - |- a |:

|е'т-|-2аЦсз1 < (1  — P)cos-j-max(l, h^l), 
где Vo =  2 {1 — Р) cos 7 • (e'f +  Зя) (е'т +  я)~^ -|- 1.
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БУЛЕВЫ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ 
И РЕГУЛЯРНЫЕ ОПЕРАТОРЫ УСРЕДНЕНИЯ

И. к. Слепухин

Введение. Операторы усреднения и операторы продолже
ния включаются в общий класс операторов, которые назы
ваются линейными опусами. Общая теория линейных опу
сов, действующих между банаховыми пространствами непре
рывных функций иа бикомпактах, впервые была изложена 
в монографии А. Пслчинского [1J. Интерес к этому классу 
операторов объясняется их тесной связью с операторами 
проектирования в банаховых пространствах; существование 
оператора усреднения (оператора продолжения) связано с 
существованием ограниченной линейной проекции из С{Х) 
на подпространство, нзометрнчное С (У) (соответственно 
из С (У) — на подпространство, изометричнос С(А)). Пос
ледние, как известно, являются основным инструментом при 
изучении банаховых пространств.

Цель настоящей работы — дать необходимые и доста
точные условия существования регулярного оператора 
усреднения для отображения с нульмерного бикомНакта X 
иа произвольный бикомпакт У. Эти условия затем исполь
зуются для получения тополого-алгебраической характери
зации бикомпактов .Милютина и состоят в том, что на У су
ществует некоторая алгебраическая совокупность положи
тельных функций, называемая нами булевой системой.

Излагаемый ниже предварительный материал по булевым 
системам множеств взят из работы автора [4].

О п р е д е л е н и е .  Булевой системой множеств хаусдор- 
фова пространства X называется семейство его замкнутых 
подмножеств ^ =  {fa|«^A }, занулированное элементами 
булевой алгебры Л и удовлетворяющее следующим уело 
виям: 1) для произвольной точки х ^ Х  и любой ее окрест 
ности VciX существует такое а е Л , что и х^Гса
2 )Г 1 =  А и Га = 0  тогда и только тогда, когда 'u  =  0;
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3) I’avp =  TalJI'p ДЛЯ любых u, реЛ . Булева система 
2 = {Га|аеЛ} в X с взаимно однозначным соответствием 
а-*1'а называется также булевой алгеброй подмножеств 
пространства X.

Простейшим примером булевой системы множеств явля
ется булева алгебра открыто замкнутых подмножеств нуль
мерного регулярного пространства.

Поскольку далее все рассматриваемые в этой заметке 
топологические пространства (без алгебраической структу
ры) — бикомпакты, то и результаты работы [4] будут 
формулироваться для этого случая.

Т е о р е м а  1. Семейство подмножеств 2 =  {Га1аеЛ} 
пространства X, где Л — булева алгебра, является булевой 
системой (соответственно алгеброй) пространства X в том 
и только в том случае, когда существует непрерывное (соот
ветственно неприводимое) отображение ф бикомпакта Стоу
на Z(A) булевой алгебры А на X, удовлетворяющее усло
вию Го =  ф(2а) для всех иеЛ , где a->-Za — стоуновский 
изоморфизм.

Здесь под неприводимым отображением g : X-^Y  пони
мается непрерывное отображение иа Y, переводящее собст
венные замкнутые подмножества из X в собственные под
множества Y.

Булева система множеств 2С = {Га|аеА} пространства X 
называется свободной, если Л — свободная булева алгебра 
[2]. Из основной теоремы 1 вытекают (см. [4]) следующие 
алгебраические характеристики диадических бикомпактов.

Т е о р ф м а  2. Бикомпакт X является диадическнм (соот
ветственно неприводимо диадическнм) тогда и только тогда, 
когда X имеет свободную булеву систему (соответственно 
алгебру) множеств.

Т е о р е м а  3. 13икомнаК]' X  являе 1ся диадическнм тогда 
и '.олько тогда, когда X  имее( такую си1.'1 ему 
двухэлементных замкнутых покрытий ’К =(•'),, ['О:

П
4) П 'Л  ф 0  для любого конечного набора (v,,...,

i=i
из о и любых Ji = 0 или 1;

5) множества вида 4 образуют сеть Архангельского в X.
Основная теорема (теорема 5) нашей работы является

аналогом теоремы 1 для операторов усреднения. В ней 
сформулированы необходимые и достаточные условия су
ществования эпиморфизма ф :2(Л)-^А , допускающего регу-
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лярпыи оператор усреднения. Теорема 7 об алгебраической 
характеризации бикомпактов Милютина — это аналог тео
ремы 2, сформулированный на языке булевых систем функ
ций. Тополого-алгебраическая характеристика бикомпактов 
Милютина заключена в теореме 8 и представляет собой 
следующее усиление теоремы 3: каждая пара •<>у =  {Г’ , Г; ) 
состоит нз замыканий открытых /'„-множеств, покрываю
щих X. В работе приводятся и другие характеристики би
компактов Милютина, следующие из этих основных.

Напомним основные определения. Пусть \ X Y — э\ш- 
морфи: м из бикомпакта X  на бикомиак! К. Линейный опе
ратор 7'; С ( X ) С (  К) с нормой 1 называется регулярным 
оператором усреднения для ф или ф допускает регулярный 
оператор усреднения Т, если Г ( /о  6) =  Г о i f )  = f  аля 
всех f e e  (У), т. е. Т о ф° =  idcuo.

Бикомпакт X, являющийся непрерывным образом неко
торого канторовского куба 7)̂ , называется днадическнм. 
Если существует эпиморфизм с некоторого D \
допускающий регулярный оператор усреднения, то X назы
вают бикомпактом Милютина. Сетью Архангельского в X на
зывают систему М произвольных подмножеств пространства А, 
удовлетворяющую условию: для любой точки х е Х  и любой 
ее окрестности VczX найдется M ^ N  такое, что x^MczV.

О с н о в а  к о н с т р у к ц и и .  Ниже нам потребуется сле
дующее утверждение.

Л е м м а  1. Пусть Z — бикомпакт. Если отображение 
допускает регулярный оператор усреднения U и 

(Хь Хп} — разбиение единицы на Z, образованное харак
теристическими функциями открыто замкнутых множеств 
Zi с= Z, то существует такое разбиение единицы {/i, ..., /„} 
на X, что

6) supp/iCil3(Zi), i =  1, 2, ..., п;
П П

7) ^7(25^,.фО(/,)) =  / , .....  Л с-С (Х ).
i=i i-\

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть U — регулярный оператор 
усреднения для ф и (хь ..., Х") — разбиение единицы на Z, 
образованное характеристическими функциями открыто 
замкнутых множеств Z,czZ. И пусть ti = U {%,) для t =l ,  
2, ..., п. По предложению 1.2 из [1] функции ti образуют 
разбиение единицы на X. Покажем 6. Пусть x ^ G i  = {x 'eX\  
U(x')'>0}. По предложению об интегральном представлении
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регулярного оператора, усреднения [1, предложение 4.1]:

где рж =  V* (6ж) — мера, сосредоточенная на множестве 
{U* — оператор, сопряженный к U, а Ьх — мера 

Дирака в точке д:). Отсюда получаем, что Zi(]%[>-4x} ^ 0 ,  
т. е. x^\p(Zi).  Таким образом, GjC;ap(Zj) и, следовательно, 
suppG с: ip(Zi). Равенство 7 вытекает непосредственно из 
интегрального представления U:

П п

< - 1 / = 1

П п
=  ^  J Xr(/4)̂ (̂":r = IS/iW' j =

i-i ф-'U)

<-i
Пусть X — бикомпакт. Го и I'l — его замкнутые под

пространства и е \ Р ^ Х  — естественное отображение топо
логической суммы Р =  Го©1’1 в X. Обозначим через /г ха
рактеристическую -функцию множества Г,-с: Р, i — О, 1.

Разберем на этом простом примере, как действуй регу
лярный оператор усреднения для е. Найдем необходимые 
и достаточные условия его существования.

Т е о р е м а  4. Если отображение е допускает регулярный 
оператор усреднения U, то существуют такие неотрицатель
ные непрерывные-функции /о и /[ на X, что

8) to{x) -\-ti{x) =  1 для любого хе.Х\
9) supp/o Го, supp/ i cTi ;

10) G(xo-e°(fi)+X. •/. +  /.-/2, /ь h ^ C{ X) .
Обратно, если д-аны неотрицательные непрерывные функ

ции to и t\ па X, удовлетворяющие условиям 8 и 9, то усло
вие 10 определяет регулярный оператор усреднения для е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть теоремы следует не
посредственно из леммы 1. Докажем обратное утверждение.

Пусть неотрицательные непрерывные функции /о и t\ 
на X удовлетворяют условиям 8 и 9. Определим оператор 
и : С{Р)-*~С(X) равенством 10.
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Заметим, что любая функция из С{Р) имеет вид 
Ъ ■ XI • e°(f2), где f2^ C( X) .
Действительно, если / е С ( Р ) ,  то функции / | по теореме 
Титце-Урысона имеют непрерывные продолжения /i на X. 
Тогда / =  e°(f{) на П с= Р и, следовательно,

/  =  Хо • e ° ( / i )  + x i  • е ° ( / 2 ) .
Далее, если

Хо • e°(fi) +  XI • е°(/2) =  Хо • e°(^i) +  Xi • e°(^2), 
fl, f2, gu g 2 ^ C ( X ) ,

TO очевидно, что fi = gi на supp/,_i c: Гг-ь i =  1, 2, и, сле
довательно, to ■ fl 4- ■ f2 = 0̂ ■ gl +  ■ g2-

Таким образом, оператор U определен корректно. Ли
нейность очевидна'.

Пусть /е С (Л ') . Тогда е°(/) =  хо • б°(/) +  Xi • e°(f), и по 
условию 1 получаем

UOe°{f){x) = /о(х) • f(x) +t i ( x )  • f(x) =  f ( x ) , x ^ X ,
т. с. и  есть линейный оператор усреднения для е. Докажем 
его регулярность. Имеем i)(l) =  t / Oe° ( l )  =  1. Далее, 
пусть / е  С(Р) и

/  =  Хо • e°(fi)  - f  x i  • e°(f2) ^  0.
Тогда e°(/<)^0 на Ti_i и, следовательно, f i ^ O  на supp 
^■-ic=ri_i, откуда получаем, что

^  i f )— to • fi-\-ti • /2 ^ 0 -
Следовательно, но предложению 1.2 из [1] оператор U ре
гулярен. Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1. Отображение е допускает регулярный 
оператор усреднения в том и только в том случае, когда Го 
и Г| содержат открытые fa -множества Go и Gi, покрываю
щие X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию 9 множества Г, содер
жат замыкания множеств

Gi =  {A:eX|^i(A:) >0}, i= 0 ,l.
Очевидно, Gi — открытые fn -множества, но условию 8 по
крывающие X.

Пусть обратно l̂ o и Г| содержат замыкания открытых 
fa -множеств Go и Gi, покрывающих X. Существуют такие 
непрерывные неотрицательные функции fo и fi на X, что 

Gi = {x^X\ f i {x)>0],  1 =  0,1.
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Тогда функции

0̂ — /о
/о  ^"/l

И =_  f^
/о  +  1\

очевидно, непрерывны, неотрицательны и удовлетворяют 
условию 8 н 9.

С л е д с т в и е  2. Если отображение е допускает регуляр
ный оператор усреднения I) и ii = U(%t), то сужение этого 
отображения на E = FqQF\, где f i  =  supp tu также допускает 
регулярный оператор усреднения V, причем i i=V{xi)  и 
e(fi)= supp  ti (здесь Xi — характеристическая функция мно
жества FiCzE, t =  0,l).

С л е д с т в и е  3. Неприводимое е : Р ^ Х ,  допускающее 
регулярный оператор усреднения, является гомеоморфизмом.

Булевые системы функций. Семейство {^а1«еА} неотри
цательных непрерывных функций на бикомпакте X, зануме
рованное элементами булевой алгебры Л, называется буле
вой системой па X, если:

11) для произвольной точки х ^ Х  и любой ее окрестно
сти VczX существует такое аеА , что .xesupp /« сК  и 
X^SUpp tea,

12) /i =  l и ta = 0 тогда и только тогда, когда п = 0;
13) /avp =  ̂ a+^p. если аАр =  0.
Приведем некоторые свойства булевой системы функций 

{/а|аеА}, заданной на бикомпакте X:
а) ta— \ тогда и только тогда, когда а =  1.
Действительно, по условию 12 =< 1. Обратно, пусть

^а=1.  Тогда /со =  1 — 4  = о по 12 и 13, следовательно, 
Ся =  о, т. е-. а =  1;

б) если а <  то /, <
Действительно, так как элементы а и ск Л Р дизъюнкт

ны. то по условию 13 имеем -f
в) семейство {Га|а(-А} носителей l'a =  supp/a является бу

левой системой множеств в X.
Действительно, если x f : X  и К — произвольная окрест

ное 1ь X ,  то по условию 11 существует а^ Л  такое, что
x ( - l \ C V  и л: (•!’„ , т. е. условие 1 выполнено. Условие 2 
вытекает из 12. Далее, если а, рбА,  то а V Р =  (а Л сЗ) V 
V (’ Л Р) V {со. Л Р),тде слагаемые в правой части попарно 
дизъюнктны. Тогда +  а̂Лэ +  по условию 13
и, следова1 ельно,

Tav3 =  «ЛЗУ 1’с5(ЛЗ =  { I’oAcpU '̂«AЗ) и  ( I’i ApU  ̂«АЗ)
— 1 »и  ̂31
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г) каждое Г, является замыканием открытого fa -мпоже-
п ва  G, =  >  0} и

X -  g«i U ....U G «
для любого разбиения а„} единичного элемента в Л.
Более того, множества G«, « 6  Л, образуют базу проаранст- 
ва X.

Первая часть утверждения следует из условий 12 и 13, 
Докажем вторую. Пусть деСХ и К — произвольная окрест
ность X. По в найдется такое a f A,  что и xOlVc
Элементы а и са образуют разбиение единицы в Л, поэтому 
X  = G^lJGca. Тогда очевидно, что x tG i( ;  V\

д) д 1я любого замкнутого подмножества F СХ,  не со
держащего точку X 6  X, сущест вует такое  ̂6 X, что (х) =  0 
и Ц — \ на F. Таким образом, любая булева система функ
ций на X отделяет точки от замкнутых множ''Ств в этом про
странств?.

Действительно, по свойству б найдется такое «С А, что 
x G X X I’co, и Д с Х \ Г „ .  Тогда р =  са — требуемое, так как 

— о на А 1 а, tea ”  О НЭ А̂  1 са И tea 1 а̂.
О с н о в н а я  т е о р е м а  и ее с л е д с т в и я .  Докажем ос

новную теорему и ее следствия.
Т^еорема  5. Пусть Z (А) — бикомпакт Стоуна булевой 

алгебры А, 9  : Z (А )-> X — эпиморфизм. Если 9  допускает 
регулярный оператор усреднения U, то образы <a =  G/(Xa) 
характеристических функций, где «->Ха — стоуновский изо
морфизм, образуют булеву систему функций на X такую, 
что:

14) supp/af  9  каждого А;
П П

15) G ' 9“ (/,)) =  ^г!а^-/;, где {«1 ,..., а„} —произволь-
;=1 /-1

ное разбиение единичного элемента в А и / 1 ,..., /лОС(Х).
Обратно, если {/а | а 6 А} — булева система функций на X 

такая, что справедливо условие 14, то равенство 15 опреде
ляет регулярный оператор усреднения для 9 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждения первой части теоре
мы, кроме условий 14 и taФ О, если а О, следуют из 
определения регулярного оператора или леммы 1. Дока
жем эти условия. Г1о теореме 1 семейство {9 (2 а) 1 <хбА} яв
ляется булевой системой множеств в X. Так что 11 следу
ет из 1 в силу включений 14. Пусть теперь а 0, т. е. 
X* ¥= 0 .  Тогда найдется х ^ Х  такое, что Zaf]'r~^ (х) Ф 0.
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По замечанию из [1, с. 34] носитель меры содержит 
поэтому

^а(Х)= 1 ( jf ))> 0 .
f-Ux)

Таким образом, первая часть теоремы доказана.
Обратно, пусть L — семейство всех непрерывных функ

ций на Z(A) вида

V
1-\

где {а,,..., а„} — произвольное разбиение единичного элемен
та в А и / , .....  /„ б  С {X).

Заметим, что если {«1 ,..., «„}, Р„} — два разбиения
П

единичного элемента в Л и / =  (//), то элементы
1-1

а, ЛР; образуют новое разбиение единицы в Л такое, что
т

*; =  V («(ЛР;) и
п

/ =  •?“ ( / , ) =  2  A?/?" (/<)•i=\ l- l j=\ ‘
Отсюда, если

п rn

l- l j-\
TO f-hg II f -g  принадлежат L, так как

п m

f~\  g =  2х«,лз/?"(/Н -й^у):
/ = 1 y = i 

n m

f - g = '^y.-i^?j---?°{fi-gj).
1=1 j=\

Следовательно, L — подалгебра алгебры C(Z(A)). Очевид
но, L разделяет точки бикомпакта Z(A), содержит единицу 
и вместе с каждой функцией комплексно сопряженную. По 
теореме Стоуна—Вейерштрасса L плотно в C(Z(A)).

Таким образом, регулярный оператор усреднения U для 
Ф достаточно задать на L. Определим его равенством 15.
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Тогда, если

/  =  2 j  5̂y ' 'г® (//) =  2  б_ T h/=1 ■ /-1 
то по сделанному выше замечанию

п т  т  т
V  W  \  V(//) —
i -1  J=\  J - l  /=1

^  ^ХЗуЛау-9® («■/).

Отсюда, поскольку множества попарно не пересека
ются, получаем 9"(//) =  9®(gy) на Za^A?y Г1о условию 14 
тогда f i  = gj  на 5иррг,^л?у н, следовате пьио,

п п т  т п п

^  ~  ^  ^  ^«уЛЗ, ^  hjA^i
l = l  l = l  J =\  ‘  j = l  l = l  ‘  j - \  ‘

T. e. оператор V определен корректно. Его линейность 
очевидна. U —регулярный оператор усреднения для <?. Дей
ствительно, пусть {а,,..., а„} — разбиение единичного эле-

П
мента в А. Тогда ^Х » , =  • и 

<-1 
П

«®(/) =  2:х«у-?®(/)е1, / о С( Х) .
п

кроме того, ~  ~   ̂ условиям 12 и 13, следо-
/-1

вательно,
П П

Uc<fO ( / )  =  ( V  ■ ср« / е  с  ( X ) .
1=1 i- i

в частности. t / ( l )  -  (УосрО (1) =  1 . Далее, пусть l^jX^iX 
Х9 ®( Л) | <1 .  ‘

Так как множества не пересекаются, то
П
V
i-1

X«y(v)-9® ( / i ) ( v )  I =  ^X «,(v)'l?® (/i) ( v )  К  1, V G - «  (A).
i-1

Отсюда | / y | < l  на supp/»,  ̂ и
n n n

i = l i-1
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Так
С

лева 
ме 1 
еЛ} - 
такой

по \и\  < 1 . Теорема доказана.
л е д с т в н е  4. Пусть X — бикомпакт н {/а|«^Л} — бу- 
система функций на X. Тогда существующее но теоре- 
нснрерывное отображение vf\Z(k)-^X,  где ^ =  {Га|«^ 

— булева система носителей J’a = supp допускает
регулярный оператор усреднения U, что la = U{Xa)

отображение
допускающее
гомеоморфнз-

для всех « е Л .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, поскольку supp /„ = 

= 1'о =  ф(2а) для каждого « еЛ , то но теореме 5 равенство 
15 определяет требуемый оператор U.

С л е д с т в и е  5. Линейная оболочка булевой системы 
функций {/а|«еЛ} на X плотна в С{Х).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, по следствию 4 
непрерывное отображение ф:2(Л)-^Х, где Е = {1’а|гхеЛ} — 
булева система носителей ia, допускает такой регулярный 
оператор усреднения U, что ia=U(xa) для всех «еЛ . Так 
как sp{xa|«^A} — подалгебра C(Z(A)), разделяющая точ
ки, содержащая единицу н вместе с каждой функцией ком
плексно сопряженную, то как непрерывный образ плотного 
множества

sp{/a I аеЛ } = и  (sp(xa I (хеЛ})
плотно в С{Х).

С л е д с т в и е  6. Любое неприводимое 
ф:Z(Л)-^X с нульмерного бикомпакта Z(A), 
регулярный оператор усреднения, является 
мом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть неприводимое отображение 
q':Z(A)->A' допускает регулярный оператор усреднения U. 
Для доказательства следствия, очевидно, достаточно пока
зать, что для любого (Хб=А множества Гa = ф(Za) и Гса = 
= q)(Zco) не пересекаются. Пусть реА  произвольно. Так как 
Ф — неприводимое отображение, то множества Гр н 1’ср об
разуют каноническое разбиение X, т. с. IntTp П 1п1Ггр = 0 . 
Пусть /v=f^(Xv). где v = p или ср. По теореме 5 имеем 
supp /vCt Tv. Следовательно, {;ceA|/v(^:)>0} =  GvC:Int J'v. 
Тогда Int TpUInt Гср =  А' но свойству г. Следовательно, 
Гр = 1п1 Гр, Гср=1п1 Гер и Гр П Гср =  0 .

Общий случай. Пусть — эпиморфизм произволь
ного бикомпакта X на бикомпакт Y. Естественно, возникает 
вопрос: «Каковы необходимые и достаточные условия суще
ствования регулярного оператора усреднения для ф»? На 
этот вопрос, используя понятие булевой системы функций, 
можно ответить следующим образом.
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Т е о р е м а  6. Если непрерывное отображение г|):Х— до
пускает регулярный оператор усреднения V, то для всякой 
булевой системы функций {/а|аеЛ} на X существует такая 
булева система функций {/а|«еА} на У, что:

16) supp 1ас:гр (supp ta) для каждого « еЛ ;
П П

17) т) где {я,,..., «„} -  произ-
i-i /-1

вольное разбиение единичного элемента в Л и / , ..... /„6
6С(У).

Обратно, если для булевой системы функций {/а|оеЛ} на 
X существует такая булева система функций {/а|аеЛ}, что 
справедливо условие 16, то ф допускает регулярный опера
тор усреднения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отображение ф:А’->У допус
кает регулярный оператор усреднения V и {/а|аеА} — бу
лева система функций на X. По следствию 4 непрерывное 
отображение ф: Z(A)—>-Х, где Е = {Га|иеА} — булева система 
носителей Га= supp ta, допускает регулярный оператор ус
реднения и,  который определен равенством 15 теоремы 5. 
Очевидно, что V°U — регулярный оператор усреднения для 
ф O ф :Z (A )^У . По теореме 5 тогда /а =  (V^U) (%а), аеА , 
образуют требуемую булеву систему функций на У, так как

supp /аС:(фОф) (Ха) =vH supp t a)

/-1 t=i i=i
Обратно, пусть для булевой системы функций {ta аеА} 

на X существует такая булева система функций {/„ аеЛ} 
на Y, что справедливо условие 16. Пусть ф:Z(A)->-л — не
прерывное отображение, построенное по булевой системе 
2 = {Га|«^А} носителей l'a =  supp /а- Тогда ^> \:Z (A )-*-y  
и по предположению

supp /аС=ф(Г(х) =  (Ф°ф) (Za), « S  А.
Так что по теореме 5 существует регулярный оператор усред
нения и  для ф°ф. Тогда очевидно, что (f°OU есть регуляр
ный оператор усреднения для ф. Теорема доказана.

Алгебраическая характеристика бикомпактов Милютина. 
Согласно теореме 5 и результату из [3] (бикомпакт X бсско- 
неч)1ой мощности является непрерывным образом нульмер-
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ПОП) бикомпакта веса WX  при отображении, допускающем 
регулярный оператор усреднения) любое бесконечное биком
пактное пространство Y имеет булеву систему функций 
{/alasA} мощности WY. Естественно ожидать, что биком
пакты Милютина имеют какие-то особые (с точки зрения 
алгебры) булевы системы функций, которые их характери
зуют.

В этом пункте приводится одна из таких характеристик- 
бикомпактов Милютина.

З а м е ч а н и е .  Хорошо известно (см., например, [2,
с. 100—102]), что каждая свободная булева алгебра Л 
(с независимой системой образующих) мощности т имеет 
своим пространством Стоуна канторовский куб D'  ̂ веса т. 
Обратно, алгебра открыто замкнутых подмножеств канто- 
ровского куба является свободной булевой алгеброй 
мощности т.

О п р е д е л е н и е .  Булева система функций {/а|аеЛ} на 
X называется свободной, если Л — свободная булева алгебра.

Т е о р е м а  7. Бикомпакт X является милютинским тогда 
II только тогда, когда на X существует свободная булева 
алгебра функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X — бикомпакт Милютина,
т. е. X есть непрерывный образ некоторого при отображе
нии ф, допускающем регулярный оператор усреднения U. 
И пусть Л — булева алгебра всех открыто замкнутых под
множеств D .̂ Тогда согласно теореме 5 и сделанному выше 
замечанию функции ta=U{%a), где Ха — характеристическая 
функция подмножества ac:D^, аеА , образуют свободную 
булеву систему на X. Обратно, если {^а|«еА} — свободная 
булева система функций на X, то по замечанию имеем 
Z{A)=D\  где т — мощность А. Кроме того, по следствию 4 
существует эпиморфизм ф:Z(A)->-J, допускающий регуляр
ный оператор усреднения. Следовательно, X — бикомпакт 
Милютина. Теорема доказана.

С л е д с т в и е  7. Бикомпакт Милютина X имеет такую 
свободную булеву систему множеств 2 = {Га|аеА}, состоя
щую из замыканий открытых Еп-множсств Ощ(^Х, что

A=Ga,U ... и ОаП
ДЛЯ любого разбиения {оь ..., «„} единичного элемента в А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, по теореме 7 би
компакт X имеет свободную булеву систему функций
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{/а|«^А}. Тогда по г носители supp и еЛ , образуют тре
буемую булеву систему множеств.

Тополого-алгебраическая характеристика бикомпактов 
Милютина. Следующая теорема решает задачу А. Пелчин- 
ского [1, задача 8] о топологической характеризации би
компактов Милютина.

Т е о р е м а  8. Бикомпакт X  является милютинским в том 
и только в том случае, если существует такое семейсво 
{dv|v(-o} двухэлементных сисюм 1’̂ } из замыканий
открытых Аа-множеств и О’, покрывающих X,  что спра
ведливы условия 4 и 5 теоремы 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X — бикомпакт Милютина. 
По теореме 7 и следствию 4 тогда существуют свободная 
булева система функций {^<х|а^Л} на X и непрерывное ото
бражение (p:Z(A)->-A, где Е = {Га|«^А} — булева система 
носителей Га = 5ирр Тогда ■0'v = {rv, Fev}, v e a , где а — не
зависимая система образующих булевой алгебры Л, обра
зуют требуемое семейство. Действительно, пусть v e o . Эле
менты V и CV составляют разбиение единичного элемента в Л 
и, следовательно, по г множества Fv и Fev являются замыка
ниями открытых Fa-множеств Gv и Gcv. покрывающих X. 
Далее, поскольку Ga по 2 пусто в том и только в том случае, 
когда а = 0, то ио б отсюда получаем

Gv,n— П П — Z D G p 0 ,
где p =  viA -  A vkA cv„+iA  ••• Acv„ для любых vi, ..., v „ eo  
и любого k = 0, 1, ..., п. Таким образом, справедливо ус
ловие

П
18) для любого конечного набора {v,,..

(-1 ^
из о и любых /i =  о или 1, из которого 4 следует. Доказа- 
тельс.'во 5 аналогично доказательству этого условия в тео
реме 3 (см. [4]).

Обратно, пусть {Я,|v6 о} — семейство бинарных систем 
ft, =  {1’̂ , I’j} из замыканий открьыых А.-множеств Ĝ  и G\, 
покрывающих X,  удовлетворяющее условиям 4 и 5 теоре
мы 3. Тогда, как показано при доказательстве теоремы 3, 
существует непрерывное отображение канторовского ку
ба /)" =  П ftv, где ftv =  {Г ,̂ Г][} — двухточечное пространст-

V < 0

во с дискретной топологией, на X,  удовлетворяющее ра
венству 
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19) ф ( п  =  П VJ где А)={\ ' )}  X П 1N,

для любого набора {а,...... . а,,} из о и любых J j = 0  или 1.
Кроме того, для каждого v(-o существуют (см. доказатель
ство следствия 1) такие неотрицательные непрерывные 
функции и i'l на X,  что

Гп'- s u p p / j ,  J'; =  supp/;,
Теперь заметим, ‘1то для любой конечной совокупности 

{vi, Vnjezo множества
20) А)\Г\....Г\А]п

образуют разбиение D° (из 2" попарно различных элемен
тов). Аналогично для {vi, ..., v„}czo функции

th ■f.n

образуют разбиение единицы на А. 11апример, для совокуп
ности из одного элемента v(^o разбиением D” является {Лц, 
Л)}, а {/;, /;} —разбиение единицы на X; для совокупности 
из двух элементов v, f f o  разбиением />  служит (Л'ПЛ)’, 
Л̂ ,(1 Л |, ЛлПЛ/,, Л^ПА]}, а разбиением единицы — 

и т. д.
Далее, пусть =  |/г=1, 2, ..., 2'*} и p =  {A nJs= l, 2, ...,
2™} — два разбиения D®, построенные соответственно на со
вокупностях {vi..... Vn} и {уь ..., Ym}cia, т. е.

4̂. = П и = П А] ‘ ■

Тогда множества Лх̂  ПЛц , k=\ ,  2...... 2", s = l ,  2, ..., 2’",
образуют новое разбиение D®, состоящее нз 2"+'" (нс обяза
тельно различных) элементов, которое обозначим через

=  1, 2.....  2"; 5 =  1, 2,..., 2'”}.
im 2л

Ясно, что Лх^= и  Лх̂ л!̂  ̂и LJ
S—1 к —1

Пусть X {Лх |̂л: — 1, 2..... 2"} — произвольное разбиецне
D\  построенное на совокупности {v,.......  v„}. Обозначим
через характеристическую функцию подмножества Л^^с
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C D ’, Очевидно, =  х}‘,--Х у "-есл и  =  П Т е п е р ь
1-1

положим

/х =  2^Хх^-фМЛ), где / , ,  /а,..., /у .(:С (Х ).
К=1

Множество функций /х, когда К пробегает множество разби
ений, построенных на всевозможных конечных совокупностях 
из о, обозначим через L. Поскольку множества 20 образуют 
базу пространства D̂ ’, то L состоит из непрерывных функций 
и разделяет точки D°. Очевидно, L содержит единицу 
и вместе с каждой функцией комплексно сопряженную. Кро
ме того, если

XX (Л)О ^

i—1 j=l к-1

2" 2  ̂ 2 ̂

л:-1 K = \ 4-1

2'" 2"

TO

f + g  =
2"  2
V  V Хх„Л1*./Ф'’ i f  к +  ^s) G ^
/1=1 j- i

K = \

Таким образом, L есть подалгебра банаховой алгебры C{D°), 
по теореме Стоуна—Вейерштрасса она плотна в C{D<’).

Оператор усреднения U для ф определим на L равен
ством

2" 2”
^  ( ix x ,4 ® (/i) )  =  2i]^x,-//, где ij\-.

1-1 1-1

Теперь если функции

1-1 j-i ’ j=\ 1=1
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равны, то фо (fi) = фо (gj) на Для любых i и у. От
сюда по 19 fi  = gj па I^^niVy =  Ф И так как

supp(!‘), -̂/i,p C l \ j  П IVy’ получаем, что
2'" 2"

и ф
2*

=  ^  f  ' ^ iv . . -h^ -g j=  U(g),
i - \  j - \  У = 1  1 = 1 '

2"

I /̂~1

т. С. оператор U определен корректно.
Линейность и  очевидна. Докажем регулярность. Пусть 

VC- 0  и f ' ( rC{X).  Тогда ф'Ч/') =  Хо-Ф®(/')+У.1-Ф"(/')(-’̂  и
((уофо) +

поскольку +  =  В частности, 6/(1) =  (1) =  1.
2"

Далее, если || 2хх,-ф" (/,) || <  1. то |/ ,1 < 1  на su p p /x ,d \;  =  

= для каждого / =  1, 2,..., 2". Следовательно,

5̂ Д ,(л ) - / ,( ;с ) |<  (X) --=1
- 1  / - 1  t=\

для любого х(^Х.  Так что | б̂Ц <  1 и теорема доказана.
В ходе доказательства теоремы 8  доказано 
С л е д с т в и е  8 . Бикомпакт X  являе 1 ся милютинским в 

том и только в том случае, когда существует такое семей
ство {11, |v(To} двухэлементных систем 1>, ~  {Г",, ГД из за
мыканий открытых Д,-множеств С’ и G\, покрывающих X 
что справедливы условия:

N

2 1 ) {") Gt =7̂  0  для любого конечного набора |v,......
( - 1  Ч

v„}C 3 и любых /( =  0  или 1 ;
N

2 2 ) множества f~) *7 * Д̂® ’'« to  и у/ =  0  или 1 , об

разуют ceib Архангельского в X.
Ниже приводятся еще некоторые характеристики биком

пактов Милютина.
Т е о р е м а  9. Бикомпакт X является милютинским в том 

и только в том случае, когда имеет свободную булеву систе
мы 2  =  {Га|а^А}, состоящую из замыканий открытых Fa-
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множеств Ga таких, что Ga, U - U G a ^ = X  для любого раз
биения {ai, O n } единичного элемента в Л.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Часть этого утверждения состав
ляет следствие 7. Обратно, пусть 2] =  {Га|аеЛ} — свободная 
булева система в X, удовлетворяющая условиям теоремы, 
и пусть а — независимая система образующих булевой ал
гебры Л. Тогда, как легко видеть, пары Ov =  {Fv, Fev} обра
зуют семейство, удовлетворяющее всем условиям теоремы 8 . 
Таким образом, X есть бикомпакт Милютина.

Т е о р е м а  10. Для того, чтобы бикомпакт X был милю- 
тииским, пеоб.ходимо и достаточно, чтобы X имел такую сво
бодную булеву систему S =  {FalaeA} из замыканий откры
тых fo-множеств Ga, что X =  С?а и Gca ДЛЯ любого а ^ Л  п

23) GnCiGp, если а ^ р .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X — бикомпакт Милютина и 

пусть {<а|аеЛ} — свободная булева система функций на X. 
Тогда по б и следствию 7 носители Fa =  supp а^ Л , обра
зуют необходимую булеву систему множеств.

Докажем достаточность. Пусть 2 =  {Fa|aeA} — свобод
ная булева система 1̂ножеств в X такая, как в условии тео
ремы, и пусть а — независимая система образующих булевой 
алгебры А. Для доказательства теоремы достаточно показать, 
что пары f>v =  {Fv, Frv} образуют семейство, удовлетворяющее 
условиям 2 1  и 2 2  следствия 8 .

В силу 23 и 2 имеем
G,, п  П П ^  0 >

где p =  viA--  AviiAcvh+iA ••• Acv„, для любых vi, ..., v „ea  
и любого /г =  0, 1, .... п. Так что условие 21 выполнено. Усло
вие 2 2  также выполнено — вытекает из существования не- 
нрерывного отображения ср: Z ( A ) - y X  (см. доказательство 
этого условия в теореме 3).

О п р е д е л е н и е .  Системы {/v|vea} непрерывных функ
ций 1 ] называется независимой, если для любого
конечного числа vi, ..., Vn^a и любого k = 0, 1 , .... п:

С, • ( 1  ■ ••• ■ ( 1  ^  0 .
Т е о р е м а  11. Бикомпакт X является милютинским тогд? 

и только тогда, когда существует независимая система функ
ций {/v|veo} на X такая, что множества
24) supp^, П ••• П supp^v,, П supp (l—i!v,,+i)n... П supp (l—CJ, 
где {vi, ..., V n ),  произвольный конечный набор из о и  ̂= 
=  0, 1, ..., п, образуют сеть Архангельского в X.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X — бикомпакт Милютина. 
По следствию 4 существуют такая свободная булева система 
функций {/al«^A} на А и такое непрерывное отображение 
(p:Z(A)->-A, что (p(Za)=supp для каждого а еЛ . Пусть 
о — независимая система образующих булевой алгебры А. 
Тогда {/v|veo}'— требуемая независимая система функций 
на X. Действительно, если vi...... Vnea и /г = 0, 1, .... п, то

^1 Л  . . .  Л  \  Л  с v«+i Л ... Л cv„ ф  0.
Отсюда по 12 и свойству б получаем

о < 1  — — ^  t-i
для любого v = vi, ..., Vft, cv/i+i, .... cv„. Тогда по 12 и 13

( 1  ^v+i)■ А 1 >  0 .
Из существования непрерывного отображения (p:Z(A)-*-A, 

удовлетворяющего равенствам (p(Zv)=supp /у. v eo , сле
дует, что всевозможные конечные пересечения вида 24 об
разуют сеть Архангельского в X (доказательство этого экви
валентно доказательству условия 5 в теореме 3).

Обратно, если существует независимая система функций 
{^vl^Go} на X такая, как в условии теоремы, то пары Я, =  
= •'Де Г(, =  supp ^  и Г( = supp ( 1  — fv), очевидно,
образуют семейство, удовлетворяющее всем условиям теоре
мы 8 . Таким образом, X есть милютинский бикомпакт. Те
орема доказана.
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НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ФУНКЦИЙ, 
КОНФОРМНО ОТОБРАЖАЮЩИХ ПОЛОСУ В СЕБЯ

Б. Г. Цветков

Пусть
Ib={z:2 |Im 2 | <л}, d\ii={z:2\\vaz\ =л}.

О п р е д е л е н и е  1. Класс Р — совокупность всех функ
ций W=f(z),  регулярных в полосе Пг и принимающих зна
чения из полосы Ищ,.

Пусть точки 2 ± принадлежат границе полосы Пг. Тогда 
каждая функция семейства

=  In (X — е
( 1)

где а, Rea =  0 , — произвольная постоянная, In 1 = 0 , при 
надлежит классу Р и отображает Пг на Пи,.

Положим
' — е^~

/? =  {Z; Imz =  0 }, Z.(z_, z+) = \ z : = а
е"+ , .

в данной статье для функций класса Р приводится ряд 
cлcдtтвий из результатов, полученных в работах [ 1 , 2 , 3 ]. 

Т е о р е м а  1. Пусть / (z) е Р ,  конечны пределы
(2) 

(3)

И т / ( 2 ) = / ( z ± ) ,  lim /'{z) = / '( z ± ) ,  z ^ L ( z . ,  z+), 

И выполняются условия

Тогда имеет место неравенство
(z^ — z+ 'Sll2

r { z - ) f ' { z , )
Sh» , f { z . ) ~ f { Z ^ ) ^ >1, / (г )б Р . (4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функции г) =  ф(?). 
^еП ;, т)еП^, определяемую из системы уравнений

, — е^~ , 0  — е— я -------- ;— , еп = ^
~  ^ g f w _g-̂ **+* . f { z ) Q P ,  ( 5 )

Где а и р ,  Rea =  Rep = 0, — произвольные постоянные.
Так как конечны величины f{z±), f'(z±), то конечны 

пределы
=  Ит (<р (С) -  С), С(:/?,С->±оо

которые с использованием системы (5) представимы в виде
,, , 3 е/(*) — —  е^+  , В

-■Р+ =  Ит In -------------- г-------------- ;—  =  In— X
г-»г+ а а

X (6 )

? - =  ' " Т
г+ (2 _)

а е
Из теоремы 3 работы [1] следует, что если f ( z ) ^ P  и ко
нечны пределы

/±  =■■ lim R e( f{ z )  — z), z i R ,
Z  -*  o o

TO имеет место неравенство

Согласно (1), (3) функция 'П =  ф(^) регулярна в П; и при
нимает значения-из П,), поэтому должно выполняться нера
венство

Ф- — ф + > 0 . (8 )
Из формул (6 ), (7) получаем равенство

, г б / .{ 2_, г+). (7)

= I”  (- p s ir r iT iiT r
N2 g/(«_) + /(i_|_)

/ 'U - ) / '( -+ ) .

(9)
Из условий (8 ), (9) с использованием формулы

g2i _  gV
------ = s h ( a - p )2ел fP

получаем неравенство (4). Теорема доказана.
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О п р е д е л е н и е  2. Класс Pt(z+) — совокупность всех 
функций f { z ) ^ P ,  для каждой из которых конечны преде
лы (2) и выполняются условия (3) в точке z+.

О п р е д е л е н и е  3. Класс Р+ — совокупность всех функ
ций f ( z ) ^ P ,  для каждой из которых конечен предел

/+  =  Пт Re ( /( г )  — г), z(-R.
► + 0 0

>  1 , z e i i , . ( 10)

Т е о р е м а  2. Пусть f(z)eP+(z+).  Тогда имеет место не
равенство

I 1® (г^.) Re
I е/(г) — Re

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 3 работы [1] сле
дует, что если f{z)eP+,  то имеет место неравенство

г б 1 1 „  f{z)QP+.  (11)
Re е*

Заменяя в (11) величины z, f{z), f+ соответственно на 
ф(^), ф+ II учитывая формулы (5), (6 ), получаем неравен
ство (10). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Из (10) и условия 1 т ( /{ 2 + ) — z+) = 0 
следует неравенство f '(z+ )> '0 , а если выполняется усло
вие 1 т ( / ( 2+) +  2 +) =  о, то справедливо неравенство 
r ( z + ) < o .

О п р е д е л е н и е  4. Класс T+{z+) — совокупность всех 
функций f(z)^P+(z+),  каждая из которых однолистна в П̂ .

О п р е д е л е н и е  5. Класс Т+ — совокупность всех функ
ций / ( 2 )еР + , каждая из которых однолистна в Пг.

Т е о р е м а  3. Пусть f(z)^T+{z+).  Тогда имеет место 
неравенство

g/(«+y/ Re gf{z) I gz _  g^+1

>

In

In + У (г+ )
e’‘+

g/(^)y'(2 ) /

> ( 12)

I — eЛ*,) ZC-II;

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из следствия теоремы 15 работы 
[ 1 ] следует, что если f(z)^T+,  то имеет место неравенство

Re 1-/+-1 > |/ (2) - 2 - Д  + 1п/(2)1, 2 бП,. (13)
Ree*
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Заменяя в (13) величины z, f(z),  /+ соответственно на 
Ф(^), ф+, с учетом формул (5), (6 ) и

9 ' С)
а/ — еАг_) ,/(^4

^Лг) е — е ^
получаем неравенство (12). Теорема доказана.

en^)f'(z)
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НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА 
ТИПИЧНО ВЕЩЕСТВЕННЫХ В КРУГЕ ФУНКЦИЙ

В. в. Черников

1. О п р е д е л е н и я  н е к о т о р ы х  к л а с с о в  ф у н к 
ций.  Пусть М[а, Ь\, а, Ь — заданные конечные числа, 
а < Ь , — класс функций р (0 , не убывающих на
[а, Ь] и таких, что

р(Ь) — р(а) =  1 ; g{z, t), z ^ E  =  {z\ l z |< l} ,
a ^ t ^ b  — заданная функция, непрерывная но двум пере
менным Z \1 t  при z ^ E ,  a ^ t ^ b  и регулярная по z в Е 
при всяком t, a ^ t < b .

Обозначим через L{g, а, Ь) класс функций f(z), пред
ставимых интегралом Стилтьеса: 

ь
f { z ) ^ \ g { z ,  b\, ( 1 )

a
где g{z, t )  — заданная функция с указанными выше свой
ствами. Функция g{z, t )  называется ядром класса L(g,a,b).  

Справедливы следующие утверждения (см. [1, с. 78—80]):
1 ) при всяком t, a ^ i t ^ b ,  функция g{z, t) принадлежит 

классу L{g, а, Ь)\
2 ) если

f i ( z ) ^ L ( g ,  а, Ь), U (z )^L (g ,  а, Ь), h,
— постоянная, то функция 

fh(z) =  (\—h)fi(z) + Л Ь ( 2 ) ^ L { g ,  а, 6 );
3) класс L{g, а, Ь) равномерно ограничен внутри Е\
4) функции класса L(g, а, Ь) регулярны в Е\
5) всякая сходящаяся внутри Е последовательность 

{fn(z)} функций fn{z )^L{g ,  а, Ь) равномерно сходится 
внутри Е к некоторой функции f o l z ) ^ L { g ,  а, Ь)\
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6 ) класс L[g, а, b) компактен и замкнут (т. е. компак
тен в себе);

7) если функция (p(i) непрерывна на [а, Ь] и а^ ср ( ^ ) < 6  
при a ^ t ^ b ,  то функция

ь
/*  (2 ) =  J (Z, ? (О) d'A (О б L (g, а, Ь) . (2 )

а
при \i.(t)(-M\a, Ь\. .

Если функция g{z, i) имеет но t период Ь — а и g{z, а) = 
= g(z, Ь) при z ^ E ,  то утверждение (2 ) остается в силе 
для всякой функции ф(0 . непрерывной на [а, Ь].

Рассмотрим класс T r  т и п и ч н о  вещественных в круге 
|г | •< 1 функций [2, с. 516]. Функция

f ( z )^ z - \ -b2Z ^  +  b3Ẑ  +  b,z^ +  ..., (3)
регулярная в круге l z | < l ,  называется типично веществен
ной в | г |< ; 1 , если она вещественна на диаметре — 1 -< 2 < ; 1 , 
а в остальных точках круга l2 l < l  такова, что мнимая 
часть 1 т / ( 2 ) и мнимая часть 1 гп2  всегда одного знака, т. е.

1 гп/(г) > 0  при Imz >  0 ;
Imf(2 ) <  о при 1 гп2  <  0 .

Из этого определения следует, что в (3) все /;„, п = 2, 3, 
вещественны.

Класс Tr был впервые введен и изучен В. Рогозннским 
[4] (см. еще [5]). М. Робертсон [6 ] и Г. М. Голузин [7] 
дали представление функций /(г) класса T r  в  виде интегра
ла Стилтьеса (1) по формуле

/ ( г )  =
1 — 22COS t -h 2-

:d iv (0 , !V(0 6/H[0. г], (4)

которая является интегральным представлением для клас
са T r  в том с.мысле, что любая функция / ( 2 ) класса T r 
в I2 I <  1 представима по формуле (4) и обратно, всякая 
функция / ( 2 ), определяемая этой формулой, будет типично 
вещественной и | 2 | •< 1. Так как в (4) подынтегральная 
функция четна относительно t, то формулу (4) можно за
менить эквивалентной формулой

2 z cos t 1 2 -
dp-/(0. I -  Я ■!'l (5)
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которая является интегральным представлением класса Тн 
[1, с. 8 6 ; 2, с. 543].

Рассмотрим класс С регулярных в круге Е функций 
р(2 ), удовлетворяющих условиям р(0) =  1, Rep(z) >  О, 
z ^ E .  Класс С называется классом К. Каратеодори [9] 
(см. также [3, с. 7; 10, с. 28]).

Ф Рисе [11] и Г. Херглотц [12] (см. [13, с. 116; 3, с. 8 , 
301; 14, с. 519, 542, 545; 1, с. 84; 2, с. 542]) доказали, что 
для класса С справедливо интегральное представление в 
виде интеграла Стилтьеса (1) по формуле

Р(г) =
1 Ч- ге“ 
1 — ге“

Ф р (0 . H'plO еМ  [ — 'Г; 1 ]̂. (6)

Обозначим через Си класс функций Р и { г ) ,  регулярных 
в круге £, имеющих разложение вида

P r { ^ )  =  1 +  +  ..., z ^  Е, (7)
с вещественными коэффициентами d\, d2, ... и таких, что 
Ropn{z) >  о при |z | <  1 .

Ясно, что Си есть подкласс класса С.
Известно (см. [1, с. 8 6 ; 14, с. 520]), что функция

P r {z ) е  Ся тогда и только тогда, когда она допускает пред
ставление интегралом Стилтьеса (1) с ядром

1 /1 I 2 ; , 1 -L
 ̂ 2 \ 1 —2; 1 — 2 ; /  1 — 22COS  ̂ 1-2*

g =  е®', так что формула

1 2-

(8)

£ л ( 2 ) =■•
—  2 “

22 COS t  - 2-
;di«.p(0 , [-ТС, тс], (9)

есть интегральное представление класса Си-
2 . С в я з ь  м е ж д у  к л а с с а м и  и С Между 

функциями и рц(г)(:Си существует взаимно одно
значное соответствие, ус 1 аиавливаемос формулой

/ ( z )  =
1 -  2-

( 10)

Эта формула впервые выведена В. Рогозинским [4] (см. [5; 
2, с. 518]). Формула (10) легко следует из интегральных 
представлений (5) и (9) классов Ти и Cr.
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3. Н е к о т о р ы е  а в т о м о р ф и з м ы  в к л а с с а х  Си 
Сц.

Т е о р е м а  1. Если функция р(г) пробегает весь класс С, 
то при каждом фиксированном функция

РЛ2)  = 1 + г; г(1 - | ; р )
Р

г — \ 1 (И)
1 —Z; (2 — ; ) ( 1  — Z;) L \ 1 — 2 ;

также пробегает весь класс С и обратно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дадим доказательство этой теоре

мы, следуя работе [15].
Рассмотрим произвольную функцию р ( г ) ^ С .  Она 

представима формулой (6 ) с некоторой функцией pp(i) е  
—я, я]. Заменим в формуле (6 ) е'* через

Получим функцию
(е‘̂  I 1),{1 -f

Р* (г)
1 I г(e^^ I 1)/(1 + ;g '0  
1 - г { e ‘̂  г '; )  ( 1  + $ е “)

( 12)

Чтобы увидеть, что эта функция принадлежит классу С, 
достаточно заметить, что мы применили преобразование 
(2) (см. утверждение 7 пункта 1) к (6 ) (в (6 ) ядро s'(z, /) = 
= ( l + z e ’' ) / ( l — ze^^) имеет но t период я —(—я ) = 2 я и 
g(Z, —л) =  ^ (̂2 , я), Z ^ E )  с помощью функции ф =  ф (0. 
определяемой уравнением

и  ^
^ 1 +  ie“ *

которое разрешимо в —я ^ / ^ я ,  дает монотонно возрас
тающую дифференцируемую функцию, р(/) =  цр(/).

Факт принадлежности функции (12) классу С можно 
проверить и непосредственно. В самом деле, функция

1 +  2 (^'' +  f)/(l -
g., (2 , t) =

1 - z { e “ - ' r i ) l ( \ + l e “)
(13)

где при любом / е [ —я, я] модуль выражения ( е ' '-f  |)  / 
/ ( 1 + |е * ‘) равен единице, регулярна по z в £  нрн любом 

я, я], g*(0 , /) =  1 , Regf,(z, О > 0  при z ^ E ,  / е [ —я, я]. 
Поэтому функция (12)

Р*(г) = J  я Л г , 0 d ,ip (0 . (14)
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где g,(z,  t) определяется' по (13), регулярна в Е (см. 
утверждение 4 пункта 1; непрерывность функции (13) по 
переменным г, t очевидна), р . (0) =  1, Rep*(z)>0 при 
z ^ E ,  т. е. p»(z)eC .

Можно доказать, что р, (z )e C  еще таким способом. 
Отметим сначала следующее (см. [2, с. 506—507]): если
в ( 1 ) функция g(z, t) удовлетворяет условию g(z, а) = 
=  /?(z, Ь), то ее можно продолжить как функцию от t на 
всю числовую прямую периодически с периодом Ь—а; про
должив и р/(() по формуле |д,/(<+Ь—а) =  p,/(0 - f l .  в 
интеграле ( 1 ), не меняя его значения, можно промежуток 
интегрирования \а, Ь] заменить любым другим той же 
длины.

Перейдем в формулу (14) от переменной t к перемен
ной т по формуле

рЧ J ' t

Так как дробно линейная функция то — (С +  ^)/(1 +  ?С) ото
бражает круг (ч| <  1 на круг [т1У| <  1 , причем окружность 
С =  переходит в окружность w = e ‘‘', to ^
< г < Т п  +  2 т:, =  (e-w _^5)/(i =  ( ?_! ) / (  1 _$) (см.,
например, |16, с. 80—81|), то из уравнения (15) найдем 
t = t (х) как монотонно возрастающую функцию в проме
жутке to ■'=0 ■ г 2 iT и, следовательно, функция Рр (О =
=  !̂ р(̂  (t)) = (t) будет принадлежать классу А1 [т̂ , Тц 4- 
!-2itj. Поэтому с учетом формул (15) и (13) формула (14) 

примет вид

* 1 геh

1 — ге‘
;d!ip(':).

в  силу отмеченного выше эту формулу можно перепи
сать так:

ТС

=  f  1 - ’̂ . •̂ ]-J 1 — ге‘̂
—тс

Отсюда и из интегрального представления (6 ) класса С 
заключаем, что р»{г)^С.

Убедимся теперь, что в подлежащей доказательству 
формуле ( 1 1 ) выражение
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1 Vzl . г ( 1 - | ; П
P

г — ;
-  - 1 ( 16)

1 — г? ( г ~5 ) ( 1  —z5) I \ \ — Zi
является функцией класса С.'Л^ы увидим сейчас, что функ
ция (16) имеет вид ( 1 2 ).

С помощью (6 ) находим

г (е“ - 1 )  . ...
^ T -d iv (0 -1 — г {е“ + i)

Очевидно, имеем

1 =  f 6 iv ( 0 -
— Л

Из (17) и (18) следует, что

г - М  , Г 2 е « { г - ^ )
1 — г;

- 1  =
J 1 +  Ее" -  г ( е ' '-h )̂ diJ.p(0 -

Отсюда получаем
г ( 1  - | Е | - )

( г - Е ) ( 1  -  г;)

2ze^<(\- f i)

 ̂ их

" ' f f y ) - '

_ ( 1 - г ; ) [ 1  +  Ее" - г ( е"Ч-Е) ]

Из тождества (18) находим

1 + г ;  Г (1 4-гЕ) [1 Ее" -  г (g" +  $)|

dixp(0 .

+  гЁ __ Г ( 1  4-гЕ)[1 
- г ]  J ( 1 - г Е ) | 11 ~ 2Ё J ( 1 - г Е ) | 1 + Е е " - г ( е "  +Е)]— тс

Сложение формул (19) и (20) даст
г(1 - | Е Р ) _

1 - 2 Ё ' ( 2 - Е) ( 1  - 2 Е)
■Е

1 - 2 Е
-  1

= JС 1 - |-г (е "  +  Ё)/(1 +Ее") 
1 - 2 (е" +  5 ) , ( 1  +Ее'0

dix.(/).

(17)

(18)

(19)

dix„(/). (2 0 )

Отсюда и из (12) видим, что выражение (16) действи
тельно есть функция p»{z) класса С. Таким образом, если

107



p(z) — произвольно взятая в классе С функция, | | |< ;1 ,—
произвольно фиксированное число, то получающаяся по 
формуле ( 1 1 ) функция р.(г) будет также принадлежать 
классу С.

Пусть обратно p»(z) — произвольно заданная функция 
класса С. Тогда непосредственной проверкой убедимся, что 
се можно представить по формуле ( 1 1 ) с функцией

р{г)  = 1 - г ;  I г ( 1  - | £ | » )
(z +  E)(l +  г;)

■■ по доказанному.

2  +  S
н -

(21)
J  +  2

классу С. Итак, теорепринадлежащей, 
ма 1 доказана.

Т е о р е м а  2. Если функция рн{г) пробегает весь класс 
Сп, то при каждом фиксированном г, — 1 < г < ; 1 , функция

Pr {2) = 1 i гг
т-

2 ( 1  -Г^')
Pr —- г г )

-  1 (22)
— гг (г — г) ( 1  — гг)

также пробегает весь класс Cr и обратно.
Доказательство этой теоремы аналогично доказательст

ву теоремы 1 , только теперь следует привлечь интеграль
ное представление (9) с ядром (8 ) класса Си.

В справедливости теоремы 2  можно также убедиться, 
опираясь на теорему 1. Возьмем в формуле (11)  ̂— т. В 
силу теоремы 1 мы увидим, что тогда

, \ + г г  , 2(1 — Г-)
Р*(2 ) =

1 — гг
г — г

1 — гг
-  1 (23)

( 2 - Г) ( 1  - Г 2 )
пробежит весь класс С, если р{г) пробежит весь класс С, 
а обращением формулы (23) будет формула (см. (21)):

, . 1 — Г2 ,
Р (2 ) =  — ------- i~

2 ( 1  -  г’)
- 1  . (24)

гг ( 2  -| г) ( 1  -f гг) \ 1  1 г2  / _
Вели в формуле (23) вместо р{г)  мы будем подставлять 
функции ря{г)(^С/^, то, очевидно, по (23) будем получать 
также функции /т^(2)0С/?. В этом случае формула (23) при
нимает вид (22). При этом, если Pr (z) пробежит весь класс 
Cr, Pr (z) также пробежит весь класс Cr, так как любую 
функцию p*R (г) О Cr мы можем подобрать в формуле (22) 
с помощью функции (см. (24)):

1 — KZ
Pr {z) ^ ^ . -----  +

2 ( 1  - г = )
1 -Ь Г2 (2 +  Г)(1 -f-rz) Pr

1 +  гг- )•2 /
1
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класса C r . Таким образом, формула (22) действительно 
есть автоморфизм класса C r . Теорема 2 доказана.

Формула (22) без доказательства указана в работе [17]. 
4. Об э к с т р е м а л ь н ы х  с в о й с т в а х  к л а с с а  Тн- 

В нашей работе мы рассмотрим некоторые экстремальные 
свойства класса T r т и п и ч н о  вещественных в круге Е  функ
ций. Этому вопросу посвящены многие работы [1, 4, 5, 6 , 
7, 8 , 17, 18, 19, 20].

Сейчас мы сформулируем две теоремы, доказательства 
которых содержатся в работе [21]. Основные факты, отно
сящиеся к системам функционалов и граничным функциям, 
мы будем считать известными п специально их формули
ровать не будем (см. об этом, например [10, гл. II]).

Т е о р е м а  3. Пусть z\, .... Zp(p = 1, 2, ... — фиксирован
ное число) — данные в Е точки;

W m;=/''"’(2y); / '=  1 .-- Р\ т=:0,  1.....  Sj.
Пусть на классе Тн задана конечная система функциона
лов

/ ( / ) ={ / , ( / ) ,  . . . ,  /„(/)}
при

^к(/) ^  ...... Нор, Vop,..., lls^p, '^Spp),

Jk, к  =  I, .... п, — данные аналитические функции. Тогда 
все граничные функции для 1(f) содержатся в семействе

N

----------, (25)
« =1  1 - 2 т ,г -1 2 '^’ '  '

где вещественные параметры Кк, Тк(/с=1, ..., N) подчинены 
условиям  Х«>0, Xl+...-f^N = 1, Tl =  ±  1, —1^Т2< ...tn< 1 , 
причем N ^ S i  -}- ... -f Sp -f 2 p.

Т е о р е м а  4. Пусть функция /(z) =  2 -f +  ... про
бегает весь класс Tr. Рассмотрим на классе Tr конечную 
систему функционалов

{Ь.,.....  (26)
Тогда все граничные функции относительно этой системы 
содержатся в семействе (25), описанном в теореме 3, а

Л ^^[(к7+1)/2], (27)
где [(к,/-f- 1 ) / 2 ] — целая часть числа ("/с,-f 1 ) / 2 , Кд — 
наибольший номер коэффициента Ьк , входящего в систе
му (26). "
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5. Н е и н т е г р а л ы ю е  п р е д с т а в л е н и е  ф у н к ц и й  
к л а с с а  Tr.

Т е о р е м а  5. Для того, чтобы функция f(z) принадле
жала классу Tr, необходимо и достаточно, чтобы она до
пускала представление

/ ( г ) =  +
(1 — Z-’ ) ( l — Г2)

+

г = ( l - r ^ )
PR

г — Г 
I — гг

-  1 (28)
( 1  - z ' 0 ( z - ~r ) ( l  -  гг) 

где р/^{г)С:С^, г Г ( — 1 , \) — произвольно финсированное 
число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из пункта 2 вьпекает (см. форму- 
•̂ У ( 1 0 )). что f (z )QT/ f  тогда и только тогда, когда

/(г) = ;----- -Рп{г).
1 — г*

(29)

где (z) 6  С/?. По теореме 2 заключаем, что pn{z)^Ci^ 
тогда и только тогда, когда (см. формулу (2 2 ))

2 ( 1  - г П• / ч 1 - -  Г2 ,P r (2) =  --------  f
1 — rz Pr 1 — rz

-  1 (30)
( z - r ) ( l  -  rz)

где pii(z)(‘Cif, r G ( — 1 , 1 ) — произвольно фиксированное 
число. Из (30), (29) следует формула (28). Теорема 5 до
казана.

Формула (28) впервые выведена в работе [17] 
(при 0 < г <  1 ).

Из теоремы 5 и пункта 2 (см. формулы (10), (28)) по
лучаем следующий результат.

Т е о р е м а  5'. Если функция F(z) пробегает весь класс 
T r , т о  при каждом фиксированном г, — 1 < г < 1 ,  функция

г ( 1  1-Г2 ) , z ' ( l - r ® )
/ ( 2 ) =

( l _ 2 ^ ) ( l _ r z )  { \ -  г^) (г -  г) -  rz)
X

X
• 1 _ С 2

/ ^ ( ^ ) - 1
Z — Г

1 — rz
также пробегает весь класс Tr и обратно.

2. Т е о р е м а  о с и с т е м е  ф у н к ц и о н а л о в  {f{r), 
/ '(г), ...,/(")(г)} н а к л а с с е  Гя-

ПО



Т е о р е м а  6 . Пусть r e (0,1), n'^Q — заданные числа, 
п — целое. Тогда все граничные функции для определенной 
на классе Tr системы функционалов

f ' {r ) . . . .  f ( n ) ( r ) }
со значениями в содержатся в семействе

N

/ { г ) = ' ^ К -
где

к- 1  1 — 2 ,̂̂ г -|- 2 ^

2 г 4 1

(31)

(32)

« =  1 ..... N.1 +  г- i- 2г~.̂
а вещественные параметры Кк, Хк (к=1, N) подчинены 
условиям Хк '^0 ,  ^1  +  ••• +  ĴV = 1 . Ti =  ±  1 , — 1 ^  Т2 <  ... 
... < т .у :^ 1 , причем Л ^^[(д+3)/2].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При заданном г е ( 0 ,  1 ) предста
вим f(z) ^ T r по  формуле (28), где Pr {z ) ^ C r. Пользуясь 
этой формулой, найдем f{r), f'(r), .... f(")(r).

Вместо переменной z введем переменную ш, изменяю
щуюся в малой окрестности точки ш = 0 , по формуле

, 1 -  г2г - -  г А,---------- W.
г

Формулу (28) можно написать в виде
( 1 — 2 '0 ( 1  - г 2 ) / ( г )  == 2 ( 1  -Угг) -\-

гЦ\ - N )

Так как по (33)
PR

г — г 
1 — гг

W

-  1

(33)

(34)

1 — Г2 Г (1 — ВД)
ТО квадратная скобка в (34) будет в малой окрестности 
точки ш =  о регулярной функцией от w, которую обозначим 
P(w):

P ( w) = p r I : ^ ^ ] - ]  = P r I - :j '^ . - ) - 1 .  (35)
, 1 — Г2 / \ Г (1 — W)

Найдем разложение в ряд функции P(w) по степеням w. Из 
(7) и (35) имеем

Р(ш) =  rf,
г V 1 — щ

d, —' ~ '1
W

г'  ̂ \  \ ~  W
лI ...+

III



d . -
w

+ ...\ 1 — Ш
Замечая, что (см. [16, с. 209])

w Y  _  V  +  Д — Q!

(36)

\ — w j /г! (k — 1)!
no (36) находим

,  OO W -* ° °

p(w )  =  — 2  "i— Г 2 d i' 0  +n-O r~ u=0

I V  ' ’ Ид 1-2) ^ „ ^ 3  Cf, у  (^ + /г -1 ) !^ ,^ ,
г';!^о 2 ! ■■■ г« "« я !  ( « - 1 )!

(37)

-Ь....
поэтому если мы разложение P{w) в ряд напишем в виде 

Р (w) = P^W 4- p.^w'  ̂+  ... Л- P̂ W'  ̂+  ..,,
ТО окажется, что
р  — di  ,

г

Р  _  I ^2 .^ 2 =  — +  — ,

d'l ctn
г Г" Г-*

р . - -  + 3 ^ - | - 3 ^  +  ^ ;
Г Г" Г-* г

- К « - 1 ) ^ ' +
Г 21

, (к — 1 )(к  —2 )(л: — 3)
н ---------------- г -1-------г — :3! г  гк

Из (33) следует, что

=,^1 ['г=> +  2 г ( 1 — г«)ц> Ь г —г ш V

(38)

( 1 - г Т Ш'
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Используя это, по (35), (37) получаем
z’ (l -  г»)

Z —  г

=  |г* + 2г { \ — г^) W -\- j  ^

=  г''Я, +  (2 г ( 1  -  г^) Pi 4 - r^Pj) w +

+  / - L L z ^ P , + 2 r ( l  - r ’)P , +  г'Рз)ш* +

н -У
m -3

( 1  -Г=^)* Р„,_, +  2 г (1 -г» )Р „ , +  г='Р,„+.

Прибавив к этому выражение
/ I I  \  / I I  2 4  I ~  П +  2^*) Iг (1 +  гг) =  г (1 +  г̂ ) +  -̂---- — W +

найденное по (33), можем правой части равенства (34) при
дать вид

г ( 1 + гг) + U  ( 4 ^ )  -  1  1  =
2 — Г [ \ \  — rz 1 J

=  г ( 1 -1- r ’) 4 - r ’Pi-f-
+   ̂ +  2г^ ) ^  2 г (1 -  г ') Р, +  г 'Рзj  ш 4 

4  4 - я , 4- 2г (1 -  г^)Р; 4- r^PgJ w'  ̂4-

( 1 —i l —^  P„_, +  2г (1 -  г2) Р„ +
оо ^
V ш'", (39)

Далее с учетом (33) имеем 
1 — г'̂

/(г) =  / ( ^ “ ’ +  '■ ] =  2  /<''> (/•)Г к=0
( 1 - 2 ’) ( 1 - Г 2 ) =

/ 1  ПЗ Q/ 1  242 ( 1  -Г - )М 1 -ЗГ») , ,=  (1 — г у  — 3 (1 — r y w  — i--------— —  ------ - 4 -

( \ - r * y  3 ^' *"40
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Отсюда находим разложение в ряд по степени w левой части 
равенства (34):

( 1 - г » ) ( 1 - r z ) / ( z )  =  ( 1  - r ^ f { z )  -f 
П — /■'V '

+

+

W  1-

2r-
3(1 — r-’)'"+i

o)’ -I- 2  
mc3

( 1  _ r - ' ) ' "+2

rm-i (,;j_ 1 ) 1

. ( l - r ' ) " ‘

r'"m!
( 1  _r^) m( l  _ЗгД)

r'"(/?i — 2 ) 1

/ ( m - 3 )  (; .)

fm-2)^r)  f  

(40)
/•Ш- 1  (m — 3)V

Приравнивая в (39), (40) коэффициенты при одинаковых 
степенях ш™, т =  0, 1, на основании (34), придем к сле
дующим уравнениям:-
( l - r ^ ) y ( r )  =  r ( l + r * ) - f

/ ' ( г ) - з ( 1  - г 2)7 (г) =  1̂ — 
г г

, + 2 г { 1 - г - ) Р , - \  г'Р,-

Г

. 1 1 ^ Р , +
2г* г г

-f 2 г ( 1 - г=)Я2 +  г^Рз:
( 1 — Г-)"‘+2 _  3 ( 1 — Г-)'" + *

г”̂ т\ /■т- 1  ( /п _  1 )Г
( 1 - ^ ( 1 - З г “) ^ ,_ „ ^ ^ ^ ^  ( 1 - г ’)

X
г '" ( щ - 2 ) 1  г '"-’ (щ —3)1

X /<'"-3) (г) =  р„,_, +  2г (1 -  г’) я„, +
г

- f r ’Pm-i-i, m =  3, 4.....

(41)
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Из полученных уравнений найдем /(г), f'{r), 
однозначно и непрерывно через Рь Pq, Pn+t- Обратно 
этими же уравнениями однозначно и непрерывно определяют
ся Р\, Pi, Pn+i через /(г), / '(г ) , Переходя далее
к уравнениям (38), при помощи которых Pi, Р2...... Pn+i
взаимно однозначно и непрерывно выражаются через d\, 
d2, ..., rfn+ь мы можем взаимно однозначно и непрерывно вы
разить /(г), /'(г), ..., через коэффициенты di, d2,
dn+i функции рп{г)^Сп,  стоящей в правой части форму
лы (28). По формуле (10) этой функции рц{г) соответствует 
единственная функция класса Тп, которую также будем 
обозначать через f{z). Подставим в формулу (10) разложе
ния (3) для этой функции 1 { г ) ^ Т ц  и (7)— для pn{z) е  
Сц. Приравнивая в полученном равенстве

00

2 -F- -f ( _  1 4- йз) 2’ (1)̂  — Ь,п-2) Z'" =  Z ь
гп—4

dtz'‘ d^z'
m—4

- 1  Z"

коэффициенты при одинаковых z'“, in = 2, 3, ..., будем иметь 
уравнения:

dt =  Ь.,\
d.j — Ьз — \ ; (42)
dm-\ = ь„ — Ь,п-2 , т = 4, 5.....

Отсюда видим, что du di...... d„+i взаимно однозначно и не
прерывно выражаются через Ь\, hi......  Ьп+2- Таким образом,
формулы (41), (38), (42) устанавливают взаимно однознач
ное и непрерывное соответствие между /(г), f'{r), f •̂̂ Цr)
и hi, Ьз, ..., Ь„+2.

Рассмотрим теперь в пространстве /?"+* область значений 
системы функционалов {йг, ^з, Ьп+з} на классе Tr. Соглас
но сказанному, эта область взаимно однозначно н непрерыв
но преобразуется но (42), (38), (41) в область значений
системы функционалов (31) на классе Tr; при этом внутрен
ние точки этих областей соответствуют друг другу ([2 , 
с. 247]). Граничные точки области значений системы функ
ционалов { 2̂. Ьз, ..., Ьп+з) вносят по теореме 4 функции се
мейства (25), где (см. (26), (27)) ^  [ (м +  3)/2], а веще
ственные параметры Як, Хк ( к = \ ,  ..., N) подчинены услови-
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ям: Хк ^  О, Xi +  ... +  А,лг =  1, Ti =  ±  1, —1 ^  Т2 •< ... -<.Xn ^

Семейство функций (25) по (10) переходит в семейство 
функций

N

PR (2) =  "V
1 -  z2

к- 1 1 — 2 t̂ z +  z’
Из (43) и (28) находим семейство функций

N

/ ( 2 ) =  ^  7 3 t. 2г +  (1 + г ’ )т.

(43)

(44)
- ■2 «̂z +  z ''' " 1 + г*  +  2 х*г

вносящих в область значений системы функционалов 
{/('■)> /'('■). •••> /'"*('■)} граничные точки. Это—семейство (32). 
Таким образом, теорема 6  доказана. ^

Замечание. Применение к системе (31) непосредственно 
теоремы 3 дает для семейства (25) только оценку N ^ n - \ - 2 .

3. Т е о р е м а  о с и с т е м е  ф у н к ц и о н а л о в  {/(г),
/<Р)(г) , / ? 2 ..... к л а с с е  Tr.
Т е о р е м а  7. Пусть г е ( 0 , 1 ) ,  р ^  0, р ^ 2  — заданные 

числа, р, q — целые. Тогда все граничные функции для опре
деленной на классе Tr системы функционалов

if(r), ..., ГЧг) ,  Й2, .... Ь,), (4 5 )
Ьп =f‘'”H0)ln\, п = 2, ..., q, со значениями в Rp+ч содержатся 
в семействе (25), описанном в теореме 3, причем Л ^ ^ р  +
+  Р +  2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При заданном г е ( 0 ,  1) выберем 
в формуле (28) число г равным р, О с р С г . Мы получим 
для /(г )е Г н  представление

/ ( z ) =
( 1 - 2 = ) ( 1 - Р 2 )

2 М 1 - Р ’) Prо - ' ] '(1 -  г ’) (Z —р) (1 -p z )  
где P r ( z ) е  Cr.

При помощи формулы (46) можно написать 
однозначные и непрерывные выражения величин

fir),  fir),...,  fp^ir), b„ b,..... b,
через

: s ) '* ( 3 ) .." t s ,
16

f46)

взаимно

Pr

(47)

(48)



Pr { - 9 ) ..... (49)
По формуле (10) функции P r { z ) соответствует функция 
класса Т'н, которую также будем обозначать через \{г). Ис
пользуя формулу (10), величины (48), (49) взаимно одно
значно и непрерывно выразим через величины

/■ — Р\ л м / ^ - Р/ f{p) / ( - Р ) ..... /<"-') ( - Р ) . (50)
1 —гр/ \ 1  — Р̂

Рассмотрим теперь в пространстве Rp+'> область значе
ний системы, составленной из функционалов (50) на классе 
Т'н. Эта область (по сказанному выше) может быть взаимно 
однозначно и непрерывно преобразована в область значе
ний системы, составленной из функционалов (47), т. е. в об
ласть значений системы (45) на классе Тп, при этом внут
ренние точки этих областей соответствуют друг другу [2 , 
с. 247]. Граничные точки области значений системы, обра
зованной функционалами (50), вносят по теореме 3 функции 
семейства (25), где N ^  р q -^2.

Семейство функций (25) по (10) псрс.ходит в семейство 
функций (43), а из (43) ц (48) приходим к семейству функ
ций, вносящих в область значений системы (45) граничные 
точки:

/ ( z )  =  V ) ,^ ---------- ?-------- , / =  A i l l L L P l ! ?  . (51)
rtx  1 - 2 /«г +  г̂  * 1 + р“ +  2 рт, ' '

Так как здесь 0 <  р <  г, то при —1 ^  Тк ^  1 будет 
— 1 ^  ^  1 . причем если ti = ±  1 , то и /] = ±  1 , поэтому
полученное семейство будет иметь такой же вид, что и се
мейство (25), если вместо писать по-прежпему Тк. Теоре
ма 7, таким образом, доказана.

Замечание. Применение к системе (45) непосредственно 
теоремы 3 дает для семейства (25) оценку N ^  р q -\- А.

4. Об о ц е н к е  к р и в и з н ы  л и н и й  у р о в н я  
в к л а с с е  Т’н. 1) Ф о р м у л а  д л я  к р и в и з н ы  л и 
ний у р о в н я  при о д н о л и с т н ы х  к о н ф о р м н ы х  
о т о б р а ж е н и я х .

Пусть /(г), /(0) =  о, f'(0) =  1— заданная регулярная од
нолистная в круге |г | •< 1 функция. При отображении w = 
= f(z) круга |z | <  1 образом окружности jz] =  л фиксиро
ванного радиуса г, 0 < г < ; 1 , будет некоторая аналитиче-
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ская кривая — линия уровня функции f{z). Зафиксируем на 
окружности \z\ = г точку 2 о = О ^  а <  2п, и обозна
чим через Кг кривизну линии уровня в точке Wo = f(Zo). Для 
Кг нетрудно вывести формулу (см., например, [22, с. 568— 
573]).

1
2о / '( 2 о)|

Re 1 +- 2 о / "  ( 2 „ ) (52)
f  (2 о)

Предположим, что функция f{z) пробегает некоторый 
класс регулярных однолистных в круге Е функций. Тогда 
формула (52) определит функционал на этом классе и мож
но рассматривать задачи об оценке снизу и сверху этого 
функционала в определенном классе. Задачи об оценках 
кривизны линий уровня в различных классах функций, оп
ределенных в круге £  и во внешности этого круга, рассмат
ривались многими учеными (см. об этом в обзоре [2 0 ]). 
В некоторых классах эти задачи решены полностью. Так, 
в работе [23] элементарными методами найдены точные 
верхние оценки кривизны линий уровня для однолистных 
мероморфных во внешности единичного круга Е функций; 
в работе [24] сравнительно просто найдены точная оценка 
снизу и неточная оценка сверху (лучшая в настоящее вре
мя) кривизны линий уровня в классе всех однолистных ре
гулярных в круге Е функций f(z),  f(0) = 0, /ДО) =  1.

В классе Тц задача об оценках кривизны линий уровня 
не решена. Это объясняется, по-видимому, сложностью мно
жества экстремальных функций, которые согласно теореме 3 
образуют для функционала (52) семейство (25) с ^  4.

В классе Tr не все функции однолистны в круге |z | ■< 1 
(см., например, [7, 25]). Известно, однако, что все функции 
f ( z ) ^ T n  являются однолистными в круговом двуугольнике, 
содержащем 2 = 0  и ограниченном дугами двух окружностей 
| г ± 1' | = У 2 , проходящих через точки 2 = ± 1  (см., напри
мер, [7, § 5, теорема 7, следствие 5]). Поэтому задача об 
оценках величины (52) в классе Tr имеет смысл лищь тогда^ 
когда Zo принадлежит упомянутому двуугольнику. Мы рас
смотрим эту задачу при 2 о =  г е  (0 , 1 ).

2) Т е о р е м а  о к р и в и з н е  л и н и й  у р о в н я  
в к л а с с е 7r.

Теорема 8. В классе Tr для кривизны Кт, ге (0 ,1 ), линий 
уровня

1
Г / ( Г )

1 + rf" (г) 
f i r )  .

(53)
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1 1 -ь 4г2 4- V
имеют место точные оценки

1 — 4 г + г Ч 1  4 г у ^  ______
г \1 ~ г )  '^г(1+г») \  1

где знаки равенства доставляют только функции 
Z . .  г

( 1  + z y  * ^ \ l  + z y
, 0<Х<1,

соответственно при X — О и при
{ 1 - г У ( 2  4 -г +йГ-)X =

(54)

(55)

(56)
4 (1  4 - г ’')  ( 1 + 4 г М - / - ^ )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим сначала, что из интеграль
ного представления (4) класса Tr и известного свойства 
интеграла Стилтьсса (см., например, [26, с. 112, формула 
(24)] следует/'(г) > 0 . Поэтому при Z o = r e ( 0 , l )  форму
ла (52) принимает вид (53).

Сделаем преобразования по формулам (41), (38), (42), 
ио которым можно представить (53) в виде функционала от 
коэффициентов 62 , ^з. ^4 разложения (3) функции f(z) клас
са Ти (вида 10)). Из первых трех равенств (41) видим, что

П -г'^У
г

( 1  --г»)‘ 
2 г»

/ '  (г) =  г^Р, +  (2 г -1- г’) Л  + 1 4- 4г' +  г*

/"  (г) =  г^Р, +  (2 г 4- г') Р, л.
1 -f 5г2 4- г*

1 -г

-f
5 +  8г2 4- г*

Подставляя сюда Pi, Р2, Ръ пз (38), имеем
(1 - г 2 )У '(г )  = г Ч г  +  (2/- 4- 2г')с(, 4  1 4  4г  ̂4  г«;

(1 -  r y f  (г)==2гЧ, 4  (4г 4  бг'*) d., +  {2 + \Аг- 4  6 г <) 4
г Юг 4  16г  ̂4  2г\

Подставляя в эти равенства из (42) di = 6 2 , d2 =  &з—С 
di *= 1>4—&2, получим

( 1  -  г^УГ (г) =  г %  4  (2 г 4  2г^) ft, 4  1 4  Зг  ̂+  г‘;
( 1  _  (г) =  2г%  4  (4г 4  6 г^) +  (2 +  12г̂  4  6 г^) Ь, 4

4  6 г 4  1 0 г'* 4  2 г ’.
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Отсюда и из (53) заключаем, что выражение Кг записы
вается в виде

( 1 _ г 2)2 Fh, + 2r4,
к  = (Л +Bb,  + r^b,y

(57)

где
Л =  1 +  Зг  ̂+  г‘; й =  2г +  2г’; ]

D = 1 4 - 8г» +  8гЧ -Л  f  =  4r4-12r’-f 4г®; (58)
й  =  5г2 +  5г*. J

Рассмотрим в пространстве R} область значений системы 
функционалов {/(г), f'{r), f"(r)}, определенной на классе Tr. 
Ясно, что функция (53) в этой области достигает экстремаль
ных значений только в граничных точках. Следовательно, 
в силу теоремы 6  экстремальные значения функционалу (53) 
доставляют только функции семейства (32) с N ^ 2 .  Из до
казательства теоремы 6  вытекает, что этим функциям соот
ветствуют функции семейства (25) с N ^ 2 ,  доставляющие 
экстремальные значения функции (57) в области значений 
системы функционалов {йг. з̂> ^4}, определенной на классе 
Тц. Понятно, что к такому же выводу мы пришли бы, не
посредственно рассматривая функцию (57) в области значе
ний системы {Й2, Ьз, b̂ }, z - f  +  ^42'* +  ... е  Гв,
и используя теорему 4.

Для нахождения экстремальных значений кривизны Кг 
мы используем формулу (57). Выпишем сначала все возмож
ные экстремальные функции, которыми являются только 
функции семейства (25) с N ^ 2 .

Случай Л^= 1. В этом случае Ti = ±  1, поэтому будем 
иметь только функции

/ 1  (2 ) =
Z

л  (2 )  =

(1 +  2)* 
Z

( 1 + 2 )*
Случай N — 2. Ъ этом случае Ti =  ±  1, 

Я] =  1—Яг, О ^  Яг ^  1, т. е.
Т2

/ ( 2 ) =  ( 1 - х , )
1 — 2x,z +  г-

+  +
1 — 2 ^ , 2  +  2 *

(59)

(60)

^  1.

(61)

Если Яг = о, то поскольку Ti =  ±  1, из (61) получим функ
ции (59), (60). Если Яг =  1, то из (61) при тг =  ±  1 получим 
функции (59), (60), а при —1-<Тг<;1 получим функцию
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/ з ( г )  == , -  К  -С2 <  1. (62)
1 — 2 х*г +  г ‘

Если О <  ^2 <  1, Ti =  Т  1, — 1 ^  Т2 ^  1, те из (61) име
ем

/ ( ^ )  =  ( 1 - У

/ ( 2 ) =  ( 1 - Х 2)

( 1 + г)-’
Z

7 "i" ^2

1 — 2t._,z +  ẑ  
z

(63)

(64)

/ 4 (2 ) =  ( 1  - X ,)
( 1  + z ]

( 1  — Z|- ‘ 1 — 2 T2Z +  z’
Если T2 =  — 1, TO из (63) получим функцию (59), a при 

■1 < Т 2 <С 1 получим функцию
_2_____I . г 0 < > а < 1 ,

“ 1 — 2tjZ +  z'“ ’ — 1 <  <  1.
(65)

Если Т2 =  1, то из (64) получим функцию (60), а при 
-1 < Т 2 <  1 получим функцию

 ̂ _____Z_____  о Xj 1 ,
( 1  -  г ) ' ■' '  1 _ 2 t ,z - l - 2 * ’ -  1 < Х , <  1 .

(66)
При Т2 =  1 в (63) и при Т2 =  — 1 в (64) получим функции, 
каждую из которых можно записать в виде

M z )  = { \ ~ h )

/о(г) =  ( 1 - Х ) , 0 < Х <  1. (67)
( Н - 2 )“ ( 1 - z ) ^

Итак, экстремальными функциями для (57) являются только 
выражающиеся формулами (59), (60), (62), (65), (6 6 ), (67) 
функции f«(z), к:= 1, 2, 3, 4, 5, 6 , семейства (25), преобра
зующиеся в соответствующие функции семейства (32), до
ставляющие экстремальные значения величине (53).

Переходим к нахождению экстремальных значений 
Кг =  КгЦк), к = \, 2, 3, 4, 5, 6 , которые доставляют кривизне 
Кг по формуле (57) функции fniz),  к: =  1 , 2 , 3, 4, 5, 6 .

Функция f i (z )  разлагается в ряд

— -—  =  z - 2 z * - t - 3 z '- 4 z * + . . . .  (65)
(Н -г )*

Подставляя полученные отсюда равенства Ьг = —2, Ьз =  3, 
bi = —4 в формулу (57) и учитывая выражения (58), нахо
дим



^ Л / .)  =
1 - 4 г  +  г  ̂ / 1  -f г

(69)

Мы убедимся далее, что это значение является наимень
шим для Кг- Тем самым будет доказано левое неравенство
(54) для величины (53) со знаком равенства для функции
(55) с Я, =  О, которая получается по (32) соответственно 
функции (59) с М =  1, Ti =  —1.

Функция /г(2 ) разлагается в ряд

2 h 22» +  Зг» н- 4z‘ 4-. (70)
( 1 - 2 )»

Отсюда bi — 2, Ьз =  3, 64 =  4  и по формулам (57), (58) по
лучаем

.  1 ± ± ± I L  i L z Z l  (Л )
Г \ \ -Г г)

Сравнивая выражения (69), (71), будем иметь Kr{fi) <  
Krifi)- Поэтому значение (71) не является наименьшим для 
Кг- Мы увидим, что это значение не будет для Кг и наи
большим.

Учитывая формулы (6 8 ), (70), (67), имеем разложение 
в ряд

Л (г) = г + (4Х -  2) 2» + 32 > (8̂ -  4) 2< + ....
Внося найденные отсюда значения Ьг =  4А,—2, Ьз =  3, 

^4 =  8 Х = —4 в формулу (57) и учитывая равенства (58), 
получаем

^  (1 -г )* (1  - 4 r - f  г») 4- (16г +  64г»-М6г')>.
[ ( 1  _ г ) *  +  (8 г +  8 г»)Хр

где о <  А, <  1. Естественно, что из (72) при X =  0 и X = 1 
приходим соответственно к значениям (69) и (71) кривизны- 
Кг- Нетрудными вычислениями покажем, что в интервале 
0 < Х < 1  функция (72) принимает максимальное значение 
при единственном значении К, определяемом по равенству
(56). Подсчитывая при этом X значение Krifs) по формуле 
(72), будем иметь

1 /1 +  4г»-+-гМ » ,
т а \ К г Ш = —77-.— — \ — ----- ;------ ] •  (73)

(72)

г ( 1 +г»)  \ 1 - г ^
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Мы убедимся, что это значение является наибольшим для Кг- 
Тем самым будет доказано правое неравенство (54) для 
величины (53) со знаком равенства для функции (55) с X, 
определяемом по соотношению (56); эта функция получает
ся по (32) соответственно функции (67) с N = 2, Х\ = 1—X, 
Xi  =  X,  Ti =  — 1, Т 2 =  1.

Мы доказали, что Kr{U) =  т1п/(г(/б) <  Кг(f ) <  
<  шах Kr(fe)- Остается для завершения доказательства 
теоремы рассмотреть функции /»(г), /с >= 3, 4, 5.

Для функции /з(г) имеем (см. (62) )

г - { -  2x22* f  (4 т *  — 1) 2 ‘ +  (8т;] —  4 т.2) z ‘
1 — 2 x̂ 2 4 - Z*

(74)
где —1 < Т 2 <  1. При помощи формул (74),'(58), (57) при
дем к выражению

_  16г'т»+20г-’ (1 -1-г*)х]+8г(1 I- Г=)*т,2 -I- (1 ; Г*)Ч

После сокращения этой дроби на (2 гт2 +  1 + / '2)2 будем 
иметь

^ Л /з )  =
(1 -  г2)2 4ГТ.2-Т- 1 I Г*

( 7 5 )
г (2гт, -f 1 4- г'-’)2

где — 1 < Т 2 < 1 . Ясно, что если в (75) взять Т2 =  —1 
и Т2 =  1, то получатся соответственно значения (69) и (71) 
кривизны Кг- Простыми вычислениями найдем, что в интер
вале — 1 <  Т2 <  1 функция (75) принимает максимальное 
значение в единственной точке Т2 =  О и это значение по 
(75) равно

( 1  - г 2)2тахА '^(/з) =
'  г(1+г*)

Так как
Kr(f\) = min Kr(fs) = min Krifs) <  

<  ^ r(b ) <  max Kr(fs),
a no (76) и (73)

maxKrifs) <  тахАг(/б),

( 7 6 )

(77)

(78) 
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то приходим к заключению, что функция /з(г) не экстре
мальна.

Рассмотрим функцию /4 (2 ) (см. (65)) и покажем, что она 
не экстремальна. Допустим противное. Обозначим через 
(б) открытую область изменения параметров в формуле 
(65); (6 ) = { 0 < Х 2 < 1 , — 1 -<Т2 < 1 }. Из выражений (59), 
(60), (62), (65) вытекает, что на сторонах Т2 =  —1 и Хг =  0 
прямоугольника (б) /4 (2 ) =  f i (2 ), на стороне А.2 = 1  этого 
прямоугольника /4 (2 ) =  /3 (2 ), на стороне Тг =  1 , /4 (2 ) =  
= /б(2 ), а в точке Я2 =  1, Тг =  1, /4 (2 ) =  /2 (2 ). Для функций 
f\(z), /2 (2 ), /3 (2 ), /б(2 ) мы нашли экстремальные значения 
кривизны Кг и доказали соотношения (77), (78). Другими 
словами, мы нашли уже экстремальные значения функции 
Krifi) на границе прямоугольника (б), так что возможные 
но допущению неравенства m in/(r(/4) <Kr(f t ) ,  maxKr(f4) >  
>тах/С г(/б) (или одно из них) могут иметь место лишь во 
внутренних точках области (б). Однако мы увидим, что 
внутри области (б) функция Кг(!а) не имеет экстремумов. 
Это и будет означать, что функция /4 (2 ) не экстремальна. 
В самом деле, подставив в (65) ряды (6 8 ), (74), получим 
разложение 4̂ (2 ) =  2 -f-6 2 2  ̂+  бз2 ® +  642^ -f ..., в котором

б2 =  2 л,Д1 + т , ) - 2 ; I
б, =  - 4 / Д 1  + т , ) ( 1 - г , ) + 3 ;  (79)
4̂ =  4Х, (1 I- г,) (2т.5 _  2x2 +  1) -  4; ().„ х,) G (8). )

Введем вместо Хг, тг новые переменные и, v, положив
« = 2 ( 1 - Х 2) - 1 ;
•« =  2 X2 ( 1 +Х 2). '

Обозначим через (Д) открытый треугольник, ограниченный 
в плоскости (и, v) отрезками v = 0 , — u-j- v =  3 , 
— 1 ^  ^  3; и =  — 1 ; о ^  4. Легко видеть, что с по
мощью формул (80) устанавливается взаимно однозначное 
соответствие между прямоугольником (б) и треугольником 
(Д), так что внутренним точкам области (б) соответствуют 
внутренние точки области (Д). Взаимно однозначного соот
ветствия между границами областей (б) и (Д) нет в полной 
мере, так как отрезок Т2 = — 1 , О^Х.2 ^ 1  переходит в точку 
и =  3, и =  0.

Из (79) и (80) имеем
Ьг — v—2, &з = —UV—y-f3, b4 =  u^v-l-v—4.
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Отсюда и из (57), (58) получим для функции Krifi) следую
щее выражение:

K r { A ) \ - r ‘̂U'v+ (2 г -  г2 +  2 г')'и +  ( 1  - г ) < Р  =

=  2r'u^v — (5г* -f Sr"*) uv +  (4г — 5r‘~ -|- \Ar' — 5г'‘ -f- Ar') v  +
+  ( 1 - r ) 4 1 - 4 r - f  г»). (81)

Если теперь p (Аг, тг)— внутренняя точка области (б), в ко
торой функция Krifi) имеет экстремум, то частные производ
ные этой функции по А,2 и Т2 В точке р(? 2̂. T2) должны рав
няться нулю

<^МЛ) ^  Q. ^ L .(./ j .)_ ^  0 . (82)
д>-, <?Xj

Переходя к переменным и, v по формулам (80) — пусть при 
этом точке р(Х2, тг) соответствует точка М{и, v) е  (Л),— 
перепишем равенства (82) в виде

dKrifi)  да дКг(А) ^
ди dh, dv <?> j ’

дКг (fi) ди dKrif i)  ^  ^  о
ди дх‘ dv дх., '

или, с учетом (80), в виде

^ % ^ 2 ( 1  1-х,) =  0 ; 
dv

_ 2 ^ Л Л Ы .  ^ ? ^ г ( /4 )  ^ 0 .
du dv

Принимая во внимание, что р(Я2, Т2) — внутренняя точка 
области (б), приходим отсюда к равенству

( / , )  о
ди '

(83)

которое должно выполняться во внутренней точке М(и, и) 
области (Д). На основании формулы (81) имеем

\— r~uv +  (2г — г* +  2г^)г» 4- (1 — г)^р-------- -̂-------X
( 1  — г*)'* rv

X  = (Зг* — Аг^ +  Зг<) UV -  (2г -1- 5г- -  8 г* +
ди
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+  -'3г* +  2г®)г; ^ 4 г (1  - r ) < M - ( l  - г ) * ( 3  +  8 гН Зг^), 
так что по (83) в точке М{и, v) е  (Д) получим (Зг^—4г®+ 

+3r^)wy— (2r-f- 5г2—8 г® +  5г̂  +  2r^)v +  4г(1—г)*и—
- ( 1 -г ) '( 3 + 8 г + З г 2 )= 0 . (84)

Заметим теперь, что при г е  (О, 1)

3 _ 4 г  +  Зг2 =  3 ( г - | у + | - > 0 ; (85)

0 <  (1—г)2 + г2(1—г)2; 0 <  1—2г + 2г2—2гЗ +  г̂
О <  2—4г +  4/-2—4гЗ +  2г*.

Прибавим к правой и левой части этого неравенства 9г— 
— 1 2  г2+9 г® н полученное неравенство

9г—12/-2 -I- 9гЗ <  2 +  5г—8г2 +  5гЗ +  2г\ 
воспользовавшись соотношением (85), перепишем так:

2 +  5г - 8 г» +  5г ' +  2г. 
г (3 -  4г +  Зг")

Так как точка М(и, v) лежит в треугольнике (Д), то 
О <  у <  4, ы <  3, следовательно, с учетом (8 6 );

^ 2  4-'5г -  8 г2 +  5г» +  2 г ‘
г (3 -- 4г -Ь Зг“)

Отсюда после умножения на л^(3—4г +  3 г 2 ) у>0  (см. (85)) 
придем к неравенству

(Зг2—4гЗ+Зг^)«у<
<  (2 г +  5г2—8 гЗ +  5г< +  2г5) у, 

которому легко придать вид
(Зг2_4г3 4-3^4) МУ— (2г +  5г2—8 гЗ +  5r" +  2r^)v<0.  (87)

Из (85) следует неравенство 3 +  8 г +  Зг2 >  1 2 г. Отсюда 
имеем

3 <
3 4-8г-;-Зг2 

4г
а поскольку и •< 3, то будет справедливо неравенство

3 4- 8 г -Ь Зг2м <
4г
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(88)

а потому и неравенство
4г(1—r)^w <  (1—г)<(3 +  8 г +  3л2), 

которое равносильно неравенству
4г(1—г)<н—(1—г)4(3 +  8г +  3г2) < 0 .

Из (87), (8 8 ) найдем, что
(Зг2—4гЗ +  Зл̂ ) WV — (2 г +  5/-2—8 гЗ +  5г< +  2т̂ ) v +

+  4г(1—г)^м—(I—г)^(3 +  8г +  3л2) < 0 .
Но это противоречит равенству (84). Полученное противоре
чие означает, что функция fi{z) не экстремальна.

Переходим к рассмотрению функции /5 (2 ) (см. (6 6 )). 
Покажем, что она не экстремальна. Допустим противное. 
Обозначим через (е) открытую область изменения парамет
ров в формуле (6 6 ): (е) =  {—1 <  тг <  1, 0 <  Хг <  1}. Выра
жения (59), (60), (62), (67), (6 6 ) показывают, что на сторо
нах Т2 =  1 и Яг =  о прямоугольника (е) /5 (2 ) =  /2 (2 ), на сто
роне Т2 =  — 1 этого прямоугольника /5(2) = /б(2) (при Яг =  
=  1 —Я), на стороне Яг =  1 /5(2) =/3(2) ,  а в точке тг =  — 1 , 
Яг=1, f s(z)=fi(z) .  Для функций fi(z),  /2(2), /3(2), fe(z) мы 
нашли экстремальные значения кривизны Кг и доказали 
соотношения (77), (78).

Иначе говоря, мы нашли экстремальные значения функ
ции Krifs) на границе прямоугольника (е), так что возмож
ные по допущению неравенства

min Kr(fs) <  Kr(fi), max Kr(fb) >  max Krifs)
(пли одно из них) могут иметь место только во внутренних 
точках области, (е). Мы увидим, однако, что внутри 
области (е) функция Kr{h) не имеет экстремумов. 
Это и будет означать, что функция /5(2) не экстремальна. 
Действительно, внеся в (66) ряды (70), (74), придем к раз
ложению /5 (2 ) =  2 .-f Ьг22 +  Ьз22 +  ^42'* 4- в котором

Ь', = 2aj (1 т,) 4- 2;
^3 ~  — 4̂ -2 (  ̂ — ‘̂2) (  ̂ “Ь То) +  3;

=_4Х., (1 — Tj) (2t2 -I- 2Tj-t- 1) I- 4: (тз, Xj) 6(e).
Вместо Тг, Яг введем новые переменные и, v по формулам 

м = 2 (1 -f То) — 1;] 
г» =  2X2 ( 1  — Т2).

(89)

(90)

127



Обозначим через (Л) открытый треугольник, ограничен
ный в плоскости (и, V )  отрезками v  = О, —1 <  « ^  3; и +  

+  у =  3, —1 <  и <  3; и =  —1, О ^  У ^  4.
Легко видеть, что при помощи формул (90) устанавли

вается взаимно однозначное соответствие между прямоуголь
ником (е) и треугольником (А), так что внутренним точкам 
области (е) соответствуют внутренние точки области (А). 
Взаимно однозначного соответствия между границами обла
стей (е) и (А) нет в полной мере, так как отрезок Тг =  1, 
О ^  А,2 <  1 переходит в точку « =  3, у =  0.

Из (89) и (90) имеем
Ьг =  — и + 2, Ьз =  — UV — У + 3, b i  =  — u^ v— у+ 4. 

Используя эти равенства и формулы (57), (58), найдем для 
Kr(fb) следующее соотнощение:

-  ———̂ — l<r{A)\r-uv +  {2r +  r- +  2 r ' ' ) v - {  \ +г̂ )Р == 
(I - г ^ ) '

= 2r^û v -f {5r'  ̂+ 5r*) UV + (4r + 5r’ -f- 14r'’ -f- 5r* -f 4r') v — 
- ( l+ r ) V l+ 4 r + r 2 ) .

Если обозначить для краткости г +  г"' через 2р:
(91)1

переписать в следующем

г -\---- — 2р,
г

то последнюю формулу можно 
виде:

 ̂ . 1 (/о)|«^ +  (4р+ 1)г^-4(р+ \)^Y ^u -v  +  5р«т) +
О —  ор^

(8р2 +  5р +  3) V -  (4р 1- 8) ( Р  +  1 )2. (92)
Пусть теперь v(t2, Я2) внутренняя точка области (е) в ко
торой функция Krifs) имеет экстремум. Тогда частные 
производные этой функции по Т2 и А.2 в точке v (t2, Кз) долж
ны равняться нулю

=0^ (93)

Переходя к переменным и, у по формулам (90)— пусть 
при этом точке v(t2, Я,2) соответствует точка М{и, у) s  (А) — 
перепищем равенства (93) в виде

дКг (Л) ди  ̂ дКА/ь)  ^  
ди dtj dv dxj
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dKr(f:)  ^  dKrifb) ^  ^  Q 
dll dh, dv d'i.2 ’

или, c учетом (90), в виде

2 ^ М /й 1  _  дК, if^) ^  dK^JJ^ 2 (1 -  Tj) =  0. 
dll dv dv

Принимая во внимание, что v(t:2, Яг)— внутренняя точка 
области (е), придем отсюда к равенствам

(Л) _  0; =  0. (94)
dll ' dv ’

которые должны выполняться во внутренней точке М{и, и) 
области (Д).

Из соотношения (92) находим

 ̂ [кг> +  (4р+ От; —4(р - 1 -  DM’’ ~ ~ = [ ( З р  2) нг;-!-
8 — 8р̂  dll

+  (4р2 _  5р _  6) г> -  8 (р+ 1)'̂  и + (16 -  12р) (р Н 1 )̂ 1.

( 4 р + 1 ) ^ - 4 ( р  1
8р’ — 8 dv

— iv'v 4- (9р +  1) ii^v +  4 (р +  1 )* +  (28р- +  Юр Н- 3) uv +
+  (12р -  16) (р -I- 1У и 4- (8р'̂  +  5р 4- 3) (4р +  1) г» -  

-(5 2 р  4 4 )(р +  l)^
так что по (94) в точке М{и, v) s  (Д) получим 

(Зр г 2 )н 'У 4 - (4 р - - 5 р -6 )г / -8 (р 4 -1 ) 2 и 4  (1 б -1 2 р )Х  
Х (р4-1Г--=0. (95)

ii' v̂ (9р 4- 1) 4- 4 (р -f 1 )• /г- 4- (28р  ̂4-  Юр +■ 3) iiv +
+  (12р -  16) (р +  1)’ и +  (8р» +  5р -1- 3) (4р 4- 1) X) -  (52р -1- 4) X

Х ( р4-1Г=0.  (96)
Положим

u = t - p -  
X) = 4 (р 4- 1)2 S.

Нетрудно видеть, что при помощи формул (97) устанав
ливается взаимно однозначное соответствие между замкну
тым треугольником (Д) и замкнутым треугольником (2) 
в плоскости (/, s), ограниченным отрезками s =  0, р—1 
^  i ^  р4“ 3; 4 (p “|-1)^s 4“ ^ ~ p 4” 3, р— 1 ^  ^  р 4" 3j t = 
9. Заказ 6186. 129
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= р—1, о <  s ^  ( р 1 ) " 2 ,  так что внутренние точки обла
сти (А) переходят во внутренние точки области (2). Пусть 
точке М{и, v) е  (Д) соответствует по (97) точка a{t, s) е  
S  (2). Если теперь подставить в уравнения (95), (96) ра
венства (97), то для определения координат точки a(t, s) 
получим следующие уравнения:

где

Т, ( n s - С / ,  ( 0 = 0 ;
T,(0s+ и,(П = 0,

ТОО =  (Зр-f 2 ) /-Ь р 2 -7 р -6 ; 
иОО = 2 / - f p - 4 ;

72(0 (бр-f l)^2+ (13p2-f8p -f3 )^  +

(98)

(99)
( 100)

( 101)
-f 12p3-f 19p2-f 14p-f 3;

U2(0 =  ( p - 4 ) / - 2 p 2 - 9 p - l .  (102)
Если допустить, что Ui(t) =  о и ИгЦ) = 0, то тогда с по

мощью формулы (100) из уравнения (J\(t) = 0  будем иметь 
2t =  4—р, а подставляя полученное значение t в уравнение 
TJi(0 =  о, с использованием формулы (102) придем к равен
ству (4—р) 2 8р2 +  Збр-f  4 =  о, которое невозможно, так 
как р >  1 (см. (91)). Следовательно, в уравнениях (98) обе 
функции Т\(0 и 1^(0 нс равны нулю. Тогда, исключая s 
из системы (98), придем к следующему уравнению для абс
циссы t точки a(t, s) е  (2) (см., например, [27, с. 334— 
341]);

Т, (П -  и, (П
Т А О  UAO^

Раскрывая этот определитель с применением формул (99) — 
(102), получим уравнение (после сокращения на 2)

/Ч 8р/® + (18р2—12р—6)/2+  (16р»—24р2-1-8)^-Ь 
4- 5р‘*—12р® -f  6р2 -|- 4р—3 = 0.

Замечая, что 18р^—12р—6 =  (р—1)(18р-1-6), 16р®—24р -̂}- 
-f 8 =  (р-1)2(16р +  8), 5p^-12p3 +  6p2-f 4 р -3  =

= (р-1)3(5р4-3),
придадим последнему уравнению вид

/^ - f8 p /- f (p - l) (1 8 p 4 -6 )^ 2 + (p - l)2 (1 6 p  +  8)/-f-
+  (р-1)3(5р +  3) = 0 .
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Однако этому уравнению не может удовлетворять абс
цисса t точки о(/, s) е  (2), так как р >■ 1 (см. (91)), а для 
любой точки (/, s) е  (2) р—1 < t < p - f  3. Полученное про
тиворечие означает, что функция /5 (2 ) не экстремальна. 
Теорема 8  доказана. Без доказательства эта теорема приве
дена в работе [17].
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РЕФЕРАТЫ НА о п у б л и к о в а н н ы е  СТАТЬИ

УДК 517.54
А л е х о в а  О. И, О некоторых функциях, регулярных в круге.— В кн.: 

Экстремальные задачи теории функций. 6. Томск: Изд-во ТГУ, 1988, 
с. 3—8.

Найдешь значения параметров а, а, при которых функции

W = г  +  аг'-
W  1\ —г

однолистны в единичном круге.

г +  дгч 
1 -  г»

W = ■ г  +

1 -  2аг +  г-i

УДК 517.54

Ил ь и н а  Л П. Оценки коэффициентов функций класса С,. — П кн : 
Экстремальные задачи теории функций. 6. Томск. Изд-во ТГУ, 1988, 
с 9—14.

00

Рассматривается класс функций 9 (г) =  I ^  регулярных
р - 1

н однолистных в £  г= {г . 1 г I <  1) и таких, что для любых г(,

(г'|) (■гз). где т;, =  ^  ̂ , / =  О, ±  1,.,., s =  2, 3.....
Для коэффициентов функций этого класса при s — 2, 3,... доказы-

(* 1 \2 /5 *—1/2
m + - j j  где

с — постоянная Эйлера.
Внбл. 9.

УДК 517.54
К ап  И. В. Об оценках сферической производной в классе типично 

вещественных в круге функций.— В кн.: Экстремальные задачи теории 
функций. 6. Томск: Изд-во ТГУ, 1988, с. 15—22.

В вещественных точках единичного круга получены точные оценки сфе
рической производной в классе типично вещественных в круге функций.

Библ. 6.
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УДК 517.51 -5195
К а р м а з и н  А. П Граничное поведение б-квазиизометричсских ото

бражений. — В кн.: Экстремальные задачи теории функций. 6. Томск:
Изд-во ТГУ, 1988, с. 23—51.

Пусть 6d {X, у)  есть относительное расстояние Мазурксвича области D. 
Гомеоморфизм [: D-*D' областей D, D'ezR" назовем б-квазиизометрией, 
если метрика бп квазииннариантна при отображении /. В работе приво
дятся условия на области D, D', при которых б-квазиизометрия / D^D' 
продолжается до непрерывного, гомеоморфного либо билипшицсва отобра
жения евклидовых замыканий областей /), D' С помощью свойств, сох
раняющихся при б-квазиизомстриях, строится теория простых концов про
странственных областей. Выделяются различные типы простых концов 
и изучаются их свойства. Устанавливается теорема о соответствии по 
простым концам при б квазиизомстриях нрострапстненных областей Мно
жество простых концов области разбивается па непересекающнсся под
множества, сохраняющиеся при б-квазнизомстричсских отображениях.

Вибл. 18

УДК 513 831
Л е й д е р м а н  А. Г О свойствах некоторых точечно-счетных семейств 

множеств.—\В кн • Экстремальные задачи теории функций. 6. Томск: Изд- 
во ТГУ, 1988, с. 52—56.

В работе прослеживается аналогия между свойствами точечио-конеч 
пых и слабо 0-точечио-коиечных семейств множеств

Оп р е д е л е н и е .  Семейство у множеств из X называется слабо 
о точечно-конечным, если y = U{\n'■ п^и)}, причем для любого хеХ  вы
полняется U{\n ■ neNx} =  \, где jV*={«e(i): K|>iYn<oi}

Аналогично точечно-конечной клеточности р(Х) определен кардиналь
ный инвариант wap{X). Доказано, что wap(X) не превосходит спрэда 
s(X)

Те о р е ма .  wap{X) = s\}\>[r: Lz с:С,,(Х)}, где Lz — некоторое лнн- 
делёфово 2-пространстно с единственной неизолированной точкой, 
\Lz I = т

Приведен пример несчетного слабо а-точечно-конечного семейства от
крытых множеств, из которого нельзя извлечь никакого точечно-конечного 
подсемейства.

Вибл. 3.

УДК 517 54
М а н д и к В. П. К задаче о произведении конформных радиусов — 

В кн.- Экстремальные задачи теории функций. 6 Томск: Изд-во ТГУ,
1988, с. 57—66.

В работе рассматривается применение одного неравенства для вывода 
различных оценок на классе систем совместно р-листных функций, по- 
лучсннот'О автором п статье «Обобщение задачи о произведении кон
формных радиусов на системы многолистных областей». Из полученных 
результатов вытекают известные оценки для систем однолистных функций 
без общих значений.

Вибл. 5.
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УДК 517.53; 517.947.42
П е ш к и ч е в  Ю Л. Торы вращения в многомерном пространстве.— 

В кн.: Экстремальные задачи теории функций. 6. Томск: Изд-во ТГУ, 
1988, с. 67—75.

Развивается понятие тора в многомерном пространстве, введенное 
В. В. Кривовым [РЖМат, 1974, 9Б 171] и К. Хаг [РЖМат, 1981, 7Б 168] 
с использованием методики, предложенной автором [РЖМат, 1981, 1Б 233] 
для исследования торов в трехмерном пространстве. При этом для торов 
вращения доказываются обобщенные теоремы Гюльдина и вычисляются 
модули семейства кривых и гиперповерхностей, ассоциированных с то
рами, а также другие числовые характеристики, предусмотренные общей 
схемой В В. Кривова обобщения понятия конформной емкости.

Библ. 6.

УДК 517.53
С н ж у к  Г. И , С и ж у к  П И. Об а —усниралеобразных функциях 

порядка й. — В'кн.; Экстремальные задачи теории функций. 6. Томск: 
Изд-во ТГУ, 1988, с. 76—79.

я я
Рассматривается класс S(u, р, у), —оо<и<оо, 0 < р < 1 ,— 2" ^

00

функций / ( г ) = г - |- 2);] с„г", регулярных в круге £ = { г : | г |< 1} и удов-
л - 2

летворяющих в нем условиям 1{г)1'(г)/гФ0,

R(
г/'(г) , , г/"  (г)
/и Г  +  “ 1' +  7 ^ cos у.

т. е. а — f -спиралсобразных порядка [1 в £  Методом, использованным 
в работе [РЖМат, 1979, 4Б 200], доказано, что при а ^  — 2 cos у, 

я я
о ^  <  1, — — < 7  <  — функции класса S(a, ■), 7) 7-спн|млсобразны
в £ , а порядок .7-сп11ралсобразности класса S (а, [i, 7) равен нулю. По
лучена оценка 1 Cj — pCi |> (3 — любое комплексное число, в классе 
S (“. [1. 7)

Библ. 8.

УДК 513 83
С л е п у х и н  И К. Булевы еистемы функций н регулярные операторы 

усреднения. — В кн.: Экстремальные задачи теории функций, 6. Томск: 
Изд-во ТГУ, 1988, с. 80—97.

Даются необходимые и достаточные условия существования регуляр
ного оператора усреднения для эпиморфизма с нульмерного бикомпакта. 
Эти условия используются для получения тополого-алгебраических харак
теристик бикомпактов Милютина.

Библ. 4.
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УДК 517.54
Цв е т к о в  Б. Г Некоторые неравенства для функций, конформно 

отображающих полосу в себя — В кн.; Экстремальные задачи теории 
функций. 6. Томск: Изд-во ТГУ, 1988, с. 98—101.

Для функций, конформно отображающих полосу в себя, приводится 
ряд следствий из работ (РЖМат, 1980, ЗБ 103; РЖМат, 1980, 5Б 145, 
РЖМат, 1981, 6Б 244J.

Библ, 3,

УДК 517.54
Ч е р н и к о в  В. В. Некоторые экстремальные свойства типично ве

щественных в круге функций.— В кн.' Экстремальные задачи теории функ
ций. 6. Томск: Изд-во ТГУ, 1988, с. 102—132.

В работе с подробными доказательствами изложены результаты за
метки автора (РЖМат, 1981, 6Б 242].

Библ. 27.



в 1988 г. в издательстве Томского университе
та выйдет в свет учебное пособие И. X. Б е к к е р а  
«Автоморфизмы абелевых групп без кручения».

В книге изложены результаты исследования 
абелевых групп без кручения, показывается их при
менение в получении гомологических характериза
ций абелевых групп и их групп автоморфизмов, 
а также при изучении групп автоморфизмов моду
лей и колец без кручения.

Для научных сотрудников, аспирантов, студен
тов, интересующихся вопросами алгебры.



в издательстве Томского университета вышло 
в свет учебное пособие:
Л. И. М а г а 3 и н н и к о в, «ОСНОВЫ ТЕОРИИ 
ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННО
ГО».

В работе дан материал по теории функций ком
плексного переменного и операционному исчисле
нию. Теоретический курс дополнен текстовыми за
дачами, позволяющими организовать учебную 
деятельность студентов непосредственно на лекции 
и автоматизировать подведение итогов этой дея
тельности. Индивидуальные задания к каждой 
лекции способствуют более глубокому усвоению 
материала.

Для студентов втузов и преподавателей мате
матики.


