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\
ВВЕДЕНИЕ

История развития квантовой теории твердого тела насчитыва
ет уже много десятилетий. Успехи исследований последних лет 
позволяет причислить ее к наиболее быстро развивавшимся разде
лан теоретической физики. Среди многочисленных обяаотей прак
тической деятельности, для которых теоретические представле
ния оказались наиболее плодотворными, достаточно назвать по- 
лупроводниковуп микроэлектронику и твердотельную оптику.

К настоящему времени уже накоплена обиирная информация, 
написано много учебников и монографий по физике твердого те
ла (некоторые из них перечислены в описке литературы). Поэ

тому студент, приотупающий к изучение теории твердого тела, 
сталкивается, в сущности, с необъятным количеством материа
ла, В связи о этим, как нам кажется, существует необходимость 
в создании достаточно компактного пособия, которое могло бы 

ввести студентов в курс современного состояния предмета, оп
ределив основную последовательность изучения материала.

Учебное пособие написано на основе многолетнегс опыта 
чтения лекций по теории твердого тела и физике полупроводни
ков на физическом и радиофизическом факультетах Томского 
университета.

Авторы оставили В стороне целый ряд важных проблем (фазо
вые переходы, магнитные свойства, нелинейная оптика, неиде- 

альные и разупорядоченные материалы, неустойчивости твердо
тельной плазмы и др.) и сосредоточили внимание на задачах. 
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которые могут быть рассмотрены в рамках прецставлений об иде
альном кристалле о периодическими граничными условиями.

Предлагаемый вводный курс должен послужить основой для 
последувтего углубленного изучения предмета на более 

отрогом и современном уровне в процессе дальнейвей специа- 
лизации студентов по теории твердого тела.

/

4

θ
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1. СТРУХТ'.ТА ЧРИСТ'ЛЛП'-ГССКИХ тввдих ТЕЛ

I.I, ПРЯМАЯ KPHCTAjra>ESK44 РЕЖТКЛ

11SBecτH0, что кристаллические твердые тела образованы периоди
чески повторявшимися элементами, рс-сположеиными в узлах так называ
емой кристаллической решетки. Этими элементами могут бить атомы, 
группы атомов, ионы, молекулы и т.п.' Кристаллическая решетка ин
вариантна относительно некоторых преобразований. Совокупность 
всех преобразований, переводящих криоталлическув решетку саму в 

себя, образует группу симметрии кристалла или пространственную 
группу. Существует 230 разл^)них пространственных групп. Наиболее 

вакным свойством кристаллических решеток является их периодиче
ская структура или трансляционная симметрия. Для описания грано- 
ляционноГ; симметрии используется фундаментальное понятие решетки 
Браве. Решетка Браве образована всеми точками о радиус-векторами 

вида

(1.1)Л, -<⅞ -й .ζ¾,

где ¾,¾,'¾ - некомпланарные векторы, такие, что при смещении

кристалла, как целого на любой из них, кристалл совмещается сам 
о собой, называются основными векторами решетки^'

~ положительные и отрицательные чиола| / -

совокупность чисел 4.'√ 4= 4«, 4j J

Можно дать и другое эквивалентное определение решетки Браве. 
Решетка Браве есть дискретное множество векторов, не лежащих в 
одной плоскостш^ являющееся полним относительно векторного сложе
ния и вычитания (т.е. сумма и разность любых двух векторов из ьто- 
го множества также принадлежит ему).

Одной и той же решетке -Браве можно оопоотавить разные основные 

векторы neπιβ>CH. Эта неоднозначность несущественна, если с помощью 
выбранных основных векторов можно определить полохение всех узлов

7
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решетки Браве.
По опрсцелению все узлы ре'яетки Бра?е эквиваленте j, слецов-.тель- 

но, она лол'.лиа иметь бесконечнуи протяженность. Реальные кристаллы 

имеет конечные размеры, ио они достаточно велики и большинство ато
мов находятся далэкр от поверхности, поэтому при изучении объем
ных свойств мо;дно ппенебречь влиянием поверхности и рассматривать 

кристалл! бесконечных размеров. Следовательно, абстрактное мате
матическое представление о бесконечной решетке Граве оказывается 
очень полезной идеализацией. При рассмотрении поверхностных 
своГ.ств понятие решетки Браве также оказывается плодотворным, но в 
этом случве необходимо учитывать, что реальный кристалл занимает 
лишь конечнуп область в иде льной решетке Браве. При изучении объ
емных свойств также бывает удобно рассматривать кристаллы конеч
ных размеров, что достигается введением неких искусственных гранич
ных условий (так называемых периодических граничных условий, рас
смотренных далее).

Кроме трансляционной симметрии кристаллическая решетка облада

ет еще точечной симметрией, т.е. имеется совокупность операций, 
переводящих вектор в другой вектор , исходящий из той
же точки, причем | Лг'I • Это множество операций образует

точечнус группу решетки Браве. Показано, что существует только 
7 различных точечных групп, которые может иметь решетка Браве. 
Лобая кристаллическая структура принадлежит к одной из сени кри
сталлических систем (сингоний). Кроме того, показано, что сущест

вует T⅛ различных пространственных групп решеток Браве, т.е. име
ется Т4 различных решеток Браве.

Наименьшая часть кристалла, пространственным повторением кото
рой образуется весь кристалл, назытается э’ементзрноГ. ячейкой. 
Ясно, что в элементерной яче^Зхе могут содержаться ли"Ь неэквива
лентные точки (точки и t' назд1взют эквивалентными, если они 
отличаются на вектор ). Выбор эленентарноГ ячейки для дачно.'

решетки Бразе неоднозначен. '' пр'умер, в качестве элементарной 
ячейки можно ВЗЯТЬ так называемую прИ1Г.1ТИЕнуЕ ячс.Пку. 
лелепипед, построенный на векторах А^- . Объем дзкоГ. 
ячейки «/5.» 3 i
ячейки о виде п имигчвной лчс.:к;' является то, 
чптивиоГ ячейки ч-.сто не полноотьв с;'ра;..асг тон 
.■:тки Греге. Элег» ∙τapκox яче. кой, инп .'ч;
BTCθ6cu3OJ 1НИГ. из

Это парал- 
э-лементарной 

. Педозтатком выбора элементарной 
что сич::ст''и> r,'.∙.ι- 
еччус сиччетрию рг- 

т ;ой т’нзсчтс'.ън? чзс/ 

Граве, лвляется яч^Скаточечной .rcy∏πu ре'ч:тл
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Вигнера-Зейтца. Ячейкой Зигяера-Зейтцз называется фигура наимень
шего объема, образованная пересечением плоскостей, квторие делят 

пополам и перпендикулярны линиям, соединяющим выбранный узел ре
шетки Браве со всеми остальными, 'ioxno показать, что объем ячейки 
Вигнера-Зейтца равен объему примитивной ячейки.

Кристаллическая решетка называется простой, если можно выбрать 

элементарную ячейку, содержащую один атом. При выборе начала 
координат на одном из атомов, положение других узлов простой кри
сталлической решетки задается соотношением (Т.Т). Простая кристал

лическая решетка - это решетка Браве.
Решетка называется сложной, если с каждым узлом решетки Браве 

связана совокупность атомов (ионов) о определенным взаимным рас

положением, т.е. для сложной кристаллической решетки в элементар
ной ячейке содержится более одной частицы. В этом случае располо
жение узлов кристаллической решетки задается вектором .

(1.2)

где i -i, Z,->, р \ р - числе частиц в элементарной ячейке;
- радиус-вектор чзстици в эле 'ентаряой ячейке.

Сложную кристаллическую решетку можно представить себе как сово
купность решеток Браве, сдвинутых относительно друг друга на век
торы .

Криоталличеокая релетка называется одноатомной, если ее узлы 
заняты атомами одного сорта, и многоатомной в противном случае. 
Простая кристаллическая решетка всегда одноатомная. Сложная кри
сталлическая решетка мо?кет быть либо одноатомной, либо многоатом
ной.

1.2. ОБРАТНАЯ КРИСТАЛдаЧЕСКАЯ РЕШЕКА

В теории твердого тела :<ро!4е реально сущеетвувщей кристалли
ческой pe∣Bcτκn (пряной .<p'.∙.Ci.i7"ическо:"! релетки) лпроко использу

ется понятие обратной кристаллической решетки.

Cπpeιeπi!M основные вект.’рч обратной речетки с помопью с 
дующего’Сэстно иечяч:

о
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(Т.З)

(T.⅛)

числа; Zt- -

а, - e,n-Jy,

Таким образом, каждой решетке Браве можно поставить во взаимно од
нозначное соответствие некоторув обпатнув решетку. Узлы в обратной 

резетке задавтся точками с радиус-векторами

Λ⅛ 4: ≠ -*⅛ * Λj ,

где - целые положительные и отрицательные
оевокупнооть чисел i^■^∣ }

Ierκo показать, что решением (Г.З) является следувщие
Т С Ot <e^5,jl

<■■■

(Г.5) 

Можно доказать несколько основных свойств обратной

отноав-

и той

(1.6)

решетки.
1. Объем эл^ент^ной ячейки ι⅛ обратной кристаллической ре

шетки равен
2. ПрямЕЛ кристаллическая решетка является обратной по 

нив к своей обратной peι^eτκe.
3. Прямая и обратная к ней решетка принадлежат к одной

же сингонии. '
*•

где ,V - целые (положительные и отрицательные) числа.
Исходя из оортношения (Т.б), мо<Я1О дать Другое часто используе

мое определение обратной решетки. Обратная кристаллическая решет
ка - это мкожеотво векторов ,^опрвделенных ооотношениеи

В качестве элементарной ячейки для обратной кристаллической решет
ки обычно змбираетоя зона Бриллвэна. Зона Бриллвэна - это ячейка 
Вигнера-Зейтца для обратяой кристаллической решетки. Иа определе
ния зоны Бриллвэна яоно, что ^три нее могут оодерлатьоя только 
неэквивалентные точки (точки К и в обратном пространстве

1П
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⅜

-* -*> .
яа»иваются эквиЕалеятпими, если хнкотличавтся на вектор обрат
ной решетки). Также очевидно, что каждая точка, лежащая на границе 

»они Брмлсэна, эквивалентна по крайней мере одной точке, тоже ле
жащей на поверхности зоны Бриллоэна.

1.3. КР’ЮТАЛХИЧЕСШ СТРУКТУРА КОЗ.АЛЕНТНЬК И ИОННО- 
КОВ 'ЛЕНТНКХ КРЯСТАИОВ

Для иллюстрации введенных понятий рассмотрим кристаллические 
структуры ковалентных и ионно-ковалентных кристаллов. Ковалентные 
кристаллы (полупроводники 6⅛, St ) имеют структуру типе алмаза 

(пространственная группа (¾, ). Ионно -ковалентные кристаллы 
, <roP, Jn~SS и другие полупроводники типа A⅞^ и A⅞^) 

имеют кристаллическую структуру типа О'Т|алерита (прострапствеинач 
группа 7^ ). Обе эти структуры образованы двумя гранецентриро

ванными кубическими резетками Браве (ГЦК), сдвинутыми относитель
но друг друга на четверть пространственной диагонали куба (рис.Т.Т).

'ИО.Т.1. Структура типа алмоаа и 
сфалерита. Лля структуры 
типа алмаза черянс к белые 
кружки обозначают атома од
ного вика, для структура 
типа сфалерита - рвзиах

>401

В решетке типа алмаза обе 
решетки Браве образованы 
атомами одного вщца (одноа
томная решетка). Решетка 

τιma сфалерита является Двух
атомной; в ней решетки Браве 

состоят из атомов разных , 
аадаа.

Положение узлов кристал
лической решетки этих струк
тур дается формулой (Т.?), 

где - основные векто
ры для ПК-решетки:

(t.θ)
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-орты декартовой системы координат, а имеют вид 
yζ -6),

- длина ребра куба,' Эти векторы также изображены на
Объем элементарной ячейки равен . Можно пс-

п'.нах тетраэд- 
∙' ДГ ёх >, ' >

,Аналогичное утверждение ^ож-

(I.9)

где Z2 
рис.1.1 
казать, что точки 0,1,2,3 (см.рис.Б.Т ) лежат в вер;:;и 

ра о длиной ребра , а точка 4 о координатами ( 

расположена в центре этого тетраэдра 
но доказать для любого другого узла данных кристаллических струк
тур. Таким образом, для структур типа алмаза и сфалерита каждый 
зтом имеет тетраэдрическое окружение, причем для структуры типа 
сфалерита атом одного сорта окружен четырьмя атомами другого сор
та. Точечные группы для кристаллов обоих типов - это группа сим
метрии тетраэдра ^Jii . Нроме того, пространственная группа струк

туры типа алмаза содержит элементы симметрии, связанные с не- 
целочнсленныыи трансляциями, т.с. 6^ - нссимморфная группа.

Обратная кристаллическая решетка ДЛ;Л этих структур совпадаете 
обратной для ГЩ-решеток. 3 соответствии с формулами (1.5) и 

ооновные векторы обратной решетки имеют вид(1.8)

Рио.Г.2. Зона 

Брилльэна длл 
ГЦ!С-реветки

≡ ^)∣

(I.TO)

Зона Бриллвэна для Г'р<-реветки приведе
на на рис.Г.2. Это усеченний октаэдр о 
14 грзняни, 8 из которых - правильные ше
стиугольники, остальные □ - квздрати. Для 
точек и линий, обладающих определенной 

симметрией, существуют стандартные ободна- 
чения. Эти обоаначения приведена на 
рис.1,2 и в табл.1,1. Из-за наличия точеч
ной симметрии в зоне Бриллюэна существует 
несколько симметричных точек и направлений 

денногэ типа. Например, имеется 6 точек 
типа Л , расположенных в центре шести-

гг
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угольных граней. Среди симметричных точек данного типа могут 
быть эквивалентные точки. КаадоЙ точке типа Л эквивалентна точ
ка,лежащая в центре противополстшой грани, т.е. ε точек А обра- 

syoτ4 наборе неэквиа 1Лентних точек, содержащих две течки.

Таблица Т.Т

Сиимегричнне тачки и вапраыення для ГЦК-реветки

Обозначение 1
Число точек 
или направлений 
данного типа

Число не- 
эквивален- 
тяых албо- 
ров точек

Г 0 0 0 Г IX I 0. 0 б 3

h 1/2 1/2 8 4
Т Уг 0 24 6

К У4 з/ч 0 Т2 12

и τ τ∕>t У4 24 24И X- 8
Δ Zx- 0 0 6Σ 0 12
7: т X, 0 24S I ^2. ¼ 24

Примечание; приведена в единицах

τ.4. НЕКОТОРОЕ ПРАВИЛА CΓ4MΠP0BAHiR И ∕JJ1EΓP',TO3.V11Π

В этом параграфе мы найдем значения некоторых сумм и интегра
лов, часто встречавшихся в теу1ии твердого тела.

I.'1∙T. Вцчисление “ ∙<'J Т •

Зачисление этой суммы начнем о рассмотрения ограниченного кри
сталла из /V элементарных ячеек. Предположим, что кристалд имеет 

форму параллелепипеда, образованного векторами
- целые числа. Ясно, что 
формуле (1.1) меняется следующим обра- 

=С 2, 3.

. где
Можно считать, что ^∙ 

ком: -л •/

в

С?
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Представим вектор JΓ-<' в виде лкнеЯной комбинации векторов 

обратной ре шетки »

Используя формулу (Т.б), получим

Рассмотрим сумму

Суммирование по индексам -можно провести незаЕисимо, исполь
зуя формулу для cy ∣MW геометрической прогрессии

Q .-jL-7- Γt⅝∙^2-><l⅛''>b6⅝'^∕⅛)^M⅛' A^e61-> •> 4jV

■* 4'<κ(lt⅛)∙ S∣H^(⅛-I3)

есть
про-

Для больших Λi Xi, имеет «аметчув величину лишь тогда, когда 

чиолитель и знаменатель одновременно обращаются в нуль. Это воэ- 

целче > числа, то 
Обратной решетки. 0 
Таким образом.

можно при 3i = Hζ , гдр ∏-i 
если 7-JJ'∙∕ζ⅛ , пе ~ вектор

тнвном случав N'^∙

СГ.ТЗ)

Устремим /У I

∙<⅜o

получим

к бесконечности. Ропользуя известное соотношение 
J∕>l- ∕∕x> ,

■

⅛,"j

⅝,'⅛^¾ п
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I

где

h)

(I.14)

- якобиан преобразовьния от переменных Декартовым ко
ординатам Jχ, 4>, ⅛ .

TaκiL4 обраюм,

I *⅛, ⅛,

где суммирование по t- производится по бесконечной решетке, а 

суммирование по и- - по всем векторам обратной реиетки. Если 
векторы К и и' расположены внутри зоны Бриллюэна, то в правую 
часть (I.T⅛) входит лишь , поэтому в давнем елучае

/Ск-.Г)

t τr<^
(I.I5)

г.4.2. Вычисление

Представим вектор к , лежачий в зоне Бриллюэна^ в виде 
(с ■= ζ ♦ 4♦ ^3^3,

Тогда, используя (Т.б), получимк ® A*∙ Dx * 4 (iι- 4'J∙* ^3 j
fv-∕) -Л-¼.

'i3) *

где к, ιc⅜)
г б4, \ 4з)

F⅛¾e"'""∕⅞-Φ _ Р ,,

-1^ ' ‘ '

ι>i

15

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



%Г "'' - (Т.Гб)

то окончательно получим

? (Менял в формулах (Т.14) и (Т.’б) вехтори из прямого пространст

ва нп векторы из -обратного пространства и наоборот, аналогично 
можно получить следующие соотношения;

И*
(I.T7)

(ι.τε)

(Г.Г9)

(г.?о)

Кроме того, известно, что

Оо

J(dkje “•

<⅛> 

9 этих выражениях интегрироаан '.е ведется по бесконечному прост
ранству.

Г.4.3. При решенчи рлзличних задач ичоглз удобно считать, что 
волисБне векторы К принимают не непрерывное '(нотжство значений 
в зоне Бриллюэна, а являются векторами ио счетного множества, 
причем число различных К в зоне Бриллюэнаоавнчется числу эле- 

в кристалле и R^ равномерно распределены по 

При этом на κaaoζoe К приходится объем 
возникает необходимость вычисления сумм 

∕V-e4> молено перейти к интегрированию по

нектарных ячеек 
зоне Бриллюэна, 
о. Vj∙ N . Часто 

Бриллюэна. При 
люэна

л к -
по sone 
зоне Ерил-

><M
2.

Такт; образом,

S J ег) • ?)Г4?) . J ,
¾) '• й) (41
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где "К’ - объем кристмл».

Испольауя формулу (I.2Γ), можио иа (Г.Тб) я (1.20) получить 

‘«ей-ад
(τ.22)

T.4.⅛>
кристаллу

Рассмотрим разложение в ряд ?урьв периодических 
функций: У (■^ t . /(г) ■•

Из условия пе1<иоцичности функции ∕fT) находим, что

е. * -1,

- векторы обратной решетки. Таким образом.

. *r→ t t К« t∙

й

-fp> ∙ ∑ ⅛ по

т.е .

(τ.23)

Определим *тпье-коэМ'иииенты . Дл», 
на Схр Q∙^^' " п^оинтегрнртем по 

ной ячейки. Учитывая (Т.ТБ). получим

>
этого умножим 
обгему элементАр-

(τ.23)

-‘С
(I.2U)

/■
17
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2. КОЛЕЕЛНИЙ АТОМОВ КРИЗТ'ЛЛИЧ'^ЧОЙ РЕШ ’ТКИ

2.1. АДИ.‘1БАТИЧЕСКОЕ ПРИЕЛИЛНИЕ ∣

Твердое тело как совокупность вваниодействувцих нгиу 
собой электронов и ядер авлкется квантовой системой и долдао 
описываться на яяыке квантовой механики. Волновая функция твер
дого тела вависит от ссвокупности координат электронов 
t ^Λ∙J “ я’еР Хона является реше

нием уравнения ИредингераНЧ’ « ЕΨ (2.1)

о гамильтонианом

Н - π⅛J *τ(Rj÷‰ ω ≠‰ * к, f*λгде Т (л) • ^⅞- - оператор ки^е^чеокой
энергии ядерг Яц - масса ядра, <κ∙x,¼4; *∏⅛)"^Λt⅛¾b^ 

оператор кинетической энергии электронов; т. - масса электрона, 
v÷i6-Xl⅛(SW,‰(∣o - соответственно потенциальная

энергия взаимодействия электронов друг о другом, электронов с 
ядрами и ядер друг о другом.

Волновая функция R) зависит от чрезвлчайно большого
( •* 10^^) числа переменных, что делает решение задачи (2∙l) 

практически невозможным. По необходимости решение уравнения 
(2.Г) является приближенным и делится на несколько этапов. 

Первым и важнейшим из их является разделение электронного и ' 
ядерного движений - так называемое адиабатическое прнбликение.

Физической предпосылкой для такого разделения явпются сле- 
дувцие соображения. Ядра атомов примерно в тысячу раз тяжелев 
электронов, поаАму должны совериэть более медленные движения.

18
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∖
Более легкие электроны движутся быстрее и должны успевать под
страиваться под движние ядер. Поэтому достаточно хорошим при- 
блииечием для электронов должна являться задача, в которой яд
ра считаются покоящимися. 3 математическом плане эта идея реа
лизуется следующим оорззом.

Предположим, что репене задача

Поскольку в (2.2) не содержится дифтереициальных операций по

, го оооственные функции и собственные значения зависят от 
Д как от параметра. При каждом Д функции обра

зуют полную систему. Золнозую функцию иожно разло
жить по ней

(2.2)

(2.3)ГМ) ’ ∑
X^ζR) - коэффициеяти раэлохения. Подставив (2.3) в (2.1), 

умножив затем слева яа и проинтегрировал по ⅛,
о учетом ортонорнированнооти базиса 4>κC∙H'i) , получим

X -Е2ж((г),
Я-

где

^nt4)= (y,Λf-} <fXwv.

"Пим. сю- T(∕ι)(Γ^ - Л тя CR),

z

(£4

ч
диф-

не-

то ∏j ичуе:.т:-г-:м правил j< теории Боямущений - в'

Зиражение (2.4) представляет -собой o!icτeny запсплявдихся 
Ференилзльних уравнений, '-ели /оовечь 5ц. явл'^етоя 

Епроаденным,
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первом порядке следует отбросить недиагональиые матричные эле
менты гамильтониана, тогда (2.4) сводится к

То есть

fτw* WW1XJR) ∙E‰(K). (2.5)

где

Нетрудно видеть, что (2∙5) эквивалентно пренебремению в (2*3) 

всеми слагаемыми, кроме

(2.6)ТСч»)- ‰C4Φ.C‰∣i).
Приближения (2.5),(2.6) означают, что движение ядер не вызыва

ет электронных переходов, или, что то хе самое,для каждого 
мгновенного положения ядер устанавливается стационарное состоя
ние электронной подсистемы. Оценки показывают Г5] , что при
ближение (2.5) справедливо о точностью до членов порядка 
(Hv∕Mκ3'∕β-.

Адиабатическое приближение (2.5),(2.6) неприменимо в случае, 

пересекаются. Такие ситуации 

йнтереоующимся можно рекомен-

когда электронные термы (R) 

в наиен курсе не рассматривавтся. 
довать обратиться к книге С 53 .

2.2. ГАМИЛЬТОНИАН CHCTE!<H ЯДЕР
ПРИБЛИЖНИИ

В АДИАБАТИЧЕСКОМ

Б уравнении (2.5) функция U^(β∙) играет роль эффективной 

потенциальной энергии. Для ее вычисления необходимо было бы 
реиить вначале задачу (2.2), что в подавляющем большинстве слу

чаев невозможно ввиду возникеоцих при этом математических 

20

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



трудностей. Поэтому функция W'(R) обычно моделируется на 

основании физических соображений.
Чаще всего можно считать, что атскмы совершают малые коле

бания относительно положений равчосесия. которце, в свою оче
редь, представляют собой узлы кристаллической релетки, рассмот
ренной нами в гл.Т. Ввиду малости смещений атомов из положений 
равновесия можно разложить потенциальную энергию в ряд Тейлора 
Поскольку предполагается, что ⅛V(R) в разновесном положении 

имеет минимум, то линейные члены разложния должны отсутство
вать. Ограничиваясь квадратичными членами (гармоническое при- 

олижение) и принимая равновесное значение энергии за уровень 

отсчета, имеем

u>w- ⅛ s Цд. (<;, 

пл' '
(2.7)

- смешение -го ядра из его равновесного поло- 
“ вторые производные от энер- 

декартовым компонентам векторов смещений, взятие в
, Номер атома λv - сложный индекс ■,

~ 4OM≡P атома в ячейке

Здесь
женил
ГИИ по
точках

• номер ячейки,
(см.гл.1), 

'5изические свойства кристалла не должны зависеть от того, 
в какой ячейке выбрано начало координат, поэтому

Л'Ч, ⅛ -V) • h4'' 6?;, г».
(2.6)

>

ячейки в номером i .Здесь Л( - радиус-вектор начала ачеЗки о номсрон i .
Отметим еще одно важное свойство величиц^ j

Пусть кристалл в целом'вдвинут на вектор К. ι∙orna '[юрмально 

вое атомы приобретают смещения , Ясно, что при этом

энергия не изменится, следовательно, при нашем выборе начала 
отсчета энергии Иначе говрря,

(2.9)

Ввиду произвольности ^V , из (2.9) вытекает
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∙≡ vii^'ec,κ∙) ‘0.
(-:.то)

Будучи матрицей вторых производных, .{⅛x'^ζ jζ',j си'нетрич- 

на относительно перестановки пар индексов оСЛ^./'а' и p<p∣βcτ- 
венна. '

Для дальнейшего удобно ввести векторы в -нерн(м про

странстве с компонентали

(.τr)

Определим обычным образом скалярное произведение

м. (г.тг)

и действие матрицы на вектор

(Λ∣F>V- X
hi<,'

Тогда, учитывая вещественность смещений » №46 ем

W - 4 Q∣Φ∣Q->,

(а.гз)

(M⅜)

где

(М5)

А
Матрица Ф имеет разчеснасть , она веществ иная и

симметричная, кроме того, она - полоз: гельно определенная.
Последнее вуте::ает из того, что V^-(R) имеет чаннмум. Ол дово- 

тельно, собственные значения ф .еществзннч и неозриц.тельны.

Фе’- = (∙.T^')

ЗрМ _ лектора о

⅛N ^'∙"'p4^'∙∙ пр’хгтр'.нстве

ломпонвнобразует • 
оргоноркьрэаанный баз из
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(2.17)

Вектор смещений мокно разложить по этому базису

А , *»•<■

Ввиду вещественности (Эц,*. справедливо такие 

√-2¾,ei.

Тогда (2.14) переписывается в виде

’ г •
Т "t*"

0πepιτop кинетической энергии "'n
может быть выражен через Ад

(2.18)

(2.ГВ^)

(2.19)

также

(2.20)

Ввиду вещественности смещений также

∑<⅜ς; a⅛ (2.2θ")

На основании (2.20),(2.20*) гомильгониан (2.5) запжоывавтоя в

виде

Рассмотрим свойства решений (2.Тб). Введем унмтарнув матри
цу т<‘> соотношением

Т*‘, (*vn') =• U' ⅛-,Λ-Z∕.

Нетрудно видеть, что свойство (2.8) о учетом (2.9)
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можно записать, хак 

γtf' ф
А

Следовательно, Ф

система соботвенних

'T'''÷ = Ф.

А
и - комхутиоусщие матрицы. Тогда
функций у них мокет быть выбрана общей.

Рассмотрим задачу на собственные значения для

(2.23)

матрици

(2.24)

унитарности /
удовлетворить,
- вектор в об-

Очевидно СВОИСТЬО s L ь Ввиду
справедливо ∣t∖Φ= 1. Обоим свойства^ Mθλ<ιιo 

выбрав ‘ • ≡i≡cb ∙^=
ратном пространстве; ∕j∙ - вреденн'^ в гл.Т базиенне векторы 

обратного пространства. Различные в (2.24) р'.зличавтся по

стольку, поскольку различаются ψ , ∙>'.e. нумеруют реше
ния. Тем же индексом, следовательно, характеризуются и решения 
задачи (2.Тб). Решения могут различаться еще по какому-либо, 
признаку, поэтому в (2.Тб) индекс Л - сложный: J •

Итак,

- Д , если - вектор обратной решетки 
и -t К „ X ар акте ри

ле. резение. Для усгоанения неоднозначности счп- 
лежит в первой зоне Бриллюэна, т.е, J'∏ =0

(.2.25)

Поскольку €
(см.РЛ.Т), получ1ется, что векторы q, 

syoτ одно и то 
тает, что ψ 

всегда. л
Матрица Ф 

следовательно, 
вектор принимает бесконечное множество вначений. Для ус
транения этого противоречия принято считать, что допустимы 
только А дискретных ьначений , равномерно рзспределен-

ных в ясне Гриллпэна. Нетрудно подсчитать, что на одно значение 
приходится в обратном пооотранстве объем ''‘/№ <⅛*y∕i^∕∕- 

■₽ (⅛tJV-1" . где "Vo, - обьех элзме.1тасно.' .ячг;; хи прямого

имеет размерность ЗрМ x3pN и ттмэет, 
3pN собственчих значений. 3 то хе время

■₽ (2τjyv .где "Vo,
пространства; V - объем всего кристалла. Оставшиеся индексы 

Х. могут, ОЛСДОВ„ГГ.ЛЬКО, ∏nΓH.!MBTS 2>р

Принятий способ Н .'МГраЧИИ собстзонких
различных

3fKrθi ЭВ удоГ=ен ?ег., что

2-1
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позволяет прхвильно производить предельный переход к бесконеч
ному кристаллу, при этом отношение fi∕γ- , т.е. плотность кри

сталла, автоматически остается яввзмввннм.
Перепишем соотношение (2.25) с учетом (2.22)

, → i*o \

''илκ-l^ л.

Вспомним теперь, 

ио,

(2.26)

что т.е .слвдователь-

П4,
(2.27)

Подвергнем комплексному сопряжению обе части ооотнооения 
(2.16) д :^'г *■ i, ∙^*

(2.28)

■ *
Соотношение (2.28) овначает, что вектор ■€. также является 
собственным вектором задачи (2.Тб) с тем же собственным значе

нием. Согласно

JfS> 
е

(2.27)

∙→ 7^
ха.* 

.е. '> (2.29)

в соответствии
и (2.29) получается, что есть некоторый вектор, нумг-

рувщийоя индексом 6-¾.) , т.е. .
нумеровать векторы так, чтобы Jt∙g , тогда, имея 
(2.28), j iθ↑xφ •> cυ⅛e^ψ).
Перепишем условие ортогональности (2.17).2 -Z <ffi-

ii-L

С другой стороны, подставляя явный вид ⅛ι√ 
пользуя ооотнопение (Т.13), получим

с нааим πpaBMjijjM нумерации собственных векторов

J(i3iQWΛAZn 

в ваду

(2.30)

(2.31)

ил (2.27) и ИС-

(2.32)
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Введем величины Г.. соотношением €. f
из (2.3Г) и (2.32) «едует

в ооответотвии о (2.16 ). (2.20 ) 4e^'4c(^⅞))

Теперь мы имеем возможность привести гамильтониан (2.21) к 

более простому виду. Введем операторы

, тогда

(2.33)

(2.34)

(2.34")

Непосредственным вычислением нетрудно установить, 
ъ приводится к виду

что (2.2Т)

(2.35)

Суммирование по в (2.35) проводится по зоне Бриллвэна; на

ряду о в ней содержится и , так что

β-⅛ •

Также непосредственно проверяется коии^тационние соотноаения

Оператор (2.35) представляет собой не что иное, хак гамильтони-

26
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ан системм нэвависиннх гармонических осцилляторов, нумерующихся 
индексами x>V .

Решение задачи (2.5) о гамильтонианом (2.35) хорово извеотно 

-x(R)≡ χdM)-λ((MB

j Fft{I

- целые числа (ччсла заполнения). Отметим еще полев- 

ные соотношения __________ _α^∣o>-oj α-luf * ∣∕"je^+
В гаГзенберговской 
определяется соотношениями

I -Γ>.
карткнс двихония эзолоция системы во вренеяи

i⅜ ∙∕^CL^h(]. (2.:39)

Подотввляя (2.35) и исполыуя (2.36), ιweβM

• ~L а^.. ZL⅛* 
~bt

(2.4θ)

Следовательно,

<¼fθ . (г• *ι)

Объединяя (2.11), (2.Г8), (2.33), (2.34 ), (2.4Т), тлеем для 

смедениЯ атомов из положений равновесия

72.4?)

5ир?яение ('j'.⅛2) кмзот согзшвнно прозрачны? счнол. \томы го- 
леблвтся около сиоих попо'пниЯ равпОзвоия. Наличие лножитслсй 

указивает нт то, что колебания нроисхотт с чз- 
с-отами , Чолебан'лч ■; ;спооотоаняп τ,∙r- по кристаллу в ви
де плоских воля о золновнк зекторо;^ (на это указывиет мно
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житель е ). Направление смещений каждого атома номера О

3 волне типа определяется вектором . Такие
квантованные волны колебаний кристаллической решетки называ
ются фононами. Совокупность частот называется ∣fθH0HHUM
спектром.

»

2.3. АКУСтаЧЕСКИЕ И ОПТОЧЕОКИЕ 50H0HU. КОНТИНУАЛЬНаЙ

ПРЕДЕЛ

А
Для решения задачи (2.16) необходимо‘задать матрицу . В 

большинстве случаев вычислить ее не удается, поэтому элементы 

матрицы приходится считать константами теории.
Некоторые свойства решений (2j^T6) являются общими для всех 

кристаллов, независимо от вида *≠ . Прежде всего, из (2.10) 

вытекает, что существуют три вектора
компонентами

. где

(2.⅛3)О .

Здесь ∕7∙

рожденная частота
от индекса € > имеем
гласно (2.2б5,означает, что % ^ ^

частотой ΛΛβ,f соответствуют

щение 4⅛ -го атома в пределе •• 
равно, согласно (2.IT),(2.T8),

Таким образом, существует трехкратно вы-
^-O . Учиты^^независу^сть массы иона 

............ ^ . что.со-
«о. Следовательно, колебания с 

волнам бесконечной длины. С«е- 
0 при такой колебании

⅛, Л"
(2.44)

(Для удобства мы -формально сохраняем множите.1ь в

). Как видно из (2.44), вое атомы смещаются на 

ту ге величину, т.е. криоталл смещается как целое.

в пределе 

одну и
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Векгорм поляризации, введенные соотношением (2.43)х.пропор- 
циональны в данном случае ортам декартовой системы k

(2.45)

Пока мы никак не фиксировали положение координатных осей. Всег
да можно направить одну из них, например ось 2 , вдоль направ
ления вектора . Обозначим этот вектор индексом X 

продольный). Для ооответствувцего колебания 

и смещения атомов в такой волке, согласно 
(2.42) происходят вдоль направления ее распространения. Остав

шиеся два вектора описывают поперечные колебания.
Частоту ∙(^∙ Л. 7) прй малых разложим по

волновому вектору. Ввиду (2.30) линейный член разложения дол

жен быть равен нулю, кроме того, ^ ^-^ -------------

главным осям, тогда ζ,. ≈

, тогда
. Такая зависимость частоты 

рактерна для звуковых колебаний, г^е

∙C∖ ^∙*o, поэтому 

может быть приведен к 

. В изотропной среде 
и ≈- .где

' волнового вектора ха- 
- скорость звука,

от

я*поэтому колебания с частотами 6⅛∙^, принято называть акусти

ческими. Более ‘Подробно акустические колебания мы рассмотрим в 

гл.З.
Смещение атомов при акустических колебаниях, согласно (^.^) 

при →o записывается в виде

^'2. i.(2.46)

V л i ~Г л. г

Все колебания, не являющиеся акустическими, согласно (2.31) 

должны при φ «О удовлетворять ооотношенив

Эти колебания принято называть оптическим!. Из (2.43) следует

(2.47)

2&
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5Г /а.
к. ' /^н

• (o>rr)
Домчожая па

»<

и имея в вицу (2.ТВ) и (2.Т1), получим 

, следовательно, при оптических 
центр тяжести кристалла неподвижен.

В важном случае двухатомного кристалла v i “Т,2)

колеОячиях

имеем

(?Л9)

(2.50)

≡ 1'. (2.51)

В предельном случае ооотнооение (2.33) дает

Согласно соотношению ортогональности (2.33)

∣K^∣*∙
, 1"^'
Введем вектори и ооо^ошечием ι , тогда
из ^.⅛9),(2.50) следует - ,а из (2.51)

11| *∣*'∙y. Необходимо еще,чтобы удовлетворилось второе соотно- 

■ение ортогональности (2.Т7). Отметим,прежде всего, что 3e(t>nr) 

и X(λ>k) в двухатомном кристалле могут совместно принимать 
Зз^С значений, тогда JffθH.rJ принимают три енлчения. Нетруд
но видеть, что для выполнения (2.Т7) при учете (2.⅛5) необходи
мо, чтобы >1 * совпадали о ортами декартовой системы. Разумеет

ся, орты всегда можно выбрать так, чтобы выделить, тк же как и 
в случае акустических фононов, продольное 
поперечных колебания.

Удобно ввести вектор взаимных ометений

,ξ-⅞,-j⅛,-2 ■ ”
атомом

и два

(2.52)

' N(Me у
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Чы опять формально удерживаем множитель G , имея в
виду предел . С учетом (2.34*)

1

Здесь приведенная масса. Чаототн

говоря, ненулевие вначения при
В пределе φ длина волны значительно превышает

размеры элементарной ячейки криста ла, поэтому дискретность 
кристаллической структуры не имеет значения. В этом случае 
удобно считать кристалл непрерывной средой. Для перехода 
этому (континуальному) пределу заменим в (2.⅛6) и (2.53) 

непрерывной переменной t∙

- плотность криоталла; cΛ≈'%,,∙ V-^4i- объем 

о 
в

кристалла. Чаоть потенциальной энергвн, связанной 
ми колебаниями 14/“’*’', мо:^но записать при «О

×vnr

Для получения (2.56) использованы формулы (2.Т9), 
(2.55) взaи^«aя ортогональность тройки векторов 
посредственным ди^|ференцированием (2.55) и (2.56) 

проверить, что
л к/ = -

оптически- 
виде

(а.56)

(2,3√)i 

Не
нетрудно

(г.57)

Смисл (2.57) совсртзнно очевиден - это уравнение Ньютона для 

рзтимнчх смешений. Если не вавкоит от ≤⅛r , то
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5? У
ввиду ∣lj^ - выражение (2.56) записывается
более просто

(2.59)

2.4. КОЛЕБАНИЯ РЕЖТЮ1 В Π0.HPH'JX :Г>'.!СТ’ЛЛАХ

Атомы в реиетке могут нести на себе некотор4й заряд. Очевид

но, sιιaκ заряда для различных атомов» должен различаться, так 
чтобы в целом кристалл .был нейтральянм. Для кристалла с двумя 

атомами в элементарной ячейке знаки зарядов атомов с номера
ми-5 =1 и S =2 должны быть противоположны. Смецение со

провождается появлением дипольного момента и может поэтому 
взаимодействовать с электрическим полем. При этом возникают си
лы большого радиуса действия, поэтому рассмотрение колебаний ре
шетки в таких κpHCτa⅞Hax отличается некоторыми особенностями.

При наличии электрического^пвля потенциальная энерпм 
должна зависеть как от , так и от Z^.∙ .

Ь^ем предполагать поля и омящекич малыми. Учитывая, что при
J* «О, ∕-^ =0 энергия минимальна, запишем разложение в ряд Тей

лора в виде

«.59)

Множители о е введены для удобства. Велотины 

являются тензорами. В кристалле о кубической симметрией все на
правления равноправны, поэтому эти тензоры должны быть диаго

нальными. Тогда

(2.50)

бы атомы были не заряжены, то ззвлеимость от поля дол-яа
бм отсутствовать: {∙>C≈-O . Ср. зяивая r∙, (2.≈), бит.чм,

"β> . '⅛β ~ частота оптического фонона в 
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неполярной кристалле,
Буден предполагать гармоническую зависимость смещений и по

лей от времени {i)
Записывая уравнение движения для смещений в виде, аналогичном 
(2.57), получим

(2.61)

Отсюда

<2.62)
го}} '

При наличии внешней электрической индукции электрическое 

поле зпределяетсч матричным уравнениемЛ ' Г * .
-s∙ л.

Здесь г «
Согласно (2.6θ)

~p ∙~- С^.

Подставляя (2.62),(2.64) в (2.63), получаем

Здесь диэлектрическая проницаемость f имеет вид

(2.63)

- электрическая поляридация среди.

(2.64)

(2.65)

t

(2.66)

Значения <Γ6"J в пределе и t^-*o идмеряютоя на спите.

Считая их известными, нетрудно определить и . Тогда (2,.66) 

приводится к виду
..^1 .... 1 fC'<×>))

ε (со) • (2.67)

Согласно (2.55^ сме15рние представляет собой плоскую волну 
вида , ввиду (2.62),(2.63),(2.64) величн-

- такзЕВ плоские волни
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fJS⅛)
J

(2.6B)

Расомотрим отдельно случаи продольаых и поперечных колеба-

1^ Продольные fZj колебания: м. С . Вос-

польвуемоя уравнением ааксвелло(v Sj^0 .Ввиду (2.6В) оно 

сводится к ( , Поскольку , это овкэчает,
что тогда на (2,62), (2.65) следует, что при 7≠<P

должно быгь<Л-<7; приравнивая нуле правус часть (2.66), имеем

(2.69)

2, Поперечные (Tj колебания: 71 , тогда ,

Воспольвуемоя другим уравнением из системы Максвелла

[v.∏ (2.70)

сводитоя к J »с>

о другой оторони, при

Ь - магнитное поле, Г - ояорооть света. В условиях, когдс 

вапведиваннеи вэаинодойствия можно пренебречь^и (2.70) 
, что при ознвчавт^^ае? ;

, согласно (2.64),(2.63) г ≠ 0 и 
Эго ооглаоувтся о и (2.65) только при ^*∙÷oo ,

Следовательно, частота поперечного колебания (а точнее,двух по

перечных колебаний оо вваимно ортогональными направлениями 
смещений) , т.е. такая же. как и в неполярном кристал

ле.
Итак, в полярных кристаллах, в отличие от неполярных, часто

ты продольных и поперечных колебаний отличаотоя (так называемое 
продольно-поперечное расцепление оптических частот).

Опр’еделим электрич окий потенциал , , созда

ваемый колебаниями реаетки соотнопсниеи . Тогда
Г. и ' Обращаясь к соотношение

(2.62), получим √∙ . Нетрудно видеть,

что поперечные колебания нс создаст электрического потсн- 
пмалв (в электростатическом приближении Г-»- <⅛=> ). Подставив 
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в выражение |ля */ впячеиие коястаитн ( в чаотвгу продольвях 

κΛie6aBBfl (2.69), получим для влекгростатичесиого погеицнала, 

оовдаваеиого продольпнми колебаиияия,

("*7Γ)

f(^.1 - -l} Ч^.

I

I
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3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

3.1. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ,В ПРИБЛ1ЯЕН,1И УПРУГОГО 

КОНТИНУУМА

В 'теории упругости пренебрегапт микроскопической атомной 
структурой и расомагривавт тверное тело как непрерывнув среду с 
поотоянной плотностью Б недеформированмм состоянии. При этом де
формация кристалла вместо смеи1е^ний описывается непрерыв
ным векторным полем омецений , определяющим смещение
элемента объема, еанимающего в равновесии положение возле точки

Теорию упругости можно построить,совершив континуальный пре
дел, т.е. перейдя от дискретной среды к непрерывной в выражении 
для потенциальной энергии (2.7). Для простоты ми ограничимся рас- 

смотрением простых кристаллических решеток, для которых смещение 
частиц в люб^й элементарной ячейке можно полностью задать вектор
ным полем ∕<∙f¾) , характеризующим смещение всей ячейки.

Прямой проверкой, используя соотношения (2.0) и (2.∣0), можно 

показать, что потенциальная энергия кристаллической решетки в 
гармоническом приближении (2.7) имеет вид

(eitβ

В теории упругост1^аооматрнваются плавно изменяющиеся сме
щения , т.е. ∕q мало меняются при переходе от одной 

элементерчой ячейки к другой. Введем гладкую не[Ц1ерыЕную век
торную функцию 1C(Z), такую что • Разложение 

функции в ряд Тейлора возле тэчк'л приводит к 
ооотношеншо *

Поскольку а. (i') ~ плавмя функция и ∕⅛yj ) быст

ро убывают по» увелине»»» | I ’ оледует из (З.Т ),

ележущими 'члевамя разложения в (?.2) можно пренебречь.
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Подставляя (З.?) в (3.TL получим

(3.3)

где

Так как функция ^∕-τ7 меняется плавно, то ь (З.З) 

перейти от суммирования по /• к интегпчрованию

(З.Ч)

можно

РЛ.В

/г

(3.5)

(З.б)F

Выралкнис (3.5) является 

упругости.

исходник для построения теории

З.р. тензор iEWPMΛlWH и ТКНЗОР УПРУГИХ ΠOCTOrWJX

(З.Ч) и (3.6)^ />4.^ - TBHS<>pКая видно из соотиояениП 
четвеотого ранга, симметричний относительно перестановок <√*-⅛ 
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и Γ∙^C. Следовательно, из 64 компонент этого тензора независи

мых- не более 36. Число независимых компонент тензора р может 

быть уменьшено, если принять во внимание, что потенциальная энер

гия кристалла не должна меняться при его жестком повороте.
Рассмотрим поворот кристалла на малый угол <ft>> вокруг оси iZ, 

проходящей через начало координат, которое внбрано на одном из 
узлов кристаллической решетки. При таком повороте каждый вектор 
получит приращение«Гй)Гй^«^7.

Используя свойства векторного произведения, можно показать, 
что симметричная комбинация

(3.7)

, -≤ + ∖
il) Я f- ) (3.6)

(3.9)

равпв пулю при лобом жесткой повороте. Поскольку потенциальная 
энергия кристалла не меняется пси повороте, то лалхно рав
няться нуле при лвбых <Γ*t> и , т.е. производные ио-

гут входить в выражение для потенциальной энергии только через 
их оимиетричиие комбинации (3.6).

Следовательно, потенциальная энергия должна иметь вид

C>')

- компоненты тензора, называемого тензором деформация.
Из определения (3.6) ясно, что тензор деформации симметричный

■ (3.10)

Рассмотрим геометрический смысл тензора деформации. Предполо
жим, что имеется две бесконечно блнэкив точки, расстояаие между 
которыми до деформации (t^∙ ^*∙ • После деформи

рования расстоялие между этими точками изменится и будет рав
ным ct^’« 6≈t*4) сяо, что

Подставляя ' считая Деформац;® малой,
получим к *
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(к *κ iκ
Змлов&тйяьт, тензор деформации определяет изменение квадрета 
расстояния между точками при деформировании, Деформация чазнва^ 

ется однородной, если компоненты тензора деформации не зависят 
от координат, что возможно, если - линейные функции координат, 

Рассмотрим изменение объема при малой деформации. Известно, 
что

dV.

Эходяцие в якобиан производное имеют вид 

с точностью до членов

∙¾,

Таким образом,

первого порядка малости подучим

^-2

определяет относительное изменение объеме

■

Вернемся к потенциальной анергии, представленной в виде (3.9). 

в этом выражении - компоненты тензора, который назы- 
ваетоя тенасром упругих постоянных. Из (3.9) и (3.10) видно, что

■* , (3.11)

ТО есть в тензоре упругих постоянных можно делать перестановки 
«б-^Г , Г и менять местами пары индексов ^<∙H и Cfii') .

∣MosHo подсчитать, что чиоло независимых компонент тензора упру- 
(гих постоянных равно 21. _
I Найдем связь между тензорами и , Пре
образуем выражение для потенциальной энергии (3.5)

<3.T2>
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ф б«) (и)

Если смещения равны нуля нс границах твердого

если граничные условия таковы, что выполняется условие 
мер, πepHθiM'iecκire граничные условия)

-<>■

то потенциальная энергия имеет вид

Аналогично можно покаеать, что

W≈~-i f2 ≡

*У*ц
(3.I⅛) и (3.15) идентичны, если справедливо соотноиение

reza юш
(нЕпря-

(З.ГЗ)

(3.r⅛)

C3.T5)

(ЗЛб)

Уравнение (3.16), как следует из (З.П), рмреиимо относительно 

С , если _ _
^κr^<Γ ” ‘ (З.Г7)

Условие (3.17) не следует из свойств параиетпов связи 
и (2.10). Для выполнеяил (З.Т7) необхо

димо выполнение следующего условия:

‘ (з.те)
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Х.Кунен, (З.ТБ) является условием отсутствия 

Лэкасзтельства 
использовать

Как установлено 
напряжений в равновесном состоянии решетки. Для 
(3.17) для простых кристаллических оешеток надо 
Кз.тв), (-3.⅛) и (3,5).

Решим (З.Тб). Переставим в (3.16) и..дексы βt 

/ εΛf<rfl. ■

В (3,19) поменяем местами стдекоы ■=(. и

и г
(3.19)

(3.20)
t,

Складывая (3.16) и (J,T9), вычитая (3.20) и учитывая (З.Г1), по

лучим *

Формулы (2,16) и (3.21) дают взаимно-одпозкдчиое соответствие 

тензорами и Z" . (t) ι,
Таким образом, зная параметры связи ('X'∕ t можно

построить тензор упругих постоянных
Как уже отмечалось, в общем случае число независимых компо

нент тензора упругих постоянных 
симметрия кристаллов приводит к 
образовании координат

= ^2i- .
√1

преобразуются как

(3.21)

равно 21. Покажем, что точечная 
уменьшению этого числа. При пре-

(3.22)

компоненты тензора

(3.23)

Если преобразования (3.22) вхолят в точечную групгу симметрии ? 
кристалла, то С'-С .3 этом случае условия (3.23) связывают 

некоторые из компонент тензора упругих постоянных и тем самым 

приводят к уменьшению числа их нвчввитдачх компонент.
Рассмотрим, напримор, простую кубическую решетку. Направим 

оси координат по осям симметрии четвертого порядка (ребра куба) 

В точечной группе симметрии для пвостой кубической решетки есть 

отражения от координатных плоскостей. меняющие знак у : 
≈ ~ • Испммуя в (3.?3) преобразования такого типа,
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- « 
получим, что вое , в которых любой из индекбов вхо
дит нечетное число раз, равны нуле. Кроме того, все ипдекси в 

рааноправни, поскольку в полной кубической группе 
есть преобразования, переводящие V' ъ , "Х- ■& )t иувЯ. 
Таким образом, остается всего три незазиоимих компоненти тензора 
упругих 
тальяие

постоянных Схлх. . Гщг, . , а вое

либо равны ИИ, либо равны нулю.
00-

3.3. УРДВНЕНИЕ ГТИНА-КРИСТОйИ

Получим уравнение для функции U,(∙T) , функция Лагранжа 

имеет вид

- плотчоеть массы в релетке. При полученииг» L
из (3.9) использовано свойство симметрии (З.ТО) тензора деформа- 
____ ___ _________ Ij в уравнение Лагранжации. Подставляя L

А 
di 0tli

и учитывая, что

^0

. Z. /-
получим уравнение Грина-Лриотофеля

(3.24)

(3.25)

Частные решения (3.24) будем искать в виде

где и /Г-некоторые постоянные векторы, нунерувщие частные 

пепения.
' (3.25) имеет вид монохроматической волны, раолроотранявчейоя
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D направлении волнового ректора iΓ' с частотой , длиной 

волны окороотьв распространения A)∕><l*f навнвагтся

вектором поляриеации. Упругие волны (3.25) описывают распростра

нение звука в данной среде.
Подставляя (3.25) в (3.2⅛), получим о ио те му уравнепий для 

определения компонент вектора поляризации

- .2 Ks-)5p ’О,
)ΓF

(3.25)

из условия разрешимости которого

(3.27)

спреде’яетоя завистмооть Л? от /Г .

Рассмотрим некоторые свойства речений уравнений (3.26) и 
(3.27). Из (3.26) видно, что являются ооботвеяными зча-
чениями матрицы ∙≈ 2 , а ~ sa

собственными векторами, как следует и» (З.ТТ), - симмет
ричная матрица. Кроме того, из условий устойчивости ( И'лб? при 
любил смещениях из положения равновесия) ясно, что Х.(^-поло- 

яительио определенная матрица. Следовательно, каждому значению 
волнового вектора йГ соответствует три вещеотвонных частоты 

*⅛' " ’Р" взаимно перпендикулярных вектора поляризации
6 "θ ®®® *θ' ’•** “О - точка

ветвления третьего порядка.
Упругое движение общего вида описывается линейной комбинаци

ей решений (3.25) о различными 1Γ .

Для примера рассмотрим реоение уравнения Грина-Кристофеля 
(3.2⅜) для простой кубической реаетки и некоторых знечений 

волнового вектора:
а) И* - Kj
Система (3.26)

•(>» ||?1* К.

в стом случае имеет вид

**■ ^ии

Принимая во внимание, что ^цз-г > получ1« следующие
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решения; Λ)£ ^~ ∙^Z-' ^-произвольное чи

сло. Поскольку 4+ , то эго продольная годна (направление
смещений совпадает с направлением распространения). Скорость про
дольных «вуковых волн 2⅛"√'

((Ох,= (^>,е^- про- 

иЗЕОЛьные ч.юла. ± 1Γ и . Получаем две
взаимно перпендикулярных поперечных волны (колебания в такой вол
не перпендикулярпц ее направлению) с одинаксвыми частотами 

и одинаковыми скоростями звука iζ “

: имеет вид
= , C( 0^2.12(}^ i, ^12z ^12-<2У)0^_ ^],

« кУ С-2- ζO^2,-zi)θi^J

= Ci3Λ,^^3,

б) ∖
0.26) для таких

о'л'^е, 
f∕ <

Для простой кубической решетки [^цц-^'гт. >’ ^хз.12.~

-^ии = ' В результате решения находим продольную
звуковую волну о частотой Λ>^*≈ ≠ ^^г/г ,

скоростью звука l⅛ поляриза
ции ¾∙ и две перпендикулярных поперечных волны

с различными частотами и скоростями распространения: J√r∕ -

** — произЕСЛьные числа.
Следует отметить, что в отличие от случая изотропной среды, 

рассмотренного в п.?.3, где всегда нойте выделить продольные и 
поперечные колебания,в кристалле, в обцем случае, три взст.нно 
ортогональных вектора поляризации С ориентирозаии произвольно 
относительно направления распространения волны. Только в опреде- 
лскных симметричных направлениях л , как, например, в выае- 
рассмотрекных случаях, можно выделить чисто продольные и чисто 
поперечные волны.
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3.⅛. ТЕНЗОР НАПРЯЯЕНИЙ. УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ. ЗИОН ГУКА

Обычно в теории j'∏pyrocτH вводят еще один тензор, называемый, 
тензором напряжений. Вернемся к уравпеник Грина-Кр11сто;реля (3.2⅛) 

Очевидно, что величина в правой части уравнения-это оиЛа, дейст
вующая на единицу объема

л f~> с'~a.^ Зг 3rJ" ^'∙ir∕s<^'⅞J'5'. (3.28)
ax.^cfx.^

Величины
⅞''*∙

(P<5∙

образуют тензор, называемый тензором напряжений. Из (З.И) ясно, 

что тензор напряжений - синмегричнай тензор

(3.30)

Согласно (3.28) и (3.29) сила, действующая на единицу объема, 

г.меет вид

(3.29)

<м~ ■fj - S ЭГ 
«г г

Компоненты τβnsopa нэпряженнй имеют следуппиИ наглялныЯ смысл. 
Силу, дейотвупщуд на некоторый объем V , ограниченный поверх

ность и , можно представить в виде

(V)

где П-*» - ко.чпоненты единичного вектора И- , направленного по 

внешней нормали к поверхности.
Выберем н.алнЯ объем в виде куба, три поверхности которого 

совпадают о координатными ПЛОСКОСТЯМИ, и рьобнотрин силы, дейст
вующие на эти поверхности. Тогда ttf- совпадают с осями 
и - оС -компонента силы, действующей на единицу поверх
ности, перпендикулярной оси Xj- . ~ иормхльчые компокгнти
капсящения; 6ζ^j- (.<.*<“) - тангенциальные компоненты, стремящие

ся сдвинуть параллельные элементы поверхности относительно Друг

(З.ЗТ)
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(3.33)

(3.34)

яруга.
3 равиовеойи силы внутренних напряжений яолжни вэаимЕЭ ком- 

пеяоироватьоя в каждом элементе объема, т.е.

2y⅛-

Внешние силы, приложенние непосредственно к поверхности-тела и 

являсщиеоя источником деформации, определяет граничные условия 
для уравнения равновесия (3.33). Пусть Р - внешняя сил», дей- 

ствуощая на единицу площади поверхности тела, тогда на этемент 
поверхности действует сила f^dS . В равновесии гта сила

должна компенсироваться силой - , действующей на
этот же элемент позерхностн ςo стороны тела. Таким обраесм,

≡ 2 ^r∙
г

(3.34) - граничное условие, которое должно выполняться на всей 

поверхности тела, находящегося в равновесии.
Найдем тенэор напряжений в случае равномерного всестороннего 

сжатия тела. При такой деформации на каждуш единицу поверхности 
дейотвует одинаковая по величине сила (давление), направлзнная 
по нормали к поверхности? В этом случае в соответствии о (3.34) 

" ≡ - р •

Знак из-эа того, что сила действует по нормали внутрь поверх
ности. При однородном раотявении (сжатии) стерзнн, наприм«р, 

вдоль оси JC^,
* Р δ^,ue ,

при сжатии Р<0 , при растяжении P>C> .

Соотновение (3.29), связывающее тензоры напряжений и д«форма- 

цви, иаэывветоя обобщенным законом Гука. Часто его залистают в 

ваде обратного оооп^овения

(3.35)

(’.Зб)

ГД5
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Ясно, чтэ ,S имеет такие же свойства симметрии, как ж f .

- «о».ули упругости.
Рассмотрим, к примеру, однородное растяжение простой кубиче

ской решетки, йа (3.35) и (3.36) получим

где *(Sft,,)

*• Р --------

По омиолу тензора деформации f 
удлинение стержня, и Jj3

ня в поперечном направлении. Чм получили хороно навестннй феноме
нологический закон Гука.

- МОДуЛЬ Юнгв|
- коэффициент Пуаооона ( Jer∕∕ ^z.

ц oπpe<ejHβτ отнооительное 
- етнооительное ожатне отерж-

(
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4. ЭЛЕКТРОЙ в ЭДЕЛЛЬНОМ !РИСТАЛЛЕ

⅛.I. ОДНОЭЛЕКГВОНПОЕ ЛРИЬЛИ’.ЕН;Е. ЗОННОЕ 7РАЗНЕНЖ

Во второй главе в результате адиабатического приближения уда
лось разделить дзииение электронов и ядер. Тем не нсяее точное 
решение уравнения Шредингера для электронов (2,2) невозможно из- 
за большого (порядка ТО'^^*’) числа переменних,и иэобходими дальней

шие приближения.
Общепринятым в теоэии твердого тела является приближение са

мосогласованного поля. (ИИ одноэлектрояное при б л иже пне, суть кото
рого Б том, что электроны считаются статистически независимыми, 
т.е. каждому электрону можно приписать индивидуальную волновую 
функцию. Одноэлектронное приближение основано на замене в гамиль
тониане потенциальной энергии взаимодействия электронов не
которым оператором , который должен яаилучаим образом опи
сывать действие всех остальных электронов на данный. Гамильтониан 
электронной системы в таком приближении имеет вид

н, ≡ 1 н f⅛∑λ
t=i (4.τ)

где ■Г,

(4.2)

В соответствии с приячипом Паули глектроаяая волновая 

жет быть представлсиа в виде

m-.
функция мо~

(4.3)

где сцноэлехтрояиие волковые '’'учкцич *K являиточ

НИЧИ '∙>vBKUHHMH оператора 04.2).
собсгвея-
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(4.4)

(4.5)

Эычислеиие представляет собой очень’ сложную самосогла

сованную) задачу, для решения которой иеооходими дальнейяг» упро
щения. можно представить в виде

где учитывает кулоновское взаимодейотвие электронов,
обменное взаимодействие. В общем случае операторы и ∕^∕⅛√

являются нелокальными операторами, зависящими от .
При расчете электронных состояний оператор обычно
заменяется оператором умножения ’ "вливаемым кристалличе
ским п тенциалом. В таком приблтеении, которое называется зонным 
приближением, одноэлектронное уравнение Шредингера (4.⅛) имеет 

вид г J tГ~<,— 
(4.6)

(4.6) называется sohhuh уравяеиием.

Здесь и в дальнейшем мы пренебрегаем взаимодействием собствен
ного магнитного поля электрона о магнитным моментом, создаваейв»- 
в результате его движения (так називаемым опия-орбитальным взаи
модействием). В этом случае координатные волновые функции 1∣^'∕⅛*∕ 

оказываются одинаковыми для обоих значений проекций спина электро
на и, следовательно, вое уровни энергии А- двукратно вырождепы 

по спиновым квантовым числам.

4.2. ТЕОРЕМА БЛОХА

Из физических соображений очевидно, что для t∙ внутри кри
сталла кристаллический потенциал явллется периодической'^ункцией 

координат

Это равенство справедливо для всех и ∕d в бесконечном кри

сталле. /ля кристалла конечных размеров (4.7) не выполняется для 

больших Ке. . Кроме того, при решении уравнения Яредичгера (4.^)
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необходимо задавать граничные условия, сформулировать которые до- ] 
отаточно сложно, поскольку многие ^изиче кие явления, прэтечавцие 
на поверхности, оуцеотвечно отличается от явлений в глубине кри
сталла, Однако для описания процесгот в объеме χnι∙. талла макро
скопических размеров роль поиерхнооги в боль инстве случ'.ев не
существенна, т.к. отнодение числа πθBeιιxιocτHux агоиэп числу 
атомов в объеме мало (порядка T0~^). Мокло та:;ке показать, что 

волновые функции для удаленных от по’.есхчости t прак—
тичеоки не зависят от вид» гпаничиых условий и. πobj'ixho ги и ме
ло отличаются от волновых функций для бесконечного кпизта-да. 
Следовательно, для изучения объемных свойств кписталл модно счи

тать беококечним.
Рассмотрим следствия, к которым пр'водит наличие трансляцион

ной римметоии кристаллического потенциала (4.7). Введем оператор 
трансляции на вектор решетки ¾

(4.8)

(4.9)

τ(Tj∕(⅛> - ∕(t-∕r,}-

Легко показать, что T(W∕>-<∕lft τtr,}.

унитарный оператор, '{роме того, используя (4.7),;..ожмо доказать, 

что коммутатор

[T(S∙,),Hj-c

где ~ одновлектэонный гачк-льтониан.
ичевидно, что введенная до второй главе матрица ∏P≡⅛-
отавление оператора TfΓj в 3pN -мерном πp33τp*3HCTBe змеще- 

пийо Действуя так кв, как и в главе 2, модшо показать, что

V'∕⅛.¾. (4.^0)

(4.ТО) - это математическая запись гео)«ми цлоха. Таким образом, 
■олкоаыв функции, ужоыетворявиио зонному уравнение (4.6), мокко 

нумеровать о поиояьв вектора f( , которнй имеет смысл волнового 
вектора (ом. вторув главу).

''ункц/.и, уцовлетйорчвцпе соотла^онив (4. (0) ,н . л:->.-ол Сюлав-

o<tiMH. '7HKL∣4B Глоха мо'но представить в виде мог,,.л ∙.aoa''iiH□ι'ι та
ской ВОЛНУ
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ψ(η. 

где II ^^e) .
г:с'’исдичсо:; л по редетке функция.

■; .к видно '1 (4.*'0), волновой вскпг нумерует собственные 
Ьучкаии, следоЕ-тйдьно, и соботв чиче -н пения уравнения (4.6). 
Из (4.''6) такте ясно, что эквивалснтнчм отвечает одна и та nfc 

собственная пункция, τ.e.,κικ и зо второй главе, можно ограничить 
область изменения вектора >Г зоной Грн лвэиа. Рассмотрим физиче
ский смысл вектора »? . Хлк известно из механики, все законы со

хранения связаны с некотогой сил 1егриеЯ проотранства или времени. 
3 частности, закон сохранения импульса для замкнутой системы свя
зан с одного.лностьв пространсгв ι. 3 нашем блучае имеется трансля
ционная симметрия, с котоооП и связано сохранение , т.е. 
является квантовым числом. Величина называется квази
импульсом. Хвазиимпульс элекге-зна совпадает о импульсом только 
для свободных ( CMs{ у электронов.

(4.ττ)

⅛.3. оге;е свойств; 30∙"nx эчерг'’й и зочичх воэтогах

Полстзвив (⅛.TI) в зонное уравнение (⅛.6), получим уразненив 
для периодичесяой f>y∙!κu"H ∣^(^)

Это уравнение можно рассматривать как уравнение на соботвенные 
значение f(^ и собегвечнме 'ункцин oπeoaτoptf
H(∣^) при ^икстооваячом . Поскольку - периодичес

кая ^ун'Шия, то достаточно решить (U.T2) в одной элементарной 

ячейке. 3 результате резения получим 
где /V , незиваекый зокяим индексом, нумерует редения (4.12). 

Обычно зонный индекс ∣∣t-

Таким образом, зонные 
ОЯТ от двух индексов 7

возрастания энергии
ДЛЯ цапяого 7^'}» 

и ^ояяые энергии аави-

рыбиравт 
, если 

волновие 

и И- !

ПО мере

^уикции
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Зависимость ^/^ияя данного Л- называется энергетической зо
ной. Совокупность Fκ(>^) - энергетический или зонный спектр 

кристалла. Расчеты зонного спектра показываот, что для некоторых 
интервалов энеогии не существует собственных значений оператора 

при любых вещественных . Следовательно, эти энергии 

являются запрещенными в энергетическом спектре. Такие области 
энергии называются запрещенными зонами. Каждая энмгетическая зо
не занимает определенную полосу зиеогии: 
для данного номера зоны. Значения Ке , в которых достигаются эк

стремальные значения энергия, называются экстремальными точками 
данной зоны. Соседние энергетические зоны могут либо перекрывать
ся •< (Е^к.)п1ал ''"'*° касаться »

)> ^ибо бить разделенными запрещенной зоной 
(εmt)n4n > (^n)tr>aa, г О' ∕'→i

Рассмотрим некоторые свойства и .
Поскольку 1Г и ir* Rt описывают одно и ι∙o же состояние, то 

зонныз энергии и волновые функции должны быть периодическими в 
обратном пространотье

(4.13)

Зонные индексы и Н-' в (4.13) можно выбрать одинаковыми,sα> 

дав ооотптотвуацув нумерацию регеяий (4.12), Возьмем котлеко- 
нов сопряжение (4.12) и заменим К-

(4.14)

Сравнивая (4.T2) и (4.Т4), можно заклвчить, что

(-^)∙

(X) “ ^п.* -Тс. f (4.T5)
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С.войогва (4,т5) отражает симметрию гамильтониана относительнС 

инверсии вре.вни. Можно показать, что для незавиочцего от спина 
кристаллического потенциала всегда можно выбрать ∕f-A- .

Наличие тачечной симметрии кристалла также приводил к некото
рым соотяопенияи для золнов-чх функций и зонных энергий, Зьедем 

оператор . соответствующий элементу из точечной груп
пы кристалла

T(j)∕f4∙J -
3-ι∏HflβM уравнение (4.Т2) для переменной .

f 9i'-τ fr<> Γ-⅛ ⅛4 -

,rf54}JUeO- ∫t⅛κ√)⅛(fτ) -

(4.16)

ιft * "*a 
к

&М-

Следовательно,

If⅛l⅛(tJ∙ (4rΓ7)

(4.TB)

Если Jκ ■ , т.е.

волковогс вектора К , то и»

если - преобразовение 
(4.Г7) следует

из группы

T(j)Ur^ • ∑Va∣^.
<4 (4.Т9)

где - матрица С-го меприводиуого 'лмдотавления rnyππu
волнаоого векторе . Слвдоьателвно, ия инныхКзэнние волновав 

функции являитзя баэиснами дунхцияии непрлводякых п’юаотивлгний 
группы волнового вектора Т? , и воняый индеио >v для твкпх
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Должен укалывать соотватствувиее нечрпвоцимое представление и но 
мер строки в ней.

Оператор Hfιr) является непрерывной ‘'увкцией параметра , 

поэтому в предсягас дамноП энергетической зоны 
непрерпгные √∣yHK'itiM от , т.е.

Ен. ' Ен (ic).

Л
(4.201

1 
1рн изученил различных физических явлений в кристаллах представляв 
зт интерес-определит! точки нулевого наклона, т.е. значения ic , 

для доторил

V⅛ -о.
(⅛∙2I)

!T, ЧТО
л

Ясно, что (⅛.2T) выполняется в экстремальных точках энергетическо 
зоны, '{роме того, из соотнояений (4.13) и (4.Т5) следует, ^о 
точками нулевого наклона всегда являются ^ii∙o ∏ ^ie • .

Рассмотрим вопрос о нормировке волновых функций. В oootbwotbh∣I 
о правилами нормиповки волновых функций непрерчвлого спектра

∫ ⅛, Р) ‰ (».га

Для реч1ения (4.T2) надо иметь условия норм1гровки для lCtiS(f)∙ 

Разложим ∕4t,J (^) в ряд typbβ

U^(t) ■

Подставляя (4.23) в (4.?2), учитнвзя, что iλ К' лежат в зоне 
Ериллюэна и используя (Т.Т9), получим
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I

i

1 . .
5пояьеуем '^∣,
1«

(4.23) и (Т.ТВ) сл ^дует

∫wи„,fi)(it∣. п. ∑ и:.,,, (,.,5)

,, ,√,'** « .юлучнм V010BHe нормировки

/ ^й.'г (^)
(4.26)

3

! 4.⅛. 3fW{T7BHA1 ЧАЗСД

‘'«терес поаеценив 
жции t^(gj вблизи эхсгреме.’ьнчх точек .
I Разложение в ря д T⅛∕.Λopa вблизи имеет вид

(
t
j

t -i

(4.28)

омпочемти теияопь
943*rt<c'∣!Jβ ('ι.'^7) 
ii р ?з,<е '∣<Z ,

∣eo4nx -joπ, 
Ь).:лон'?мтч fn^'^ 

⅛≤^" - 

I 

ji

обратной э-Ь.'екгивгЮй чаосы.

СППа»сЧТ1;'’0
т.е. сои: ч

Г’ 1~H IX

г‘е^-- ±
3 к.'*■

04

б‘-

, '.-ПЛИ функция шалитиче- 
к'. пег κ⅛∙ικ44 различних эивр-

(4.29)

в
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большим 

не содвржа-

- этЛептиьная масса. Если все три компоненты ∕+⅛f равны, 
тогда вводят скалярную эффективную массу м-^ . Из опреде
ления (4.2b) ясно, что для , в которых достигается
ИкИ' b^^. (ic) , и <0 , если - максимальное значе

ние энергии в данной зоне.
Выражение (4.28) мало пригодно для вычислений эффективной массы, 

поскольку численное дифференцирование mo×st призести к 
ошибкам. Получим другую формулу для эффективно” массы, 
тую этого недостатка.

И» (4.Т2) следует ооотнолеиие

Н(г)
где - имеет вид

(4.30)

(4.31)

Предположим, что решение (4.12) при K≈<a иззеотяо. 
(4.Т2) при других аначеяиях 1с необходимо найти матричние 
ТУ i¼R

Для ре пен ИЯ 
олемея-

A∙'<
(4.32)

■■

Проотче внчиолзния гюказувают, что

где матричные элементы оператора импульоа РVn-f^ имевт вид

р f φ∖ )y→ z⅛√⅛xi , ,
4∙4r тРа, *' > • (4.34)

(^<4)

При реаеиии (4.12) для К , близких к ∣Cβ , можно иополь'.овет! 
теория еоямученлй. Предположгм, что энергия (ic^j κeB⅛po≡aeH< 

из. Тогде, применяя стандаргнае формулы теории зозмуцений с 
гочнпотьвдо члонса нтопого порядка по к-АСо, получим
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P√Hn, _ (4.35)

Проди^|ференцируем (4.35) 

дСк-} ftf ⅛-∖f р
'"‘■-•Л

∙t^- Рл'1,г- +Pn.<x≠^Pn.^∙t^l <⅛∙36)

∂kji ж. )h*' г ~ F Гк }

И» (4.2с) (4.37) следует формулаи

λX7 -β
⅛n⅛ Рħ'na'*^ Рп'ил. ∕3m'∕i f^4.38) 

Л'уи, ^р. *∙

Равенство (4.38) нзливЕется правилом сумм для эффекткя1нх масс, 
иногда его называют правилом ^-оумм.

Полагая в (4.36) Z -^1C0 , получим полезную формулу

^≈∙ /<г 'λ..τ9)

(l'"α}

Последвее соотновение позтсляет определять точки нулевого накло
на (4.?1), используя симметрию fyH!CUHfl ("^} •

’^елч соотопнне с энергиеЛ вырождено, то для получе
ния яав'/.зяности f>, иодо использовать теорио вотмупенвП для 

выровдекпых оостоикий.
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При этом асаисимооть эиергии от 1? будет более сложной и со

держать неанолитическис члены.

4.5. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРАИ'≡E УСЛОВИЯ

Как и я задаче о колебаниях кристаллической решетки, при изу
чении лоиного спектра удобно рассматрмветь кристалл, состоящий 
из конечного числа элементарных ячеек, и затем делать предельный 
переход к бесконечному кристаллу, Хак уже отмечалось в (4.?), 

для достаточно большого кристалла конкретный выбор гранчннх ус
ловий несуществен. Удобно выбтоать rpaιΓ'.4Hue условия, которые 
не нарушает трансляционнув симметрив (4.7), τικ как при этом ос

тается сграведливой теорема Блоха.
Граничные условия, удовлетворясяие данному требование, - это 

так называемые периодические граничные условия,или "словня Борна- 
Кармана

Y(≡t- = Vf=^λ (4.40)

ГЯ0 большие целые числа, * ∙^, *■, ∙J
Условие (4.40) оэначает, что все ппоетранотво заполнено физа- 

4βo,cH эквилолентныни apaβτaun∙∙ama 
раллелепипеда, объемом , еде
элементарных ячеек в блоке. Из (4.ТО)

блеквиа ∣4ucD!''∣)iv∣∣∣ >Тюпму па- 
V = θ ∕Vy Λ⅛ ∕Fj 

и (4.40) олепует
чизло

**4s ~ n≡*ue числа
Преи ста влил в ’

I •

виде

г- 2:
еС

пэяу чгм И*.?77,

(4.4Т)

(4.4?)

(4.41)

/

\
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Длд 1? лежащих в «оие Бриллюэна, (4:^1 < Уд , поэтоиу

~^ (4.44)

Такян обравом, периодические граничннв условии приводят к дн- 
слрегинн дначениян волнового вектора ? . Число раалнчянх леэкви- 

валентннх равно , т.е. числу элеиентарннх Ячеек в кристал
лическом блоке. Бнчкслнм расстояние между соседними аначенияни 

d<A∣ ∙tib∙M∆K>∏pHxojυπ∣κHcκ на одно виачение

(4.45)

(4.⅛6)

Ргмягим, что рассиотречний во второй гла;зе дисхретчий 
ног 5н 
задаче о

где V * Л/ 4*«- - объем кристалла.

Я« (4.45) и (4.46) видно, что при увеличении рвэмерз 6xoxa4∕ζ^ 

и ДК стремятся к нулю, т.е. ножи о ∙HHτaτb,4T< ивмвИявтвв »- 

прсрдвно.
набор равнор.спределенинх по воне Бриллюэна векторов 1? 

быть получен введением периодччеоких граничних уоловяй в 

колебаниях рсаеткк.
Переход от суинировения по дискретичм значениям »? к интегри

рованию осудоствляетоя с помощью формулн (Т.2Г).

Б ооотвзтствкн с правилами нормировки волновых функцι<i дискрет* 
него спектра волновые функции, удовлетворлюдие граничным усдови- 
ям (4.40), нормирована оледуюшим образом ;

J Ve∙ = ¾e∙ С,
тг^.)

где 1с - дискретный набор, определяеинй (4.42)-(4.'й).
!1> (4.47) следует условие нормировки для функций /4й?

(4.47)

(4.4δ)

5f)
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∖

4'
!

И« ораввениж (4.48) и (4.26) видно, что , норкиро-
BW4ue условием (4.48), в ^раз меньше, чем

• УДовлатаорявщие условие нормировки (4.26).

4.с. ПЛОТНОСТЬ состояний

Нведение счетного множества векторов позволяет вычислить 
текут вмкув величину,как плотность состояний H∙(F) . По опре- 
деленио, ti(εjBLε'- это число состояний с энергиями от до

в единице объема кристалла (для каждой проекции спине).

А. (^jθL^ -L
У у (^£- j (4.493

где f∕{^} - число состояний о энергиями, меньшими чем . 

Очевидно, что

ще)-.

~Оа
Из (4.49) к (4.50) следует

κieJ~F∑~ S(F-^.(s∣).

Г ^-X

Пзреходл в (4.51) от оуммировияия по К к иитегриро 
ветствии с (1.2Т) получим

или, иопэлыуя свойства -f∣yHκmnι.

Пнтегрироваиие в (4.53) ведется по изээнергетической 
Ри. (aj - ε.

(4.50)

(4.51)

.звиию, в соот-

(4.52)

(4.53)

г.оверхпооти
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/с- c^

показывают,что

'•ычислим плотность состояний для энергетической зоны, описыва
емой скалярной эЬУекгивной массой ,

fc^⅛, (∙^j “ ≡b

Изоэнергетическая поверхность для такой зоны - это сфера с цент
ром в точке 1Со

Простые вычисления

{
l>κ*( ; -л если (^»),

и Zfff' f или (4.54)

если

или

A.7.KπAC3M5iΠCAUiΠ ТВЕРДУХ ТЕЛ ПО ЗОНПОМУ СПЕКТРУ

Как ухе отмечалооь в ∏.U.3, сооецпие □Hepι∙eτH4ecκHβ юны мо
гут либо перекрываться, либо касаться, либо быть рзглглеьнычи 
лапрещеиной воной. Характер взаимного расположения зоп и число 

электронов в элечелтарной ячейке определяит электрические и мно
гие аругие физические свойотез кристаллов. Р'.ссмотрта нэпроо о 

заполнении ачергетичеоких зон. П п.4.5 мы установили, что чи
сло различных незк-вивалентных равно // - числу элементарных 
ячеек в кристалле. Следовательно, в энепгетич’ской зоне ZN 

разлстных состояний (множитель 2 из-за спина олвктроио)^ Т.ким 

образом, согласно принципу Паули, в он-ргетичеокоЯ зоне может 
быть размещено не более Х/У электронов или по 2 электрона на 

одну элементарную ячейку. Если на элементарную ячейку приходит
ся Р элекгоэиов, то они могут занять Pft, энергетических зон.

При наложении злектричсс:;ого поля энергетическая зона, в ко
торой нет электронов, не вносит, конечно, нцкского вклада в 
провоц/мость. То же самое мо~но оказать о полностью заполненной 

зоне, отделенной от верхней 3απρeoe"κon зоной, деиствительяо, 
под действием поля электроны должны повысить энергию, т.е. .зв- 

6Т
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только кристаллы, в кото- 
зоиа.Тг.кие вег.есгва пплыва- 
элемеитариуи ячейку при
данный кристалл - металл, 
верхняя заполненная зона 
зоной тприной более 3 эВ. 
зели, отделявшей саполпен- 

зонаыи

чягь более высокий онергет(<чеок11й уровень, но в полностью запол

ненной зоне такой переход запрещен принципом Паули. Пледователь- 
но, электрический юк могут проводить 
рых инее гея не полностью заполненная 
В'гся металлами. Очевидно, что если на 

ходится нечетное число олектроноБ, то 
Диэлектрики - это вешества, в которых 

отделена от незаполненно;, запредонноЛ 
Все энергетические зоны, лежа1,;ие ниже 

ные зоны от пустых, называются валентными зонами, выее 
проводимости. Полупроводники имеют такую же структуру энергетиче
ских зон, как и диэлектрики, но оирина запрепенной зоны в полу
проводниках менее 3 эВ. Попо, что в диэлектриках и полупроводни
ках элементарная ячейка должна содержать четное число электронов. 
Однако обратное утверждение верно не всегда. Твердое те .лэ чокет 

быть металлом, даже если в элементарной ячейке имеется четнее 
число электронов, сто возможно, если в окрестности энергии 5срмя 
имеются перекрнвающиеоя зоны. Полуметаллы занимагт ппомелуточное 
положение между полупроводниками и металлами. 3 полуметаллах вер
хняя валентная зона касается нижней зоны проводимости.

Зое сказанное визе о проводимости твердых тел относится к иде
альным кристаллам при Т -О, При T^ / О, в соответствии с рас

пределением ⅛pMH-lHpaκB, у электрона имеется ненулевая вероят
ность иметь любую энергию, в частности, электрон в диэ'ектрике 
или полупроводнике может находиться в зоне прозодимостн. Наличие 

примесей и других дв*«ктов в идеальном кристалле, как правило 
(ом.[1-4]),приводит к уровням энергии в запрепенной зоне, что так

же меняет проводимость, '{роме того, достаточно сильное электри
ческое поле (если получаемая элетрэном энергия болые зиринч за- 

препенноП зоны) поиводиг к электрическому току в дгэлектгике да 
же при Т "О (пробой диэлектрика).

4.9. зочнАТ cτρr{τypcx∏3'J!EHT4w К иочно-хоз-ТЗ!таJX 

:<риат,плов

Зеннвл структура таердого тела зависит от многих ⅞. κτopoB,
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наиболее оущеотвенниии из которых яплиится: химический состав 

ведеотьа и его к'.г.1ота'!личеокая структура, в том числе гаскся'дая 
от внеаиих условий величина постоянной реиетки. Сущезтвуьт раз
личные методы расчета зонного спектра. При известном крпсгал.ти- 
чес.-.ом потенциале они отличается друг от друга в основном выбо
ром системы функций, по которой еедзтсл разло.тенив волновой функ

ции. '.'меигоя такте различные методики для опр .-деления кристалли
ческого потенциала. Обцим для всех методов расчств является pas- 

делен '.с электронов ла валентные и оле!;троны чрчного остова. X оо- 
гозным э-де.:тпоиам обычно относят электроны полностью сапо.дненных 

анутречиих оболочек. Экоперимеи татьныс данные и квантово-мех-ани- 
чеокие расчеты пок .зывавт, что состояния остовных электронов прпк- 
ткчэоки не изменяются при переходе от свободного стома к твердому 
телу. Эти обстоятельства приветят к τoιxy, что энергетические зоны, 

oooτB2τcτByB!i∣ιe остовным электронам, имеет несначительную чирину 
и не перекрываютоя с зонами валентных электрочеь. Следовательно, 
остовнче зоны асогда заполнены и не вносят никакого вклада в про
водимость. ?остолн;-я валентных электронов могут суаес.веяно изме
ниться при образовании кристаллами именно они определяют элек
трические свойства твердых тел.

Методы расчета зонной структуры момио разделить на дзе больг1Ив 
группы: расчеты из первых при1?ципой и эмпирические расчеты. При 

использованчи пооледних матричные элементы зонного гамильтониана 
задаются в виде некоторых гараме.ричеоких Чюрмул; параметры тео
рии выбираются из условия наилучнего совпадения теоретических и 
экспериментальных данных. Методы расчета энергетического зонного 
спектра излохены во многих уч;бниках и .∙∣0H0rpalM4X^M мы на них 
оотанавянватьс» не будем (см.,например, [т,

Чля иллюстрацйп приведем резудьтатн для яекогорих ковалентных 
и иочно-кочолеяткых кристаллов. Чриоталличеокпя структура этих 
пэлупрогодппг.ОЕ приведена в Г главе. На рио.4.Т кзобраяенн ва
ле ’нчо зоны п несколько нижних зон проводимости германия для U , 
из ιβπ>ιcτι∣αc< вдоль направлений Δ и Д (ом.рио.Т.Т и табл,Т.Ту. 

Германи'': - элемент ’Т группы .'абл:!цы .(енделеевп, поэтому’ имеет 
⅛ во. ентны'; электрона. П олзцечтарной ячоЯке - 2 агона, поэтому 

нс. элемен.-арную ячейку приходится 8 валентных элекгрлнов. Эти 
электроны -алполняют 4 валентные зонч, огделеняые от зон пр-^водч- 

'мости адпрс-денно'; зоной ^0,8 эВ, Германий - гипичннЯ чолуп"о- 
лодник. На p∙∏e.4.I приведены станоартные обозие.чсгия непривэдниих
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X.

Л, V*

■''///∕∕∕∕∕7777λ

7

L к
Pnc.⅛.T. Зонный спектр G 
вцоль'линйй Д и Л 

Заштрихована запрепеянвя 
3040 энергий

b

bf

представлений, по которым преобраэуптоя волновые ’уикции ооответ- 
стлувдих ооотояний. Дно воны проводимости находится в точ!:е k> 
(уровень ∕vχ, ). Эффективная масса в этой точке Wtχ = =Т,59д

ч =0.06∕>t-. Эффективная масса для наинияшего уровня зоны 
проводимости в точке Г (состояние изотропна и равна O,O⅛T∕)t.

Валентная зона состоит из ⅛ • зон 
(зоны симметрии Zj и ∆g- дву

кратно вырождены), Зирина валент

ной зоны Т5 эВ. Вершиной ва
лентной зоны является трехкратно 
вырожденный (без учета спина) 
уровень симметрии Q5^ . Вели 

учесть спин-орбитальное взаимо
действие, то спиновое вырождение 
частично снчмается. Например, 
шестикратно вырожденное с учетом 
спина состояние Γgg- раопепляет- 

ся на четырехкратно и двухкратно 
вирокденкые; величина спин-орби
таль него расцепления для этогс 
состояния 0,3 эЗ.

Похожую зонную структуру ;1ме- 
ют и ионно-ковалентные кристаллы, 
образованные из атомов 3x5 групп 
( г вЪ и 2 и 6 групп (S^) со 

структурой типа сфалерита. 5 эле
ментарной ячейке этих кристаллов два атома и 6 валентных элект
ронов, заполняслих четыре валентных зоны. Хак и германий я 
кремний, эти соединения являются полупроводниками. На рис.^.З 
приведен зонный спектр арсенида г’ллия. Дно зоны проводимости 

G^Q 4s находится в точке Г (уповень симметрии /1). Эф
фективная масса на дне зоны проводимости изотропна, /»* *
О, 072 Ж. ииркна запрепенчоЯ зоны ''i,5 эЗ. Та;: ≡β,κas
и в германии, вершина валентной зоны находится в точке Г* и 

тоже трехкратно (без учета спина) вырождена (уровень симметрян 
Γfg∙ ), 3 отличие от германия, в валентпой топе ■'роенида гал

лия имеется так чззиваемая конная дель пиочпой --v 3,6 эН, 
отделяютая нитпвю валентную зону от остальных греХ ( зоны

G4 
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симметрии ∕1j и Л5- 

диухкрзтно вирохденн). 
Потная Е-гоияа валентной 

зоны арсенида гаятия 
порядка Т1,? о”.

Почти полное сов
падение 9о«“чх стгук- 
туп бе и (та, 4$ 

неслучайно, 
находятся в четвертом 
периоде Периодической 
системи Л.И.Менделеева. 
Практически одинаковн 
постояннне геаетки 
этих кристаллов. По 
этим причинам два ато
ма (J⅛, в злементар- 
ной ячейке дают почтя 
такой хе вклад в 
кристаллический по
тенциал, как и пара 
атомов Gcu^As , Точнее,

симметричен при инверсии координат относительно точки, находя
щейся на середине линии, соединявшей атомн "О" и "4" на рио.Г.Т, 
а потенциал в имеет небольшую антисимметричнув отно
сительно такого преобразования добавку. Ga.Λs - криотьллохл- 

ническнй аналог Сгв. •

Рис,4.?. Зоняий спектр арсежтаа 

галлия вдоль направлекий 
Завтрихована запрещенная 
энергий

л и л ,

зона

кристаллический потенциал в <?е
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»

5. МЕТОД ЭИЕКТЯЗНОГО Г VβHbTOHH'ЛА

5.1. инкции ваны:

При решении задачи о движении электрона в кристалле при на
личии внешних полей удобно использовать так назывэеине фувкции 
Ванье. Определим их олеДувшим образом. Как следует из (Д.ТЗ), 
блоховокие функции '∕i⅛f-7j - периодические в iΓ -ппостран-

стсе, и их можно разложить в ряд Фурье

' (5.υ

где коэМициенты разложения 
функциями Ванье.

Выразим функции Ванье чеоез блоковские функции. Для этого 
умчопкм (5.Т) на <∙*yJ ЕjΓJ и просуммируем по ? . 

Используя (Т.22), получим

⅛fr-fi)∙

и H13UB9BrCM

~t∙
(.5.2)

Разложения (5.Т) и (5.2) явллвтся точными для изолированных 

энергетических зон. Для каоаоцихоя и пересекающихся зон днчис- 
ление функций Вацье - более сложная задача.

Из (4.47) и (Т.22) следует соотношение ортогональности для 

функций Ванье

(V∕β,)

Подставляя (4.'^I) в (5.^:), получкш

Uχt(υ∙ ⅛-⅜e^'^^'>⅛P-¾).
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Лэ опыта численных раочпоа известно, что периодическая 
часть блоховской волновой функции слабо зави
сит от К. , т.е. является плавной функцией волнового Bcκτ∣wa

. Следовательно, в разложении (5.4) коэффициенты ‰(⅛-iζ) 
для болыих l't-~¾.∣ должны быть малы. Таким образом, функцид 

В^ье 4h,(V- Ке) локализована (и достаточно сильно) вблизи 
R⅛ . Лек видно из (5.?), функция Ванье есть суперпозиция 

''лохо’’ских Функций с различными ? , и поэтому не может быть 

собственной ⅝HKUH⅛fl зонного^гамильтониана. Получим уравнение, 

которому удовлетворяет функциу~ЛЗньё '

f Ек (X -
ИЛИ

H∙∫^∣⅛-5<)≈Σ Ev.-⅛4L(f-TeJ,
где

(5.5)

—е

(5.7)

Поскольку ("!?) - периодичеохая функция е 1? -П1»отраногяе, 

(cM.(⅛.T3)), то Hh<, . опреаеллемие (5.6), - Фурье-коэффициенты, 

и для зонных энергий спреведливо разложение

Пиоте ^y уравнений (5.5), в принципе, можно использовать для 

вычисленгл зонного опекгра вместо реакния уравнения Тредингера, 
и при некоторых обстоятелвствах такой подход окозиваивоя пред
почтительным.

∖
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5.2.' УРАВНЕНИЕ .ГВ;гаН'.П ЭЛЕКТРОН ■» во ВНЕШНЕМ ЧЕЛЛ^ННО 
МЕНТЧЕМСЯ ПОЛЕ

Предположим, что на электрон в твердом теле, кооме периодиче
ского кристаллического потенциала И(?) , действует внеинее 
поле , причем Функция VVf⅞} плавная, т.е. H∕f*Γ)

несущественно меняется на расстоянии ,раявом постоянной реивтки.
Уравнение Шредингера имеет видvι∕6'f}]Φ(V) ≡ Е<дв •* Vf’^) - зонный гамильтониан.

Волновуо функции будем искать в виде разложения

<PT'J- ⅛Σ B,,(⅛)⅛(c-‰J.

(5.ε)

(5.9)

Подставляя (5.9) в (5.В), умножая обе части уравнения наУ|,'бГ-^, 

интегрируя по и используя (5.5), получим

J В„.<гй{-
(у) (5. ТО)

•. M'(Γ)4,(Γ-Jt)- E⅛ff-b)]j

t

Поскольку функция - плавная, а функции Ваиьс сильно
мекяптоя на расстоянии постоянной решетки, то.учитызгч ооотно- 
оение ортогональности (5.3), получим

ce-⅛)U'<c><Λ(t-‰)» Wf⅜>)⅛.' С5.Т1)

О')
Иопольсуя в (5.то) (5.3) и (5.TI), найдем уравнение для огое- 

дг.’ени' коп')У'ИЦиентов
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Преобразуем (5.Т?) к более удобному виду. Перейдем к суммирова- 
яио по * t'- (- и используем известное ооотноиенис

для оператора сдвига на вектор Я-

(5.T3)

Последнее соотноление полно легко пповерчть разложением в ряд 
Тейлора обеих частей равенства. П результате вместо (5.Т?) по
лучим

Σ Fn,, W)βjR-.)-FB.‰,τ.)

г “ Нби.(Яа), (5.l⅛,>

где в соответствии с (5.7)

(5.Тб)
(

F√--^> = XFκ,.e∕'^'''^

Ей. Glv) - оператор, полученный заменой в функции 

вектора па оператор —ё 7 .
Из уравнения (5^15) находятся коэТхрициенты разложения⅛(аt), 

оппеделр|дие волновую Лункцив электрона (5.9) во внеанем медлен
но меняющемся поле W С*?).

Сделаем дальнейиие упрощения. Как видно яз (5.ГТ), (5.Г4) 

и (5.Т5) , поле Wff) не приводит к мекзонныи переходам. 

3 этом случае суммирование по К- э (5.9) мо.ото опустить,и 
энергия Н б/дет близка к энергии блоковского еоотолнил 
Ги»Ко) . Реиение (5.Т5) при таких приближениях будем искать 

8 виде

Тиа)- (5.n)

Лодстазля: (5.Т7) ь (5.Г5) и использул (5.ГЗ) и поду
чим

ей)-E-H(*'.)∙ <-∙w
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Вместо разностного уравнения (5.18) удобнее реаать аиМ)еренци- 

лльное уравнение

f⅛j,

гае ∕n(^)∣7∙ie

Ясно, что для vtγ¾) , уаочлегворяицих оЛормулирован- 

ним условиям, функц1Я ^ плавная.
Подставляя (5.17) в (5.9), получим, что волновая функция 

электрона имеет вид

‘ (5.20)

(5.та)

1
' Таким образом,^ волновая функции дпрктрпна по внешнем медлен

но неняршемея поле, не вызырапгаем моызо.чных переходов, имеет 
atιa произведения Лпп_^плри-ла -вучцццц u⅝ ирдленно менясшуося функ- 
ατn57 ’Лз (5.20) лон^ что (?) - огибавцая' волновой функции. 

Уравнение для огибавщей (5.TS) называется ура-ч1е1:ивм эффекти»- 

ного гаиильтоииаиа.
Если Тсс - экстремальная точка для зоны E^κ (^) 

>лапояъзуя (⅛.27) и (⅛.28), получим
. то,

или для скалярной aħ*eιtrιiBH04 масон

(5.гг)

ГрвБнеяйл цлм ооиб^вщеП (5.21) и (5.22) язляотоя уравнзниями 

Шроаинрзре. ддя частицы, масса которой равна эЪ’сктилной массе 

в точке Ко . Энергия такой част;:цы отсчитывается от экстре
мальной энерглн t¼C∣⅛) . Зое 3'⅛kth криотаалячгскооо
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t

потенциала ссорится к замене масси электрона на его э^1;вктивнув 
массу, которая е общем случае :1о;;«т бить неизотропноЯ и оттнща- 
тельной. Напомним, что уравнения (5.2Т) и (5.22) опринеи.лиен 

только для энергии, близких к f∙Co)

5.3. ЭЛЕКТРОНА К ЛЫРХИ В ПОЛУ!РПВДНЖАХ

Рассмотрим дьихение криоталлическог.о электрона з постоянном 

элелтпическои поле .

Голи ^1?в) - минимальное значение внлргии а зоне, то 

(б приближении скалярной элЬективной массы) . ТраБНСние
эр’ективного гамильтониана (5.?2) в этом случае - уравнение 

Шредингера для свободной квазичаотицы с отрицательным зарядом 
-~t и положительной массой blt в постоянном электрическом поле. 

Эти квазичастицы, энергии которых лежат вбли'^и минимальных 
значений энергетической зоны (нижней зоны проводимости в полу
проводниках или диэлектриках), как и реально суцеотвувщио ча- 

отици, назывсются электронами. Энергия электроноз отсчитивает- 
0« от дна зони пртвод"мооги fe(2c}-Fe .

Если - >!акс.1:малы1ое значение энергии в зоне,
то K∣*'ZO . Вв-’дем для этого случая положительную величину 

я - Ин* . Тогда (5.’2) можно записать н виге

[- ⅛
'‘оомально (5.23) - уравнение Тредингера для квазичвотнци 

с положительным зарядом-»■€. , положительной м -.с.солП^р и 
энергией Fp Рц (ju) - F . Тигие кв -.зичаотицч назывя-

ится дырками. Дарки имевг энергий вбл кзи максимальных 
энергии э эле:{гро1:ной энергегичеСлЭй зоне, н'.лрклер 
вер'лины валентнои зоны E"j∕- .

Покажем, что понятие дырок можно использовать при 
ренин среднего (в квантово-нехани iecκoιι смысле) значения

зн ачений 
вблизи

paocM∩τ-
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плотности тока электронов, '{ак известно из квантовой механики,

(.4
(В этом внрзженни учтено вырождение по спиновым квантовым чи
слам ).Учитывая периодические граничные условия, нохно показать, 

что

Имея « 
рывних 
(5.25)

вицу различие в нормиров_кр_, Ψm2 для непре-

и дискретных и (см. п.4.3 и п.4.5^ для вычисления 
можно использовать (4.39). 3 результате получим

- r∙ '^г f∙v
Плотность тока, созцаваемого всеми электронами,имеет

(5.25)

вид

(5.27)

где Хз - веролтносгь заполнения состояния о энергией

Fh(2) .ПриТ"0

f J если состояние заполнено ;
~∕hti I О, если состояние не заполнено.

В отсутствие внешних полей вероятность заполнения состояния 
зависит только от его анергии, но, поскольку f⅛ f∣2J = f,, ΓJ , 

то +.,? = 4h г • свойства (4.Т5) следует, что'∕h2 ≡ "∕h-Z ’ С2Ойотва (4.Т5) следует, что

как I» оумму по * в (5.27) оиимвтричннм образом вхадЛт как к, 
и - ,плотность тока <J*> равна нули. Таким образом.

Так
так
сели на кристалл не наложено внепшсе поле, то средний ток ра
вен нуле. При наличии зкекнего поля •/и1? / ^∕n-2 , так

как число электронов, двни:у1Л(асл против поля,больше числа 
электронов, Дии^гдихоя по поло-. В этом случае
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(5.2ε)

и . Введем 
поотсснпе о 
тока иоано

-/цЦ

так К ’Л в этом зыр.ътечгп нет сичиетрии между 7 
зеличиму />Гг ' ^~-fκZ - веаоягность того, что 

энергией не занято электроном. Плотность
представить в вит

’

(5.г9)

Пераое слагаемое в правой части (5.29) равно нулю, так как 

оно соответствует току, создаваемому электронами полчостьв за
полненной зоны (ги.п.4.7). Таким образом.

(5.30)¼2
trZ

Ненулевой вклад в суччу по И? даст только аостоянич.кв завя- 

тые электронами. Таким образом, ток вп n∙iR∙ms заполненной 

электрочноГ зоне иолно поедставить как ток частиц о положитель- 
нчм гарлдоч +€ и о той же окооостьв волнового пакэта (И)

птопооцкочаленскооооти волнового пакета), что и для электронов. 

Для того 

положить 
где Hj∙ 

ходимое равонотво скоростей волновых пакетов

чтобы отсждестрить эти частицы с дырками,необходимо
, где ¾> - волновой вектор дырки^ и-fj∙∙-- 

энергчл дчрки. Ясно, что при этом внполнлетоя необ-

Следовательно, дырки - это квпзичаотицч с зарядом ∙t & , поло
жительной кассой ~ , волновым вектором
и законом дисперсии ≡p f∙⅛) - - f 6*^) • Дыр^ч описывают сс- 

стоккия, которм» ня о .полнены электпочаки.Пр<Дотавл«чи^ в дырках 

плодотворно используется в г»лпци полупроводников и диэлектри

ков.
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5.4. ПОЯШ’ЛСИ'ЕСКОЕ ΠP'Ol≡HiE

Как уже отмечалось, уравнение эффективного гамилотонив- а 
(5.19) можно рассматривать как уравнение Шредингера для неко
торой кьазичаотицц с волновой функцией .(В этом пункте
мы опускаем зонный индекс ⅛V ). - медленно меняющаяся

функция, и в ряде случаев при решении уравнения для огибающей 
∕('S) можно использовать квазиклассическое приблитеяге.

При переходе к классической механике функция Глмильтона этой 
квазичастицы (-t⅜v ? ) имеет вид

(5.ЭТ)

srC^)
Классические уравнения движения записывается следу сейм образом:

. 4-V β

cLt
9H(pS)

*

(5.32)

(5.33)

гче Р

Приближение скалярной
на квазичяогицу- сила, дейотвувщая

эффективной иасоы Ht^τ

Р (5.3ч)

уравнения Иьитона %ля кв^зичастнцы ето есть получаем обычные 
М.’ОООЙ h∣*' ,

5 соогветотвии о принципами квантовой механики лаосиче- 
скую скорость можно отожцсствить со cpe4∣<εH квантввв-мвханнче- 
ОКОЙ скоростью, то есть > . ('(ак иилно
из (5.32) скорости электрона и квлзичаотицы равны).

Пспо' ьзуя (5.25) и (5.26), получим
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⅛⅞ζ⅝.,,, 
(⅛

Из сравнения (5.35) и (5.32) ясно, что кхаооическнй инпульо 
явазичасгицы равен ⅜ic . Как уже отмечалось в главе 3, 

величина ^o⅛it называется КБЗзиимпульоом,

Из уравнения (5.33) получим уравнение.епрелал'яввев изменение 
волнового вектора Тс под действием внепней силы

Гftt
Как видно из (5.36), при наличии вневнеП силы F волновой 

вектор изменяется со временем и но является по этой причи

не квантоЕч* числом.

(5.36)
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6. ВЗ.АИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОНОВ С КОЛЕБАНИЯМИ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ

6.I. ДЕФОРМАЦИОННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ

В райках адиабатичеокого приближения (2.6) электроны и фоно

ны выстуг.авт как невэдииоаейотвуоцие частицы. Учет неадиабати- 
чсских членов приводит к взаимодействие между ними.
Последовс :’ельная теория электрон-фононного взаимодействия ,∙∙∙T∙- 
ясаж в учета атбрананвых в (2.5)чдвыав,нвталкивавгея на аувеат» 

ванкиа иатамагпеакна трушаати.Ми будем яехаднть из менее 
етрагих.яа еправдавних е фнзпеекей течки ерання прадвтавлвинй.

Обратимся к уравнение теории эффективного гамильтониана

(6.1)

(6.2)

Здесь fβ}-MMHHMyM зоны проводимости, - медленно меня-

сцееся поле, игравцее в навих рассуждениях вспомогательнуО роль. 
Пусть по кристаллу распространяется фонон, который в континуаль
ном приближении описывается полем смещений

Поскольку в континуальном приближении считается О (точнее,
, .О' - постоянная решетки), то длина волны колебания 

много больше Л- . Мысленно разобьем кристалл на участки, малые 
о макроскопической точки зрения, но большие по сравнению о Л. 
Эти участки можно мыслить как маленькие кристаллы, в каждом из 
κoτopt∙x ∕Z примерно постоянно. Это в свою очередь можно толко

вать к и: изменение постоянной решетки от участка к участку.
Поскольку поло.вние границ энергетических зон зависит от

76

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



постоянной решетки (ом.раздел V.S), то в каждом мз а.й*.

ков несколько отличается, поэтому следует считать, что
^я.(о) зависит от ^i-

Уравнёние (6.1) при наличии фононного поля следует поэтому
писать в вида

за-

(6Λ)

по-Мы видим, что играет роль дополнительного внеонего
тенциала и может рассматриваться как внеинее поле для электро
на, созданное фононами. Потенциал злектрон-Фононяого взаимодей
ствия Ц^(^) является функционалом от поля смещений (6.2)

fi.c∣t-m]). (6-5)

При и ~ очевидно и Разлагая в Функци

ональный ряд Тейлора и ограничиваясь первым членом разложения > 

имеем 

(6.6)

где

С I') (бл)

по компо-- функциональная производная от потенциала
ненте фононного поля В континуальном приближении кри
сталл представляется однородной средой, в которой Физические 
характеристики не должны эавиоеть от выбора начала координат, 
поэтому . Тогда соотновение (6.6) за

писывается в виде

(6.В)

Здесь ? ‘

(6.9)
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(6.I0)

Поскольку (j, предполагается малым, можно разложить в
ряд Тейлора

- i- ,

В изотропной среде вое направления должны быть равноправными, 
поэтому . Множитель fi) введен для удобства.

Для акустических фононов при =0 ^^*r∕,τ.β.кристалл

смеяаетоя как целое. При этом постоянная решетки в лобой точке 
одна и та же, следовательно, .С другой стороны, сог-
лаоно (б.8),(6.10) при «0 /6^ и обрадв-

ется в нуль при произвольных только при ≡0. Итак,
для акустических колебаний постоянный член разложения в (6.10) 

исчезает. следовательно,

(6.11) носит название деформационного потенциала аку- 

фононов. - константа деформационного потенциала.

(6.ιυ

(6.i2)

Потенциал
стических

Для оптических фононов рассуждения, приводядие к результату 
Ct ’0,уже несправедливы. Поэтому для оптических фононов

Н'," - (?■. fm).
где - взаимные смепения подрешеток. Для полярных кри
сталлов наряду с потенциалом (6.12) возникает электростатиче
ский потенциал (2.70, jtoτopHfl также можно записать в 
считая, что i 
как видно из (6.1Т),(6.12), электроны взаимодействует 

продольными акустическими и аптичеекнми фонврамц.
Следует отметить, что изложенная выие простая теория справед

лива только в приближении скалярной эффективной массы. Для более 

сложных законов киоперсии электронов теория существенно услож
няется.

Константы деформационного потенциала могут быть в принципа 

определены из эксперимента.

____ ,. ____ г__________ _______  _________  J >we (6.I2> 

В приближении деформационного потенциала, 
только о
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6.2. ПОЛЯРОН

(б.ГЗ)

Ограничиваясь рамками метода эффективного гамильтониана и те
ории деЛормвционного потенциала, мы можем записать гамильтониан 
электрона в фононном поле

' fcr* '⅛ " •
Здесь - гамильтониан решеточной подсистемы (2.35). Найдем
волновые функции и энергии электрон-фононной системы, считая 

Hiψ малым воэмуцением.

Стандартная теория возмуцений дает

Z-^ <iζ {^^J} - Г

I

Здесь i ∙rκ t к^^1) - энергии и волновые

функции невзаимодействующей электрон-фононной системы

• » I
, -

⅛ * Х * i).
(6.16)

^Исследуем матричный элемент в формуле (б./*/) на примере оптиче
ских фононов. Подстааляя (6.Т2) в (6.[⅛), получим 

1
i!
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Ψ^(K {^i-ξχ})∣ (i^' ^H.'^,jg∕})>~

>.Здесь

(6.18)

Согласно (2.37),(2.36)

1
пР” df"

i * 11 а <)) >=

L С’

Тогда (6?/? ) не равен нулю только, голи 

писывается в виде

в ОСТПМЬННХ снучмх .

, ., (6.19)
при a,χ∖

в остальных случаях,

3f∙x' = ' и пере-

(6.20)

условиях, КОГ"Исследуем распространение электрона в реяеткс в
да реальные фононы отсутствуют: ∕tyχ «0. Эта ситуация соответ
ствует температуре, равной нуле. Тогда (^/у) перепишется в 

®и5в →
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Рассмотрим энергетический знаменатель

Пои чалых

У *»» » (б.гЗ)

к.

Поаставляя значение электрон-^ононного потенциала для 
кристалла (2.7В), получим

полярного

(6.24)-

''≡≡ ,
£0)

-±- -L -JL
(6.25)

%ntLΛ 
f

/4. ±\
£^/ у. J

При получении (6.25) мы воспользовались ∙bopMyaoβ ( 1.21) для пе

рехода от оуммирования к интегрированию, заменили зону Бриллвэна 
оЛерой с радиусом ^∕∏a^ . Вклад от второго члена в (6.23) исче

зает ввиду того, что подынтегральн а функция антисимметрична.
Выражение (6.24) можно интерпретировать слецувщим образом; 

Электрон своим электрическим полем воздействует на положительно 
заряженные ионы решетки, смещая их из положений равновесия. Об

разуется потенциальная яма, энергия электрона при этом понижа
ется {.-U.7 0). При своем движении элекх-рон увлекает за собой 

решеточную поляризацию. Ввиду инерционности решетки весь этот 
комплекс должен обладать большой массой (>/«*). Подобное 

образование - электрон + поляризация решетки - носит название 
полярона.

Законность формулы (6.24) ограничена областью применимости 

теории возмущений, т.е. малостью электрои-фононного потенциала 
Нзер (слабая связь). 3 тех случаях, когда 

неприменима, необходимо пользоваться другими 
само представление о поляроне сохраняет свой 
случав.

теория возмущений 
метоагми. Оанако 

смысл и в этом

01
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При зызоких темперитурах, хогД1 числа аалолнения Ьононое ье- 
лики, тепловое движение ионов должно разруаать поляоизцциоичув 
потенциальную ьму, и представление о поляроне, как о стибильной 
кваэичастице, не пвляется оправданный.

6.3. РАССЕЯНИЕ 3IEKTV0H0B H∖ K0AEf>KHIX РЕШЕТКИ

(6.26)

Облаить Ьрименимости формул (6.24) ограничена помимо малости 

олектрон-фононной связи также и величиной энергетиче
ского знамензталя в (6,21). Выражение (6.21) заведомо неприме

нимо при

θ - угол между векторами и .

Смысл условия (6.26) становится особенно наглядным, если подста
вить в Качестве (∙^φ∙χ частоту'акустического Фонона
Головие (6.26) по виду совпадает тогда о уравнением для порого

вого Значения скорости для черенковокого излучения, только не 
для овета, a для звука. Таким образом,теория пелярона заведо
мо неприменима в том случае, когда происходит рождение реальных 
фононов. Поэтому мо'кно ст1вить задачу только об изменении со
стояния электрона при рождении или уничтожении фонона или, как 
принято говорить, о рассеянии электронов на фононах.

Вероятность перехода из состояния с в состояние j в еди
ничном объеме в единицу времени определяется стандартным обра
зом 3 •

(,(>.2T)

где определяется выралением (6,2О); - анергии.
Подставляя его в (6.27), получим

(6.?Р)
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Аля акустических фононов С заменяется, как нетрудно ви
деть, на 7)f, , ι∕⅞, на уэ , cJ∣fjt на z

(с? только для продольных колебаний: "п. * 

числа заполнения
т.е. на равноЕво- 
бозевского ха-

В больнинотве ¾κ3H4e^H интереоннх случаев можно считать, что 
схорость электрона 4≤y и пренебречь последним членом
в аргументе дельта-фу^ция. Это означает, что рассеяние электро

нов на акустических фононах практически является упругим
'S'⅛*. Если нас интересует только изменение состояния элек

трона, то внражвние (6.29) следует усреднить по всевозможным 

состояниям фононной подсистемы. В результата
заменяется на средние числа заполнения, 

ную функцмв распределения Фононов . Ввиду 
рактера статистики фононов

¾-'⅛<"A>'- gt⅛<.7∙ (6.30)
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I

7. КИНЕТИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИИ В КРЙСТШАХ

7.1. КШЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

6 данной главе мы будем рассматривать движение электронов под 
действием внешних полей. Предполагается, что эти возиу|цав11|ие по
ля медленно изменяптся не расстояниях порядка межатомных. Это 
деет воаможность использовать полуклаосическое описание, разви
тое в гл.".

Обратимся к уравнении (5.19) теории Э!И!ективного гамильтониа

на

(7.Т)(f∣v б-г τ)≠
Потенциал медленно изменяется в пространстве. Мысленно
разобьем кристалл на области, значительно превышающие объем эле
ментарной ячейки, но достаточно малые по сравнению с размерами 
кристалла. В каждом таком микрокриоталле изменяется не
значительно и может в его пределах считаться постоянным. Тогда 
значение определит уровень отсчета энергии в данном ми-
крокриоталле,и зонная структура в целом сместится на эту вели
чину (рис. 7.1).

В этом приближении можно считать, что энергия электрона за
висит от пространственной Координаты ε ε 'г) , где - вол

новой вектор; <1 - координата в прямом пространстве. Такая ка
ртина изменения энергетических зон в пространстве называется 
представлением изгиба эон.

Заполнение энергетических уровней электронами происходит в 
соответствии с принципом Паули. Электроны занимают все нитие 
уровни вплоть до некоторого максимального по энергии. При этом 
число заполнения уровня либо нуль, либо единица и не меняется
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со врекенем

Рио.7.1. Изгиб ЗОИ в иехжнно иенявцихвя повях.
Заигрихованы уровни,занятие аяектронамм в от- 

оутотвив быотро меняюнихоя повей

обстояло бы дело, однако линь в том олучае, если бы на

стать 
вре- 

от Z

Так 
электрон деР.отвовало только поле ii'f7J . в кристалле всегда 

оуществуют, в принципе,неустранимые быстроменявщиеся во времени 
и пространстве поля, обусловленные колебаниями решетки, приме
сями и т.п. Наличие таких полей а уравнении (7.Т) не учитывает
ся и момет привести к тому, что волновой вектор ⅛* электрона 

может измениться скачком. Поэтому число заполнения может 
разным для разныхмикрокриоталлов и изменяется о течением 
мени. Эти обстоятельства следует учесть, введя зависячее 
и времени i число заполнения

L /i icn‰ ¢7.3)

JC∕κ описывает измзнение числа заполнения за счет 
быстроменявщихоя полей. Удобнее работать не c∕∣,^.iT∕J , ц θ 

функцие!: распределения , связанной о числом запол

нения соотнодснием ∣ -объ
ем микрокпибтллла, распололениого в точке . Полное число 
электронов в объеме cLV равно по определению —
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= «-2 (двойка учитывает cπhh>. Tikhm обра

зом. плотность электронов,
можно интерпретиоовать как плотность вегоягности ааполнения 
/? -го уоовнч в точке . ''равнение для записыва

ется аналогично (7,3)

. Г'^1 . ,,.,s
описывает изменение “У* за счет столкновений и но

сит название интеграла столкновений.
Введение функции распределения для описания неравновесных 

состояний электрона в кристалле требует одновременного опре
деления координаты и (кв ;зи) импульса, т.е. является классиче- 

. ским описаниен. Это накладывает' оппеде а иные условия на харак
терные масштабы изменения поля 1 именно, для того ∣ что
бы рассматривать энергии электронов с точностью большей, чем 
характерная тепловая энергия tcc Т (.Т - температура; X⅛ - по

стоянная Больцмана'', необходимо, чтобы неопределенность в энер
гии 4^ была ⅛A⅛7^. Неопределенность в импульсе определится 
ооогнотением а/с И , следовательно,fβ7‰*∕Λχ. Из

соотношения неопределенностей Гайзенберга неопределенность в 
» чтобы рассматривать элек- 

(полу) классически, необходимо, чтобы размеры волнового па- 

электрона А\- были значительно меньше характерных длин

координате <⅛1∙⅛ iifc∕KoTm*, Для того 

трон

*θτa . ...
, на которых ojfiaeoτMHHθ изиеняется потенциал внешнего 

поля . , , _____  - -
Будем полагать эти условия выполненными и обратимся к урав

нение (7.4). Учитывая возможнув неявнуо зависимость j∕∕⅛ζi',/у/ 

от времени через и , перепишем (7.4) в виде 

 

точка означает ди5ферениирование по времени.
Поскольку tΓ о 1[' и (см. 5.55 ), где V

соответственно скорость электрона и внешняя сила, то'

. ____ существенно изм

«гак-

(7.5)

и Г-

t .

(7.6)

Θ6

¼
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УраЕнение (7.6) известно в кинетиγjcko∩ теории как уравнение 

Еокьимана.

1.?. cτ>r{πp∖ ИНТЕГРАЛА стол'сиозашй

п г
По смыслу своего ввеаения [_ J^t~∖aftt. ^ ≡τo изменение числе 

частиц в состоянии "к в единице объема прямого пространства в 

единицу времени. Пусть задана вероятность перехода элек-
тг.оча из состояния в состояние ~к' в единицу времени. 'Л*

состояния Л при условии, что оно было занято электроном, в со- 
сголние 7' при условии, что оно было свободно,в единицу вре
мени в единицу объема перейдет (l- /} частиц. В об

ратном направлении перейдет H⅛√ ^'^/-у^частиц. Нао интере

сует изменение числа частиц в заданном состоянии к. , поэтому 
необходимо просуммировать по всевозможным конечным состояниям, 
тогда

Микроскопическая вероятность в квантовой механике обладает свой

ством .если расолянив являете» упругим. Тегда

-2 (’•«
Рдссмотрнм некоторые свойства Пусть .

где <5г - энергия. Для скалярного закона дисперсии/,5 «» 
это означает, что ∙fi^ ' ’ процессах упртого рассеяния
соураня'‘тся энергия • то"ДВ;;/^ " /Z* ! видно из

С’.8), в этом случае ''мтнно такой зависимостью от

обдпдает равнорссная 'функция распределения электронов по 
энергиям (p3cπp,eделение. Ьерми-ДнпакаП

»

• (7,9} .
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- химический потенциал, *7^ - температура. В случае малых от

клонений от равновесия естественно искать Функцию распределения 
в виде

где - малая добавка. Нетрудно видеть, что

(7.то)

(7.∏)

Часто удобнее в качестве начального приближения выбирать не 
(7. 9), а так называемуп локально равновеонус функции распреде

ления • Вводится она из следувщих сооОратениГ1: ра
зобьем опять кристалл на участки, малые в макроскопическом мвсо- 
табе, но значительно превишавщиё межатомное расстояние. Можно 
мыслить себе такие условия, при которых в каждом микрокристалле 
устанавливается равновесие со своими значениями Т и / . В 
соседних участках значения Т и могут не совпадать, так 
что 7=77¾J и О таком неравновесном состоянии кри

сталла говорят как о локальном равновесии. Локально равновесная 

функция распределения

е feo7∕∙rj +1
(7.I2)

зависит от i< только через ⅛⅛ и для упругих процессов рас

сеяния обращает интеграл столкновений в нуль. Если искать реше
ние уравнения (7.6) в виде∕fς¾√7 (7.ГЗ)
мы вновь получаем соотношение (7.11),

7.3. ПРИБШЙЕИЖ ВРЕ'4ЕНИ РЕЛ.ЖСЛЦИИ

8ля ряда приложений полезним является так называемое прибли-
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жение времени рслисс^ции

ГК-! .. ±J1.L т
где -/ - равновесная или квазиравновеснвя функция распределе

ния; Т - время релаксации. Для выяснения физичм^сго смысла ве
личины тг рассмотрим случай отсутствия полей г- «О и градиен
тов физических величин *θ∙ Тогда уравнение (7.5)

сведется к ∂f „ 'Г
с репением ,,

Татич образом, система, выведенная из равновесия на величину 

в момент i =0 и предоставленная самой себе, приходит в равнове
сное состояние У*'’ (релаксирует) за время Т .

(7.13n)

(7.1»)

7,». ffiPVΠ03ECHW ДОЕАВ’а К ФУНКЦИИ’РАЗПРЕДЕЛТНИЯ

:;тационарнцЯ случай. Предположим, что в системе, иа- 
>oawwf!C4 во внешних полях, устанавливается не зав ноя в ее от гре
чей* распределение -f('Z‰-t) ≈ Условия, при которых ата

ентуацмя реализуется, мы рассмотрим несколько позже.
Рудем предполагать наличие в системе изменений химического 

потенциала я температуры, причем считаем, что эти изменения нин, 
Т,в, налы градиенты и vT . В качестве начального при-

блювиия к неравновесной функции роопределения возьмем лог.аль*?»- 
равновесную (7,12). Тогда

// Sr 4f- ^vτ).
(7.16)

Мы пр''нпбрегли ∏7ocτpaHcτ3e4Hθ(> зависимость* от Y . Усло

вия, при (ςoτopuχ это возчэчно, с*)опм»лируем позже. Учитывая, что
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.получим из (7.6)

„„Рассмотрим вначале систему во вневнем электрическом поле 
f кзаряд чаотнци (электрона). Гудем пред

полагать величиной первого порядка маюсти по ветчине .
Тогда в первом приближении можно пренебречь члекоч.^г'^^/'*?^*. За
маним в (7.Т7) ? на -? , Поскольку - , знак

следовате 1ьно, и
. Удобно выбрать

ЕНО пренебречь члекочу 
Поскольку 7^^ 

левой части изменится на обратннЯ. ( 
Поэтому ^) > fβ≡ .

⅛ * (: (-7. ГВ)

(7.Γ9)τr

случпч cκ⅛ΛRpHo!i 3*⅛fles- 
, получим

(7.20)

Тогда (7.Г7) сводится к

Полагая , что справедливо для
гивной массы, а такта имея в виду произвольность Je

При наличии в системе магнитного поля силе, действуочая
на квазичастицу, р ≈ -ef -■ , - сила Чоренца. Четгуп-

но видеть, что при подстановке в (7.Г9), ввиду = ,

магнитное поле выпадает из рассмотрения. Это чвилось следствием 
того, что мы пренеорегли в ι,7.T7) членом • Попитаемоя

учесть его, предполагая, что вид определяется ло-прехнему 
выражением (7.ТБ) и считая величиной первого порядка мало
сти по 1^ - Тогда

к - )Г(}г‘-р‘ УГ

Нетрудно видеть, что о учетом 
(7.Г7) перепишется в виде

6λ^

' Си -,'Р . St) е н ие
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(7.23)

Заметим, что мы вновь пренебрегли членами типа .
Траьнение (7.20) видоияменяется

''®® -Т 3*7= еЕ^-------У7Т.

(7.25)

. то из (7.25)

, похучаек

(7.26)

(7.24) 

Ревение (7.24) сводится х определение неилвеотного вектора из 

уравнения

Поскольку 
Подставляя Я из (7.25) в векторное произведение,

?- 2^4 CTrT^J-].
Поскольку jj ≈- 'ζζi

Следовательно,

→ ∙t -f ,

Применив эти раооуадения к (7.23), получим

(7.27)

(7.23)

≠22-∕z*
(7.29)

7-4.2. Нссгационарнмй елгчаЯ. Пусть ваевняя сила

Гр'1Днентн темперэтури и химпотенциалв полегаем равними нуле.

имеет вид

(7.'3θ)
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(7.л)

Ретение для неравновеоной пооавки ищем в виде 

подстановка в уравнение Ьольцмана дает

(7,32)

Мы пренебригиеи величиной Считая ее малой. Ил (7.32)

(7.33)

ЕС, |ш»рпрвгиров,ть величин, ,,κ йреднвв снн,
свободного пробега электрона между столкновениями, видно, что 
при ^Z∙<∣' можно пренебречь слагаемым (Γy7T" в лнакенагеле 

{.T,3')), ' ТО,очевидно,соответствует пренебрежению пространствен

ной завмоимоотьь . Следовательно, пространственная аави-
оимооть несущественна, если длина свободного пообега
иного M∙HbW длины волны возмущения . В этом приближе
нии

6Г7' П' (7.3⅛)

Нетрудно Елдеть, что вид неравновесной добавки сувшдает а 
(7.ТВ) (напомним, что ↑7~Γ∙*О') при домене на =

= ~itif)• Если . мочмо поенебречь и

еременной эависимостьо , опустив второе слагаемое в
лнаменателс (7,34). Мы видим, что временная л^висимэоть нераено- 

весной дооавки неоуцеотвенна, если хорзктерное еремя изменения 

вневчеЯ силы лнач'ительно превысает время релаксации Т.

9г
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7.5. ВиЧИСКНИБ НРБ «НИ РЕЛ,1ЧСШИИ

Подставим выражение для в (7>Ш) в интеграл отолкновенин 

(7.1Г)

Е '7.J5)2. w⅛.-.
ь.'

После замены и перехода от оуммированил к интегриро
ванно по Формуле

Г^7
(Т.2Г) получим ,

оферичеояой системы координат по *Г .

Рассмотрим случай изотропного рассеяния, 
т.е. не зависит от угла У .

Используем соотношение 
tf∏τ√ » сллЛ iit, nΛ^t, t∕.

∙' ' {7.37}

Направим ооь^Л

Рис.7,2 С мог* м а κ∙ap- 
Динат для paβ4βta ^∕'j

^•0Pr

Ввиду 
в виде

(,7.J6^ перепиветоя
о

Позледнее соотношение, ввиду 
}/орме

, nepeπ∣(5∣eτca »

(.7.39)

где

τ ∙,z,√⅛'"*'''<V∙(iΓj^κ∙

образом, в случае изотропного упругого рассеяния мож-Т1КИМ

но ооьершенно строго ососноиать приближение времени релакоапии. 
Поск-льку рассейнис предполагалось упругим еив ппи выводе 
(7.II4 необход''.чо, чтооа вс^'О ι пюсгь расселнил имела сид
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(7.*I)

1л,ч ноупругих прэцеосов и чнияотропного рассеяния время релая- 
oaUHiι ввести, вообце говоря, невоаможно.

7.6. ВРЕМЯ РЕЛЛКСАЩШ ДЛЯ РАССЕЛЧ'П НА АКУЗТИ’РСХИХ 
MH∏HVX

Рассеяние эяектронов на колебаниях реветки является одним 
ив мсханивмов, обусловливпвщих релаксяцис. В качестве примера 
рассмотрим рассеяние на акустических фононах. Согласно (6.29),

Нетрудно видеть, что условия применимости (7,40) виподнени, ес

ли принять во внимание, что рассеяние на акустических 'юнонах 
практически упругое (ом.л.6.3). 0граничи;1ся рассмотрением слу

чая достаточно вчсоких температур, когда число фононов велико
Н^>л/ , в этом случае можно пренебречь слагаемим ≠ 

в первой скобке. Интегрируя по азимутальному углу , получим

Опираясь на иввеотные свойства -функции, нетрудно увидеть, 
что интвгрм не обрацается в нуль только при i • Пссле
интегрирования по & имеем

J. Л
(7.W)
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(7.⅜6)

о пределе ииооких температур, ках можно видеть из (б.30),

Окончательно получаем

Чы еоспользоьались соотношением -Таким образом, время ре
лаксации в высочотемпердтурном пределе

r-^'∙'T- f-∙∕-. (7.47)
3 пределе ниэких температур формула (7.40) неприменима, поохольсу 

рассеяние уже нельзя считать упругим.

7.7. 3PE∖fl РБ1АКСАЦИИ ДЛЯ РАССЕЯНИЯ НА '.ICf!AX ПГ’’КЕСИ

Зероягность рассеяния на ионе с зарядом Я в борновском при

ближении есть

Здесь '*^ - огнбаоишя электронноь волновой

функции, ∕ζ - диэлектрическая пронгц-.еиооть коисталла. Наличие 
множителя связано с окрлниропечием иона своболнмии элек
тронами, А - так называемай дебаевский паряметр экранирования. 
Матричный эле.чент<;^Je*^y⅛∙ нетрудно внчислить непосред

ственно (
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Подставляя (7.49) в выражение для времени релакстции, получим 

псоле интегрирования по ∣f

• Интегрируя по полярному углу , получим

(7.51)

Замена приводит к выражении

У Т
1 

т (7.52)

Интеграл представляет собой медленно менявщусся функци» к. , 

поэтому зависимость времени релаксации от < определяется 
множителем перед интегралом

(7.5з)

7.8. СТММАРНОЕ ВРЕМП PΠWC∖UKH Ш НЕЗАВИСИМЧХ ПРОЦЕССОВ

в тех случаях, когда рассеяние определяется несколькими раз
личными процессами, которые можно считать независимыми, эероят- 
носгь суммарного рассеяния определяется сложением вёрочтноотей 

определенных процессов

κκ>
(7.54)

96

Digital Library (repository) 
of Tomsk State University

 http://vital.lib.tsu.ru



где , 
ответствии 
быть

- вероятности отдельных процессов рассеяния. Б оо- 
с определением (7.35), для времени релаксации должно

СИ *
!■ '-

времена релаксации для

(7.55)

отдельных механизмов расоея- 
нваависимммн. 3 частности, 
то, исходя из результатов

где
ния, если пеоледиие можно очитать 

если имеется ионов примеси , 
преандуцего параграфа и (7.55), обратное время релаксации 

/ /У***

и,следовательно, пропорционально концентрации примесей /У . 

Естественно, что область применимости (7.56) ограничено малыми 

концентрациями, когда акты рассеяния на отдельных ионах можно 
очитать некоррелированными.

7.9. 3ΛE4EHT∙J>H4E P73EHIΠ КИНЕТИЧЕСКОГО ГРАНЮШ

7.9.Т.  Электропроводность. Исходя из определения функции 

распределения, плотность тока электронов записывается через 
функции распределения ) как

Подставив (7.13), имеем

(7.57)

√
(7.58)

Заметим, >гео функция ,/ антисимметрична отко-
ои.еяьно замены 'jf.-∙-∑Γ , поэтому ооответствуюцее слнгае-
мое в (7.58) выпадает - в состоянии равновесия макроскопичет 
ские токи отсутствуют. Подставив (7.τp), получим
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(7.59)
1С.

Рассмотрим случай постоянной температуры
химического потенциала и электрического

7- ⅛ ('f÷vf)∙

Ограничиио* рассмотрением случая слабого
кого гава 

е '≈*τ' ■

и» соотношения

Мы пренебрегли как величиной оледуолего порядка мало-'
оти no^f. Подставив в (7,60), получим

а присутствии градиента 
поля Г. Тогда

(7.60)

вырождения алектрон-

(7.61)

(7.62)

(7.63)

Для oi∙ -й компоненты вектора плотности тока имеем иа (7.59) 

kcT^ g Р

μ ■ Σ ‰
О»

Здесь

)■ (7.6⅛)

' у X f р{
к '•

- тензор электропроводности. В крисг^ле кубическом симметрии 
все направления равноправны, поэтому должно быть = (T'4zjj , 
где ⅛jι - вимвол Кронекера.

Гогда

зУ 1 Pi Р

(7.65)

(7.66)

/

9θ
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(7.67)

«Т)
~ коэф.^ициент диффузии. Воспользовавтись переходом 

от суммирования к интегрированип и введя плотность состояний 
^ιθ (см. 4.54 ), получим

r.⅛-zr,.,

Здесь угловые скобки означает усреднение

Оз

(7.68)

(7.69)

- ∏joτRθcτb носителей sapue - электронов или дырок. 
Предположим вначале, что Т не еавиоиг от Z . Интегрируя 

по частям, получим
9*

. {7.70}

Учитывая, что , и в случае скалярной э-У'ективьой

массы • ® так»

9 

J(- 

а
Отспда следует, что 
результатам § 7.6, 
где Л - константа, 

учетом (7.71)

< *t > ≡

где в случае классической статистики (7.6Т)

О 9

получим

(7.71)

t к

в этом случае ∙^¾"> . Однако,зоглаоио

7.7, Т зависит от энергии
Подстановка X≡ i ∣tCβT в (7.69) дзет о

(7.72)

д, (7.73)

a,74')
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⅜ Выражения (7.66),(7.73) определяют темпсратурнув зависимость 

электропроводности. С иопользованием (7.⅛7), (7.53, (7.55) полу

чим, что при учете рассеяния на фононах и примеси в невыгожден- 
нсм случае проводимость доотаточно сложным образом зависит от 

температуры

0^
-+

2Ξ∕∖
Л*"*" (7.75)

Отметим, что вое выводы этого п ιparpa'fιa могут быть повторены 
для случая переменного электрического поля (7.3⅛)jιpM этом элек

тропроводность оказывается зависящей от частоты

»И*
(ΓfwJ (7.76)

в простейшем случае, когда iy не зависит от энергии,

i (л)Т (7.77)

3»езь Qβ - статическая эяактропроводность (7.66).

7,9.2. Термоэлектрический эффект. Рассмотрим оитуацив, ког
да в кристалле присутствует градиент температуры г Т . В этом 

случае согласно (7.20)

(7.7θ)

Подставив в выражение для тока (7.59), получим

При разомкнутой цепи у »0 получим

(7.79)

(7.60)

При наличии градиента температуры в обраьце возникает, таким 
образом, электрическое поле,

7.9.3. 3]z⅛κτ Холла. ПречпСложим, что в обраеде 1<рист:лла 

одновременно существуют электрическое и магнитное Н ноля.
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, имеем из (7.29)
причем f 1 fT . Градиенты V^J^ и считием^огоутствупщими. В си- 
стене координат с

7 =
П1*

осьв S , парплледьной ТГ 

cnt* ‘^Ц ^2 )_____

i ——-—

(/-, - f.},

t

7 _ h≤-
4 у

(7.ет)«

''t, “’■
Подставим (7.61) в 

денкя П.7.9.Т, получим

Ул

/■ .

/И*
J

где

выражение для тока (7.59)

∕f >,

и, повторяя pβooy*-

(7,62)

Г

е*' 
t*' —

f∙^ -н ■Λ∕'*e*

учли, что члени, содержание А;, ,при еуи-

(7^*3)

Прм выводе 

мировании по должны при иочезать а сиду кубической оин-
иетрии.

3 окоп гримент.льноЯ ситуаиии ток по одерживается вдоль одной 
из осей, например, j • ТЬгда н» (7.62) следуот

• ,√V*

hf∙

ИИ

// h

а-

I∪I

л

{1.Z2^)

г
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3 эксперименте наблшадтоя возникновение о образце, к которо
му приложвни электрическое поле f× и магнитное поле , лопол- 

иигельного электрического поля , перпенликулярного как току 
У* (и поле 2ζe ). так и магнитному поле - □f∣*eκτ Холла.

Помимо рассмотренных простых ситуаций возможны различные 
другие эффекта, связанные о одновременным действием на образец 
вневнкх электрических и магнитных полей, градиентов температур.
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6. оптачЕс:«1Е свойства kpiigtaijob

ел. oc4θBH'i∑ соотаошЕН1Н оптики спминих сры

Система уравнений Максвелла иля эяектромагнил'нил волн в 

оплошной среде 

, ‰i Е “
имеет вид 

J
(• 'θi > • с> f

Н
(е.т)

С ai∙с

Здесь j в - векторы электрической и магнитной индукции,Д Л* - 

напряженности электрического и магнитного полей, ~j - электриче

ский т%к, С - скорость света. Связь между индукциями и напря

женностями для слабых полей можно считать линейной

диэлектрическая про|щцаеность , магнитная

(е.г)
прониняб- 
o∏Qpατo≡

Здесь
ИОСТЬ Jh , провоцимость G~ является ИНТ'ЗГрМЬНММИ 

рзми, например,

'i - пространственная переменная, jf - время. Еоли длина ове- 

тороП волны значительно превышает поотоянну» реееткн, ιτo спра
ведливо для света э видимом и инзрлкраонои диапазоне, то мияро- 
екопичеолой неоцнородностьо коиеталла можно пренебречь и счи
тать связь индукций и полей локльной

Читгг будем считать, что «сс велччинч - плостге «стнч

I!3
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i ' h)4) 

е ‘
. I и ιJ J

Подотаноряв (В.5) я (B.⅛) дает

(6.5)
/

(В. б)

(8.7)
Аналогично

(В .в)
Ин ограничимся рассмотрением немагнитинх кристаллов, где

Подставив (8.5) в уравнение Максвелла (8.1) о учетом (8.б). 
(6.8), получим

(6.9)

Мн воспользов 1лиоь опр^еленизми операций ротора и дивергенции 
∙tvtA - и ввеми оооэнзчение

(8. ТО)
Аля упроаеяия записи индеяси к при напряженностях пояей 
опущены.

Нетение 
уравнений

оистемн (.6.9) осуществляется подстановной первого из 

в последнее и гласит

кВ. II)
Величина l∕^C<^∕ носит наавание гомплексного показателя прелом- 

леикя света. Эиделим в ней вецественнуо и мнимув части
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= H,≠ 1« . 18.12)

(8.13)

Предположим, что свет распространяется по оси Jf∙ координатной 
сястены, которая в свою очередь является нормальв к 
кристалла

Ь ■’ б
Согласно (8.11) К вкражаетоя через комплексний 

преломления

поверхности

показатель

(8.14)

(8.15)

Величина есть скорость света в кристалле. Амплитуда вол
ны уменьшается в гJ5r6b кристалла, т.е. имеет место поглощение 

света. Поскольку в эксперименте измеряется изменение интенсив
ности света, которое пропорционально jf ∣*', удобно характери

зовать поглощение света величиной

X А?
• С '

Отражение света характеризуется величиной fτ}

1 1/г +1 1

8.2. ПОГЛОЩЕНИЕ СВЕТА СВОБОДНЫМИ НОСИТЕЛЯМИ ЗАРЯДА В 

ПОЛУПРОВОДНИКЕ

(8.15а)

Воспользуемся виражением для комплексной электропроводности, 
полученным в п.7.9.1, рчитая для простоты время релаксации.

■а зимаяшимот энергии,

Го (8.16)

Тогда
!

‘ t (е.17)

где
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v8.I8)
и ∙i S "* ~ *"

В полупроводниках ε(t^>) - больвая величина, поэтому можно 

считать тогда

ι∕F ■= ∕i7 • 1∕g • (6.19)

(В.20)
Для коэффициента поглощения имеем

Г ≡ ___ _
H-'t с m*(i-t

Здесь W-• Как видно, коэффициент поглощения пропорциона
лен времени релаксации ’Г' . Это оовервенно естественно, посколь

ку'?' характериеует скорость передачи энергии от электронов 
фононам и примесям. Таким образом, приобретенная от световой 
волны электронами энергия передается фононам, т.е. переходит, 
в конечном счете, В'тепловус энергии колебаний реветки.

Рассмотрим случай , тогда для рассматриваемого слу
чая слабого поглощения можно считать приближенно

Частотная яввиоимоогь <ffwj слаба, считая , имеем

где - так навываемая плазменная часто
та.

I в.
Нетрудно видеть, что при *** коэффициент отражения,

рассчитываемый по формуле (/,/Л),∙i, т.е. имеет место пол
ное отражение света. При A>*> коэффициент отражения мень- 

ве единицы и убывает о ростом частоты (рис.6.Г).
,.Л

i

(8.22)

Са

Рис.6.1. Коэффициент отражения света

I∩6
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6.3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СВЕТА С КОЛЕБАНИЯМИ РЕШЕТ!{И В 

ПОЛЯРНЫХ КРИСТ ШАл

Воспользуемся выратениг ι для диэлектрической проницаемости в 
области частот, характерной для реяеточних колебаний.

<f"oo
•

(8.23)

Вкладом от проводимости в этой области можно пренебречь.
Уравнение (б.ТТ) перепиветоя тогда в виде

|,Д. W*∙ г 4.

(в.24)

-V

Разревая это биквадратное относительно ⅛j уравнение, получим

<θ∙25)

ωιiT)

Рис.6.2. Дисперсия по
ляритонов в по
лярном кристал
ле

Мы видим, что saκoH дисперсии световых колебаний в кристалле от
личается от имеющего место в вакууме закона C□-*6'K и имеет две 
ветви, резделяемне запрещенной зоной (рио.8.2).

В пределе K-*f частота А)-* 
частота продольного фонона,

- закон дисперсии озд- 
та в однородной среде с показателем 
преломления В пределе fc-∙-oβ

- частота частота света
в среде о показателем г^еломлеиия

. частота частота
поперечных фононов. Образование 
"зонной структуры" для световых волн 

можно представить след^идим образом. 
Если бы свет не езаимодейотвовал с 
колебаниями реяетки, то на рио.б I

Vff 
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мы имели бы пересекавщиеоя прямые для частоты света C*y4⅛^(∣aτpHX- 
пунктир^ и поперечной частоты фононов ^2 (штриховая линия).На

личие взаимодействия приводит к снятие вырождения и расщепляет 
уровни, приводя к образованно закона дисперсии, изображенного 
оплошными линиями, Отсода становится ясным, что частоты (θ.25) 

относятся к нормальным колебаниям, прсдставлящим собой смесь 
электромагнитных волн и поляризационных колебаний решетки. Та

кие квазичастицы носят название поляритонов.
Наличие "запрещенной 30hh"S2j^- ζ2 означает, что свет о та

кой частотой не может распространяться в кристалле. Действитель
но, как нетрудно видеть из (0.23), Z О в области между jQ 

и асд , поэтому коэффициент отражения (Уво.) для этих частот ра-

в инфракрасном диапазоне

е.4. ΦZHΛAMfHTAIbHOE (МЕЗДУЗОННОЕ) ПОГЛОЩЕНИЕ СВЕТА 

В ИЗОЛЯТОРАХ И ПОЛУПРОВОДНИКАХ

мы рассмотрим та- 
которых поглощение 
по энергии зонные

8.4.1« Пряные переходы. В этом параграфе 

кие взаимодействия свата с кристаллами, при 
фотонов переводит электроны в более высокие 
состояния. При этом будем полагать, что исходное и конечное со
стояния электронов лежат в разных зонах. Коэффициент поглощения 

определим как отношение поглощенной энергии в единицу времени 
в полной энергии световой волны. Можно показать, что такое оп
ределение С совпадает о введенным в п.6.1

Число поглощенных квантов в единицу времени при переходе 
электрона из состояния валентной зоны о волновой функцией

10в
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в состояние в воне проводимости ψc-i^ определяется величиной

W⅛" • т н '*'.≈ I ‰ >j⅛('M'-⅛-<-f
-кваятвве-механическая вероятность перехода в единицу времени, 

оператор вваимодейотвия света с электроном,'«Гй?, <fe<2 - 

вонные энергии электронов; <⅛> - частота фотона, - чи
сла заполнения состояний Ус«* и . Рассмотрим вначале слу

чай перехода из полноотьв ваподненной валентной воны /
в пустую зону проводимости . Тогда (У-∙∕c^) >

= • Общая поглощенная энергия в единице объема рав
на

О 
“ П0ГЛ (8.27)

V - объем кристалла.

Определим вид . Будем исходить ив уравнения |редин-
гера для кристалла в электромагнитном поле о гамильтонианом

(8.28)

(8.29)

S∕tt

Здесь "р--cii V _ оператор импульса; λ - векторный по

тенциал электромагнитного поля,- tκ— маооа свободного электро
кв' кристаллический потенциал. Раскроем скобки в (8.28)

и в калибровке получим

Поскольку интенсиБнооть света ^v о для слабых полей 
поэтому последним членом пренебрегаем. Первые Два слагаемых 

представляет собой гамильтониан электрона в отоутотвие поля, 
соответственно для опера юра вовмуцения имеем

g ?>)

>п tИ/ (ело)

Рассчитаем матричный элемент, входящий в . 1ля этого 
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запишем вектоончй потенциал в виде плоской волны

7- 4,Ye'^∙*-∙^*^∙
- единичны, вектор поляризации волны. Представим волновые 

функции 'jt.'Z и блоковском -иде

(е.зт)

»Тогда

/ 1е I ‰> • Х-
Длина волни света в видимом дилпазоле значиге-.ьно превиваег 

размеры эл-ментарной ячейки кристалла 1^Н< √β-. Поэтому мож

но разложить i ч и ограничиться первым
членом

-iκ'‰Λ i∣^^,. ’
е fe t^,∙d v.(δ∙3⅛)

, где - вектор решегки;

<⅛∙l≡-'*⅞∣4',y>=∫U.⅛

Сделаем подстановку
с учетом периодичности ^6/, ™лу чим '.

■ (1€сГ'6у^ ре^

Ввиду произвольности мы ножи просуммировать по всём t-

разделив на ^число ячеек в кристалле), получим 

<⅛.∣≡'*V∣⅛>√∣e-^ 

Используя oooτHθ'.'∣βHHe ( имеем <

(ε.3B)

но

(^.37)
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Ввиду наличия электрон переходит из зоны У в зону С

в одной точке зоны Ериллоанз к «И' . Такие переходы низивавтся . 
пряными. Предполагая слабую зависимость от ( деталь-
нив расчеты подтверждают это предположение), разложим 
по' г

Го • I IC i > • - • (В.39)

Ограничиваясь первый членом разло?®ния, получим

Электрическое поле ? световой волны связано о векторным по

тенциалом соотношением

^ ∂t

Тогда

(В.41)

(8.42)

к

.43)
г--

Энергия пацапцей волны

Все юзникаюцие здесь константы вклачены в Й- .
Переходя от суммирования к иитегрировлнио по формуле (Т.2Т) 

для случая скалярных 3-ħbeκrHflHMX масс, считая, что валентная зо
на полностью заполнена -∣v * проводимости свобод

на "∙i- • пояуч1«

⅛ιWi'-Г’ (в.м)

III
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Здесь - аирина зипреценной зоны
Подобный интеграл на рассматривали при 

состояний (4.54. Воспользуемся подучеяним

-1. _ .

вычислении плотности 
τaiβ результате»»

(8.45)

∙≠ «

член разлояения в (8.39) обрэдает-в той случае, когда
ея в нуль, необходимо учитывать член следуюяего порядка малости 
по К . В этом случае переход называется запрещенным. Для запре

щенного перехода, как нетрудно видеть,

Г- <b р <>^(⅞ ÷ ■ (8.W)

первий

Путем перехода от интегрирования по 1? к интегрированию по й) , 

аналогично тому, как это делается в п.4.6 • получим 

⅛⅛⅛i^ . ⅛u,>⅛.Г-!

[о

в заключение этого параграфа обратим внимание на 
знака у коэффициента поглощения в том случае, когда 
зона свободна

~"∕e-

О

(8.47)

изменение 
валентная 

, а зона проводимости заполнена
≈ - 1 , в соответствии с этим ,

т.е. интенсивность света возрастает в глубь кристалла, - имеет 
место усиление вместо поглощения. На атом oφ*eκτe основан прин

цип действия твердотельнвх усилителей и генераторов света

8.4.2. Непрямые переходы
Рассмотрим типичную для многих христаллоз зонную 

изображенную н? рис.8.4. Минимумы зоны проводимости 
в точхах "icc и '1?о

структуру, 
расположены 

Чшсимуи валентноь зоны - в точке 1?^ .
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Рис.8.4. Поглощение 
света с участием 
фонона (непрямые 
переходы)

Минимальная ширина запрещенной зоны 
определяется в этом случае разницей в 
энергиях минимума и максимума
fki⅛. Согласно (8.37) переводы под 

действием света долины осуществляться 
в одной и той we точке зоны Бриллюэна, 
т.е. поглощение в соответствии с (8.47) 

должно начинаться при чистоте света 
iluf =■ > которая определяется раз
ницей в энергиях минимума Z)⅛c'β и мак- • 

симума . Эксперимент показывает,
что поглощение начинается при меньших 
частотах ⅛m) = . Такое поглощение

можно описать, если учесть возможность 
участия в процессе поглощения наряду 
третьей частицы, а именно фонона.

как двухступенчатый пере- 
<?С(С с поглощением фотона,

о ¾)T0H0M и электроном
Процесс поглощения можно представить

ход: прямой переход (виртуальный)

затем переход между минимумами испусканием фонона.
Для того чтобы выполнялся закон сохранения импульса, необходи
мо, чтобы испущенный фонон имел импульс к*-*: . Такой переход, 

в отличие от изучавшегося нами в п.8.4.2, носит название непря

мого перехода.
Для вычисления вероятности непрямого перехода в гамильтониане 

следует учесть взаимодействие элег;трона со светом и 'Фононами

∏∕i-≠ . И/?"’' (в.48)
где и определяются соответственно выражениями
(8.30) и C6.ιτ).∙

Поскольку процессы первого порядка запрещены правилом отбора 

(8.37), вероятность перехода определяется рторым порядком тео- 

пил еозмуений

∕fτ- k∣^i(∣W^''∣ci∙>l*^∣(eic‰∣w^^'∣eii'ι∣xi->^ 7

ПЭ
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Первая цельта-Функция есть выралвние закона сохраненич энергии 

при переходе, - анергия fιcHθn- вегвн ; вторая дель
та-функция - закон оохр.женил импульса, - имлтльг фонон 
Знаки - относятся соответственно к случаям поглоцення и испус
кания фонона. г- ∙*∣yHXUH4 вида (6.Тб).

Подставив выражение (З.Зб) для 4∣^*<(> и (б.?0)

для приближенно ~ε∣f^
на , пренебрегая зависимоегьв oτ (оптические
фононы), получим для коэффициента поглощенда с уч.стием оптиче

ских фононов _ _

~ fCβ' J к^^к-Ко.

Заменим^шгегрированив по Tz, tg, интегрированием по f

, по охеие п.А.б получим

Всевозможные константы включены нами в 4χ . Результат 

интегрирования о учетом соотноъения 

j }∕ε((-Γ)it - J β*∙
(3.52)

iiN⅞eτ вид
Г- Σ [ ⅞⅛(*"-⅛

(fi.53)
1*** ∙∖* ^⅜-⅜¾^ '*''"∙'>)∙

II4

(
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Здесь 6>fx) = l > Z>O∙. £).

Все константы опять объединены в .» /1х . пер

вое слагаемое описнвает поглоденне света о испусканием фонона, 
второе слагаемое относится к поглодению, сопрооождапцеиуся по
глощением фонона.

Мы видим, что форма кривой частотной заоисимооти хоэррицген- 
та погло.'-.еник существенно отличается от случая прямого п :рехода. 
Заметим, что наличте чисел заполнения фононов , которые 
согласно (б.30) являются функциями температуры, приводит к су

щественной температурной здвисимости коэффициента поглотенил 

света.

IIS
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