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ПРЩфООВИБ

В теоретических и прикладньа исследованиях, связанных с за ­
дачами автоматического управления и регулирования, идентифика­
ции и фильтрации, с корреляционным и спектральным анализом вре­
менных рядов, большое внимание уделяется проблеме оценивания 
параметров динамических систем, описываемых стохастическими раз­
ностными и стохастическими дифференциальными уравнениями. Инте­
рес к таким моделям объясняется тем, что они являются достаточ­
но адекватными для широкого круга реальных явлений в технике, 
экономике, медицине и т .п . Указанная проблематика весьма обшир­
на и, несмотря на наличие ряда монографий и огромного числа ста­
тей, далеко не исчерпана. В данной книге рассматривается лишь 
один из аспектов общей проблемы оценивания; её основная цель -  
получить неасимптотическое решение задачи оценивания для неко­
торого класса динамических моделей, традиционно изучаемых при 
асимптотических предположениях. Примером модели такого типа яв­
ляется модель общей регрессии

"

в которой сигнальная часть представляет собой линейную комбина­
цию случайных функций f-(t) .

В книге излагается подход к проблеме оценивания параметров 
стохастических динамических систем в неасимптотической поста­
новке с позиций статистического последовательного анализа. Ис­
пользование последовательного анализа, для которого характерно 
выносить окончательные решения по выборкам нефиксированного за ­
ранее (случайного) объема, представляется вполне естественным 
в задачах оценивания параметров динамических систем, поскольку 
позволяет учесть при конструировании оценок возможность вариа­
ции в широких пределах информации о неизвестном параметре, со­
держащейся в каждом отдельном наблюдении в зависимости от зво- 
люции процесса в целом. Тем не менее до недавнего времени тео­
рия последовательного оценивания ограничивалась в основном рас­
смотрением задач, связанных со схемой независимых испытаний. 
Кроме того, в современной теории последовательного оценивания, 
как правило, делается предположение о том, что распределение 
наблюдений известно с точностью до конечного числа неизвестных
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паршютров, » ,e .  вта тао р м  продо¥авя1ю« собой обяасть шфаывт- 
ричвскоИ статмотюш. Д м  рвлсшггрютшого ниже класса динаилюс- 
ких моделей ети требование но выполняется, так как опредемеиыв 
ими процессы, вообца говоря, ааввеиин, к  toiv  не в сдучае диск­
ретного времени распределения процеосов являютс<т неиввестньвш.

Впервые перспективность подхода с повиций последовательного 
анализа к проблеме оценивания п1^аметров диншических систем с 
нвпрернвнш временем была покаеана А.А.Новиковым, который уста­
новил. что последовательные оценки максимального правдоподобия 
ТО р»аду своих свойств ■ оуцественно превосходят обычные оценки
Mil •

Книга не претевдует на полноту изложения результатов по пос­
ледовательному оцениванию, её основу составляют результаты, по­
лученные автором и его учениками.

В книге принята обычная двойная нумерация утверждений и 
форч1^л, самостоятельная в каждой главе. При ссылках на утверж­
дения и формулы другой главы номер главы ставится впереди. Ав­
тор о благодарностью примет все предложения по удушению содер­
жания книги.
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С0КРАД1БШ1 И УСЯОВШЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

lUfl .  и«тод максимального щ>аадоподобш1 
ЫНК -  метод наимвньошх квадратов 

UCA -  метод стохастической алпрокошацни 

Ъ<5 -  мшенты остановки
(т,Л*) -  посяедовательшй план оценяваи1я  параметра Я  

-  иццикатор множества А
б .ч . -  бесконечное число 

CLvS -  макоимадьное на чисел а  * i  
л л  S •  минимальное ил чисел л  л i  

5'ij •> символ i^H ex ep a

т -  мерное евклидово (фостранотво 

£  -  единичная матрица

псевдообратная для /} матрица 

/I -  транспонированная матрица ^
0  -  пустое множество

^  -  6Г -алгебра событий, набледаеша до'момента остановки с- 

-  наименьшая б  -алгебра, относительно которой иа- 

меримы случайные величины ^ 1^ 4  t  О 
< (Х>1 - i -я  координата вектора CL 
^  В>1 ~ t -я  строка мат^жцы 3

-  елемент матрицы В , стоящий на пересечении t  -й строки 
и ^ -го  столбца

Мд(*) -  математическое ожидание, вычисленное в предположении, 

что истинное аначение параметра равно Я 

ПН -  почти наверное 

УЗБЧ -  усиленный закон больших чисел 

н .о .р .  -  независимые одинаково распределенные
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Глава I

П0С]1йД0ВАТЕЯЬН0Е ОЦЕШВАШЕ ПАРАМЕТРОВ 
ДИНАМИЧВСКЮС СИСТО! С ДИСКРЕТНШ ВРЕМЕНЕМ

В данной главе иэлагавтея методы оценивания параметров дина­
мических систем с дискретным временем, разработанные на основе 
подхода с позиций последоватвльн"«Ро анализа [16, 18, 24, 29, 
82, 88, 90, 91 и др. J  . Предполагается, что динамика системы 
описывается стохастическими разностными уравнениями, причем 
точный вид расгфеделения возмущений неизвестен. Основная цель 
еаюшчается в построении процедур оценивания о гарантированным 
качеством.

В общей регрессии для оценивания линейных параметров предла­
гаются последовательные планы, которые обеспечивают заданную 
среднеквадратическую точность.

Для оценивания нелинейных параметров дается способ получения 
доверительного интервала фиксированной ширины.

$1. КРАТКИЙ ОБЗОР ОСНОВНЬОС РЕЗУЛЬТАТОВ ПО ПОаЗДОВАТЕЛЬНОМУ 
ОЦЕШВАШБ ПАРАМЕТРОВ СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕШЮСТЕЙ

Теория последовательного оценивания как область последова­
тельного анализа стала развиваться с момента опубликования фун- 
Лшентальных результатов А.Вальда [ Z 2 ]  . К  настоящецу време­
ни в зтой области получено много интересных результатов, кото­
рые не только обогатили теоретическую статистику, но и привели 
к созданию новых весьма эффективных последовательных решающих 
процедур обработки статистических данных. Подавляющее большин­
ство работ по последовательноцу оцениванию относится к схеме 
независим^ зкспериментов, когда наблюдения представляют собой 
реализации последовательности независимых одинаково распреде­
ленных случайных величин -( с (фикцией распределения

^7зс; 0 )  , содеркащей неизвестный параметр & . При
этом обращение к последовательноцу анализу для оце -

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



- I I -

вивавкя неизвестного параметра ооущеотвлявтоя либо о целью сов­
ращения среднего числа необходимых наблюдения, либо для получе­
ния оценок такого качества, которое не может быть достигнуто при 
использовании внборок ^ксированвого объема.

I . I .  Точечное последовательное оценивание

Проблеме ючечного последовательного оценивания посвящено 
большое число работ советских и зарубежных авторов. Не имея воз­
можности подробно остановиться на содержании этих работ, отметим 
характерные моменты в постановках задач и основные направления 
исследований. Обычно речь идет о последовательнэм оценивании са­
мого неизвестного параметра в  , хотя иногда ошннваетоя некото­
рая функция от него ^Св) . Процедура последовательной точечной 
оценки определдатоя парой -  правилом остановки и правилом оцени­
вания. Правило остановки задается о помощью последовательности 
функций {У (X ,, - ,  Х, п ) , , принимаших значения О или I .
При этом длительность наблюдений определяется как

л
Правило оценивания задаетоя последовательностью функций -

Xh,) В момент щ)е1фащвния^наблюдвний Т  неизвестный па­
раметр в  оценивается величиной в  (зс<,.  . ) .  обозначим пос­
ледовательную процедуру Т » ( f ,  б г ) . Выбор поолвдовательши оце­
нок ооущеотвлявтоя обычно о помощью функций потерь. ВL tfP jвыде­
ляются потери двух типов; и которые опре­
деляют ооответотвенно потери, обусловленные опнйотным оценивани­
ем, и издержки, связанные о цравилом остановки 'В' .  Наиболее 
часто полагают

и ^ ( е , Т )  = с Т , (.1.1)

причем обычно oL = 2 . Мерами качества последовательной процедуры, 
как правило, служат средние риски

а ,  ( 9 J )  = ( в , т )

или их сумма. Более сложные стоимостные структуры, выходящие за 
рамки классической теории А.Вальда и использующие несколько функ-
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ЦИЯ потерь раосмат1жвались в работе Ю.В.Линника [ l0 6 j .  В зада­
чах оптимизации последовательных процедур оценивания ши1юко ис­
пользуются следующие критерии:

1 . При заданной верхней границе для ореднеквадратического 
уклонения найти последовательную оцешдг, минимизирующую среднее 
число наблюдений равномерно по В ,

2 . При заданной верхней границе для средиегс числа наблюде­
ний найти несмещенную последовательную точечную оценку, равномер­
но минимизирующую дисперсию оценки.

3 . Найти последовательную оценку, минимизирующую средние 
потери

/Vg [  С б - С  "S'И ( 1 . 2)

равномерно по Q .
Задачи о такими щ)итериями решены для ряда кон1фетных распределе­
ний, так как в общем случае равномерно наиболее мощных процедур 
оценивания не существует.

Отметим некоторые результаты: Роббинс в р а с с м о т р е л  за­
дачу оценивания среднего нормального расцределения при неизвест­
ной дисперсии. Для оценивания он использовал критерий типа 3 
щ и c t » 2 . В дальнейшем процедуру Роббинса подробно изучал Старр 

Указанную задачу, а такие задачу последовательного оцени­
вания параметра биноминального распределения исследовали Ехатта- 
чария и МаллакГУУЗ J ,  которые нашла предельное раопредвленне 
моментов остановки соответствующих последовательных цроцедур при 
стоимости наблюдений С - О  . В случае экспоненциального 
мейотва и счетного мнокеотва значений параметра задача последо­
вательного оценивания изучалась в С 2V2 Интересные результаты 
в мдаче оценивания шраметра сдвига получены И.А.Ибрагимовым и 
Р.З.ХасьминскимГй? J ,  которые для случая разрывных плотностей 
построили две инвариантные (относительж) сдвига) последователь­
ные п р о ц е д и  оценивания, более эффективные (при степенной функ­
ции потерь), чем наилучшая инвариантная процедура, построенная 
по выборке фиксированного объема. Задачу оценивания параметра

^спределении. сосредоточенном на конечном интервале, 
учад А.И.СалытС/?*,/7У3 , который для случая равномерного рао- 

пределэния показал, что последовательная процэдтра оценивания 
м гм т существенно превосходить по качеству [д л я  критерия вида

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



13 -

( I  2) при ы. = 2 !  наидучшив цроцвдурн, построенные по выборке 
5яксщ)ованноРО оЛ еы а. Результаты работ (т,/г^2 для равномерного 
1йопрвдвлеш1я  были обобщены М.С.Тиховым С , яотогиЛ исполь­
зовал критерий (1 .2 ) (без цредположения ^  2) ,  Ъ ряде работ
исследовались минимаксные тооледовательные прощдурн оценивания 
С22 24i и др .] .П ри  этом иопользовалнсь иритерии трех типов;

1. Минимаксная процедура минишзирует 6 ^ R . ^ ( 0 , T )
при условии, что ^

2 . Минимаксная процедура минимизирует 5 ^  ^
при условии, что илр  ( в ,  t ) i  L i -

О
3 . Минимаксная щюцедура минимизирует

{Я -< (в ,Т )+  Я^(в,Т)} .
Точное решение минимаксных задач последовательного оценивания 
получено лиш. в чаотных случаях, которые подробно описаны в [60 J. 
Основные результаты в проблеме минимаксных последовательных оце­
нок, как правило, имеют аоимптотичеокнй характер. А.Вальд дока­
зал аоимптотичеокую минимаконооть последовательных оценок для 
критерия типа 3  при стоимости наблюдения С О .  Принципиаль 
но важные асимптотические результаты были подучены в работах[ 6J, 

0̂7] ,  в которых рассматривался случай, когда гравиф  для среднего 
числа наблюдений неограниченно возрастает. Как было установлено 
Ю.В.Линником и И.В.РомановокимС/^^3' 3, ПРи достаточно гладкой за­
висимости плотности распределения наблюдений от  неизвестного па­
раметра асимптотически несмещенные последовательные планы оцени­
вания не имеют в асимптотике преимущеотва перед планом постоянно 
го o6iieMa в смысле квадратичной функции потерь. И.А.Ибрагинов и 
Р.З.ХаоьминокийС6* Здоказали аоимптотичеокую минимаконооть пла 
нов оценивания, основанных на выборках неолучайвого объема, в 
классе последовательных планов при квадратичной функпии потерь. 
в С 69 Зте  же авторы доказали неравенство, обобпвхтее известное 
неравенотво Гаека, из которого оледует, что в шнимаконом смысле 
последовательное оденивание не дает асимптотически выигрыша так­
ие для степенных функций потерь. Ценность отмечэнных асимптоти­
ческих результатов, на наш взгляд , преиде всего в том, что они 
указывают на бесплодность попыток построить пооледовательные 
оценки, которые были бы при большом числе наблюпений эффективнее 
оценок, построенных по выборке ^фиксированного объема. При этом, 
конечно, не исключается возможность-существоважя последователь-
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BMopm o „ e e
W O K T E I M I ^ ,  т а .  BSM TOI. o m a ra . .оаольаущ нв ,»<1орка « .к -  
оироваИНОГО объеме. ^ ^

1 .2 . Интервальное пооледовательное оценивание

Принципы построения пооледовательных оценок посредством ин­
тервалов и множеств были сфоргдулированы А.Вальдсм Сг г  ] .  При этом 
^ л в д  спирался на теорию доверительного оценивания, развитую 
Дж.Нейманом, Так же, как и точечная последовательная оценка, ин­
тервальная последовательная оценке определяется парой -  правилом 
остановки и правилом оценивания, но отличается от неб выбором 
правила оценивания. Пусть -  множество выборок ... х  )
при которых наблюдения цретфвпвются в момент » т  , т .е .  * ^  ^

 ̂ ) ■■■) ) '■ V ( зс<, ■ J эс^ 1 i  £< уп^

Правило оценивания задается оопоотавлением кавдоиу элементу
^  ^ £ к ,)в  параметрическом проотра!^ 

стве &> , которое объявляется доверительной областью для неиз­
вестного параметра 0  , если Г  . Основная задача последова­
тельной оценки мвожеотвами аакяючаетоя в правильном выборе после­
довательностей { у { c o ( S ^ )
Относительно выбора А .Вальд[22 Логоваршает два условия.
Во-первых, это множество "должно удовлетворять невоторым уотвнов- 
лрчным требованиям, касающимся его Теометрической формы", во-вто­
рых, доверительное мновеотвои;(£|г)должно иметь заданный коэф^щи- 
ент доверия ^  , т . е .  для всех должно выполняться нера­
венство

Сформулировав общую задачу интервального последовательного оцени­
вания, А.Вальд не дал её решения. Специфические задачи интерваль­
ного последовательного оценивания рассматривались в раде работ 
(частично они отражены в книге Ш.ЭаксаГбО Л ) . Обпая же теория 
интервального последовательного оценивания остается до сих пор 
разработанной слабо. Завершая краткий обзор результатов, получен­
ных в области пос тедовательного оценивания параметров случайных 
процессов с дискретным временем, сделаем следующее р езш е .
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Теория поолвдовательвого оцвнива-шя в наотоявев врвия разра­
ботана в основном для охемн назавиоимнх наблпдашй, цричам общие 
результаты носят, как правило, асимптотический характер. Одваго 
нет сомнений и том, что идеи построения последовательных оценок 
в многие конструктивные выводы этой теории должны иметь общий ха­
рактер и сохранять свою силу для зависимых ваблвдений. Это, ко­
нечно, но исключает возмокности наличия у теории последовательно­
го оценивания для зависимых наблюдений своих отличительных черт, 
связанных с тем или иным типом раооматриваеиой аавиоимооти. Изла­
гаемые ниже методы последовательного оценивания параметров зави­
симых случайных щюцэооов, опиоываешх отохаотичвокими разностны­
ми уравнениями, также имеет свои особенности. Так.в большинстве 
случаев пооледовательнне планы оценивания находягоя не из реше­
ния оптимизационных задач, а отроятся путем мод1ф 1кации соответ­
ствующих оценок ЫШС. Такой подход может быть ощавдан, по-видимо- 
му тем что он приводит к реиюнию задач оценивания в неаоимпто- 
тичеокой постановке, а также позволяет во многих случаях подучить 
процедуры 00 свойствами, авдоотупннми в настоящее время для дру­

гих методов.
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5 2. ПОСЛВДЮАТЕЛЬНОЕ (ЩИйВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ. ПОСТАНОВКА ЗАЦАЧИ

Пусть на вчюятностном щюстранстве ( X ,F  Р )  выделена на 
C r ^ a S ^ “ ^  -подалгебр \ р  t^O, t i  задан ыного-

* ( i ^ f H ( i ) % т а ч х  (2 . 1 ,

Здесь .  неизвестный вектор пюаыетров ко-
,3  процессаыи ос ( t )  .

HocTb'mio» -  ненабладаемая последоватедь-
й  ^ о в .  Предполояш. что случайные процессы U  Ц П  и 

{ t j  согласованы с системой .«.Г
поненты векторов <5 С<) -  . . . ^  ( й /  Й ( О -
•••> ^ о л элементы матрицы * “ (  Х ‘--,

измеримы относительно б '-алгеб - 
» 0 - 0 , 1 , . . .  На последовательность ■Itf/'i))-

налоким также следуюцие требования; ^  ^

' •  i - g j

3. /V

/равнения (2 . 1 ) задают линейную модель обцей регрессии 

о р« 1̂ е ш |  1.Н , что анач.ю|я фзткциа . о м  .
тановятся известными в зксперименте, являются случайными 

У р ..» .» м м  U . I )  » м , ,  н м р , ^ .
хастического динамического объекта. В этом случае 4  W  ы Ц(t) 
« « ю т ^  некоторыми измеримыми фушсциями о т Т - ш /  Л У
Если { б ф }  -  последовательность независимых одинаково оао *

Г ~ , г Г Г
в н в а о 1 л - „ - ! ^  !  решение задачи оценивания вектора А) 

постановке. Цель состоит в том, чтобы дл 1̂ ^  
координаты «i,- построить план оценивания, который по
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ааданной точности оценки (допустимому ореднеквадратическому ук­
лонению) указывал бы момент прекращения наблвдвний, в который 
ета точность достигается.

Для решения поставленной задачи предлагается испольеовать 
подход о позиций последовательного анализа. Сжжность решения 
зависит от размерности вектора Л  . Начнем рассмотрение с проо- 
тейиего случая, когда Л  является скалярной величиной.

$ 3. НЕСМЕЩЕННОЕ ПОСЛВДС»АТЕЛЬН(Ж ОЦЕНИВАНИЕ 
СКАЛЯРНОГО ПАРАМЕТРА

3 .1 . Построение последовательного плана

Последовательный план оценивания параметра Л  задается па- 
^ р о й  -  правилом остановки и правилом оценивания, причем елеыенты 
^  пары являются неупреждающими функционалами от наблвдаемых про- 
^ ц есс о в . Будем строить последовательный план, основываясь на ме- 
^ т о д е  наименьших квадратов.' Оценка 11Ж определяется из условия 
^  миницуыа по Л  выражения

i г
f -  z  ( ^ ч ) - ш - 1 1 т ) 3 ) * а ) ( х а ч м (д-d, (О лt . ,  о 1 f t

(3 .1 )

и имеет вид

ля:
[ Z  ш) ]

[ Z  ( т Ъ ч . Щ
 ̂ t-o '

Эта оценка является, вообще говоря, смещенной,и нахождение ее  ̂
среднеквадратического уклонения связано о большими трудностями, 
так как она представляет собой нелинейный фунпрюнад от наблю­
даемых процессов. Чтобы построить последовательный план, за ­
дадимся произвольной постоянной Н , ^ < //*<»«» t ■ опре­
делим правило остановки 4 '̂— ^  ( И)  по форцул*

~  (3 .2 )
T ( n ) - /n in  ( M i  ( a ) S i * a ) d a ) ^ u } - .
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(Полагаем

отвечающую аравилу остановки t '( U )  , „озьмем в ввде'

иС(НУ
Z  о . з )

~т ; ------------------»
Z  шы)(1(е^<<шхФ(^11хт)t ^o  с г t

причем коэффициент моментГ^-^)
знаменатель в (3 .3 ) в точности равнялся И . . . . .

( Ю

U - Z  ( ( t ) s ^ \ i ) S  а )
*-fl '

( x ) X c ^ ) i i ,  ( с )

оследовательная оценка (3 .3 ) получается ив оценки ШК путем ва- 
мены Ц на Г  и введения весового множителя «с (/19 ^<оС (</)</ 
у  последних слагаемых в суш4ах числителя и знаменателя?*как бу­
дет видно из дальнейшего, переход к случайному моменту останов­
ки и специальный выбор весового множителя упрощают исследование 
свойств оценки. Полагая

( f ( t ) S \ t ) ,  t < r C W ,

к м  i -г -т ,
запишем (3 .3 ) более компактно:

(3 .4)

ТСИ)

Я  ( / / j - X  Q Ci)(3c(i*1)-fl Li)).
t-t (3 .5)

Последовательный план построен.
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3 .2 . Свойства последовательной оценки

Основные свойства последовательной оценки неизвестного пара­
метра сформулируем в виде теоремы.

TEOPFfM̂  3 .1 . Пусть для процесса , описываемого урав­
нением (2 . 1 ) ,  при всех Л  *«•”*» t с вероятностью
единица расходится ряд

а ) (3 .6 )

Тогда при любом последовательный план СтС/0 ,
л " ( Я) )  облаД|авт свойствами: ,
а) оценка Л (Ц^  -  несмещенная: М д ^
б) среднеквадратическое уклонение оценки равномерно ограничено.

в) моменГостановки с(Ц) конечен с вероятностью единица. 

Доказательство, в) Подставив (2 .1 ) в (3 .5 ) ,  получим
^ (3 .8 )

л / Ю - Л - / г , ( Ю ;
ген)

й ( w ; - z  о ( o n i ' O .
г f «в ' ‘ ^

Несмещенность оценки Я ̂ .вквивалентна равенству
\3*9/

Введем "усеченный" момент остановки f  (Г  «У
и установим сначала, что

М/.-О.
(3.10)

Рассмотрим величину

Л * s^o f t  "т

(З .П )
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Первое слагаемое можно оценить, используя свойства условных ма- 
тематических ожиданий и учитывая неотрицательность суммируема 
случайных величин:

N

(3.12)

(3.13)

Вторая сумма в (З .П )  равна нулю, поскольку/^[  ^  ( . )  |

- tf .

Подход к условноцу математическому ожиданию здесь возможен в 
силу конечности математического ожидания каждого слагаемого, 
которая следует из (3.12) и елементарного неравенства
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П1>и и  * О.

С учетом (3 .1 2 ) , (3 .13) из ( 3 . I I )  подучаем неравенотво

7Г- (3 .14)

Далее находим
N

^ /.■ 1 ;  « Д /г  -  0 .

Так как ПОЧТИ наверное и условие (3 .14 ) обеспе­
чивает равномерную интегрируемость последовательности

(в силу теоремы Валле-Лусоена f / 2 i ]  ) ,  то оправдан 
предельный переход в (3 .10)

Несмеп^нность доказана.
б) Для доказательства (3 .7 ) используем (3 .8 ) ,  (3 .14 ) и теорецу 
вату-Лебега

в) Последнее утверждение теоремы 1 следует непосредственно из 
условия (3 .6 ) и конечности й  . Теорема I  доказана.

Заметим, что условие теорош  I  является, по-видимоцу, необ­
ходимым и достаточным для того, чтобы о пмющью последователь­
ного плана можно было оценить неизвестный параметр со сколько 
угодно высокой точностью. В случав детерминированных функций 
И £ ( i )  необходимость (З .б ) следует из форцулы для дисперсии 
оценки МНК (3 .1 )

Н ^ л - Л ) ± и' cm 'СО и, со
«•о '
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Если (З .б ) заменить на условие

p j l  I
t t ‘0 ^

( 0 < C < oa)^

TO последовательный план ( 3 .2 ) ,  (3 .3 ) ,  вообще говоря, не гаран­
тирует, что дисперсия оценки может быть сделана меньше 1 /г  . У1з 
теореш I  получаем

П у«ь { Нп ,  П .я}~  возрастающая последователь­
ность порогов, а {.'Х(п) -  соответствующая последовательность
оценок: { л(п) = д ;  (Н^ ) , г ^ г ( И п . ) } .  Тогда:
1) если /(, — 00 , то X(f^)  сходится к Д  в среднеква-
дратическом;
2) если, кроме того, ^ /н ^ < с о  , то сходимость Х(Л')-»Д
будет иметь место и почти наверное.

..окаэательство следствия 3 .1 . Утверждение I )  следует из нера­
венства: i  1/Цп, . Второе утверждение легко получаем с
помощью леммы Бореля-Кантелли. Пусть / ^ J s )  ^  {1М п)-Л\>а\
Так как '

Z  1 ^ ( 4 М  *  ^  1  ^  Z  % ,  < о о ,

ТО по лемме Бореля^(антвлли Р (  ̂ t ms u p  О ддд
Последнее условие необходимо и достаточно для сходимости почти 
наверное.

Пример 3 .1

I .  Пусть x ( t )  -  одномерный процесс ^TopjrpeccHM:

X ( t * l )  - в о  < Л < - о ° ,  (3 .15)

причём {^(-& )} ~ последовательность независимых одинаково рас­
пределенных случайных величин с

Последовательный план оценивания А согласно (3 .2 ) , (3 .3 ) 
определяется формулами:
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t .T (M )-rn L n
t «0

t-<

z
<•#

Of (i) x lj:  * f )  ^ o*T(И)х(г)се(Г*1) 
(S'*

H

(3 .16)

t ’t  ”

Покажем, что этот план поаволяет оценить параметр Л  о любой 
требуемой точностью. Условие (З .б ) теореш 3.1 в данном случае 
принимает вид

t - о
п.и. (3 .17)

Очевидно, достаточно установить, что с вероятностью единица
Tim I ^  О при . Допустим противное:

Тогда, переходя к пределу в (3 .1 5 ), получим

Ц - й т с с ( Н ) -Я  jc ( i)  - й т ^ а ) .

с дрзггой стороны, по лемме Бореля-Кантелли U* ^О  
почти наверное. Это противоречив и доказывает, что /{п  1^^
при ^ о о  , Поэтому выполнено условие (3 .17 ), обеспечиваю­
щее возможность оценивания Л с любой заданной^точностью. Сог­
ласно следствию 3 .1  последовательность оценок Л ( я )  при под­
ходящем выборе систеи! порогов { ]• будет сходиться к /<■
как в среднеквадратическом смысле, так и с вероятностью единица.

Замечание 3 .1 . Асимптотические свойства оценок параметров 
процесса (3.15) изучались в ряде работ. Сходимость почти навер­
ное алгоритма стохастической аппроксимации для оценки параметра 
авторегрессии доказал О.Ш.Верулава [26 ] , который рассматривал 
случай устойчивого процесса (lA.) *= f )*  ^гласно  [26 ] оценка 
iHK сходится почти наверное, если С^"'*** • Силь‘*У® сос­
тоятельность оценки 1ИК для всех значений параметра Л  доказал, 
используя мартингальный подход, А.Н.Ширяев j ,  который тре­
бует конечности только вторых моментов шумов 
При этом в случав раэнораспределенных случайных величин \  , f
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достаточныв условия сходимости почти наверное имеют вид

Как видно ив приведенного примера, в задаче последовательно­
го оценивания наиболее трудно проверяемым является условие (3 . 6) ,  
которое носит неконструктивный характер. В связи с этим пред­
ставляет интерес рассмотрение более узких классов случайных 
процессов, для которых можно надеяться получить легко проверяе­
мые условия на функции (J.U) ч Si ( i)  , обеспечивающие расходи­
мость ряда (3 .6 ) . Изучим этот вопрос подробнее для процессов ре­
куррентного типа, причем ограничимся для простоты случаем ска­
лярного процесса. Будем следовать работе [ gsj

3 .3 . О достаточных условиях сходимости последовательных 
оценок параметров нелинейных динамических процессов

Пусть наблюдаемый процесс задается уравнением

I ̂ t } ■ ««зависимо случайные величины сМ^^- и
a . ( i , x )  и e- (^t , x)  -  некоторые борелевские функции. Последо­

вательный план оценивания параметра Л  определяется формулами:

( / / )  -  i uf  {  ■ » / / }  ; (3 .20)

J  /  V  3Cj) I
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Цель данного вараграфа -  найти легко проверяемм условия на 
фунгали a ( s ,  се} и , при которых раходится ряд

^  й (t, сс̂ } (3 .21)

Раооиотрии следующие случаи:
Aj) для любой последовательности вещественных чисел Д  ) 

выполнены неравенства

О < IS- J 6- (t, ^ M< Oo

*2̂ 1 ̂ ) I " существует подпоследо­
вательность иоиентов j  , на которой достигается нихний 
предел при любой выборе последовательности {  ^ ^ }  •

A3) I ^  С t ,  I -  -*• -*? и существует подпоследо­
вательность иоиентов {^у} f на которой достигается верхний 
предел при любой выборе •

А4) существует (борелевское) ыноиество / ” и число/V, 
такие, что для любой последовательности { справедливы 
соотношения:

i *0

"fim

Отметин, что любая функция 6* ^) ,  ,ие зависящая от х  ,
удовлетворяет одноыу из требований // - / /  . Условие А^ сводится
к положительности вероятности еГ Х  f если
" 1 ^ t  \  одинаково распределены.

ТЕОРЕМА 3 .2 . Пусть dC<, удовлетворяет ограничениям
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Есш функция такова, что при некотором
хотя бы одно из неравенств:

/.* I л  2 ' l a f  I о О ,  1^0
f x l *  M * S  /*■( > m -(f

то рядсправедливо для бесконечного числа значений
(3 .2 f )  раходится.

j^oKaaaTWbCTBo Teopeiai Э.2 основывается на двух леш ах. 
ЛЕММА З Л . Пусть { ^ } ' последовательность невависи-

мых случайных величин о * -О я " f  • Тогда
для любого *

а ч
(3 .22)

Это утверждение тривиально следует из леммы Вореля-4(антелли. 
ЛЕММА 3 .2 . В условиях лемш 3.1 для любого

P (fm (3 .23)

Свойство (3 .2 3 ) является следствием закона 0-1 Колмогорова. 
Поскольку, в сяду условия // ,

Af

то для доказательства (3 .21) достаточно установить, что

} а  Ci ,  ( р ^ (3 .24)

1 . Пусть для функции а U, найдется последовательность 
моментов " { i / }  • "Р** которых справедливо 1°. Неравенство 1°
заведомо выполнится б .ч .р а э , если для б.ч.^'имеет место хотя бы 
одно ив неравенств:

M + ru t}
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Предположим противное, т .е .  что для всех i j  , начиная о не­
которого номера Jg , выполняются одновременно противоположные 
неравенства (с положительной вероятностью):

и IXflCV; V
-.Л

Тогда при у  имеем

(3.25)

Однако, полагая в лемме 3 .1 , подучаем,
что для б .ч .

и, следовательно, (S ' I T  • 
противоречит (3.25) и докаэчвает справедливость теоремы 3 .2  при 
условии 1 ° .  .

2 . Пусть О / J ■ последовательность моментов, для кото­
рой выполняется 2°. Для доказательства (3.24) покажем, что су­
ществует б .ч . моментов Sy , для которых справедливо одно из 
неравенств:

I *  | > 1Я-<Г; ■

Предположим противное, т .е .  что для всех достаточно больших^од­
новременно J,

Тогда для етих f

, ^ ^ Ь I ^  <3.2б)
I S

S'с другой стороны, положив - Jjjf в лемме 3 .2 , получим,
что для б .ч .у
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Это противоречит (3 .26) и эавероавт доказательство теоремы 3 .2 .
Замечание 3 .2 . Можно показать, что в случае, когда функхтя 

е  ( t ,  х)  не зависит от лс , ^ б о в а н н е  2® теореш! (3 . 2) 
можно заменить на более слабое:

где [о^, ^  ] -  произвольный интервал длины
Замечание 3 .3 . Класс функций 'а (t,  х )  , выделенный в теоре­

ме 3 .2 , определяется только верхней и нижней границами для фу­
нкций S ( t ,  зс) н не зависит от её конкретного вида. Если 
функция ( t ,  а )  неизвестна, то в фор|^лах (3 . 20) для последо­
вательных оценок следует заменить на М* . Полученные
оценки, как нетрудно проверить, обладают свойствами, указанными 
в теореме 3 .1 .

ТЕОРЕМА 3 .3 . Пусть ^  удовлетворяет ограничениям /li .
Тогда условие (3.21) выполняется для всякой функции и сс) • -  
для которой найдутся (Г »■ О и подпоследовательность (-6' } 
последовательности , такие, что ^

(</, осЯ "*0  ̂ / ь / .
1л|«<Г

Доказательство. Поскольку (</•, JT*.) | - ( /
для любого существует номр ^  , начиная с кото­
рого

Так как

л- 1 И - / ш
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ТО для доказательства теорекш 3 .3  достаточно установить, что

Последнее выполняется, если для 6.4 . j имеет место, по 1файнвй
мере, одно из неравенств:

J
Предположим, что для всех достаточно больших у’ одновременно 
справедливы противоположные неравенства:

а значит.

Однако по леш е 3*1 для б .ч . моментов у  

и , следовательно.

Полученное противоречие доказывает теорему. В теоремах 3 .2 , 3 .3  
были выделены классы функций, обладающих свойством отделимости 
от нуля в той или иной области. В следующей теореме, относящей­
ся к случаю неограниченных дисперсией, приходится требовать, 
чтобы функция I Q I асимптбткчески росла не медленнее,
чем линейно. При этом предполагается, что днсперени шумов рас­
тут не быстрее геометрической прогрессии.

ТЕОРЕМА 3 .4 . Пусть функция &([£, ^  удовлетворяет ограниче- 
ниям Ад И для_любой последовательности t  J ^  1 } [  моменты

те же , что и в условии А^) вещественных чисел

■ 5 'C V i. А - . )  1 ; -  ' X
J

\ I r. .1
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Тогда уодовие (3 .2 1 ) выполняется для любой функции а (t,x), 
для которой найдутся вецеотвенное число В j u
подпоследовательность { 5} I  последовательности 
такие, что ® *• /  Jтакие, что

и г

I x j i S
а  ( S f  ,

л

Доказательство-

Ш

^ / > 0 ,  j > i .

Докажем, что
\

-  п . р .

С атой целью установил, что для б .ч ./и м еет место одно из нера­
венств; "

^  !/  -Ь i .  «f . f  ^  sy )

' i
(3.27)

о <г <  (
Допустим противное, т .е .  что, начиная с некоторого ^  , выполня­
ются одновременно противоположные неравенства. Тогда для этих /  
получаем »

л:.'
< г .^ ( .s p x r j ) ^  e c & j ,  Х ф

Однако по лемме 3 .2  для б .ч . ^  +i | ~^>0  .
Из полученного противоречия следует, что для б .ч ..^ ' справедливо 
одно из неравенств (3 .2 7 ). Если для б .ч . j  выполнено второе 
неравенство, то утверждение теоремы 3 .4  следует очевидным обра­
зом. Пусть для б .ч .у  имеет место первое ив неравенств (3 .2 7 ). 
Поо'колы^

т
и , следовательно, для достаточно больших J

| 5 ( S y ,  ,
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то ДЯЯ

Г "  4 ^ - - Г - 8 .

■1 l j ( s ' . ,  4 ” 1
Отсюда А*а б .ч , /  иывем

а О / , Д '5 р о (^ /-  < I
V > у ^ | . ------ — Л . — 7 ^ ------------- '—
JC,, 1 1 , xtjO

Творена 3 .4  доказана.
В теоремах 3 .2 -3 .4  классы функций & ( i , x )  выделялись 

висимости от дисперсионных свойств шумов. При этом 
>0U1 шумов могли быть произвольны. Следующая теорема относится к 

« д а  ш .о т „ о с ™ ,р « д а д а .» .«  « - » •  (« ™ д а» « ь н . . д а -  
торой меры) положительны в известной области (знание вида этих
плотностей не предполагается).

тгоРКИА 3 .5 . Пусть выполнено условие А^. Тогда люб Функ 
цыя а ( ( ,  X )  , ДИ которой существует S>Q  . такое, что

1 й  ( t  Л )  | > 0 ^  b ^ i ,  (3.28)
х е /}

Г.<Г-окрестноо»ь множества Г  . обладает свойством (3 .21).

nnvÂ flTexbCTBO. Покажем, что для б.ч. L либол^е// _ 
д— ? тельст ^  ̂Очевидно, что обе возможности при-

e i i i  кЧшо*лне™ю S .2 I ) .  Предположим, что, начиная с некото­
рого , одновременно

« |Я «  ( t ,

Тогда для (: 3. tjj

с , ? \ Г С ̂ -пи)-
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Но по леыыв Вормя-Кантв«и е вероятностью едгооща должно нас­
тупить б .ч . событий:

(«С*.
Полученное противоречие доказывает теорецу З.б

а ; .л ,т м ..  ? , ,2 . П).»„ s ( i . x ) 4  ,  .  „ о „ а д о . , ^ „ ,
неаависиыых одинаково распределенных случайных величин и / 'Д г ) -  
и ^ у т ь  распредале^^ относительно < ? - коневой

л положительна на борелевскоы ыножестве Г
го всякая функция а  С^, ос) . ^  ^^торой оучеотвует 

&>■ О , такое, что
f a  C t ас) I О 

a r€ /J  '

удовлетворяет условию (3 .2 1 ).
За|1ечание 3 .4 . Условие теоремы З .б  о расходимости ряда

(3 .30)

^гвляется не только достаточным, но и необходимым в том смысле

( Г й Г " 1 я '" °  УДОвлетворяллца;
утвервдение теоремы З .б  неверно. Проиллюс­

трируем ето на примере. Пусть \  [о< ^

Е ^ г }
t * 0  * f

Оо (3 .31)

если

е с л и  о с е  i - f i f i l  . 

е с л  и X

тяк -  -  » t ^  J • Предположим, что ~ е т о  не
так. т .е .  существует б .ч . моментов i  , для которых о - [of Я ]  
Тогда для этих ^ имеет место одно из неравенств: ^
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Еош ненавестный параметр Л,* О , то д«я б .ч . значвн11й t  

С другой стороны, нэ (3 .31) по л еш е Ворвля-Канталли

что противоречит (3 .3 2 ) .  Такиы образом, сходится ряд

З Г  c o o ( Р  -  Л.//.1

следовательно, утверждение теоремы 3 .5  без условия (3.30) 
неверно.

В заключение данного пункта сравним полученные результаты о * 
известными ранее. Прежде всего вернемся к примеру 3.1 и рассмот­
рим случай, когда шумы^ ( i )  в (3 .15 ) могут иметь равные рас­
пределения. В этом случае последовательные оценки ощюдеошются 
по форцулам (3 .2 0 ) , в которых надо положить л  (^,
Чтобы последовательные оценки позволял^ оценить параметр л  о 
любой требуемой точностью, должно выполняться условие (3 .2 1 ),
которое принимает вид

t>0 2 ( 0 (  Д -  п л ) . (3 .33)

Как нетрудно проверить,' иепольвуя теореш  3 .2 , 3 .4 , атот ряд 
расходится в любом из оледуюора случаев:

* l)  | 5 Ь ( ( ) Н « >  И ^  J > ( t ) ^ 0 ' ,  (3 .34)

sup
и последовательность { 2 ( 0 [  

мажорируется некоторой геометрической прогрессией. Заметим, что
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любое И8 условий Aj, A3 обеспечивает справедливость только пер­
вого из соотношений (3 .1 8 ), которые, как отмечалось в замечании 
3 .1 , требовались вЦ8б] для доказательства сходимости почти 
наверное оценок ШК. Рассмоч>им теперь случай, когда выполня­
ется условие

Ао) ^ ** РО
(3 .35)

причем A3 не имеет места. В этом случав вопрос о сходимости 
последовательных оценок параметра процесса авторегрессии (3.15) 
остается открытым, поскольку в соответствующей теореме 3.3  на­
рушается требование локальной отделимости от нуля функции 
в точке J C - e  . Однако при условии (3 .35) в некоторых слу­
чаях могут выполняться, по-видимому, соотношения (3 .1 8 ), га ­
рантирующие сходимость оценрк МНК.

Рассмотрим теперь более общий пример, когда

ОС (3.36)

Как следует из теорем 3 .2 , 3 .4 , последовательные оценки сходятся 
почти наверное и в среднем квадратическом при выполнении любого 
из условий (3 .3 4 ) , если только функция с ростом -х рас­
тет не медленнее, чем линейно. При выполнении условия (3 .35) 
для такой сходимости требуется наложить упомянутое условие от­
делимости в точке * 0 . 1^бован ия на функцию а могут быть 
существенно ослаблены в случае, когда ^  t }■ ~ последователь­
ность независимых одинаково распределенных случайных величин 
с плотностью, положительной на всей прямой. При этом согласно 
теореме 3 .5  последовательные оценки сходятся для любой кусочно- 
непрерывной функции на прямой, отличной от тождественного нуля. 
Таким образом, для гауссовских шумов условие сходимости последо­
вательных оценок выполняется практически всегда.

$ 4 .  Н Е Я К Е Щ Ш О Б  П О С Щ О В А Ш Ь Н О Е  0ЦЕ}{ИВАН№
В ЕКТО РН О ГО  ПАРАМ ЕТРА

Вернемся теперь к исходной задаче и рассмотрим случай, когда 
в уравнениях (2 . 1 ) J. является вектором, размерность которого 
не провьапвет размерности процесса X ( i )  .
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4 .1 . Поетроеня* поомдоватслышх шшмв 

Поел«доватвлышв планы оцвкюмнил ваккф а
будм отроить на оонова обобцамкого методик наиммашп юадфатов 
00 епвциальным выбором веоовой матрицы. Оцаяха обоба(анного ШК 
для вектора неизвестных оцмаитров иаходитоя из уоловия миниму- 
ма по выражьиия

X  (Ол)
i~0

И имеет вид

(4.1)

(4.2)

il,(ove)i/,«] t  ( т а т ы ) - и ,  ш

Весовув матрицу V f t )  определим по форечгле

Г C(i)'̂  (Л) • ®°*" *“*Р̂ •
Vft)-W'(t)A^ft) вчиивдена;

\  ̂ О в противном случае.
Здесь у
с -  некоторая измеримая неупреидаицая скалярная функция от 
наблодаемя процессов x f t )  и , равная нудв при вырожденной 
матрице i* C t)  .Весовая матрица (4 ,2 ) обладает, как легко про­
верить, следующими свойствами:

■ й Ф Ш ) ( 1 ^ С 0 ^ С О )Е ,  й ^ Ф Ж к ) ^ С ( Л ) ^ С ^ )  (4 ,3)

W /? ,  c t ) f

W ( 0 J 3 f t ) \ v  f t ; - ^

Используя (4 .3 ) ,  запишем оценку (4 .1 ) покоординатно
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л  * Х ~  и  То (4.0)

t-O

< л ^  -  обозначает  ̂ но координату вектора 
После подстановки ne.(t*4) из (2 .1 ) в (4 .5 ) получим '  '  ^  '

л / / к ; - л , -
.с с '^ Г -

(4 .6 )

Чтобы решить вопрос о выборе функции c{i) , обратимся к случаю 
детерминированных матриц и . Ясно, что при этом 
функция c ( i )  также должна быть неслучайной, а поэтому с 
помощью условия (2 .2 ) и (4 .4 ) , (4 ,6 ) легко находим формулу для 
средаеквадратического уклонения

и х и ) - м / > . ^ м н ) -  i  ( t \

. (4 .7 )
[ Zc«iJ

t-0 ^

Оптимальной естественно считать последовательность 
для которой величины уклонений ( ft) убывает с ростом v 
наискорейшим образом. Как видно из (4 .7 ) ,  оптимальная последо­
вательность может быть определена с точностью до постоянного 
множителя. Поэтому положим с ■ (0) “ .

ЛЕММА 4 .1 . Оптимальная последовательность {cW,  
определяется равенством

c ^c ^ ) (4 .8 )

•Утверждение леммы 4.1 проверим, пользуясь индукцией. Пусть (4 .0 ) 
выполняется для i - i / ,  ^  , /V . Тогда из (4 .7 ) следует, что
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■ It j
C tt- i jc

qL -Q j i  1) -  ~ — —  ■ ^  •
i 7 1 c . w ^ c C ^ 4 )  ]

t-fl '  '  .
Величина С .{ Ы * 1 )  , минимизирующая d -  (М 'Ч )  .  находится
из уравнения

и равна j j ^  С *'!) . Шаг индукции, а вместе с ним и справед­
ливость леммы 4.1  докбюаны. Приведенные соображения наводят на • 
мысль и в общем случае, когда функции (х) и S ( i )  являются 
случайными, взять за  основу при построении последовательных пла­
нов обобщенные оценки ШК, определяемые равенствами;

Л ^ (И ) ' и

•t-B

( i ) > t ,  ы , р ;

С. C i )I
<

_____________i_______________
(4 .9 )

Определение 4 .1 . Последовательный план оценивания вектора па­
раметров Л, = (у^ Л  )задается парой ( ' t  (И), X *C d))  ®
которой с н )^ (т ^  (н),, . , ,  и
векторы с координатами:

л '  ^  1, (У < W ®  ( ^ « * 0  -  и>) ^

^  (H k  (т ,н Щ )(= ^ с г-1Ч) - 1  ];
* Т; /

e x i )  ] / 0 .  c ^ j ) ,
‘'i t-o ^

(4 .10)
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указывающими соогветственно момент прекращения наблюдений при 
оценивании параметра и форцулу для вычисления оценки етого 
параметра.

4 .2 . Свойства последовательных оценок

Основные свойства построенных последовательных планов сформу­
лируем в виде теоремы.

TSUf̂ EMA 4 ,1 . Пусть для процесса, описываемого уравнением
(2 .1 ) ,  при всех и х  •  р  с вероятностью единица
выполнены условия:

( Р . - п . н )
t - t

Тогда последовательный план оценивания ( t - i P )
при любом и  , , обладает свойствами:
а) оценка y d . несмещенная: ^ »
6} её среднехвадратическое уклонение равномерно ограничено:

Х.^1(
в) момент остановки Г. конечен с вероятностью единица. 

Локазательство теоремы 4 .1 . Полагая 
Г е .(0  W (if;
j -— Л-----------f если t  с и);

( 4 . I I )

н

зап:шем (4 .10) более компактно:
Д

Стевда с учетом (2.1)  получим
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■ ,4 .12)
‘ ( t ’O (

Далее нам потр^-буется . г ..
ЛЕММА 4 .2 . Для последовательности -I  ̂ V

определяемой равенством
f,

Г  « 2  < Д . ^ ^

р
при всех Х & Ц  выпшшяетс^ соотношение

^  -JT ■ (4.13)

Доказательство леммы 4 .2 . Имеем
г)

-^0SS<t<r^  ̂ '
Отсюда получаем _

С*
( / : ' ) - « ,  ± . < 1  а ) / ^ ( г а ' < м Ь - о щ ^ . -  *. » ' ■*■ 1,ц I
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Лемма 4 .2  доказана. Так как последовательность F  сходится 
почти наверное к СИ) , уо из (4 .12) с помощью теоремы 
Фату и леммы получаем утверждение б) теоремы:

Доказательство несмещенности оценки основано на равенстве

которое выполняется в силу марковости момента относительно 
сштемы б' -  алгебр { ^ * Oj- , измеримости функции

^ ^ J t )  и индикатора . относительно , а также ус­
ловия ) ‘'О  ̂ • Принимая во внимание решно-
мерную интегрируемость последовательности {  ̂ t которая 
имеет место в силу леммы и критерия Валле-Пуссзда'^ [123 ] , 
можем совершить предельный переход в (4 .14) ,  доказывающий не­
смещенность

Л̂ -»вв t

Последнее утверждение теоремы 4.1 непосредственно следует из у( 
ловил.

Предложе^е 4 .1 . Пусть выполнены условия теоре»щ 4.1 и мат­
рица ^  (i.) {(  ̂ ( i )  ^ является диагональной.
Тогда последовательные оценки Х.Т иЛ^С^'.) при t / /  
некоррелированы.  ̂  ̂ i  i  J

Доказательство. Переходя к усеченным моментам и используя 
свойства условных математических ожиданий, нетрудно показать.
что

Мд ( )  С -л^.)  -А1^ ̂  0 ) ^  ( t ) ^ J  ( i)^_
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Ляя i  ^  с учетом обоаначений nojQniaeu

~efi)c,m<{a,Ctn H)(l,a)\ >y-fl ti-J.

RcHOt что последнее равенство выполнено в для i - '^ЛТУ  . 
Предложение 4.1 доказано.  ̂ '

П р и м е р

Расоыотрим вада<цг последовательного оценивания двумерного 
параметра Л ’'(Л ^  , j l j )  по наблцдениям за  процессом 

описываемым уравнениями;

( t * / ) ,  (4 .16)

где Л е  ^  I ,<5 i  ^  /  -  последовательность
независимых случайных величин с 

и М<£̂  ( t ) S ^ C O ‘=0 • в данном случае имеем

1 ‘Х )>
!огласно (4 .10) последовательные планы оценивания параметров 
>пределя1>тся формулами:

( K ) - l f { 4 ^ 0 : ^  1 х ( 0  | ‘»  н } ;

-  7 г {  2 ' [ г ,  <« ' / )  ] } .
t ’O ^

(4 .16)
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где штрихи у инаков еум у,энача1)т. что поолешше слагаемые бе-
^  с . Используя лем­
му Вореля-Кгчталли, н е ^ у ^ ^  проверить, что с вероятностью еди­
ница расходится ряд S  |  ас . Э т о  условие в
соответствии о теоремой 4VI обеспечивает возможность оценивать 
неизвестные параметры с помощью последовательных планов (4.16) 
с любой заданной тоадостью. а при подходящем выборе последова- 
TexMiv ĉTH порогов ^ } (см. следствие 3 .1) -  и сходимость 
последовательных оценок к истинным значениям почти наверное и 
в среднем квадратическом. Как следует из предложения 4 .1 , пос­
ледовательные оценки Я  ^ ;и  Л 'с  ^  ;  некоррелированы.

4.3.^Несмещенное последовательное оценивание при 
линейных ограничениях на параметр

В п. 4 .1  при построении несмещенных последовательных планов 
оценивания вектора Л  предполагалось, что каждая координата 
имеет свое время оценивания. Ниже предлагаются несмещенные пос­
ледовательные оценки вектора Л  с общим моментом остановки.
Эти оценки могут быть полезны, например, в случае, когда неиз­
вестен точный вид дисперсионной матрицы шумов в условиях (2 .2 ) .  
Рассмотрена также задача оценивания параметров, когда неизвест­
ный параметр удовлетворяет линейноког ограничению типа равенства. 
Задачи оценивания с такими ограничениями изучались, например, в

J . •
ТЕО.РЕИД 4 .2 . Пусть матричные функции df ( i )  к S) в

(2 .1 ) ,  (2 .2 ) таковы, что найдется симметричная неотрицательно 
с .ределенная весовая матрицаУ ('О в ( 4 . 1 ) ,  для которой выполнены 
Свойстве *
1) (О ^ ( 0  ̂  С' )̂ •  о {^ )  £  измеримая ска­
лярная функция); ^
2) (i)^S (i)Si:iC€)S (£) (в смысле квадратичных
форм);
3) о вероятностью единица расходится ряд

i^O
Тогда последовательная оценка
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. . . .  А *  С Н ) } ;  "

А  а о  /Г g  т ( ^ )  щ

Ч (S,)  ̂ если s < T ( H ) f  

V (S)=:J-l V ( ^ ( H ) ) ,  если s -  e-CH);

(4.17)

v ( r

I"
T(H)-1

vfw-,?, Crt) ] /сСПЮ),
e ионентои остановки набли^ений

r ~ r ( H ) ^ £ n f  f / }  ‘ (4.10)/ «. fO  _

является неснещенной: /'[д [Л*СЮ ]°Л,  и её ус­
ловная ковариация удовлетворяет неравенству *

ш ( Л ( Н ) ,  А * ( Ю 1 Л ) ^  £ / / ^ . (4.19)

Докаватедьство теореш 4 .2  по существу повторяет доказатель­
ство теоремы 4 .1 . Справедливость свойства (4.19) еле,цует из ус­
ловий на весовую матрицу и определения момента остановки (4 .18):

ш ( л Ъ ) , л Ь ) 1 л у м ^ ^  [ a 7 h) ' a ](a V m) - a ] -

Т"
-  ^  £  V. C t j ( ^ ) <

<f-0 '

^  Т7Г
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Чтебы получить явные форыулы для поеледовательных оценок
(4 .1 7 ), необходимо найти весовуп ма^жцу оо свойотвакш I ) ,  2 ) . 
Полоит

C ( i ) •{'
если ' £  •W ,

о в противном елучае,
V* (V -  мах(^шалмов собственное вначение матрицы и. ( t )  "

(V) .^Заметим, что в случае, когда матрица//<9Л(V 
не выровдена, (Ц Ш / /  C t f 4 , " н условие H w d a u f
выполняется. '  '  '   ̂ i  t' J ••выполняется.

Ш Ш  4 .3 . Матричная функция

v w - c ( { j [ d ' a )  Г И / С О (4 .20)

удовлетворяет условиям I ) ,  2) теореыы 4 .2 .
Докаэательртво. Условие I )  проверяется непосредственной под­

становкой. Условие 2) с учетом (4 .20) аапишетоя еледупцим обра­
зом:

ИЛИ, что еквивалентно,

^ С £ ' С И )  Я > 0  (4 .21)

для всех векторов Представим матрицу// в ви-

где Q. -  ортогональная 
ные значения матрицы

^ная матрица, Л-1(й<{ jf , \) -  собствен-
(I . Тогда /

я \ £ ' с £ ) х ‘ ж "'(а  й А и ) Я  ^  

• ( U i H £ - c A ) a i - ^  (/-Р^ / р
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что я доказывает нфавенство (4 .2 1 ) , а виаоте о нш  н деииу
4.3 ,

Замечание 4 .1 . Как оледует из доказательотва леммы 4 .3  и фо^- 
ц}глы (4 .1 8 ), весовая матрица 4.20 в случае, когда матрица

не вырождена, является наилучшей в классе весовых мат­
риц, удовлетворяпцих условиям I ) ,  2 ) ,  в том смысле, что она ми­
нимизирует время оценивания параметра е требуемой точностью. 
Отметим, кстати, что выбор весовых коеффициентов о целью улуч­
шения свойств оценок рассматривался также в f/Y?].

Подстановка (4 .20 ) в (4 .17) и (4 .18) приводит к явным выра­
жениям для последовательного плана оценивания вектора неизвест­
ных параметров Л  :

Г(Н)
J аС с*)

^  й, ("А-

oC (s)~

(4.22)

(4.23)

если

Штрих у  знака суммы в (4 .22) означает, что суммирование произ­
водится только по тем s  , для которых не вырождена матрица Л 
Искомые последовательные оценки о общим моментом остановки по­
строены.

Замечание 4 .2 . Последовательные оценки (4 .22) ,  (4 .23) сложнее 
в вычислительном отношении последовательных оценок с индивидуаль­
ными моментами остановки. Более простые последовательные оценки 
можно получить из форцул ( ^ 2 2 ) ,  (4 .2 3 ) , подставив в них вместо)* 
любую верхнюю оценку для , Hanimiep, t t iL  . Если при атом 
момент остановки по-прежнецу останется конечным почти
наверное при любом И , то все свойства последовательной оценки 
созфанятся. Указанным способом можно построить последовательные 
оценки и в том случав, когда неизвестен точный вид диспёреион- 
иой матрицы ^ (tF). Пусть все елеыенты матрицы Ъ и )  ограничены:
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I W  I* ^  ^  • причем LCV-  иэвевтная ( ^  ~ измеримая)
<1огнхцхл. Тогда пооладовательныв оценки определятся по формулам 
(4 .2 2 ) , (4 .23) путем еаыеш в них на величину
являюцувоя верхней оценкой для tz (JО). *

Рассмотрим теперь следуицую еадачу. Пусть неиавеотный пара- 
•**Ч> t оцениваемый по наблюдениям процесса (2 .1 ) ,
удовлетворяет ограничению:

(4.24)

где Р
ТА К.'<1

и У* -  иввестнне постоянные матрицы размерности К*р 
соответственно. Предположим, что ранг матрицы Р 

равен к , причем к -^  р щ  п. . Задача состоит в построении 
формул для последовательных оценок и изучении влияния условия
(4 .24) на качество етих оценок.

Построение последовательных оценок. Согласно f I  ] общее ре­
шение уравнения (4 .24) представляется в виде

(4.25)

где Р -  псевдообратная матрица для Р  , которая в силу ус­
ловия Z(Lnn P°M, определяется формулой ^ 'Г

К -  произвольный вектор из ядра РСР) матрицы Р 
Так как размерность J/(P)  равна , в N ( Р)  можно
ввести ортокормированный базис -ГZ-  ̂ п II ц -  X. t  т- t f i  г о '  г
Обозначим J .  Тогда для каждого найдется единственный
вектор такой, что . С
учетом отого равенства и (4 .25) процесс (2 .1 ) можно записать в 
виде

(4.26)

Таким образом , исходная задача сводитоя к построении последова­
тельной оценки ^  "(^Н) парам етра^ по наблюдениям процесса
(4 .26) .  Формулы ддя,^'*(А^ получаются из (4 .22) ,  (4 .23) путем за ­
мены в них А„ и Ат соответственно на ТА р  Р  , Сцен-P.Q » сооти^тствеини нв 
ку параметра определим с помощью равенстве

л ( н ) -  + (4.26)
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#
Исоладуви евойотва втой оавюш, С огдает теорема 4 .2 , оцанха^^Х;; 
неомрценная я  « ^ .

С 0 Г (>  (H)^ytr (Н) \ ^ > ) ^ Е / Ц ,

Orecgita и на (4.2б‘) оледует, что
<?01г(ЯГН), Л ( Н ) | А ) -

. и » г ( У ( н ) , у с н )  \ j t ) i * n ' / n .

Поохольку матрица хдекпотентная (по поотроенша 2 )•  то
еЗ ооботвенные вначеши равны нулв иди единице и , одедователь- 
но, Е  • Ия етого керавенотва и ив (4.27) ножу-

I i  < Н ) - Л | «  f - « й 1

с  другой от(фоны, для послвчоватедыюй оценим л  вее учета 
априорной HH^pMaipai имеем

М д ^ # л \ Н ) - А

Таким образом, условие (4.24) дает вовмоиность построить оценки 
с меньшей верхней границей для среднеквадратичесхого ухдонекия.

Численный пример. Чтобы проиддюот1афОвать поведение постро­
енных оценок, моделировался четырехмерный процесс (2 .1 ) 1фм 
гауссовских шумах J  (i) и матрицах;

i ~ 0 ;  Ъ - 1 , Н Е ;

rf 4
1

< X ( l ) >  < X < V '  <XCO>Л * 4

< X  « ) Х  ( i )  » W  -r, W ’- (i)* в

< x  ( O x  ( O t  (if>- * ЭС.///Л Jr Л /> (f 0

0  o n
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Здесь < » означав* дробную часть числа л  . Вычисление после­
довательных оценок проводилось при истинных аначеииях парамет­
ров ■ -I#  5 , Л^«15 для двух случаев: при
отсутствии ограничений и при наличии одного огганиченияу^ЛЫ'А-в. 
Результаты вычислений сведены в табл.1 . ♦ * е

Таблица I
Последовательные оценки при отсутствии отфаничений 

и при наличии одного ограничения

W
— X—

Т А* < я ; К
Л

Л,
100
200
400
300

41 4 
71 I I  

I3 I 20 
268 35

-0,979
-0,972
-0,981
-0,973

-0,957
-1,004
-0,987
-0,981

5,065
5,013
4,999
5,034

0,061
5,050
5,024
5,029

-9,925
-9,959
-9,961
-9,981

-10,11
-10,04
-10,03
-10.02

15,01
15,03
14,99
15,00

15,01
15,00
14,99
14,97

В табл. I звездочкой помечены величины, относящиеся к случаю 
отсутстаия ограничений, а крышечкой — соответствующе величины 
при учете ограничения на параметры. Как видно из табл .1 , учет 
связи между параметрами позволяет значительно сократить 
длительность наблкдения процесса для получения оценок с той хе 
точностью.

В табД.2 для сравнения приведены оценки JHK Я . , вычис­
ленные по формуле (4 .1 ) при V * £  , Из табл. 1 ,2  ввдно, что 
точности последовательных оценок и оценок ШК примерно одинако­
вы. Однако отсутствие явных формул для дисперсий оценок 1§Ш и 
медленный характер их схедииости к истинным значениям могут за ­
труднить выбор момента срехрацекия ^наблюдений.

Таблица 2
Оценки по методу ншшеньеих квадратов

п А, К %
10
20
50

100
200
250

-0,151
-0,720
-0,897
-g,937

4,803
4,815
4,956
4,967
4;§92

-8,306
-9,265
-9,775
-9,871
-9,942
-9.957

16.04
15.05 
14,98
14.97
14.97 

_14*98
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4 .4 . Об onnoiajibHoeni иосивценных поолвдоватмьных оценок

В закяочвнме данного параграфа раоеыотрш вопрос об оппш а- 
льноеш поотроенных вш е нвсыещенных последовательных оценок. 
Покажем, что эти оценки являются оптимальными в ореднеквадра* 
тическом смысле а некотором классе несмещенных планов оценива> 
имя параметра. Начнем со случая скалярного параметра Л  . Ес­
ли, кроме того , матричные ^посции и д е т е р м и н и р о в а н ­
ные, то , как хорошо иавеотно, несмещенными и оптимальными в 
среднеквадратичееком смысле в классе линейных оценок являются 
оценки ШК, которые сохраняют вти свойства и тогда, когда вме­
сто условий (2 .2 ) выполнено более слабое требование некоррели­
рованности шумов , Поскольку при детерминированной рег­
рессии для последовательных оценок также достаточно 1ребование 
некоррелированности шумов, то интересно сравнить их с оценками 
МНК. Оценка МНК, вычисленная по формуле (3 .1 ) в момент t^C  W), 
имеет следующую дисперсию:

М ( v - x ) ‘. / / i  и ,а > .

Отсщда и из (3 .2 )  следует, что

Так как ссгласно теореме 3 .1  для последовательной оценки (3 .6)  
среднеквадратическое уклонение также не превш ает l  / Ц ,  то 
приходим к следующецу выводу; для достижения одной и той же 
точности оценивания i / И  оценка WK и последовательная оцен­
ка требуют одинакового числа наблвдтшй f* .  В общем случае, 
когда фунхфш ■ (2 .1 ) ,  (2 .2 ) случайны, ситуация вна-

0Д(ЖН66е ОцбНХД №Ку фориулоИ

где

iv  * "
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оказывавтоя оивщвюой. (Причина этого , по-вндимоцу, в том, что 
васовыэ функции бУ окаэываптоя неиамэримош отнооитальио 

iT -  алгебры ^  . )  Однако можно предложить оявдугщй способ 
построения неомеценных оценок УНК. Возьмем положительное число 

Н и определим последовательность оценок - [ Х с и )  t ff*•11}
равенством

^  ( Ю - х S a ) [ x ( i * o - P , C i ) l (4 .28)

где

^  iJ ( i ) ^  Ci), если N;
Н <

(U)

« если 6 ” M,

удовлетворяет уравнению

Z  ( t )  й  i i ) 4 (4 .29)

Оценка (4 .2 9 ^  отличается от оценки ШК тем, что в ней вместо 
сушы ± / J  a ) J 6 \ i ) d ^ C V  стоит постоянная У  , а  пос­
леднее слагаемое взято с в е с о м О б о з н а ч и м  через---------—  через мно­
жество всех моментов оотсшовки т (относительно системы <Т' -
алгебр { )•  для которых выполнено неравенство

у  (4 30)

л
Кавдоцу I* из ^  отвечает свой план оценивания Ч)) пара­
метра Л ; А f i H )  определяется по формуле (4 .28) подстановкой 
на место ^  . Как будет показано ниже, условие (4 .30) обеспечи­
вает конечность дисперсии оценки . При этом справедливо
следующее утверждение.

ЛЕММА 4 . 4 . Для любого Г б п л п н  ( f ,  являет-
ется несмещенным; М X (И) -  Л • причем

' а  г

f
м  (А с ю - л . )  ^

(4.31)

*
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Докааательство. Податавмя (2 .Z ) в . (4 .2 8 ), получим 

Вввдем вопомогательцую поеладоватальнооть

оходяцувоя к /1^ почти наверное 1фм М , Иопольвуя свой­
ства условных математических оииданий, приходах к равенотваи;

(4.32)

Переходя к пределу в (4 .32) и учитывая условие (4 .3 0 ), получим

■ р Л д [ 2

Из (4 .33) ,  (4 .34) следует, что последовательность | N ^ i \  
является фундаментальной в > В силу полноты ата пос-

(4.34)
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;яедов«гвльйос*ь сходмтся в среднем квадратическом,' а вначит7и ” 
1ПО вероятности к нвкотороцу алементу F  ив А  . Так как одно- 
|времеш10 ^  "оч»" наверное и, следовательно,
' Ha F" Отсюдя и из (4 .34) получаем (4 .3 1 ). Ут-
|Вервдвние о нее^щенности оценки Я ^('Н ) вытегает из равенств;
;  Ма Гм’'0,М^1^-'Л-*Ма  d f - , 
Возможность поменять местами интегрироватае и переход к У ^делу 
в последнем равенстве обеспечивается равномерной интегрируемо­
стью последовательности { / :  I , следующей ие (4 .3 4 ). Лемма 
4 .4  доказана.

Основной результат об оптимальности для скалярного я  офор- 
мулируем в виде теоремы.

ITOPEMA 4 .3 . Пусть для процесса (2 .1 ) выполнены условия (2.2) 
и с вероятностью еданица расходится ряд

2 1  ^  ( i ) ^  ( i )  -+«>.

^  ъ классе'несмещенных планов
существует единственный оптимальный в средне- 

йвадратическом смысле план ( t *  ,  )  такой, что для всех

ФТогда для каждого

ft

Этот план соответствует правилу остановки ,определя-
емому соотношением

т Х ^ )  0 ; £  /f a ) J b C i ) t  }
i,0 t 1 J-

Доказательу7вр. Момент остановки €•* входит в Р  так как
И

и, следовательно, для него выполнено свойство (4 .30) .  Поскольку 
то
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Т -  произвольный момент **8 ^  • Легко проверить, 
оС* > / , если

Пусть
что oLg<0,9om X >z*'t  н 
цу на множестве С f  *J 
тельна. Оптймальнооть момента 
шеняй:

величина С Н)

П08Т0>
отрица-

^  следует на (4 .31 ) и ооотно-

( Н ) -

МдАр^гСН) (li).
(4 .36)

Оптимальный момент 'с'' является единственным, поскольку равенст­
во в (4 .35) достигается только в случае, когда о вероятностьв 
единица f  и ^ 'ео вп ед аю т . Теорема 4 .3  доказана.

Как видно из доказательства теоремы 4 . 3, для момента Хс. ^  
имеет место строгое неравенство

если он не совпадает о X  почти наверное.
Рассмотрим теперь случай векторного параметра Л .
Определение 4 .2 . Будем называть планом о^нивания вектора 

параметров X *  Х ^ у  пару (^N, Х ( Ю )
которой N " ( N . ....... V ) t/V, -  количество наблвдений, ис- ,
пользуемых при оценивании параметра Я^. ,
X .  С^  ') ~ оценка X . • вычисляемая в иомент У. по формуле 

i t '  I • *
J

где )  удовлетворяет уравненшо
Y f
2 .  (V.)c .
t ' l
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И -  подоштелыюе число.
Пусть г*- -  двто1атнированнов

или случайное правило остановки наблхщений ( ^  -  м»ргп»«^чя
момент относ»;тельно системы }  ) .  Обозначим через
множество всех правил г  , для которых выполняется нера­
венство

2  м, I
i ’ i

т а х 0 - < / ^ , ) 1 ,  С ^ , ) )
■ «С Оо

Это условие обеспечивает конечность дисперсий всех оценок X..(Г.;. 
При этом сгфаведливс следуицее утверждение. * ‘

ЛЕ1Ш 4 . 5 . Для любого f e .  план оценивания является
несмещенным; ^  , причем

ч* А ч ., ( f ;K f-c ,a : ) ) c , ( r ^ )

Доказательство леммы 4 ,5  аналогично доказательству леммы 4 .4  и 
опускается. Сформулируем основной результат данного раздела.

ТЕОРЕМА 4.4 .  Пусть для процесса (2 .1 ) выполнены условия
(2.2) и при любой истинном значении ЯС^С с вероятностью 
единица расходятся ряды :

i>0
Тогда для каждого в классе несмещенных планов

' С € ^ }  сучествует едтственный оптимальный план
справедливо равенствотакой, что для всех

а/ . | я ю - а | - м . 1 | 5 . ( ' Г * ; - я | | ‘
теРн

Этот план соответствует правилу остановки t r -  ^
определяемому формулойГ* Cf С^) > W J- . .
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Доказательство. Используя те же рассуждения, что и теоре­
ме 4 .3 , можно показать, что для каждого i  планС<г;(Л!)Д^ф) 
для оценивания является единственным оптимальным в средне- 
квадратическом смысле. Отсюда следует утверждение теоремы 4 .4 .

В данном разделе был изучен вопрос об оптимальности несмещен­
ных последовательных планов оценивания. Другой вопрос, который, 
естественно, возникает в связи с построенными оценками, касается 
длительности последовательного оценивания. Выше было показано, 
что при выполнении определенных условий объем выборки при по­
следовательном оценивании конечен с вероятностью единица. Одна­
ко для практических целей важно знать также среднюю длительность 
наблюдений. Исследуем этот вопрос для определенного класса ре­
куррентных процессов, который включает, в частности, рассмот­
ренные примеры.

5 5. О СРЕДНЕЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ 1ЖСШрШЬа ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ 
ПРОЦЕДУР ОЦЕНИВАНИЯ

Рассмотрим Л -мерный случайный процесс jc (О  , описывае- 
unfl рекуррентными уравнениями!

где ^  а )  ~ - -  последовательность не­
зависимых одинаково распределенных случайных векторов
и СОгС^а)  -  матричная функция размера

П *р ( р *  Л) » элементы которой в момент i  мо­
гут зависеть от ociO), x W  - В  Данном случае п о с ^ -  
довательные планы оценивания параметров определяются фор­
мулами: ^

т СИ)-inf { с. •«>> //};

л '  (Н ) . ^  '№  Ч  J ' , . ,  .

Г

i/<[ll  М а  О- ^

Q ^АИ tOnK

где

C.(S,x)- -
I

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  б б -

1 если S* г- j
X '

боли 0 “^ ;

Ь ,  л а у  ] ^ d  CS. » ; .
Учитывая структуру уравнений (5 .1 ) ,  еетевтвенно о и д а ть , что 
существуют функции / f a  ос) . определяющие Ц  зс) ,  н раопре- 
деле1ш  щумов cCi)  , при кок^рых среднее время наблюдения 

равномерно ограничено оввр^дг по Л . Класс таких 
функций укаван ниже.

Сфорцулируем основные рееультаты в виде двух теорем, в кото- 
I»DC устанавливаются верхняя и няхняя границы для Ц Т  (И), 

таРЕМА 5_Л. Пусть плотность распределения (от-
н о с и ^ ^  меры Лебега) обладает свойствами сферической симмет­
рии (В и монотонкост
0 * 1  <13^1 > / ( ' / ) )  . Если функция /С * .*!)
такова, что при некотором положительном числе А  выполняется 
неравенство

(5 .2 )

то среднее время наблодений S  (*0 равномерно по я. ограничено 
сверху:

' М,Т,О0«МП«/д); h n ) 'l t f{ i> l-Z U O )i\u } .

Доказательство теоремы 6.1  основано на следующей лемме.
В условиях теореш  для всех к - / ,  .... t  спра­

ведливо неравенство

{I U w i ‘< u }
^  w  e-t-кч (б.з)

Доказательство леммы 5.1 1фоводится по индуидаи. Пусть к  •  I ,  
Оооаначнм { г  £  I  „ ^  1зс
•(спользуя свойства плотное™ , имеем # - / * # * > '  '
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-  Pj, {  Z I  *  1*1  Й c t  -I, Х ) Л  * f  «)(*<

- Pj {I // (t -i a)i -= i I x̂ , f -

■/ f(u )cL u ^  f  f  (u)du -
(8 .4)

r  (30 
A

£  fAI 
I

Barib

■'i [.5  • H I x„,<?/■'},

где  ̂{u€̂  ; I (J Cb'i,Jc)x + a И  ̂} .
ыатеиатическое ожидание о» обеих частей неравенства ( 8 . 4 ) ,  полу­
чаем неравенство (б .З ) при ДС .  I .  Предположим, что (5 .3 )  вы­
полняется при некотором 1с . Покажш справедливость неравенст­
ва (5 .3 ) и при К + 1,  Повторяя предцДуще рассуждения, по­
лучим

< и 1х i  f • jL 

Л  г "  ] } *
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f  r 4-Ц./ •
*  [  t .  t

♦ H  I f  CO I M IX  с^ л  ^  f  ^ ] I
C-«-k  ̂ J J

{ " z  | x c c ) | 4 x  U c o i ' ^ w } ,
^ t.tMC. '

что И завершает докааательотво леммы 3 .1 . Из условия (5 .2 ) и 
леммы при к  ш ^ следует

{ ц  О с я х ; <  w } < A  { z  | x c s ; | %

< ^ { i  c i - f , - 3 , . . . ) .

Суммируя no t  и учитывая , находим

i-O
t

+ Z  A  {  S  A  i r )

Теорема 5.1 доказана.
Замечание 5 .1 . Если неравенство (5 .2) справедливо только для 

некоторых значений f , то средние длительности наблюдений рав- 
нсмерно ограничены только при оценивании соответствующих пара­
метров Л.^ ,

Замечание 5 .2 . Как видно из доказательства, утверждение тео­
ремы 5.1 остается в силе для любого распределения вектора 
такого, что вероятность попадания в шар произвольного радиуса 
максимальна при совпадении центра шара с началом координат.
В частности, распределение >S(t) может быть дискретншд.

Найденная верхняя граница для среднего времени наблюдения 
лаляется неулучгаемой в указанном классе фу'нкний > пос-
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кодысу она доотигаатоя, на1фиыар, дяя процеооа авторегрвооии 
первого порядка при нулевом значении параметра Л  • 

Учитывая, что граница

(5.6)

явно не вычисляется во шогих простых случаях, подучим для неб 
приближения. Если восподьвоватьоя тождеством Вальда

W  ** ЬМГ ( Af О^ }

и пренебречь аффектом перескока порога величиной̂  ̂I
' то придем к приближению

Эта оценка является, очевидно, заниженной. Получим теперь верх­
ние границы для А17 (  *Ч?** конкретных распределениях про­
цесса £ (i) .

Пра^пжвнма 5 .1 . Еоли шуш <£0) -  гауосовские, то справедливы
неравенства;

и
j - * 2  ^ е с л и  п.Ч { 

9 С Л И
(Б.6)

где л ]  ; [ а ]  обозначает целую часть числа
и. . Если компоненты ъвкк!^в^€(<) имеют равномерное распределе­

ние и независимы в совокупности, то

»?(/)<■!
— + 5 ^  е с л и  л - Ч

И- г  +.А ОСЛИ п > 1 ,
I f i  t

(6.7)
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Дш доказательства (5 .6 ) положим 

* *

Учитывая, что все компоненты вектора £‘(^)  незавиоши и одинако­
во распределены, имеем

X »  - Z p {  и . ,  ^  '  " /у 4 |̂

(6.8)

По индугадо! п{Я1 л  .  2*̂  получаем

jt-/

Таким образом.

Mr i f )

1 * S ( 1)^ е с л и  n- f;
t

l - t C D / i ' " ,  е с л и  5 -  ̂ 4 ^ 1 .
(6 .9 )

свободы. Поетоцу

<r ,
В гауоеовсксш случае при л  -  2 величина У  Ц £  («) |  
имеет X* -  рас1федвлвняе с 2  ̂ отепвня1̂ свободы. Hics)(V I-}-

t- i ' “c-i r  ^
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7  ® ^  (.t-1)! в
<--f

Сумцу $ ( 1)  легко оценить ч^реэ S C i) -

. О) /> ( М  h p ( £  ̂ . u < / h

Отесща и ие (5 .9 ) вытекает (5 .6 ) .
Если 6^(t) имеет равноыерное распределение (на интервале [ 3̂

t учитывая неравенства t

. и М / А / Ц \ \

И используя тождество Вальда» получим

■н - .rix*—  •«■З» М S  ̂ 'cs)-Hr (т)~/*5(7). 
J b  S 4  ”

(6.10)

Из (5 .8 )  -  (5 .10) следует (5 .7 ) .  Преддоиение 5 .1  доказано.
Перейдем к выводу нижней границы для среднего времени нволк1 

дения. Предположим, что столбцы матрицы ^  пошфно ортогональ­
ны и имеют одинаковую норцу:

а Ь,Х) // (5. г; - л с (3.л; <Г (.
J

( 6 . I I )
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В STOW случае вое етати отки  (а, а у  равны е  ( | ,  Х)  п 
вое моменты оотановш оовпедают: f r ( U ) - . . .  (Ц)‘> Г (и ^ ,
Положим для простоты гс, •* 0.  ̂ ^

Т80РВИА 6 .2 . Пусть фунпрга i i S , x )  такова, что при некото- 
(  fl.< ^  ■< вшолняется неравенство

С ( S ^ X )  ( S ) i

Тогда для всех Л- -  (  )

^ ( f X . " '
где а ,  - д « л  йЛ

Докааательство. Из (5 .1 ) ,  (5 .1 2 ) и определения ^ ( И )  имеем

и * 1 1 с а х ) , / £  lies)»*-
а»о ' e-f

Г ^ J.

v ) X  ^ « 5 ] .

Учитывая, что
тЧ “Ч

М. I Z  kd\i-1,x)sc )̂}̂ 0̂
^  '“JH  ■’

(его равенство доказывается так же, как и несмещенность после­
довательных оценок в $ 4) и условие ( 5 . I I ) ,  получаем 

р 74  г

к /  М . И  С С«,л;)+М л
/ y-f ' '•« * ’ *

• 14
Из тождества Вальда и нераренства ^ е ( 1 , х ) < 1 /  вытекает.
что
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От(»а|да следует утввршдение теорош  5 .2 . 

П р и м е р ы
I .  Рассмотрим одномерный процесс авторегрессии:

а )  ^<5
(5.13)

при гауосовсюис и равномерных шумах 6  « К  В первом случае сред­
нее время последовательного оценивания параметра л  удовлет­
воряет неравенствам:

ц а - я * ) .

во втором -

Н(1 -л‘)* •«м̂ г-си)*Н-'5
Эти неравенства легко подучить ив теорем 5 .1 , 5 .2 , если учесть, 
что для рассматриваемого процесса с и
Что<$ы выяснит^, как ведет себя функция Мд^'Г в зависимости от 
параметра jL , проводилось моделирование на процесса (5.13) 
при различных значениях Д и вычислялось по 50 реализациям про­
цесса J c ( t)  выборочное среднее время последовательного оце­
нивания Т  при Н ш 1 0 ^  На рио.1 кривая I  указывает поведе­
ние выборочного среднего *Г при гауссовских шумах; кривая 2 -  
при равномерных шумах; кривая 3 и линия 4 дают нижнюю и верхнюю 
границы для М'^7'. Как видно из рис.I,выборочные средние т  
в обоих случаях практически совпадают с теоретической нижней 
границей для в области устойчивости процесса (такое
совпадение не является случайным я находит свое o6vicHeHMo в 
5 6 ) . Полученная зависимость г  от я  использовалась для срав­
нения последовательных оценок с оценками IfIK. При этом объем 
выборки оценки МНК полагался равным среднему числу наблюдений 
при последовательном оценивании. На рис.2 кривые 1 ,2  представ­
ляют зависимости выборочных среднеквадратических уклонений 2 
последовательных оценок и оценок 5в1К, Сравнение кривых показы­
вает, что последовательные оценки являются более устойчивыми, 
чем оценки ЯНК, в том смысле, что для них ореднеквадратическов 
уклонение практически не превышает заданный уровень 1///»Ю,01. 
Это объясняется, по-видимому, тем, что у оцен1«1 МЖ
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/4иг. /  St//a/n>woe *e«v«
f  лтЛ со А ^с»т ii>ir л^/т:/>г/,а Л

к
1\
I \
I \
I \
I Л.

4 / /

4 /^

U -" -

- Л Г ‘ ^  -/  Ы7~43 i  4 i  47 / 4 24 Л
A fc  2. A/4tfi0¥*of

л о с ^ М а а гм м о 4  и  2 fM
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^ t  <
i  ( t) - Z  a  (O  ж  Ci* i ) / ^  x ‘(9)

знаменатель в момент прекр«цен|1я  наблвденяй являетоя случайной 
величиной, которая мокет колебаться в широких пределах, в то 
время как последовательная оценка строится таким обрааом, что­
бы знаменатель в момент прекращения наблщдений а точности рав­
нялся заданному порогу J/ .

2 . В качестве второго [фимера рассмотрим ороцеоо, опреде­
ляемый уравнениями (4 .1 6 ). Так как в данном одучае е х ) -  

 ̂ , то - c - y f l - / .  " ' ''
Используя (5 .6 ) ,  (5 .7 ) и (5 .1 2 ) ,  получаем

при гауссовском распределении и

при равномерном раопределе1ши €(<).

5‘ б . АСЙШТОтаЧЕХЖИВ СВОЙСТВА ПОСЛВДОВАЖШЮЙ оциши 
ПАРАМЕТРА АВТОРЕГгаССИИ

В данном оАраграфе устанавливаются асимптотические свойства 
последовательных оценок параы е^а процесса авторегрессии. Полу­
ченные результаты оказываются полеояыыи в вцдачах классификации 
и обнаружения разладок случайных процессов рекуррентного типа, 
которые будут рассмо^ены а дальнейшем. Изучим сначала асимпто­
тические свойства последовательного плана оценивания параметра 
авторегрессии первого порядка. Некоторые асимптотические свойст­
ва етого плана ухе отмечались в примере 3 .1 , Другие свойства со-
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двряят
ТЕОРЕМА б Л . Дхя уотойчмвого процесса (3 .15) последователь­

ный план (ГСм), Х*(Н)) , определяеыый формулами (3 .1 6 ), об­
ладает олед2 зциыи асимптотическими свойствами:

^ -  С / < ^ р ^ ~ л . н ) . [6.i)
2 ° . случайная величина асимптотически нормальна
е параметрами (0 ,1 ) ,  т .е .

Д (6.2)

( н ) - к ) /  е '  " ^ d t .
//-*•»

Докажем первое утверждение теоремы 6 .1 . По определению т(Н) 
имеем

i 'M . ____________
Н (б .З )

О
Иа предложения 7 .1 ,  доказанного в следующем параграфе, следует, 
что

(6 .4 )eim

Отсюда и иа (б .З )  получаем свойство I  . Далее, раосмотрим веди 
чину

{ Г ( л Ъ У 1 ) - ^ Т .
fn  n,ff

где ( f  — Л ^ )  j f ^ J  обозначает целую часть числа а  ;

Z ( u ) ' ^

Т*—/ (б 6)

*Ч/^-н1м

CfHJ
“Ц  ос

(С  а - * /
к- г«1
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Т1врво« олагаеиое в правой чаоти (6 .5 ) асимптотически нормально 
с параметрами (0 ,1 ) .  Это следует из равенства

к«1

/ ^ Г Л н Г  
s  ̂ 1  н 'Vc?hT Ь

(6 .7 )

И известной теоремы об асимптотической нормальности оценки ЖК 
U J .  согласно которой второй сомножитель в (6 .7 ) имеет асимпто­
тически нормальное распределение с параметрами ) .  Что­
бы получить утверждение 2®, требуется показать, что ooraTOKilCf/), 
определяемый формулой (6 .6 ) ,  сходотся к нулю по вероятности при 
/ /  —► оо . Легко проверить, что

М ^ / l ’ O O ’' M ,  Y  (И); f O O - i  I '  ;  (е .е>

Здесь штрих у знака суммы означает, что слагаемое берется 
с весовым множителем

Г-С(Н), если Г ( Н ) > [ Л / / ] ;

Докажем, что
а) -&Й1 ' f  ( И )  ’̂ 0  * система случайных величин

И ^ О }  равномерно интегрируема. Это позволит перейти в (6 .6 ) 
к пределу при / /  -► и получить требуемый peeyxbTaTj^-/7w/(^/jV
Воспользуемся^ оценкой 6»Л)

1 1 V ’

e , ' i
и

1
<Srt

Н ^
в ;- /

к-1

I
X  -  а (6 .9 )

k - f
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Пвреходя к {федеду по вероятности в (6 .9) и используя и (6.4)« 
подучим а ) .  Проверим необходимые и достаточные условия равно­
мерной интегрируемости. Имеем

У  ( Н) - 'f (Н) X  f Н) ̂  [/■• Н) )  ̂ ^ Cf (*0 > t W1)

« S S  ̂ 1И1 5  ■
(6 . 10)

Отсвда следует,что
1Н1

Так как

то

« • Т  а ) *

при а  I что доказывает равномерную абсолютную
непрерывность. Равномерная ограниченность выполняется в силу не 
равенства ^

« ^ v - w . 7 ^ ' 6 ' ;

которое следует ив (6 .1 0 ). Теорема 6.1 доказана, f tn c o ro j^  обо(Г 
ценмем теоремы 6.1 является следупцая

'ГСОРЕИА 6 .2 . Пусть { * ^ } -  устойчивый процесс авторегрессии 
^ -го  порядка и последовательность {ft^, определяется ра

ненством

f i ,  t  . I /). I ОО
t  J ^ t~i*1 i ' f  ( r
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Тогда случайная величина 

Т-1

где ^

г г е - ( н ) - г а ^  { N i f l . - Z

а "
У ’ —

<5-* б--

является асимптотически нор1альной с параыетраш (0 ,1 ) .
Доказательство теоремы 6 .2  подобно доказательству теоремы (6 .IX

5 7 . ДВУХЭТАПНЫЙ ПОСЛЕЩЮАтеЛЬНЫЙ МЕТОД ОЦЕНИВАНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРШ СТОХАСОТЖСШ СИСТЕМ

В данном параграфе будет заверюено решение задачи, поставлен­
ной в 5 2 , До сих пор предполагалось, что размерность вектора 
Неизвестных параметров не превышает размерности наблвдаемого 
Процесса. Это условие, однако, является ограничительным и не ьы- 
полняется для многих практически интересных процессов, например, 
^  скалярного процесса автороррсссии, имевдего порядок больше

Ецы. Кроме того, в 5 4 при построении последовательных пла- 
ля векторного параметра требовалась специальная весовая 
ца, которая, хотя я обеспечивает несмещенность последовате­

льных оценок, но существует не всегда. Ниже предлагается посло- 
звательный метод оценивания параметров отохастичеоких систем 
гапа (2 .1 ) ,  1фигодный при любом конечном числе параметров. Ме- 
род не гарантирует несмещенность оценок, но по-прекнецу позволяет 
Знтролировать оредкеквадратичеокие укломеиМ! оценок и обоонован- 
3  выбирать момент гфекрацения наблюдений в вавиоимооти от тре- 
lyoiofl точности оценивания.

I 7 .1 , Построение последовательных оценок

Последовательные планы оценивания параметров 
5удем отроить в два втапа, ввяв аа  однову оценки 1IW (4 .1 ) при
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V а )

i  (M)-[G(N)] 9(N); Qa)-h,/N)H^Z ( 1 ш Ы а ) ,
^ 4  t-»   ̂ ^

Подетавнв x ( i - ^ f )  И8 (2 .1 ) в (7 .1 ) ,  получим еиотему уравне­
ний

ф  (К) - о  (К)А САГ), i  (М) - (N 1.., (И)У.

( V ) ' <  / / / с о о »  V o а ^ о  ,

(7 .2 )

описывапцкх стохаотическув связь  между статистиками*?^СО и G(H), 
через которые выражаится оценки ШК. На первом етапе модифициру­

ем оистецу статистик с поыощьв случайной замены времени. Пусть 
{^п  > неограниченно возраставцая последовательность по­

ложительных чисел. Ощ>вделим р  последовательностей моментов ос­
тановки Сд) . . i~i^ » Ф о р ^ «

Z A n ) - i n f { H ^ ( h Y L  f , C t ) ^ C ^ } ,  п>1}
t-tf

(полагаем Г. ( « ) -  + *>«=» , если множество в фигурных скобках пус­
т о ) . Чтобы обеспечить конечность етих моментов, будем предпола­
гать , что е вероятностьв единица расходятся ряды

(7 .4 )

t 'O
Перейдем к мод|г^’таированным статистикам. Положим
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G {/^1, 0 0 , C' o}’;

Ф. ( л ) - Е  <ft^ ( 0 J 6  а к х с ^ ю <  ( 0 ) > )« f a *

J '  ( « ;  - I f '  <  <  V y  Л  \ o  ( c *  ■!) J  ,
i  t,g. '

(7 .6 )

ГД* штрих у внака еуиш оь.лчавт, что посладава слагаамоа* барат­
ея с весом с ю )  , опрадаляамым иа уравнания

Е fi СО -ос. с«; <•*;) с'ч) '<> (7 .6)

<■”0

Эти статистики получаются ив соотватствуюцих статистик (7 .1 ) пу­
тем замены Н на Г- Сп) и введения весового множителя

( Т  (Ю) . У  последнего слагаемого. Ста­
тистики (7.й^), как нетрудно проварить, связаны системой уравне­
ний типа (7 .2 ) ;

(7 .7 )

Однако эта связь становится более контролируемой в том смысле, 
что дисперсии шумов ^  ' (п)  (» отличие от ^  О»; ) легко оценить
сверху. Первый этап построения последовательных оцено^к эавер-

t  'с ю  -  - f i ^ ^ЛЕММА 7 .1 , Для процесса i   ̂ /»
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им«о т р а в м е т а а ;

‘ - й р .

Утвврщденмв ламш 7 .1  оладуат м  цепочки неравенств:

<А /д  Z  b i l  (УЛ)Г̂
*•0

(7 .0)

t-e
fV

- / V  а - с
X t-# f /  <i л >

в которой учтено условие на шуш (2 .2 ) и равенство (7 .6 ) .
Необходиность второго етапа возникает только црн случайной 

ма»рицв G (п) , поскольку в противном случае репение постав­
ленной задачи дает оценка МНК, опраделяамая иа уравнения (7.79

Л  ( f t ) - ^ [ G  (п.) I ф  'с»»̂ .

Пусть, не1фнмер, иат^ища (J ^ (t) Si*(i) (f Ci) 
диагональной. Тогда *

Отсвда и из леюш 7 .1  следуат, что

iV U '( f t ) 'X ] [ jL V x ) - A l  .

/
матрица сдучайна, оценш ХС») трудны для анализа. 

Однако на основа пооледоватальности етнх оценок можно построить 
последовательные планы оценивания о нужными свойствами. Под­
ставляя (2 .1 ) в (7 .9 ) и переходя и покоординатной форме ааписи.

(7 .9 )

является
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подучки

(7 .10)

* . I /
7  ■ ^  * алгвбра1П1вв1сов допошанмь

елемента ("«) в матрице • Д « в *  а«>дадимся после­
довательностью положительных чисел |ЭС \  в преобраауем
(7.10) к виду  ̂ '

2^ ( л ) - Я ^ / . С « )  СЛ), л ь /^

Здесь

2 .C « J -
(

Л ,  (п )Д ,

t ^

fi U)̂ nax I 0 (ti) / , i[ (H)̂  ̂ H  (Ч-
* UK^n. * t k.f ^

c / t )  ( ■ « > ) / гл; .

(7 .12)

Иа (7 .6 ) и елементарного неравенства »

. . . +  «/>)*< 

следует, что

(7.13)
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Выборои поолвдоватвшюотсЯ { ^ я  }  ” оогм о-
но (7 .1 3 ) ыошо влмть на ovatHOfiraeoiaie евойотва нуиа 1^(*)  
в (7 . I I ) .  Вудаи одаинвать наиаваопша шфамаары по набя»- 
даншш jfflfijn 4i (п) . Опредашм новомиа пооаадоваталькыа пла- 
ш  по фо1м^ааи;

я

Н> О’
с * /  ^ '

‘' V  Ь
(7 .14)

в, -»
f /  - Ц  4 ‘  ( к )

у 0 . -------------- ---------------------
4 л  4.)t <

Замечаниа 7 .1 . Оценки Л ^ )̂ имеет наглядный смысл. С уча 
том обоеначенмй (7 .12 ) представим Я.(Н)  в виде

* «V / *
Л,-( M ) » S  (л)  ( л ) ;

««/

W - j f
(■ ( Ч есл и  п .’̂ б '.i  }
а  ^ * ^ 6 ’) , е с л и  л - o'. . 

i  *
Поскольку и , то последовательные
ицанки X*(nf  прадетавдявт собой вевеианные суммы оценок по 
методу наименьаих квадратов (н) .  вычисленных в случайные 
моменты времени Г - я й Х  Г(п ) .  

я *
7 .2 .  Свойства поеладоватальных отвенок

Основные свойства п остроеи та последовательных планов сфорц 
лируем в виде таореш .

TCnpp̂ Uî  7 .1 . п ^ т ь  функции tld) »Х>(4) удовлетворяют почти 
наверное условиям:

Z  < 4 V o i - U .
A ̂  л ^

(7 .1
t * a

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



- 7 5 -

й для последовательноотей положительных чисел { } и ,
таххх, что Л  с  / ~

п.\1 Л / л
ница расходятся

, с веролтнооты) еди-

2 - (7 .16)

Тогда для любого И^О  последовательные планы (7 .14) обла­
дают свойством равномерной огршшченности среднеквадратического 
уклонения

] « / > / « ,  /> у %  ^

и все моменты б*^-С^конечны с вероятностью единица. 
Доказательство. Из ( 7 . I I )  и (7 .14) следует, что

(7.17)

Используя неравенство Коош-Вуняковского и учитывая, что

.4  - i. i
2
Д-/

о помощью (7 .1 3 ), (7.17) получаем

]4 Мл[S t ' <"'1 -
Утверждение конечности почти наверное момента остановки 
следует из (7 .1 5 ) , (7 .1 6 ). Теорема 7.1 доказана.

7 .3 . Последовательное оценивание параметров 
процесса авторегрессии

Рассмотрим задачу оценивания вектора параметров скалярного 
процесса авторегрессии ^  -го порядка;
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i*1 t * I  t-1

где X ^ -0

(7 .IS )

np* «■'0 и -  пооявдователь-
новть нваавиенмых одинахово распределеншх случайных величии о 

п M e * - 6 '* ^  О . Пусть процесс (7.18) устойчив, 
т .е .  все корни характеристического уравнения лежат в единичном 
круге. Покажем, что в данном случае выполнены условия теоремы 
(7 .1 ) , обеопечиваюцие возможность оцениват^^ пЕфаметров л,- о 
требуемой точностью за конечное время с помощью последовательных 
планов (7 .1 4 ). При етом будем предполагать, что * ( j f  }
-  произвольные последовательности положительных чисел, такие
что

2
ль/

^ 0.
It ^

(7 .19)

(Эти нершенства выполняются, например, если ■
?  <7 ^  * ) Проверка условий теореш 7.1 основана на

вепом5гате/Ьнои утверццении, для формулировки которого уравнения 
процесса авторе/фвссии удобно представить в виде векторного сто­
хастического разностного уравнения первого поредка. Полагая

/ * * • ■ • •
1 о . . .  о \

О 1 о  . .  о  

\ о . . Of о

получим

л - а
D O . . .

\ о .  . .

(7.19')
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Предложени» 7 ,1 . Д м  устойчивого процвеов шторегрооокм о 
вероятностью единица имеет место сходимость

■tim.
g  x ( i )  а )

N ~ -Л (7 .21)

-  положительнопричем, л ' 5
01феделенная матрица.

Заметим, что сходимость (7 ,2 1 ) по вероятности была доказана 
Т.Лндерсоном [ 4  ] . ДокамтельбтВо предложения 7 .1  оуцествеино 
опирается на результаты работы [4  ] .

ДВММА 7 .2 . Д м  любого ) , больного по абсолютной величине 
махс1шального по абболютной величине характеристического корня 
матрицы Д найдется такая поотояюшя С . что вое влементы 
матрицы Д будут меньше 0*0* f t - f f , / ,  . . .

Доказательство етого утверцдшия приведено в [ 4 ]  . Далее 
определим векторный стационарный случайный ^poi^oc /у ,  (ц)

формуле '

y w - z  л J («-«>, (7 .22)

где Сн-), —a<»<rt.-s<»o}- _ последовательность неаависи-
ш х  одинаково распределенных случайных векторов с 
“ M i («.) i  ( л )  -  .  Сходимость ряда (7 .22) понимается
в среднем квадратическом. Эта сходимость имеет место в силу лем­
мы 7 .2  благодаря тоцу, что д м  матрицы Л • отвечающей устойчи­
вому п]^цвсоу (7 .2 0 ) , число ^ может быть взято меньше единицы.

Д™* устойчивого процесса (7 .22 ) почти наверное 
выполняется предельное соотношение

7^ Z  Ч W  у ' ' ( П )  -Ч г  (7 .23)
/(•/
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Декаэательство aewai Учитывая, что процеоо (7.22) удов­
летворяет уравнеимо

— XfO <  /1<. Оо 
>

(7 .24)

приходим к еледупцецу равенству;

j - t  у  а ; /  Ч п )  w y  ’ы ) л

. ^ ( 0 ) g \ 0 )  л  „  т— ы— Д -Д/2  ̂(лг; л т

^ - ^ 1 .  ( я ) ,
n-f

где

Покажем, что матрнцм сходятся к нулевым при
с вероятностью единица. Из (7 .22 ) о учетом того, что Лл“ ^<р-« 

Э < ^ <  /  • получаем оценку '

« / " ) < •  F l y W l ‘ f [ 2

i s V  l l ^ ( W - t ) l "  ( » l  -.C>
^  * Л  "  N ■̂
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ic.IC ^P ^  ^  11^ ( V -  k ) II ^

< ' - «  Й  ’’

ic'p* "■'

N "̂  k.

*.T+f k»0 ^

где
Й / 1

L ^ ( u > ) - s u p  T T T " '^
~XI»iJ<vn * / *

/ > < /

Устреыляя в втоы неравенстве в бесконечность М , а эатеы j  , 
устанавливаем, что ^ tP ,' Z^ (N )~ H . Далее воспольауом- 
ся оценкой

ы т
1 И (n) В* 7 г1  ^  6 - M < f  C ' l j ' ^ z S  A^£(n-i-k)£W)i i^

4 «.1 к-0 «Ч

|л*‘11у;Ц к)Ь 2\/к1л*№ /Н )с)1  o<T<N-i,
< * •  ’  К-Т+1 ’ « « М  ‘  /  7 7

где

Щ к ) - ^ £ £ ( п - 1 - к : ) У ( к )  Сл;»:) -  .
Ч - 1

Так как о вероятностью единица выполняются неравенства:

U(a-1-K)| J- 2  (« 1  а

при , и
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1>5 к  и  (1 )1  |< ;(п .) | ' «

‘ J . Y F Z k w i ' a i p z ;  J ^ ( i ) i ' -Л*̂ #< « rf ц . |

" 'А^Ссо)<оо^

Ч>* <  >• N t м  получаем

1 1 1 ^ д С м ) | «

^ p - c Z i > " | ) f ( N , i c ) | + p . c A / « j i I' *с-о ’ I л

+ с*р̂з (со) £
<̂ М*1

Переходя в етом неравенстве к пределу по , а затем по Г  
и принимая во внимание, что у ^ ( М , к ) - * 0  почти наверное’ 
при дг-* оо , находим е^/ц Щ - ^ 0 .
Для завершения доказательства леммы 7 .3  остается перейти к 
пределу в уравнении (7.24) и воспользоваться тем, что Г  являет­
ся единственным решением уравнения

Продолжим доказательство предложения 7 .1 . Чтобы получить 
(7 .2 1 ), в соответствии с леммой 7 .3  требуется показать, что

/   ̂ т
V  ^ ^

в силу неравенства

I ̂ Г (jc Сл) X Ч) - (л) у 7'̂)J I ̂
< F i 1»(:«.) '«f (я.)Ь jy I .| I ̂
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« 4 ^  I a t  {ft) 1

8 у ( а) Г 4 ^  ! a c ( » t j - 3 ^ ( » t ; | *

ДМ «того достаточно проверить, что 

. I t  £

Ив (7 .20) следует, что
*■ <о:(л}-Х Л  ̂(п -к ) .

КШ§
Отсцда я на (7 .22) подучаем

|о с (и .) -у (П ^ | «  Л Z a  * 4 б ‘с ) 8 * .£ |л * М Л * 1 - Н ( - 'с ) 8 ‘<

( СО}; Z .^ (C » } -Z  8 Л * Й - Ц  ( - « : )
*■1

Иопольауя ату оценку, приходим к неравенству

И8 которого следует (7 .2 5 ) . Предхоженве 7 .1  доказано.
Проверим дхя процесса (7 .18) условия теореш  7 .1 . Условна

(7 .15) в данном случае принимают вид

«оZ .. . ^
t ’ O

-  . i - f , Pi~t*t f *'
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Раоходимоеть «тих рядов имеет место, поскольку согласно (7 .21)

и
гг *

(7 .26 )

причем величина положительна. Для справедливости условия
(7.16) достаточно, чтобы либо ^{т ^  (а)  ^0
либо, что эквивалентно, для всех

Tim (7 .27 )

По определению Т. (л)  инеем неравенство

^  i ’O

Испольвуя ВТО неравенство, найдш

Т. ( л )  

--------Qij C'̂ )
t-o t-i*i

liet

(7 .28)

oTet Q C«)l/

где J ^  I ; “ м атрице* получаемая из d  вычеркиванием i •
отроки и у  -го  столбца. Согласно предложению 7.1

е ш  - i - s ----------»•
Г. (/г; н
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Посхольху из (7 .26) следует также• что

{On ___ L _
fliap (ц) 2

TO существует предел при 
р м » Д  l / f „ \ f  - ’
НОИ матоипы /г-< »

д правой части неравенства (7 .2 6 ), 
i f j ^  обозначает элемент обрат­

ной матрицы р ' '  ^ . Таким образом, почти наверное вьшолняется 
предельное соотношение

-tim
Д

1

fu  \ f i i \
- > й

дохазываххцее (7.27) и справедливость последнего условия теоремы
7 .1 , Таким образом, устш о'пена возможность оценивания парамет­
ров устойчивого процесса авторегрессии с помощью последователь­
ных планов (7.14) за  конечное время с любой требуемой точностью.

Замечание 7 .1 . Утверждение следствия (3 .1 ) , касающееся пост­
роения последовательностей последовательных оценок, сходящихся к 
истинным значениям параметров в среднем квадратическом и с ве­
роятностью единица, остается в силе и для построенных в данном 
параграфе оценок.

S 8 . ПОСЩОВАТЕШШЙ МЕТОД ОЦЕНИВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
ДИНАМИЧЕСКИХ (ЭЮТБМ ОРИ НАЛИЧИИ ШУМОВ В НАБЛЦЦЕНИЯХ

В данном параграфе метод последовательного оценивания пара­
метров рекуррентных процессов, предложенный выше, получает даль­
нейшее развитие. Так же, как и до сих пор, предполагается, что 
неизвестные параметры входят в уравнения процесса линейно. Су­
щественное отличие рассматриваемой модели состоит в том, что шу­
мы, задающие динамику процесса, могут быть зависимыми. Это допу­
щение значительно расширяет область применения последовательного 
^метода и дает возможность, например, решать в неасимптотической 
постановке задачу оценивания параметров линейных динамических сис­
тем, наблюдаемых с помехой. При этом могут быть неизвестны или
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известны неточно распределения помехи и щупов, опредвлякицих ди> 
намику процесса.

8 .1 . Постановка задачи

Пусть на вероятностном пространстве ( i ? ,  Р )  вцделена
неуйыващая система 6 -  подалгебр { Р  , ш задан мно­
гомерный случайный процесс Л Л ( i ) ) '  , описы­
ваемый системой уравнений ^

(8 .1 )•* •> . •• •X i i* i)  * £  а  ч ) ,

Здесь Я. неизвестный постоянный вектор параметров,
который необходимо оценить по наблцдениям за процессами 
Предположим, что случайные последовательности У 
согласованы о системой {/Г  , , т . е .  все алеменп мат-
ривд , i > О и все компоненты вектора £ ( t)

I ibf% измеримы относительно S’ -  под­
алгебры ^ . Шумовая последовательность J £  (i) }  удовлетворяет 
требованиям: ^

1) А 6 ^ ;

2) для некоторого натурального числа т  я известной последова­
тельности неотрицательно определенных симмет|жчных м а^нц  ( J^ ^ ,

ОJ  , согласованной с { F ^ , t ^ O  }  и оп­
ределяемой по процессам х(£)  я 4 (i) , справедливы соотношения:

б) I Л ( i )
дратичных форм).

Указанные условия на 4 (^) я ^ О )  являются довольно общими.
Они выполнены, например, если:

<<) 4 ( i)  является функцией только от 4 (0)  и наблвдений Щ  
J i  ) SCi +/ H)  не зависит от системы [ 4 ( 0  ^ 0 ) >  ^

для всех. ’ -*
При этом в качестве ^  можно взять <Г-  алгебру, порожденную 
4(H), ^ 0 ) ,  ^  (О  • 1)рвбованиям оС , yg удовлетворяет,
в частности, широко используемый процесс авторегрессии и скользя­
щего среднего. В данном параграфе построим и исследуем свойства 
последовательных оценок неизвестных параметров процесса (8 . Г)

(8.2) 
(в смьюле ква-
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6 .2 .  Построение последовательных планов

Построение последовательных планов для параиетров л.^ при 
зависимых шумах €  имеет свои особенности. Ест до сих пор 
последовательные оценки строились на основе оценки МНК, то в 
данном случае от критерия МНК приходится отказаться, поскольку с 
его noMoiqbD не удается получить последовательные оценки с же­
лаемыми свойствами. ^Будем строить последовательные планы, исхо­
дя из oi^HOR л  «  ,  которые находятся из модифи­
цированного критерия УНК:

(8 .3 )

t-o

l ^ f . P
Этот критерий отличается от УНК тем, что весовые матрицы \Л/( Ш 
зависят от i  . Вид весовых матриц конкретизируется ниже. Про - 
изводя дифференцирование в (8 .3 ) ,  приходим к системе уравнений 
для я  ,

Я ^ ( и ) ”  G ( n J a  ( N) ,

(8.4)

где вектор Я>р (М)У  и матрица
G С W) “ I с N) (I определяются формулами:

и щ а )

^{( t)  обозначает r'-й столбец матрицы f t . Подстановка^^»/)*' 
(8 .1 ) в формулу для приводит к системе уравнений

9  ( и )  - G  ( N) j (6 . 6 )
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j . C N ) - s  и щ ш а и ) ,

описывающих стохастическую связь мещду статистиками Я^{н) , в ( ы )  , 
через которые выражается оценка л  (N) .

Потребуем, чтобы весовые матрида СИ) удовлетворяли сле­
дующим условиям:

I )  матрицы являются нулевыми npMK*m-i;

П) последовательности ^
определяемые равенством '

согласованы с системой J- и обладают свойствами:

. )  / - Й  t - t . -

5, ( ^ - < ’.1'), t - T f

Построение последовательных оценок осуществляется, как и в § 7,. 
в два этапа. На первом етапе модифицируется система статистик с 
помощью случайной замены времени. Пусть '{ с ^ ,  У -  неограни­
ченно возрастающая последовательность положительных чисел. Оп­
ределим р  последовательностей моментов остановки ft), л } 
по форцуле

Л -*
я - / : П  й  / ,

‘ * <-ar-f

(8 .7 )

где

^ a , i ) .

Свойство (8 .6 ) обеспечивает конечность почти наверное всех этих 
моментов. Перейдем к модифицированным статистикам. Положим
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О

‘p W) = { ф/  С«), <PpC' )̂}]

DVft)  -  I I /  ( '! )  f ,  i  ( a ) -

. . • (8 .8)

JyWcffjy

.  ( ^ ,  (ю )  (.)■>< 1 >

4}(iO-t
' C - ^  l K ( i - ' " * 0

ъ

« . .  Cv; - 2  V{-,  ̂ d- (i);

‘ t - /4-f  » '

где
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Подставляя (8 .5 ) в фор1огяу для ^  подучим еяетецу уравнений, 
свявывавщих еташотихи (8 .4 ) :

(8 .9 )

Преимущество втой системы уравнений по сравнению с (0 .5 ) в том, 
что вторые моменты сдучайных величин -  в отличие от}<<^-
допусхают, как будет показано ниже, оценку сверху. Далее преоб­
разуем систему уравнений (8 .9 ) так , чтобы в каждое уравнение 
входил лишь один неизвестный параметр. Умножив обе частя (8 .9 ) 
слова на матрицу!” ( ц) ] ' •  подучим

Р Л
^  К  -̂ 21 4 (к) к  (.л),

где алгебраическое дополнение елемента р^С п.) в мат­
рице • а йС>С) oLct О (п) . Обозначив

-  I I
д Са)- /пох I А,, (а) I; ^  Сл) - ;

р

^  л ' ^ 1  v*'^^
представим ету снотм^ уравнений в ямл*

Р  С ft) (л) ̂  (*), п и <• - р . (8. 10)

Таким образом, исходная задача сведена к скалярному случаю. 
Построим последовательный план оценивания шфаыетра X^Ci'^X}) по 
наблвдениям p  Ct) и/^Сп) следующим образом. Выберем некоторнй 
порог //>>1) и наблюдения будем проводить до момента

л  ( 8 . П )
* ‘ ‘

Последовательную оценку параметра Л. определим по форцуле
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Л Ф)-
4-

■ f i  С п )

(8 . 12)

8 .3 . Иаучекие свойетв повледоватеяьиых оценок

Основные свойства ш>савдсватеды1шс планов 
сфорыулв{^ви в В1зде творсм1*

TBiOPEMA 6 .1 . Пусть

■> S
. .  Я*/ 30) для всякого к  с  вероятностью единяца расходятся ряды;

<•*0 ‘ ’ <*/
в) весовые матрицы в {фитевш (6 .3 )  обладают свойствами 1,П. 
Тогда для любого H'^Q

1) М , [A j*  (Н )-А ,1  «  ,  / - » > ' S  ^  ;

2) к. ОО -П .П ) .

Докавательстао теоремы 8 .1  ош фается на еявму*щу*> лемму. 
ЛЕММА 8 .1 . При шполнегаш условий теормш 8 .1  оарааедяивы 

соотношения; ~

I ”. if * '

5?' ✓  T P  «MiL̂, W j*cr’

Доказательство леммы 8 .1 . Иопольеуя ( 8 . 6 ) .  представим i .  Ct)
в виде

I
 ̂ (й) S  и. т. C'tO,

п к»о (Ь .14)
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где
0  ̂ « е л и  к . - < / п~1 j

т - Ы « Г ^ ( п ) ;

“S- \  к-т-ч Н

О, е о л м  АС > Гл).

Сгруппирувы в (6.14) в отдельные суюш слагаеыые с номерашм к  , 
совпадающими по модулю т :

Л-/и* j  «*
Uf(r.cn)\ Uj(r.(n)yz V- V ;
7 7 ^-0

Отсюда с помощью элементарного неравенства
Д £

( а  - А- ' - ' +й 

получим

(8 .15 )

Покажем, что для всех /V справедливо неравенство

п-1
M j E  п ‘ [ т , с я ) \ н \ \ ^ с ^ .

(8 .16)

Имеем
У

т -1

{ Z  г /  [ г ,  W  л IV]}
(8.17)-

Г . м л ю )  } Ф ^ , .
/  I»#

где
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H - M J I E  а / ( Л * / ,  r . w M ( ] i
'  *-/-0 [ “О * *

/IHf I(1-2M Z' Z %Ĉn,*j,%ô/(n)-

*U  ̂ (ю п у \ Ц (Л ) ^ N).

., i
Учитывая монотонность функции Щ по второцу аргументу и аа- 
ыеняя в пределе суммирования /У на <» , приходим к оценке

'дм)}. (8.18)

Из условий на шум и требований на весовые малицы, следует, что

если (8.19)

если « - / « <  ^  (,1̂ )',

если с«);
если  / с . > ^ ( л ) .

При взятии ^'словного математического оидания здесь 
^  ̂ ът « а  также индикаторов событиилась измеримость^, (к)  » г * . - * ,  * ®

г 1. »  с: / я 1 1 относительно

/А 20i
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Послвднвв неравенство имеет место по определению (») , Сла­
гаемое ^  в (8 .17) равно нулю, поскольку при *

{и . V; Сл) Щ  Щ ( < т у ^  (п) А N ) } =
(8 . 21)

Ив (8 .1 7 ), (8 .20) и (8.21) следует справедливость неравенства
(8 .1 6 ). Переходя в (8 .16) к пределу при , по теореме
Фату-Лебега получим неравенство

К-

которое вместе с (8 .15) доказывает утвервдение 1° леммы 8 .1 . 
Аналогично, путем перехода к усеченным моментам остановки, дока­
зывается и второе утверидение леммы 8 .1 .

Перейдем к доказательству теоремы 8 .1 . Подставляя у  АУ из
(8.10) в форцулу для (н) , получим '

^  / f  (-)
По определению ^ ’̂СН)тл неравенству Коши-Вуняковского отсюда сле­
дует ‘ _ 8} ^

(>0/ГМ

В силу леммы 8.1  имеем
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V ( К

f  м  

. Сп)

i
Р ht

t \  J

■ 1 <

Таким образом,

что и доказывает утвврадвний теоремы 8 .1  о р ав н о м ^ о й  ограничен­
ности среднеквадратического уклонения. Конечность почти наверное 
моментов остановки i^ f ,p  • * значит, и длительности
последовательной процедуры, следует из (8 .1 3 ) .  Теорема 8 .1  до­
казана.

8 .4 .  Последовательное оценивание параметров процесса 
авторегрессии при наличии пума в наблвдениях

Рассмотрим задачу оценивания параметров р  устойчивого 1фоцее- 

са авторегрессии р  -го  порядка

Л + - ” -ьЛ, а:, i ' O t . . .  (8.22)

по наблпдениям процесса

(в .2 3 )

Будем пре)шолагать, что Л /  0 ^  . , если ;
г последовательности н . о . р .  случай­

ных величин с  параметрами: / tf j^
** ^ X t  • Пусть процессы J  * ^  и незави­
симы в совокупности. Покажем, что решение поставленной задачи мо­
жно получить с помощью последовательных планов ( 6 . I I ) ,  (8 .1 2 ) .
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Подстввмя на (8 .23 ) в (8 .2 4 ), получим 

**1 t * f> * - ^* 1  t * i  г
(8 .24)

Процесс }  * » л яв« я  скалярным процессом типа (8 .1 ) ,  при­
чем

[существование конечной границы А р  следует из устойчивости 
процесса (8 .2 2 )3 .Для 1фоцесса (8 .2 4 ), очевидно, выполнены тре­
бования X. , ^  из цункта 8 .1  при >к тр + j   ̂ Позтоцу имеем

« л  I ^ ( 0 ) , е .  . . . . г ) - / ?  «

Весовые коэффициенты в критерии (8 .3 ) выберем из условия

Y,( (e-f>)-L(0, у * / ?
/ •

T eOe  ПОЛОЖИМ

IV '.-( t ) ’

X.* -/>-<■ * I

^  t -  t - n

есл и ^ .

 ̂ е с л и

Тогда, используя (8 .7 ) ,  (0 .8 ) ,  найдем явный вид величин, через 
которые определяется последовательный план (8 .1 1 ), (8 .1 2 ):
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i  . А у —  I.

,  . « - Z

/  l’ ^‘'~f л \
( t  - S

'  ------- -̂--------------------------------—  . (8.25)с<..(Г.)

%  - / » - » + '

Прадложение 8 .1 . Последовательные планы оценивания параметров 
процесса (8.22) по наблюдениям процесса (8.23) обладают свой­

ствами, указанными в теореме 8 .1 .
Для доказательства предложения 8 .1  согласно теореме 8 .1  тре­

буется показать, что ряды

- о « ,  И  f  (8 .26)
^ t'

расходятся почти наверное. Воспользуемся асимптотическими ревуль- 
татами для линейных моделей [  4 ]  . Положив

J ;  ,  5

. .  ! ( • ) ' ( ! , .......... ? . у . .  J  .

представим процесс (8 .2 2 ), (8.23) в некоторой форме

\ * к  ( ' ' ’ *!)> ('V-
•тсюда и иа (8.25) получаем 

V
( ? ( v ;  4 

у  ‘  /V
Ц  7 “ ^  V \)  *

у  ^  «*<1
27)
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/  *' f *—4
n^o

При ^ ~ *  все слагаемые, кроме первого, сходятся к нулю 
почти каве|жое. Второе слагаемое сходится к нулю в силу усилен­
ного аахона больших чисел. Доказательство сходимости к нулю с 
вероятностью единица двух последних слагаемых проводится тем 
же приемом, который был использован в лемме 7 .3  при доказатель­
стве сходимости к нулю матрицы определяемой формулой
(7 .2 4 ). Первое слагаемое в (8 .27) с учетом того , что

Р~1
X. ( п )  ш

У “Л
может быть записано в виде 

 ̂ м V

т г Z  *  ~ —  2  «  ( ' / г л  У л У / |
' '  л -о  ™ <1»а ‘ ^

Smt ^  Пхв ' ^  ^

(8.28)

Подставляя (8.28) в (8.27) и переходя к пределу при а/ ,
получим ,

Ы ™ лгф (8.29)

Последнее равенство имеет место в силу (7 .2 1 ). Заметим, что при 
О матрица fl t j y  | я в л я е т с я  невырожденной. - 

Теперь нетрудно проверить'расходимость рядов (8 .2 6 ) . Первый из 
них расходится в силу того, что

■iim _ Lfz: (8.30)
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Дяя расходиыооти второго ряда (6 .26^ достаточно, чтобы

^ 0  (8 .31)
•dim

Л оо

для всех / ■ * / / > .  Учитывая, что

е-о ^ ^
получаем

Л ( к )  ̂(п)
^  ~Т77!Т---

S i ' 14'
(8 .32)

где ^

Поскольку согласно (8 .2 9 ) , ( 8 .Х )  имеем

T.i.)

etnt f ‘ o ^  ^
^  (к )

------------ - -^w^weaawn яа«вд^В4^ f  ■ .  иОЭТОЦу ИЗ
• Ai) следует.требуемое неравенство (8 .3 1 ). Предложение 8 .1  

доказано.

*0 существует 1федел при ^  
(8 .^ ^ ) ,  равный положительной

правой части неравенства

(Й
W — g - — —  —  -• • ~  W  в ■■

равный положительной величине l / ( ^ f * ^ )  I f I 
обозначает элемент обратной матриц у * /  . П бэмц
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§ 9 . ПООЩОВАТЕЛЬНКЛ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЯ МЕТОД 
ОЦЕНИВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАЛЕТРОВ НЕЛИНЕЙНЫХ 

АВТОРЕГРЕССИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

Вьвов были построены и исследованы последовательные планы 
оценивания параметров, линейно входящих в уравнения процесса.
В 8T0U параграфе рассматривается задача оценивания нелинейных 
napai.f<^TpOB. Изучаемая модель включает, в частности, нелинейную 
регрессию и авторегрессию. Как отмечалось в [25 5] , оценка па­
раметров , нелинейно входящих в ф -нкцию регрессии, является важ­
ной прикладной задачей. Оценке нелинейных параметров детерми­
нированной регрессии в схеме независимых наблюдений посвящены 
работы [233,27'4']. Интересные асимптотические результаты для не­
линейной регрессии в более общем случае были получены А.Я.Доро- 
гоацевым А.В.Ивановым [8 3 J и другими авторами. Особен­
ность предлагаемого ниже подхода в том, что он приводит к реше­
нию задачи в неасимптотической обстановке. Для простоты рассма­

тривается сдучай одномерного параметра, для которого требуе­
мые предположения не являются слишком ограничительными. После­
довательные планы оценивания отроятся иначе, чем в случае ли­
нейных параметров. Дело в том, что при линейном вхождении пара­
метров в уравнения процесса последовательные оценки строились 
путем модификации оценок ЫНК. При нелинейном параметре такая 
возможность отпадает, так как явные выражения для оценок ШК от­
сутствуют и даже численное нахождение их затруднительно. Суть 
предлагаемого ниже метода заключается в том, чтобы построить до­
верительный интервал фиксированной ширины для неизвестного пара­
метра. При этом количество наблюдений не фиксируется заранее, а 
является случайной величиной, которая зависит от выбранного 
коэффициента доверия.

9 .1 .  Постановка задачи

Пусть требуется оценить скалярный п а р а м е т р п о  наблюдениям 
процессов на входе } и выходе ^  ^  J  некоторого
динамического объекта^ которые связаны стохастическими разностны­
ми уравнениями:
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Процесс может быть многомерным, включапцим в качестве ко­
мпоненты. Случайте функции и
являются измеримыми неупреадающими функционалами относительно 
процесса Z , т .е .  при каждом ^ и л  функции а 
и ^  могут быть определены по значениям *

. ( т .е .  когда
{ i *  }  -  пос-

Отнооительно последовательности шумов предположим, что выпол­
нены условия:

I) M Q t . ,  l i . ...... 5 . ,

U , ....к .
Эти условия имеют место, например, если

-  нелинейный авторегрессионный процесс и 
ледовательность независимых случайных величин о щ д ц

Рас^пределения шумов неизвестны. Областью изм^ения неиз­
вестного параметра является интервал С<̂ , -  • •

Последовательный метод доверительного оценивания параметра Д 
реализуется следующим образом. Область значений X  разбивается 
на некоторое число интерва~ов в зависимости от требований к 
точности оценивания. С каждым интервалом связывается свой момент 
прекращения наблцдений и некоторая статистика, огфеделяемая в 
этот момент. По характеру поведения статистик выносится решение 
о том, какой из интервалов объявить доверительной областью.

9 .2 . Построение интервальной последовательной 
оценки при монотонной 

зависимости функции л

Пусть функция X.? при фиксированных значениях
монотонна п оЛ  . Возьмем некоторое разбиение интервала 

(J , л у .  вС -  Лд < . •. < ^  • С каждым интервалом
свяжем неубывающий во времени функционал от реализа­

ции процесса {  ^ :

‘ к.̂ 0 *•

Т ,

О, «-О;
момент достижения этим функционалом некоторого заданного поло­
жительного порога Ц:
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г .  с « ) Н  }
(9 2)

(9 .3 )

и статистику

Здесь штрих у  знака суммы означает, что последнее слагаемое бе­
рется с весом оСу ( Н) , который определяется из уравнения

Е  г ;  Д ) ]

/ г , . , ;  ] = Н .

статистики обладают свойствами, позволяю-
1ЦИМИ построить доверительный интервал для неизвестного параметоа 

Л- . Из (9 .1 ) ,  (9 .3) имеем

где
С ) ,

С ‘ . }1аС<=,ж;Л)-а(^с,л;

/  +

(9.4>

Пусть значение неизвестного параметра Л  принадлежит интерва- 
• "^€*1  1 * используя монотонность функции ЛГ; л )

относител о л  и определение Т. , легко проверить, что (при лю­
бом харак.-ре монотонности) величины 1/, отрицательны при С 
больше единицы при /  ^  €  , а величина заключена в пре­
делах от нуля до единицы. Скачок, который претерпевают случайные 
величины у .  п})и переходе через интервал, содержащий неизвест-
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ный параметра естественно использовать при построении последова­
тельной оценки. Возьмем некоторое число 0-^ </< и вве­
дем случайную величину ^

Доопределим 0(^W ,cTj»-/, если множество в ф и гу р та  скобках 
пусто. Положим

(9 .5 )

eCAV̂  ^

есхи
(9 .6 )

Теорема 9 .1 . Пусть с вероятностью единица расходятся ряды

Z (к4 [а (<s г/ Ар 'Л  (  fc, ^ 1 - + ^ /,
Тогда для любого интервал при пороге Л ,
удовлетворяющем неравенству Ui^(m *i) / 6<f*  , является -
Доверительным интервалом, т .е .

^ {Л€£ (Р СН. rf'j)} >/-<?, Ле ,а.„

Доказательство Для того чтобы множество 5
содержало неизвестный парам е^ Л  , достаточно одновременного 
выполнения неравенств:

(9 .8 )

поскольку в зтом случае по поведению статистик 5^- можно точ­
но определить, на каком из доверительных множеств произошел ска­
чок величин . Оценим вероятность одновременного выполнения 
неравенств (9 .8 ) .  В силу определения моментов остановки и
теоремы Э.I имеем
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(9 .9 )

Используя неравенства Буля, Чебш ева и (9 .9 ) ,  получиы

/>{ I 12; С//; / ̂  (Г f - f  ̂  (Wj I ь.сГ )

^ 1 ~
м ^ -  ( и . )

—
(m -ff)

7 ^

следует утверждение те-Отсода при И ^  ( tn  ■* • <f
ореиы 9 .1 .

Замечание 9 .1 . Выше допускалось, что область неизвестного 
параметра [о<, ^  J может быть неограниченной. Если «с и y i  
конечны и длина максимального из интервалов [ я , - ,  не
превышает • то, как следует из теоремы 9 .1 ,  неизвестный
параметр накрывается доверительным интервалом длины J  с
доверительным уровнем / •  <Г .

Замечание 9 .2 . В случае, когда требуется оценить неизвестный 
параметр с высокой точноетьв, для уменьшения объема вычислений 
целесообразно использовать описаннув процедуру повторно. Пусть, 
например, требуется оценить параметр с точноетьв ^  / / - S  *
Тогда можно предложить следуххций алгоритм оценивания. На первом 
шаге интервал делится'на три части и определяет­
ся , какой из них накрывает истинное значение параметра. Проце­
дура повторяется сначала для полученного доверительного интер­
вала. Алгоритм заканчивается на п  -м шаге и требует вычисления 
У,’ статистик в то время, как при однократком применении проце­

дуры потребовались бк 5 "  статистики.
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Замечание 9 .3 . Вьше предполагалось, что неизвестный параметр 
Л  является постоянной величиной. Однако легко убедиться, что 

рассмотренная процедура позволяет построить доверительный интер­
вал и в случае, когда л. является ненаблюдаемым случайным про­
цессом у  , не выходящим за время оценивания за
пределы некоторого из интервалов разбиения области J i) .

Использова1:‘’ый подход к построению доверительной области в 
монотонном случае можно применить в более общей ситуации.

9 .3 . Последовательное оценивание в случае однозначных 
кусочно-непрерывных функций от параметра с 

фиксированным множеством точек 
разрыва

Предположим, что для почти всех реализаций процесса ^  функ­
ции **' параметра Л при каждом ir являются однознач­
ными кусочно-непрерывными, причем все точки разрыва входят в не­
которое конечное подмножество Т  интервала ('<, J i )  , не зави­
сящее от реализации процес«.а *  . Метод оценивания параметра Я. 
при этих предположениях сводится с помощью сортировки наблюдений 
к методу, описанному в монотонном случае, но сложнее его в вы­
числительном отношении.

Включим точки множества Г в разбиение <<.тХ 
Обозначим

{ л а , л . } .

в силу условий на функцию ^  образов ^  С* . и
интервалов / .  и при (•JJ  выполнено одно из 

отношений * '

И. а ,  ю  < d j «

( т .е .  Х <  у  У ! г е / /^  ( t ,  2 ) ' и Y ye  d j ( i,  i )  ) либо 

d y (< ^ ,2 )s /l. 0 ! ,2 ) .

Будем говорить, что в момент t  выполнено (л** /  )-арное отнсае-
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ние ц  . . если

«  -

где / ,  . . . . .  /л»  ~ некоторая перестановка чисел 0 , 1 , . . . .  /«е 
Введенное отношение разбивает последовательность функций 
{л . (6 , г ,  на^-*#^ классов. Рассмотрим класс

/  т ) '  содержащий бесконечное число функ-
ВДй (т^оЙ  класс, очевидно, найдется). Введем для этого класса 
последовательные планы по форцулам:

-Г.с- и } .

] M ( f , ),
(9.10)

где

V. /  протащила^ о^у</ое

<ft«> ад, {а л д ^

Представим статистики у̂ . .  ̂ р
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‘ ...... - v J - 1  ( И , / ,............................/ ,х
где

уЛ у ;  • - . / . ) ' r ^ ' h ( i i ) - a  « ,к л >  ] V, (*■,,„. . . , / ,

X- '■ ^ '7 / -  - ’р - т ^ <■*■/.• ■ ■ ■■ / ; 4 . ,  •^шд * I

Построение доверительной области основано на свойстве случайных 
величин У. . Расположим интервалы J  , , в следующем
порядке: * '

I /  I  ■^Jв » V'W  ■

Пусть . Тогда л з { б )  следует, что

и  /к  f  /е * /  V — » (»

т .е .  происходит скачок величин при переходе через интер­
вал, содержащий неизвестный параметр. Доверительная область 
для параметра X  определяется из системы множеств/S  S S I

^  4 - f >  О» / я  / ,

<)<•/) Я /;

/ л  » »

помощью случайной величины / ) «д /агУ

max а - , f , .......

^  X " '  если пусто множество в фигурных скобках.
1Е0РЕ.Ц 9 .2 . Пусть с вероятностью единица расходятся ряды
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S  ....
Тогда для vj(X5oro 0

■“л  -

при / / *> C^'*‘0  / ^  ’
cKfo утверждение доказывается так же, как и теорема 9 .1 .

9 .4 .  Пример построен-я доверительного интервала 
фиксированной ширины для нелинейного параметра

Пусть требуется оценить параметр Л 'п о  наблюдениям процесса

где К -  известная постоянная, -  последователь­
ность неэависимык одинаково распределенных случайных величин с 
плотностью, положительной на всей прямой. Распределение 
предполагается неизвестным. ^ *

В данном случае и функция а  С^,Х;Л)-к. /  «Ол if
монотонная по Л  .. Статистики (9 .3 ) принимают вид

f ,  o o - ^ t « [ I f ,  I * - I  " я  ]  T
(9 .12)

где

-  разбиение интервала £ О , • Согласно теореме 
9 .1  последовательная процедура, основанная на статистиках 
(9 .1 2 ) ,  псзволлет построить для неиэвеотного параметра доверите­
льный интервал заданной ширины со сколько угодно высоким довери­
тельным уровнем, если только с вероятностью единица выполняется 
условие
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"** х '  X*

<•-0

(9.14)

для лсбых
Провериы это уоловив. Пусть (/**^ и .S удовлетворяет нера­

венству

£  ^тасе. С.1, /< l)(i+i<f).

Так как м е  события J  ^ 53 }  , имеют
одинаковую положительную вероятность, то иа соотношения

и леммы Бореля-{(антелли получаем, что для бесконечного числа мо­
ментов выполнено одно из неравенств:

I / *  , ,Л

Поэтому при "•^ ia  (сГ̂  для бесконеч­
ного числа моментов i  справедливы неравенства /эс 
и, следовательно.

ЧТО и доказывает расходимость ряда (9 .1 4 ).
Таким образом, установлено, что последовательные интервальные 

оценки, построенные в данном параграфе, дают решение эадаШ 'оце- 
»<иванил в неасимптотической постановке. Дяя сравнения заметим, 
1ТО при использовании точечных оценок (ЛЖ определить необходимое 
тел е  неблюдекиЯ для достижения заданной точности оце::иевния не
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лредставдявтся возиожкьш, поскольку ати оценки в случае нелиней­
ного параыетра обычно удается исследовать лишь при асихптотичес- 
кнх предположениях.

Таблица 3

Границы доверительного интервала и средняя 
длительность последовательного оценивания

Л 0 ,2 0 ,5 0 ,7 I

X 0,184 0,485 0,685 0,963

X 0,225 0,524 0,724 I

Z 1387 69 12 7

Рассмотрим некоторые численные результаты, полученные П{й1~рва- 
лиэации последовательных оценок на 3BU. Процесс (9 .I I )  модели­
ровался при К -S , Л"/}3; 9̂ -Si 0,7; 1 и гауссовских слу­
чайных величинах с параметрами (0 ,1 ) . Оценивание Л производи­
лось с пбмощыо модификации последовательной процедуры, отмечен­
ной в зш ^ ан и и  9 .1 , до получения доверительного интервала о 
длиной, меньшей 0 ,05 . Прм ато|Гиспользовалаоь~информафи1~о том,что 
Л  принадлежит интервалу С 0.1 ] , и выбирался порог Н -  65.

Результаты вычислений сведены в табл! 3  , где Л и Л  обозна­
чают нижнюю и верхнюю доверительные х^аницы для Л ; ^  
среднее время оценивания по 50 реализациям процесса.

9 .5 . Об одной нелинейной задаче екотремального 
регулирования в обстановке помех

Пусть выход екотремального регулятора описывается уравнением

где W(ac)- возрастающая функция на[0, (функция качества),
WCO)»/) ! ЛС*) -  медленно ме'няющийся дре{^, и (-6J -  управляю-
t,ee воздействие, которое в момент i  может зависеть от наблюдений 
vO ), x C - i - 0  -  последовательность независимых

случайнчч ве.'!кчин с . Распределение
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шуыов неизвестно. lijedyeTCfl оценить дрейфЛ^^; по реализа­
циям процессов Необходимость оценки дрейфа часто возни­
кает в задачах экстремального регулирования «39].

Возможность использования последовательных планов для отсле­
живания дрейфа Л М  основана на предположениях;
а) известны границы и ^  , в которых дрейф пребывает достаточ­
но долго;

б) за  время оцениванш; дрейф не выходит за  пределы некоторо-
РГ1 i m  и и ш А г ч п  о  п л п  ____  _  а  ^  ^  -ъ — *го из интервалов разбиения •с л

При этом задача сводится к построению доверительного интерва­
ла для неизвестного параметра Л  процесса

o c C - i ; - w C (  + Л « г С - С ,^ 1 .

Решение задачи зависит от ограничений на выбор управляющего 
воздействия u ( i ) .  Если допускается выбор значений -иС.*) за  пре­
делами \ , приходим к случаю монотонной зависимости от па­
раметра Л . Если управление остается в интервале уЗ J
в течение времени оценивания, то для построения доверительной 
области можно использовать статистики (9 .1 0 ) . При этом в зависи­
мости от того, какоцу из интервалов разбиения принадлежит неиз­
вестное значение Л , будет о вероятностью, близкой к единице,наб­
людаться один или два скачка статистик JP. . Интервалы скачков 
объединяются и образуют искомую доверительную область. В случае 
двух скачков доверительную область можно сократить, учитывая мед­
ленный характер дрейфа и используя оценку дрейфа, полученную на 
предыдущем шаге. Для этого можно взять интервал скачка, ближайший 
к предыдущей оценке дрейфа. В случае, если нет возможности фикси­
ровать интервал для на время наблюдений, следует провести 
сортировку наблюдений, подобную той, которая использовалась в 
а  А З.

Описанная процедура была опробована на ЗВМ. По результатам 
наблюдений за  процессом ос^ У;

г**4 f  г '
производилась оценка дрейфа . В качестве дрейфа моделировался 
процесс авторегрессии первого порядка со средним 11̂ 9

А  . ^- 2 9  -0 .0 5  (Л^-2,9) Ч  0 5 ,  Л ^ Ч .9 .
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Шумы и >^(tj выбираиись гауосовскими с параметрами
(0 ,1 )•  При построении доверительного интервала использовалась 
информация о том, что дрейф лежит в интервале ( -5 ,5 )  и в тече- 
|ще всего времени оценивания остается в промежутке ширины 0 ,2 , 
совпадающем с одним из интервалов разбиения : -  5*= До< . . .

< = 5-  ̂ Xi, = -S  + 0,2 L. По всех 30 реализациях проце­
дуры доверительный интервал совпадал с одним из интервалов (2 ,6 ; 
3 ,0 ) ,  ,’2 ,8 ;3 ,2 )  и накрывал интервал, в котором изменялся дрейф 

. Среднее время оценивания г  =  8.
Завершив рассмотрение примеров, продолжим изучение общих воп­

росов. Первый из них связан с длительностью нелинейного последо­
вательного оценивания. Хотя согласно теоремам (9 .1 ) ,  (9 .2 ) после­
довательные интервальные оценки обладают хорошими статистическими 
свойствами, однако можно допустить, что эти свойства обеспечива­
ются, например, ценой бесконечной в среднем длительности последо­
вательной процедуры оценивания. В связи с этим представляет инте­
рес вопрос о средней длительности нелинейного последовательного 
оценивания. В § 5 были получены нижняя и верхняя границы для сред 
него числа наблюдений при несмещенном последовательном оценивании 
линейных параметров. В следующем параграфе задача о нахождении 
границ д"я средней длительности последовательных процедур изуча­
ется с более общих позиций, позволяющих рассматривать случай 
нелинейного оценивания.

§ 10 . ГРАНИЦУ д а  СРЕДНЕГО врБмаш Д0СЛИШ1ИЯ постоянного
ПОРОГА НЕУПРЕЗДАЩИМ вУНКЦШАЛОМ ОТ СЛУЧАЙНОГО 

ПродаоСА РЕКУРРЕНТНОГО ТИПА

Рассмотрим следующую вадичу» Пусть набладеемый п, -мерный 
случайный процесс Л  -  опяснвоется уравнениями:

“  ( lO .I)

где А ^  посладовательность независимых /ь -
мерных случайных векторов о
расп ределен и е^  неизвестноj * S ( i , x )  матичны
функции соответствукалх размеров, элементы которых в момент t  
могут зависеть от реализации процесса Х  до момента i  включител» 
н с . т .е .  X . , . . .  ,  зС^Зг измеримы. Преддоложим.
что задан функционал от процесса х  вида
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где C ( s ,x )  -  неотрицательная -  измеримая функция.
Обозначим через v  момент достижения этим функционалом положите­
льного порога Н t т .е .

Z - z ( h) =  i n f  { t 9 0 :  У ^(х )9 Н } ( 10. 2)

В данном параграфе при определенных условиях на функцию C (s,x) 
получены нижняя и (равномерная по А ) верхняя границы для сред­
него времени . Такая задача возникает при последователь­
ном оценивании как линейных, так и нелинейных параметров. Случай 
линейного параметра ( / H t ,x ; ^ ) ~ ^ ^ ( t ^ x ) X  )  изучался в § 5. 
Однако использованный там метод позволил решить задачу только в 
предположении, что выполнены следующие условия: В ( ^ , х ) ~  Е , 
плотность распределения вектора обладает свойством сферичес­
кой симметрии. Кроме того, на поведение функции A^fi^x)  налага- 
л:{сь требования, которые в скалярном случае сводятся к существо­
ванию для нее модульной миноранты и мажоранты:

« /  ^  r l x j ^

^  , У -  постоянные, 0< p<J'<oo. Подобные условия являют­
ся довольно ограничительными и могут быть существенно ослаблены. 
Сначала получим верхнюю границу для среднего числа наблюдений.

1 0 .I .  Верхняя граница для среднего числа наблюдений

Предположим, что матрица В(£,х) невырождена при всех значениях 
аргументов и что распределение )  имеет плот­
ность ^ ( - )  .

Построение верхней границы опирается *на следующую лемму Т.Лн- 
дерсона \_ТО\ .

Ж Ш  10 .1. Пусть ̂  -  случайная величина со значениями из /2  ̂
плотность распределения которой центрально-симметрична

f ^ ( x ) -  f^(- х )  , а множество

K ^ ^ { x : f ^ ( x ) ' 9 u }
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выпукло для любого Ы , 0< lL*o<i , Тогда для любого вектора 
и любого выпуклого £(внтрально-С1шмбтрмчного множества J9 спра­
ведливо неравенство

Точное равенство имеет место в том и только в том случае, когда
» П  К и ^  ( ^ - ^ ) П К и  +  для всех U 9  0 и не­

которого вектора . (Запись обовначает сдвиг множества
2) на i

Как будет видно ив дальнейшего, лемма 10.1 тфедопределяет 
требования, которые следует наложить на функцию c { s ,x )  , 
чтобы для среднего числа наблюдений v  сув^ествовала рав­
номерная (по Д } верхняя граница. Обозначим черев fTt множест­
во всех вещественных функций двух переменных W(s,s^ s -O i... хеЦ"* 
обладающих свойствами: '  '  '

р  ) множество { Z  : H^Cs,z)>s U-} выпукло для всех s  и
t 0*Uy< оо .

Последнее условие выполняется, например, для выпуклых по л  функ­
ций. С помощью/К выделяется класс допустимых функций c (s ,x ) .  
Пусть множество функций c(s,x) , для которых найдутся функ­
ция I V ( s ^ z )  из класса 77i и некоторая борелевская функция;^ 
от s ,a T o ,.. . , Xg со аначениями в /?"■ , такие, что функция

% -c-i ) является минорантной функции c(i,x.)^
т.'е . при всех значениях аргументов выполняются неравенства

(10.3)

>^=■0 гфи s< 0  . При выводе верхней границы будем предпо­
лагать, что функции C (s,x) принадлежат классу Ф  *
Сформулируем основной ревультат данного параграфа в виде теоремы.

ТЕОгеМА 10 .1 . Пусть I )  плотность радпределения ^
2 , . . .  удовлетворяет условиям леммы 1 0 .1; функция с<-)и отвеча­
ющая ей по определению класса Cf^ функция TTt удов­
летворяют неравенству

W (S, B (s .x )^ )  у .),

где HUs.j/) -  некоторая вещественная борелевская функция;

(10.4)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



- I I 3 ~

3) случайная величина

=  in f (±9^1 :

имеет конечное математическое ожидание. Тогда средняя длитель -  
н ^ ь  набдедений равномрно огранимем еаеросу:

swp M ^ v (H) ^  М tig + € + i  .

Дркааательство теоремы I 0 . I .  Сначала установим вспомогатель­
ные предложения.

Следствие леммы 1 0 .1 . Пусть ^  -  многомцжая величина со 
значениями из R'^ ,  удовлетворящая условиям леммы 1 0 .1 , а - В -  
невьфожденная матрица (р аам ^а  П я п ) ,  Тогда утверждение леммы 
10 .1 справедливо и для вектора ,

Доказательство следствия сводится к 1фоверхе выполнения усло­
вий леммы 1 0 .I  для плотности вектора о . Центральная симметрич­
ность f^  имеет место в силу формулы

и центральной симметричности функции f  ' ,  Покажем выпуклость 
множества т ) * и } .  Пусть

(Л ос^-^а -л)Х ^)^  и ,

что и завершает доказательство следствия.
Для доказательства теоремы 10 .I  нам потребуется следующая 

лемма, которая доказывается аналогично лемма 1 0 .I .
ЛЕММА 1 0 .2 . Пусть ^  -  случайный алемент, заданный на ве­

роятностном пространстве ( .О .^ ^ Р )  со значениями в измеримом 
пространстве ( у ^ ^ )  ; ^  и ^ -  случайные величины со значения- 
т  из £  , а 8  = -  невырожденная случайная матрица раа-
мера п я п .  , причем и измеримы относительно б ' -  
алгебры Oi^ , порожденной отображением ^  . Если условная плот­
ность (  X I  иентрально-сик'глетри'ша
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4  W  =  f t H 1 f y .'S/i 

a множество

{ x :  C x / } ( ) » « }

выпукло для любых и, о ̂ и<<^ ,  ̂у . то для любого вы­
пуклого центрально-сюшетричного множества 3) , определяемого 
по f  , справедливо неравенство

'  Р { В ^  е

Лемма 10.2 переносит утверждения леммы 10 .I  и следствия из 
нее на случай условных распределений.

ЛЕММАЮ.З. Пусть <f>̂ -  случайная величина, измеримая относи­
тельно €  -  алгебры, порожденной процессом
Тогда справедливо неравенство

^  ‘s=fv<

где
Для доказательства леммы 1 0 .3  введем случайный вектор 
С >= #  . .  • случайная величина не зависит
от в^силу условий, наложенных на процесс f  , то справедливс
равенство

г ,  сгвдонатмьно, условная плотеость удовлетворяв, тревованяя. 
;гммы 1 0 .2 . Рассмотрим вероятность
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(10.5)

=  P;^{W(t,tt.e-i 1. X-. Л) +  B (* -€ -i,x )^^ .g  ) < H t ^ \

H ^ H  ~ Z  W (^ . % .e - i  *  -  %: ■
i - f * i

Вводя множество 

и обозначив

=  % .e - i  ^  '■>

правую часть (10.5) можно записать более компактно:

=  P { b ( i - e - f , x ) ^ , . t  ^  'It

Благодаря тому, что В(Ь-б~1,х) и J?, являются функциями от ^  .
St) ^  , а также в силу требований на распреде-

;1ение , выполнены все условия лемш 10.2. Поэтому, применяя 
лемму 10.2 , имеем

P ^ i Z  % < Н  / О  ^
з=Л /
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+ w[t, (fî < н 1̂ } ̂

^ ^ * ^ - е ) ^ % , . , < Н  1^У

Это неравенство после усреднения дает утверждение леюш 10.3 . 
Теперь нетрудно завершить доказательство теоремы 10.I .  Исходя из 
определения момента остановки (1 0 .2 ), производя очевидные оценки 
и используя (1 0 .3 ), получаем

1,2 5^. t - c - .* ) < и }  ̂ H0-«

Оценим слагаемое суммы lio в правой части неравенства с помо­
щью повторного применения леммы 10 .3 , положив

«  . . . S P , { % < H } - f > { Z  K M , . e ) < H } -  H 0-’ >
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Из неравенств (1 0 .6 ) , (10.7) следует утверо;дбнив teopeiAi 10 .1 .
Замечание 10 .1 . Условие (10 .4) накладавает ограничение на 

дисперсионные свойства шума процесса ( I 0 . I ) .  В случае скалярного! 
процесса ОС , когда выполняется требование отделимости:

inj I 3rs,xJÎ  Ь,(ь)>о,
<ху

Функцию моино 01федедить, например, по формуле

Замечание 10 .2 . Если функция не зависит от s  ,
у ) ,  *0 Я*я~среднего ан ач ти я  едучайной Пм1пчины

о поыощыо тождества Вальда f^zs']

t  ,
пренебрегая эффектом перескока порога Н  величиной 21 )
получаем приближенную формулу *"*

,  '  " « ' « , )  ■ (Ю .в)
Таким образом, для Mj^x(H) находим приближенно верхнюю границу

su p (10.9)

10 .2 . Нижняя граница для среднего числа наблюдений

При выводе нижней границы характер требований на функционал 
и процесс (10.1) изменяется и вводится ограничение на рост 

ю  времени функции C{s ,7l)  . Положим для простоты С(о х)= 0.
Ш)РЕМА 10.2 . Пусть М^С(%,х.)< и найдутся веществвп-
функции р/'л) и dtX) ( c i U ) > 0 )  , такие, что

« y a ) c f s , x )  +  d { ^ ) ,  л е А ,  0 .  (1C .10)
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Тогда выполннетоя неравенство

Доиаэательство. Запишеы тождество

( I 0 .I I )

Справедливость (1 0 .I I )  для усеченного момента остановки
= m in , ( а/, "с )  следует из свойств условных математических 

ожиданий

^  C (s,x)  =  X  ^(<^-^1,^) =

Предельный переход при <4̂ — 00 дает ,(10 .11). Далее по спрсде- 
ленио момента остановки г =  имеем

Н ^  Z  C (s ,x ) .  
s»y

Стоцдау используя (1 0 .I I )  и условие (10 .10)• получаем неравенство 

т-1
X
к*о

М ^ у М / %  X  С(К,Х) + d(^M; ,Z  «  / ’('д;// ■<■ г .

которое и доказывает утверждение теоремы 10 .2 .

1 0 .3 . О среднем числе наблюдений при интервальном 
оценивании нелинейного параметра

а) Предположим, что наблюдаемый процесс является
iipoueccoM авторегрессии первого порядка
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гдв -  последовательность н .о .р . случайных величин, причем
, М о о  . Распределение ^  неиз­

вестно. Зададим функг^онал формулой

■i
^ = Z / X , | * ,  r>(?.

Тогда, полагая C(s,x)  ~ 1х^Г  и используя элементарное 
неравенство

а е ^ / Л / ' + , а?, =  «

i  ,  О  <

r W ,
получаем

t  af, ;

Отсюда c помощью теоремы 10.2 находим нижнюю границу для

Предположим дополнительно, что при каждом i  случайная величина 
имвеч* плотность, которая симметричка и не возрастает с уэе- 

личением 1x1 . Воспользуемся теоремой 10 .I .  В данном случав

< - о .  г - 0 ,  I V { s ,& i /J = l^ r i^ r ;

поэтому ^

^ л f { I ^J ^  } •

Используя тождество Вальда и пренебрегая эффектом перескока поро­
га Н / 1 & Г  величиной , получим для /%г  "риб-
лиженную верхнюю границу

s up  ^  ---- Т----------5 + 1 .
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6) Пусть наблюдаешй процесс описывается уравнением

^ * 1  = K l X j ^ s g n X ^  =

где к , & -  известные постоянные*, Л -  оцениваемый параметр}
р  -  известно; ~ последователь­

ность независимых одинаково распределенных случайных величин 
и , Плотность распределения ^  неизвестна, однако
предполагается, что она симметрична и не возрастает при увели­
чении /х /  . Решающая процедура оценивания определяется о по­
мощью статистик (9 .2 ) , (9 .3 ) . Число наблвдений, используемых в 
оценке, определяется величиной z(H )= jn cu x  Тс(Н)  ,
Оценим сверху среднее число наблюдений при равномерном выборе 
точек Af в интервале f o , ^ ]  ; L p / ( n * i )  . Введем
функцию
c ( i , x ) =  n u r v  C i ( s , x ) .

( 10. 12)

и момент остановки

€(Н)=^ i n f - f i ^ O ;  2 1 С ( г ,х ) ^ н }

Поскольку V(H) с  ^(Н) \  оценим Н ^^{Н )  . Для функции (10.12) 
находим выпуклую миноранту

О , если

которая, очевидно, является минорантой и для c(s х.) . Положив
, по формуле (10.9) находим приближенно 

верхнюю границу для Му€{н)  :

Л1 Г ( ^ , )

которая дьет оценку и для средней длительности последовательного 
оценивания Л1д х(Н) . Отметим, что
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{ P C w . / » ' ) -
M h , l

М

W (m *i)

■f, -если OL^-t', 

0 , ес ли  a <  I  .

в частности, если с^огчайная величина ^  является гауссовской.
получаем

О̂/
h m i , ) =

W

оо ^  ^
где Г ( а , х )  = ’‘d z  -  непьяная гамма-функция,

X

' P W -
0 '  ^

Другой пример испольеования найденных грающ для среднего чис­
ла наблюдений будет приведен в следующей главе.
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Глава 2

КЛАССИФИКАЦИЯ И ОБНАРУЖЕШЕ 

РАЗЛАД(М( ПРСЦВССОВ РЕКУРРЕНТНОГО ТИПА 

В данной главе построен последовательный критерий классифика­
ции конечного числа процессов, описываемых стохастическими разно­
стными уравнениями, а  также изучается задача о разладке в процес­
сах такого типа.

{ I .  ПОСЩОВАТЕЛЬНЫЙ НЕПАРАКБ'ГИЧЕХЭаЛ КРИТЕЕ^ 
КЛАССИФИКАЦИИ случайных ПРОЦЕССОВ РШЕРЕНШСГО ППА

I . I .  Постановка задачи

Пусть отяоситедько наблодаеиого п  -мерного случайного про­
цесса x ( t )  =  ( x , ( t ) ,  ̂ t ^ O ,  имеется 5 равличных
етатястичеехих гипотев , одна из хотврых истинна.
Соглаоио гипотезе h i  процесс { X(t)}  описывается стохастическим 
разностным уравнением

^  ( h ^ l )  ( > = « 0 , Л  ( I . I )

Здесь -  матричные функции размеров «. л /
и П.Х ^  еоответотвенно; еяеывнты етих функций в момент -Ь 
могут зависеть от Х{о) , . . . ,  x ( t ) ^  Последовательность{ t * /} 
не зависит от х(о) и состоит ив независимых €  -мерных случай­
ных векторов о и coxr(^.(t)^^i(i))=E. Распре­
деления цумов неизвестны. Необходимо ;’о наблхдеиням за
процессом { отдать предпочтение одной из гипотез.

Поскольку 1фн каидой гипотез е раопределение наблюдений кеиз- ' 
веетно, задача является квшфаиатрнчеекой я для ее рш екня нель­
зя  воспользоваться отиовекнен правдоподобия. Заметим, что и п{« 
известном расоредаяемив цумов ^ ^ I t)  ремеине задачи в неасимпто- 
тнчосхой постановке вызывает трудности. Пусть, например, цуш  
n q reco B cae . Тогда легко найти фуикцип правдоподобия и построить 
г>еваюцуе процедуру клаесмфикагин. Однако свойства атоИ процедуры 
воеладовать, вообца говоря, на удается, если только длительность ■ 
наблвдоний фниеирована. А поетому оотается отхритми вопрос^ как 
долго следует наблюдать сроцеее, чтобы обеспечить требуемое ка- 
чеетво распоанавання. Ннае предлагается подход к ременив постав-
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ямшоЯ м м м а в неасюштотачвохов поотаяоакв о повицнЯ оооводо- 
ввтмыюго оцапааная.

1 .2 . noe«po«»e 1фЯ¥брШ1 хлавсафяхохяш в иос«АОванве его 
овойотв в оазгше оданаховых даепврсяойишс ма«рвц

Пувть = В ( t , x )   ̂ , ip p ieu  ыАгряцлВ^
т  в1фовдвна. Предполоха1 |  что туча ^ f i ; )  totem гаувоовское 
равцредаввшв. Обовиачш черва f -  {  ̂ х  (/У))
уововнув tuoTHoevb иаблсщв1шЯ хС О , . . . ,  х (л )  ц ж  фюс^ованвом
х(0) в щж уоловвв, «по вабхвдеим 1фОводя*ся щ а  мствнмоств 

пшотваы h j, . Ивеем

й  —  [ Ы \fcUiB(i4,x)B^(t-1~x)Г*

Согласно жрвтервв ~макснмального вравдоподобвя хфвивиаахоя пш ота- 
аа , асхв

Чго0н’«абева«ь41ео1фадвхвнвоотм, елу«1аЯ. когда махсвцуы в (1 .2 ) 
довуягаатся одновременно для несхольхнх плоуностей, додхен быть 
оговорен особо. Условвмся в вуом случае щшнимать ту вв хонкурв-
j .j^mpnf пшотеа» хоторая хмает навболыпй номер. Прв таком усло- 
ввв хрвтмвй (1 .2 ) допускает сладуичую вквквалентну» форму: г в -  
оотаэв Г14,  1фвнвмввтся тогда в  только тогда, когда овотеиа 
велвчяя /,,^,01фвдвля*нх фор1оглоя

-  f l jn  - A j ( t - i . x ) ] ,

1Яовлетворяеу m
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при 1* t  •, < 0 при < s  .

Вахоявц, в«яв eaefe^r еташ спш  |  O i K < i ^ s \
м д ввавш а р а в в н е п ш : ^  '  /  J »

(/V) -  - у -1 ------- f ш -< ,х )  -  A j i -  f,x)Y(BB7%-vO.

(1 .3 )

* -  ^,x}]\B B ^)'k-1 ,z)[fij(t-1 ,x)  -  /!J i-  1 ,x )\

> воепольаовавовоь тем, ч*о явравенотво Z*y ^ 0  равноомлыю не- 
равенству • *Ф**вР®в (1 .2 )  шжно 1цмдать другое
ввд: пгаотова пс  пршшмаетса по выборке х (/У )
тогда к только тогда, когда ехетвыа етатветях У ш  / ^ i ). 
удовлетворяет неравеяетваи: ^

при U k<€;  9>£j (A')<1  при (1 . 4 )

Скетема неравеиетв (1 .4 ) вцделяет в выборочном 1фоотранетве Ц** 
область принятая :^-й пшотевы . Важно! отаткеттеокой хяраж- 
терястако! цштерая (1 .2 ) является вероятность 1фавнльного реме» 
иая,определлемая кнтегралом

i  f e (x {0 , . . , , x ( /V ) )o lx ( i ) - . . . c l x ( /V ) .  (1 . 6)

Если фунппп 5  •  ( I . I )  детермяннроваюа1е ,  то алотнооть
х(А/)) гауссовская, ограижченая (1 .4 ) являются 

лхнейныма отнооательно наблвденк! а  вероятноета (1 .5 ) легко 
находятся. В более общем случае, когда фуикцкк й  ж В ваваоят 
от процесса x(-t) , область 2^  етамоватея слошноЛ, соответствую­
щая плотность -  негауеоовекой, а  поетоцу не только вычаоленке, 
но к оценка вероятностей (1 .5 ) аатрудкятельна. Основная прачкна 
етах трудностей вызвана, по-вадямощу, тем, что пря выборе чаела 
каблвденай А/ навах ке учитывалось, что дкиамачеохае иоделя
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( l . I ) «  отвечавцие различным гипотезам, могут быть в отдельные 
моменты времени весьма близки, а поэтому еоответствувщие наблю­
дения охазываютея малоинформативными.

Идея построения критерия классификации в случае, когда рас­
пределение шумов неизвестно, состоит в том, чтобы ис­
пользовать рассмотренный критерий в форме ( 1 .4 ) .  Построение 
1фоцедуры включает два момента:

1) модификацию статистик ( 1 .3 ) ;
2) определение объема выборки для вычисления каждой статис-

гики.
Пусть Н ̂  о  .  Рассмотрим следукхцую модификацию системы е т а -  

гистик ( 1 .3 ) :  I

( 1 . «

( f ^ с < ̂  ^ s)

Здесь Zi j =Z c j (H )  -  момент остановки, определяемый формулой -

штрих у  знака суммы в (1 .6 )  означает, что последнее слагаемое 
берется с  весоы^ <^с/(Н) ,  причем

('Cij^x)
iop такой системы статистик обусловлен тем, что при истинности 

■юбой из гипотез она о вероятностью, которую можно сделать сколько 
1ГГОДНО близкой к единице за счет увеличения сорога Н  , обладает 
iBoflCTBOM, позволяЕцим определить верную гипотезу. Ппжпотм

{Н)=

1  ,  е с л и

О, ес ли  ( Н ) < f  .

Определение I . I . ЗУДвн говорить, что система чисел 
I принимащих значения 0^ 1 , обладает

} свойством , если =  ...= ?  p’, s =  / ;
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z)  евойотвом i  < к  < S  « вода

3^ овойотвом JC, , если )ff,s -  ■ ■ =  5 = <?.
Поояедоватедьннй критерий ждасоай1каш1и . Дудем првшиать

пш отеау , если ваотеиа степю тнк { у»'/7/^,
обладает овойотвом j t  ,  Если ни одно не овгаств не выполме-
но, наблвдення необходюм продолжить.

В основе етого |фктерия лежит оледуицая
Теорема 1 ,1 . Пусть О < £<  1 и щж нотннностя любой гипоте» 

ем с вероитноотьв единица расхода.оя p jw i:
Тогда,если нотннна гипотева , /c= / , . . f f® s t то'снотема
отатистих { при ^ f s - O /  6 обдцдает саойот- 
вои о верояшоотъв не м еш аей, иен i - e  .  Время нлаосифнжа* 
цин хонечно почти наверное.

Доказательство. Пусть верна пш отееа .  Тогда 1цк>цеоо x(i)  
описываетоя уравнением

Подставляя (1 .7 )  в (1 .6 ) ,  подучаем

при /  *  с < i 

п ри  к  < j  ^  S  ,

Отоада по 01феявлепив момштов Zy следует, что

(1.8)
П , [ € ( м ) ] ‘ ‘-
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обозначает усреднение ПО расгфвделению ^ , о т в е -  
чапце1ог н  -й  гипотезеJ . Вероятность правильного рш еш м oiqpe- 
деляется формулой

= =

Используя неравенства Цуля, Чебшева я (1 .8 ) ,  подучиы

и( я .)> 1 - ‘£ ф ’̂ (н)>^} - i  р . ( € j W <i ] *

> < -|'е{/ г)*

-  f ^ w t - ■ « 4 .,

1
Н

Взяв , приходим к первоцу утверхденив теоре­
мы: 1-S. .  Конечность длительности клаеенф1пацни
следует из расходимости рядов ^  X n ( t , x )  • Творв“* I» !
доказана.

1 .3 . Случай неодинаковых двспврснонных мат1жц

Пусть матричные функции А" t отвечаичне различным
гялотеэаи, не совпадавт. Тогда в описанной процедуре классифи­
кации изменятся только статистики 01федвлнм их по фор-
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iqrjnM:

(x.e )

c C v % ) a ,

^  (^ )  ~ сшоютричнв|| п о л о ш в ш ю  01фС|деи1« о 1аа в м о в м  
н и рвц а, 7домив<фяхяикЯ нвравеявтвам (в вмислв оооп втспусЕ ^а 
кввдрмячних ф(фн):

Штрвх у  внахв ^пош обоамачавт, что поеведивв вмрввмое 6ttpofOB 
е ввеои. , Boropiift находпея ва уравнвпш

Д м  жоначяосп врощдурн кавевафвхвцш о в«р<мпмое«ы» 
домны раоходнпея рдды

а
Z I ^  < i- <>  < S .

Прв ВПК уеловям у тввраяш в «»<ф«ш 1.1 ооваетоа «ф ав«дя»на1. 
Чтобы убедщ ьм  в атом, очввядяо* достаточно оровсрнть увш пиг- 
нна норавснотв (1 .8 ) . Посвольху
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Учишвал, что ^  ^)11 ^  I I Д . ~ Д  ^ ) Ц у »" , а  также
в силу условий на весовые патрицы приходим и требуемому нера­
венству

Аналогично доказывается второе неравенство (1 .8 ) .
Чтобы минимизировать число наблвдений, необходамых для клае- 

еификации процессов, в классе весовых матриц, удовлетворяшцих 
условиям ( I . I 0 ) ,  S хаидый момент времени ^  следует выбирать 
такую матрицу, которая обращает в махоицуы квадратичную форцу 

II . Наиболее просто оптимальная
весовая матрица находится в случае, когда матрицы d ^(t,x .)  
пропорциональны; B ( t ,x )   ̂ i= ,  ^ /-п о с т о я н н ы е ,
не равные нулю. Тогда имеем

У 1 ^  c < j ^ s .

Замечание I . I .  При постановке задачи классификации предпола­
галось, что известен вид матричной функции для хахдой
гипотезы . Предполагаемая процедура классификации работоспо­
собна, однако, и в случае, когда некоторые мдч все матричные 
^ к ц и и  B - ( t , x )  неизвестны, но их елеыенты ограничены иэвеот- 
иага постоянными. Вид названных функций сказывается только на вы- 
5оре весовых матриц. Пусть элементы матричной функции 
1граничены величиной . Тогда в процедуре классификации н с - 
юльзуются статистики (1 .9 ) с весовой матрицей

V 'H i )  ^  Е  /  m < x x ( L i , L j )  .
Замечание 1 .2 . При рассмотрении случая одинаковых матриц 
( t , x )  требовалась невырожденность матрицы ВВ^ . Если это 

словив нарушается, вместо { В В ')  в формулах (1 .6 ) следует
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иепольэовать весову» матркцу у  ,  удовлетворяпцув условию
очевидно, все свойства процедуры

клаеск^иацви еозфаяятея.

1 .4 . Классификация процессов авторегрессии

Проиллострнруеы полученные результаш  на примере различе­
ния процессов авторегрессии р - г о  порядка. Такие процессы часто 
используются в качестве модельных в различных областях естест­
вознания [ а ,  i72 1 • Пусть при истинности гипотезы h i
наблюдаемый скалярный случайный процесс ^  ~ { } 
описывается рекуррентным уравнением

x ( i - ^ l ) = A ix ( i r ) t . . .  +2^pX{t-/> + i) + 6 i ^ J - t ^ i ) ,  ФО, ( I . I I )

Предполагается, что векторы при
различаются хотя бы по одной координате, т .е .

rn cw c I >  О ,
K ip

Исходные статистики определяются в данном случае
со формулам (1 .9 ) ,  в которых полагаем

v . M = — t i T T s  '  Я р х ( ^ ' р - ^ ^ \
у •' тал(б.^^б*)

Покажем, что выполнено условие теоремы I . I ,  обеспечивающее ко­
нечную длительность процедуры. Это условие требует расходимости 
рядов

р С

Воспользуемся следующей леммой, которая легко доказывается 
с помощью закона 0 -1  Колмогорова Г rif j .

н т Л Л .  Пусть { последовательность неза­
висимых случайных величии с  М  ^  i~t- О ■
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P  (  ' ^ й п  I  > s )  -  1

Д М  всех o <  e  < S .
Пусть верна ̂ 'нпотеаа . Тогда процесс C i j ( i ^ x ) удовлет­

воряет уравнея1ш

C^^ ( t + ̂ . х )  C ^ j ( i , x )  + . . Л р  ( - t - p *  1 )  +  f i ] ( t + 0 ,

где

Tax как

к велгашш независимы , то по xeiaio I . I
полумаеи

р ( г ^  / f d t ) \ > ^ )  = U 0 < £ ^ з е ,^  .

Отсвда cxeAyeTt что для бесконечного числа моментов ~Ь с вероят- 
ностьв единица выполняется неравенство

а, значит» одно кв неравенств

I К (* "»' , rn> = ^,P,

сп р авед ш о  дкя бесконечного числа "Ь % что и доказывает расходн- 
иость ряда ( I . I 2 ) .

Таким образом» устаноилено, что предложенный критерий класси­
фикации позволяет различить процессы авторегрессии (иезааисимо 
от того, устойчивы они или нет) за  конечное время при любых рас-
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пределеняях аогмов.
С ПОМОЩЬ!) результатов 5 10 главы I  можно найтк также сре^'пт 

длительность процедуры классификации. Число наблвдений, исполь- 
symoiz в процедуре, озфеделяется величиной

Z ( H ) =  гпал  

ъ

(Н) = (s ,x ):»  Н }

В предположении, что плотность распределения симметрична и 
убывает при увеличении 1x1 ,  подучим верлою  оценку для сред­
ней продолзштельности наблвдений. Учитывая, что при истинности 
гипотезы ^

М ^Ъ (Н ) ^  X  М ^ Ъ .Л Н ),

оценим хащдое слагаемое в последней сумме. Предс*ввим С - (s х )  
в виде у  ' '  /

'*  , Р \Л
( I . I 3 )

где t  -  н о ^  первой косфдиватн, по которой различаются вехтош
. » . в .

г  = г  г i , } )  =  m u v  i  ( L i  Р  :

Воспользуемся теоремой I . I O . I .  В данном случае естественно поло­
жить

W ( s , z ) ^  ( V ^ ) * js ^   ̂ =
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■ 2 )  =  ( н г  /  г ^

Поохолысу e n  фунтрш  удовлетворяет веем уеловмям тесфвмы I . I O . I .
то

Используя (I .IO .'S ) , ваходям пряблнхеннув верхш » границу для

(^ )  •'

[ ''Je J
а тахяв для средней дхятельиоотя процедуры

г W S Е  [ UI.J) + V (  ff. )* ].
в чаетмооти, если вее векторы Д р ) раэлячавтея по пер-
воцу параметру [ )  «прячем

т л  1 л ; - л' !  = а > о ,

для вредней длятельноетя клаесяфякации s  хфоцеееов авторегрев- 
сяя получаем проетув оценку

которая выполняется при ястинноетя любой гипотезы
Замечание ПЭТ" ТеорешГ’ХТ!? указывает, “  каК"по заданной ве- 

роятноети правильного решения выбрать параметр / /  « определяпций 
длительность процедуры.Ре{соывндувмов значение / /  является вообце 
говоря, завышенным, поскольку при оценке вероятности правиль'- 
ного решения используется неравенство Чебышева. В задаче
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иассафикащ ш  устойчюызс процессов авторегресеив ( I . I I )  прк вы­
боре порога Н  жтт быть полезна теореыа 1.6.2 . Согласно этой 
теореме етатхет1па1 ('//.^нopмaля8yI)тcя при больших значениях//, 
причем при истинности гипотезы ачьтяйтяжа 1<лУ
асимптотически нормальны о параметрами ( О, V / / )  t а  статистики 

, {  %  ( ^ )  , K<j>6 s j -  аеимптошчеоки нормальны с параметрами 
('f, ’*/н) • Позтоц/ при больших Н  выполняется неравенство

PJtĉ ) ̂  ' i-(s-i) ф(- ^ ) .

Таким образом, чтобы обеспечить выполнение неравенства 
при истинности лвбой гнпотевы , достаточно положить

§ 2 . ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ НЕШРАКЕТРИЧЕСКИЙ МЕЛОД ОБНАРЗТШШ 
РАЗЛАДОК СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ РЕКУРРЕНТНОГО ТИПА

В этом параграфе, а такие в двух следунхцих расоматриваотоя 
задачи обнаружения разладок случайных гфоцессов. Такая задача 
возникает во многих практических ситуациях при оценивании момен­
та появления полезного сигнала, при диагностике технических систем 
когда требуется скорейшим образом обнаружить нарушение нормаль­
ного течения процесса в т .п .  Теория обнаружения разладок насчи­
тывает около двух десятилетий и продолжает интексиАно разраба­
тываться. Если па первых этапах развития этой теории преюогцест- 
венно изучались задачи, относящиеся к схеме независимых наблюде­
ний с полным статистическим описанием, то в последние годы вое 
больший интерес вызывает кепараметрический подход к аедвче о раз­
ладке, при котором распределения процессов до и после разладки 
точно неизвестны, а предполагается только, что они принадлежат 
некоторым классам распределений. Наблвдаетоя также тенденции к 
использованию для описания явления разладки зависимых случай­
ных процессов.

2 .1 . Постановка задачи

Пусть наблюдаемый многомерный случайный процесс X ( t )  ^
= описывается системой стохастических разностных

уравнений
9 - 1.
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до момента разладки 6  и системой уравнений

X ( i  + 1) = /I2 H ,^)  (2 .2 )

начиная с момента в . Здесь { ̂  у  -  не зависящая от х((̂ по- 
следовательность -S -мерных одинаково распределенных случайных 
векторов с и М £  # £  -  единичная
матрица. Распределение неизвестно. Элементы матричных функ­
ций / ^ i ( t , x )  и В>(1,х) (разм ералх/ и /гх« ) могут зависеть 
от реализации процесса X  до момента t  вклвчительно. Момент 
разладки G мокет быть детерминированным или случайным. В пос­
леднем случав предполагается, что случайная величина S  имеет 
неизвестное распределение и не зависит от процесса {^(6)У и х (0 ) .  
Задача соетоит в том, чтобы построить последовательнуп процедуру 
обнаружения разладки момента в  .

2 .2 . Построение решающей процедуры

Начнем рассмотрение со случая, когда B -J 't ,x )  — 
и момент разладки G не случаен. Учитывая, что распределение про­
цесса неизвестно, для оценивания О естественно использовать 
метод наименьших квадратов. Предположим временно, что имеется 
достаточно длинная реализация процесса (длины /1 /), включающая 
момент разладки. Тогда оценка в  ощ1едвлявтся пз условия миницума 
по т  функционала

(2 .3)

t ‘ m

Этот функционал может быть преобразован а вид

7(т,)
t -0
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рдв

с  помоцью Зфавнешй ( 2 . 1 ) ,  ( 2 . 2 )  получаем

гп-1 гл-1
y M - - Z  r { i,x )+ C ^  + 2 Z

■фчо 't'^ в л т , ^

где ( 2 . 4 )

^  ̂  обозначает минямальцух) as величин О ж m  , 
Проаналиаируем поведение фзтащионала УО) . В  простейшей слу­

чав, когда пумы отоутствуот ( r i ( t ) ^  о )  , J(n )  убывает при уве­
личении т  tn  О до ^  и возрастает после етого момента, при­
чем приращение фуияцноиала йУ (Ь)^У (ь)-У (^ч) =  ±  z (i^  х )  
зависит от различия модемЯ процесса в момент .  Далее заме­
чаем, что для оцекившам момента разледки по методу наименьших 
кведратов не требуется проводить все'/Унаблвдвиий процесса х  , 
необходимые для вычисления jf^ ^ ) , а достаточно следить лишь за  
приращениями функционала л : 7 М  , которые находятся по текущим 
н лщдекиям Х (о),. . ,  ^ x f t )  .  Присутствие цумов сказывается на 
поведении фунпщонала У (-)  .  Однако П{жнципиаяьный вывод о 
том, что разладку с помощью метода наименьших квадратов моико 
обнаружить по приращениям А У М  в текущен времени /остается 

верным и в этом случае. Естественно, что при m»™™. щупов 
выводы о разладке по отдельным значениям ^ У М  *в*яются нена­
дежными. Поэтому логично выделить некоторую возрастающую после­
довательность тментов { Х с ,  i ^ o y  и принимать решения по 
приращениям Л т ^ ) - J  .Выбором моментов Vi можно
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регуляровать как вцроятоеть ложных тревог» так я велячяну вапаа- 
дываняя в обнарукения рааладкя. Моменты % очевядао, должны вы- 
бяратъея с учетом различия конкурярупцкх моделей в отдельные мо­
менты временя. В качестве меры блявоотя моделей в момент "Ь 
будем использовать величину ъ (-Ь ,х )  « огфвделявцую равенст­
вом (2 .4 ) .  Пусть Н -  положительное число. Введем последова­
тельность моментов L ^  о }  по форцулам:

«•
о , если  1 - 1 ; (2. 6)

Для конечности почтя наверное велячян ряд
ОО
Z  t ( i , x ) - * o o
t=0

(2 . 6)

1̂ олкен расходиться с вероятностью единица. С каядым интервалом 
, T i l  ( L -Ы циклом наблвдений) свяжем отатяетяку 

определяецую равенствами-.

-  Л Щ М Л ] . м ;  , г . , )
Мм *

1,ecja

- [ Н “Z J  / z{Ti,, x) , если i t  = ;

0, если -b> Zi и -b .

Эта статистика совпедает с прярацением функционала "JO) на интер­
вале T iJ  с точностью до постоянного множителя и послед­
него слагаемого, которое берется с весом О ^ 'I.
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Иепохьвуя (2 .1 ) ,  (2 .2 ) ,  п<мцгчш

- 1  + & i(H ), ec ju  Zi < в ;

y , ( n h

Ч

(2.8)

(2 .9 )

где о п р е д ^ е т с я  формулой (2 .4 ) .  В случав < 6<Zi
CTt 'истика У I (Н) представляет собой супцу Н) ■ некоторой 
случайной велячшш, не цревосходяцей по модулю едшшцы. Учитывая, 
что статкстихк У^Н) претерпевают скачок после раэлддкм, процеду­
ру обкаруженяя разлцдхк естественно отфедвлить следупциы обра­
зом. Зададим порог 5  ( 15 !  < f )  и при выполнении в l 
цикле неравенства

У ,(Н ) > 5
(2. 10)

будем принимать решение о разладке.
Реваюцая процедура обнц>ужения раалцдкв построена.

2 .3 . Выбор параметров я исследование свойств 
решавцей процедуры

При реяекни вопроса о выборе параметров процедуры Н * S' бу­
дем всходить из того, что зцданы допустимые вероятности ложной 
тревоги cL я  ложного спокойствия р  в квцдом цикле. Позтоцу ог­
раничимся рассмотрением множества пар ( Н, 5)  * удовлетворяпрсх
неравенствам:

, Р > ^ ( н ,5 ) ^ р  ,  i > i . ( 2 . I I )

где (И, S )  и (H ,S ) -  соответетг*нно вероятности лож­
кой тревоги и лоячого спокойствия в ^ -м цикле. В этом множест­
ве оптимальной является пара с минимальным значением //.
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Такая пара, обеспечивая заданную надежность процедуры, приводит 
к ыиниыальяой джине цикла, а следовательно, и к минимальноыу за­
паздыванию в обнаружении моыента разладки» Так же, как в 
будем предполагать, что моменту появления разледди предшествует 
длительный процесс наблюдений. Тогда для большого числа циклов 
вероятность "захвата" момента разладки 0  остается малой, т .е .

< &У близка к единице. При этом условии верны форму­
лы:

=  Р  { s ^ ( H )  < - ‘1 ^  \ h-1  ̂

(2 . 12)

Поскольку точные значения ггих вероятностей не могут быть най­
дены при сделанных предположениях относительно набдвдаемого Гфо- 

(цесса получим верхние оценки вероятностей (2.12) и для них ре 
шин поставленную задачу параметрической процедуры. Полученная 
в результате процедура будет обладать требуемой надежностью

ТРЛРРМА 2.1. Пусть для процесса (2 .1 ) ,  (2 .2) выполнено условие

(2 .6 ) .  Тогда;
I» .  Для любой пары (И , ^ ) , Н > 0 , - 1 <  5-< i  , справедливы 

неравенства:

• P^fH S)  -------г • (2,13)

г \  Для любой пары ( а , р ) , 0 < с ^ ,  Р - и  последователь­
ная процедура (2 .7 ) ,  (2 .10) с параметрами.

^ * 1 1  i f  X '
(2,14)

имеет вероятность ложной тревоги не болыяе, чем об , и вероят­
ность ложного спокойствия не больше, чем р  .
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3®. Дяя пары (H*,S*) ореднев число циклов мадду локшош тро* 
вогамн н qMwiee число циклов вапаэдывання в обнаружении 
рдзладки /1̂  удовлетворяет неравенствам i

Д/ i  • д /  < _
Р (2.16)

Докивитеяьство TeopeiM 2 .1 . Нам потребуется еледущая 
Цуеть не вероятностном 1фоотранетве 

ецдаам: • )  вцубыввацая састема «г ^юдалгебр { 9 п }  '•
б) ^  -  кяттвЛ  мцрковокмА момент отноеителыю /у~1 '•

f  (7л}а*о ■ i  ^1*}л9о ~  согласованнне V** V ^ }
послцдоввтелыюстя сдучаЯных величин, такие, что

 ̂ к .,0 ,  « • “ >

■цягаеи е вероятяоотьв д̂рипирт оО
Т̂ г • «федалиеиого по форидгже

С
T^^inf{K >€ :Z ^Z^ ^H }^ T ^ = i n f { 0 ] = . o o , 

щт любом / / > 0

. Тогда для

место ПППТИПМП11НИ

Z « <  ^ « ,  l i ;  7 « . . ) ’ I % ] * M .

m e
Y, вслм «■< K< Zi j

U- 1
cc( k a ^ ) - { [ h - Z x j -\ / г ^  , 

0 ,  ссл</ к  > Z c  ;

если
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%  -  ^  -алгебра еоА ляй, набявдавмнх до момента «  . 
Докааательетво леммы 2 .1 . Дудеи ненольаовать свойства М1ф- 

ковекмх моментов [ iSS]  • Система б  -алгебр }
является монотонно н е у ^ а щ е й ,  а  -  м^фковский момент от­
носительно етой системы. Для проверки условия мерховости момен- 
та %s ’

^  k J  ^  ^

требуется покавать, что для любого к  имеет место вклочение 

Это вклвчеяне следует ив равенства

условия согласованности воелв|доввтвльяоотя ■ исфковоо-
ти момента^ . Введен уевчвшнй марковекий ноиент x̂ =min.([ĝ A') 
н обоаначми ^

~Tfi =  ^  ("я: б”, Х^ \ _
I

До1 еяачажа, что

(2 .1 8 )

*• ^
M [ T j l % ] - M [ l / «  j=

■= *;«■> 'î  J +
(2 .1 9 )
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^2tA\ Z  ^ (><i b^i 1̂ 1.
^ « а к < и %  ' ' '

PeecMOipiai первое охвгаеиов* Иоподьзуя с в о й с т в а  згеловиых м атем А * 

nniecK ia ожщданяй, условия (2 .1 6 ) и упиш вая, что (7<о(. *■ i , 
подучаен

М [ 1  (■)!?]

/Cap

А/
■ f  M  /% ) } -

Ы

^=0

= M f  Z  j % ]  ^
^ Kstf

^ к .ё
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Поеладаее равенство выполняется в склу Bu6q>a весовой функцп 
• А я ал о тн о  похавываетоя, что второе олагаемое в

(2 .19) ■ М [Тм1% ]  равны цулю. Тшжм осфааом, уетамовлеян
соотноаенЕя (2 .1 6 ) , ыв которых о аоиоцье гфедвльного п о х о д а  
при А / о о  получается утверасдвнвя лемш 2 .1 . Двина 2 .1  дока- 
вана.
1. Воспольауенся леммой 2 .1  для дохавательства утвердвденхя 1°.

В качестве ^  вовьивм б~-алгебру, поровдввдую едучайнымх векто­
рами х { 0 ) ,  ^ ( 1 ) , . , . ,  ^ ( п )  ,  н проверим, что для последователь­
ностей { г { п ,х ) ^  п 9 а }  ■ { n * i j  ,  мфеделяемых фор­
мулами (2 .4 ) ,  выполнены условия леммы 2 .1 . Условие оогласовая- 
ноети очевддко. Далее имеем

*■ ' (2.20)

Для последовательности независимых оданахово распределенных век­
торов выполняется строго млрковское свойство
Повтоцу

I ^*м } “ (2.21)

= Л! [ # W t b )  1% ]  = М [ Ш $ Щ  = Е .

Из (2 .2 0 ), (2 .21) следуют соотиоиения (2 .16) я справедливость 
утверхдений леммы 2.1 для последовательностей (2 .4 ) . Последова-
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тельность моыентов i * 0 }  по опредеденю) является Маркове- 
кой откосятельно введенной системы е  -алгебр. Учитввая это . иа 
соотношений (2 .17) при = для величины опреде­
ляемой равенством (2 .9 ) ,  получаем

M [ S j H ) l % J = 0 ,  ^  ^  • (2 .22)

Отсшда и из (2 .12) следует первое из неравенств в утверждении 1^. 
Для доказательства второго неравенства (2 .1 3 ' требуются дополни­
тельные построения. Обозначим V* номер цикла, захватившего мо­
мент разладки, т .е .

)) =  : Tj > . е }  .

Случайная величина V является марковским моментом относительно 
системы б  -алгебр  ̂ к ^ о }  . Для проверки условия мар-
копости требуется показать, что для каждого J. ( } ^ о )  
имеет место включен:!е

Это включение следует из равенства

[ V =>] =  ̂ Г)
и марковости моментов Z j  относительно системы { .  
Оценим вероятность {^^(Н,5) • Очевидно, что

< г ; = р  / £ ;  т  ^  0}  ^  р { / г -  т >  / -  s  /  г , .

Так как

то , используя определение условной вероятности, неравенство Чебм- 
иева и (2 .2 2 ) , получаем

Р {  I z^-i =
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Отопда я из (2 ,12) оиедуят второе неравекотво (2 .1 3 ) .  Утверяде- 
кие доказано.

2 . Для доказатежьетва утверолдвния 2® достаточно убедиться, что
во множестве пар (H,S) • удовлетвсфявщих неравенствам:

H( S- ^ I ) '  ^ '  T ( s - i y  ^ ^ '

п ^ а  ( Н, S )  имеет мннимахькое зиачеияв Н .
3 . Оценим сначала . Обозначим П,̂  число циклов запав-

давання в обнаружении разладки. Воспользуемся формулой

N , = M n , ^ Z  .
' 4*0

Докажем вспомогательное неравенство 

По определению имеем

= Z P / £ ; . , « ^ ‘'=>3 .
Далее находим

(2 .2 3 )

(2 .2 4 )

<  . ^

► *к
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Отеш|да я из (2 .24) следует нфавевство (2 .2 3 ) . Орнмвшм неравеи- 
отво (2 .23 ) повторно, получаеи

Р { п , > к }  ^

После суюароваиня п{«ходвн к требуеыой оценке

1 1N ^
^  1 -  ^ 1 - р

Пря выводе нижней оценки (2 .15 ) 'д я  среднего количества циклов 
ыеиду ложными тревогами предполагается, что раэледхе предвест- 
вует длительный процесс наблюдений. Пусть fl. -  номер последне­
го цикла, в котором произонла ложная «ревога, л -  коли­
чество циклов, ч ^ е а  кото1>ое ложная тревога повторится. Тогда

По определению , используя (2 .2 2 ), подучаем

Отсюда-Д® Г 1 ^

и, следовательно,

д/ »  — 1------- =  X
® V сх

нйгТТУ
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Теорема 2 .1  доказана.
Замечаняа 2 .1 . Выше предполагалось, что заданы доцзгетиыые ве- 

роятностн ложной тревога и ложного (яюкойотвяя и 1фи етих усло­
виях производилась сштимжзацня параметров щюцадуры. Кожно рас­
смотреть другой вариант задачи оптимивацив. Введем функции:

=  Z { S , X )  ;  г ( ^ , х )  ,
s-t,

где , штрих у  знака второй суммы означает, что величина
берется с весом oL:(r-) , если s = Г; , .

Первая из этих сумм определяет сушарное различие между кок- 
курируводми моделями (2 .1 ) , (2 .2 ) ,  накапливаемое на интервала 
наблвденжй ; вторая совпадает о первой с точность» до
отдельных слагаемых, взятых с весами. Пусть €  я t " моменты 
соседних ложных тревог, Ь <^t , а  4 “ время запаздывания я
обнаружении момента разладки 6  . Тогда, используя теорему 2.1 
и определение моментов , получаем неравенства:

т, К / » ;  .

Зафиксируем величину * нижнюю оценку среднего суммарного
различия моделей, накапливаемого между ложншш тревогами, и най­
ден параметры di и р  из условия минимума , верхней
границы дхя среднего суммарного различия моделей, накапливаемого 
после разладки. Разрешив уравнение 

T = j L ( - L ^ d - f'о ^  /
относительно р  и подставляя р  ь 7^,  подучим

т ;ы ,р )  -  — : й л . 
1 -

(2.26)

об
/ /

Оптимальное значение ос. определяется из уравнения 

Параметрическое решение этого уравнения шюет вид
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об = 2U ^
( i l - l f (2 .26)

Используя найденное rt я  еоответствувцее ejiy p  в (2 .1 4 ), получим 
параметры процедуры, являющейся решением поставленной задачи. 
Отметим, что в частном случае, когда Z(s,x) -  Го до мо­
мента разладки в  в z (s ,x ) = Z i  для s ^ e  .величина 

определяет среднее время медду ложными тревогами, 
а величша MQ(Q^$+t^) / г, -  среднее время запазды­
вания в обнаруженЕН разладки.

2 .4 . Обнаружение разладки в едучае неодинаковых 
дисперсионных м а^яц

Если в уравнениях (2 .1 ) , (2 .2 ) матрицы различны,
в построение процедуры обнаружения разладки требуется внести не­
которые кзитеивя, Превде всего за  основу берется обобщенный ме­
тод наименьших квадратов. При этом в критерий (2 .3 ) и во все по­
следующие формулы вместо ̂ 5 ?  подставляется специальная весовая 
матрица К . Для сохранения свойств решающей тфоцедуры, указан­
ных в теореме 2 .1 , достаточно выбрать матрицу У так , чтобы вы­
полнялись неравенства (2 .1 6 ). В данном случае согласно (2 .4 ) 
имеем

t , x )  V { i, x )  1)^ если  t < d ;

y ( ^ , ^ )  = /i( t.x : ) - /l ,( i ,x )  ; Zft,x)=  V ( t ,x ) ir ( t ,x )  .

Рассмотрим класс весовых матриц \/(ь,х)^ удовлетворяхящ1х одновре­
менно неравенствам:

V в. в !  ^ У"V t
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а также условию (2 .6 ) .  Для каждой такой иатрицы вьшолняется тре­
бование (2 .1 6 ) ,  а  значит, остается в силе и утверждение теоре­
мы 2 .1 . В указанном классе весовых матриц оптимальной является 
матрица у  , макекиизврующая z ( t , z ) ,  поскольку она минимизи­
рует длину текущего цикла. Обозначив z  = V ^ 'f ' -» приходим 
к задаче максимизации линейной формы

Z ^ ir - тсит

на пересечении двух еллипсоидов, определяемых неравенствами:

(2 .27)L ^ i z .

Вектор Z t являющийся решением етой задачи, может непосредст­
венно использоваться в процедуре, поскольку во всех форцулах 
матрица У участвует только а сочетании = z  .  В об­
щем случае нахождение оптимального z  довольно трудоемко.

Ограничимся рассмотрением частного случая, когда матрицы 5, 
и пропорциональны: • При етом условия
(2 .27) заменяются неравенством

< л У , b,bJ m ax (1, у ; ;

и с помощью теоремы Куна-Такхера [5J получаем оптиыальцую весо­
вую матрицу

V =  ( S, ) .

Пря замене (2 .13) и (2 .14 ) на соотномения:

f ) ;

r = . ^ ~   ̂ Н "= пип(Н „ Н ,);
i f  * l p \ y f ^

(2 .28)
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утвврхдение теоремы 2 ,1  остается справедлквыы.
Замечание 2»2, При построении процедуры обнаружения разладки и 

исследования ее свойств предполагалось, что момент разладки в  
является детерминированным. Все полученные результаты, однако, 
сохраняется в для случайного моиекта в  , если в  удовлетворяет 
требованиям, указанным в постановке задачи. Для втого требуется 
добавить случайнуо величину В в условия при рассмотрении всех 
вероятностей и матеыатнческхх ожиданий.

Проиллхжтрируем полученные результаты на конкретном примере.

2 .5 . Обнаружение разладки процесса авторе1ресони

Пусть наблюдаемый скалярный цроцесс является процессом
авторегрессии первого порадка и описырабтС^Г уравнением

х(± ) + а ,  + 1)  (2 .29)

до момента разладки д  а  уравнением
f)  = Д, М  +  + / ) ,  - (2 .30)

начиная е момента ^  .  В этом случае процедура обнаружения раз­
ладки определяется форцулами (2 .5 ) ,  (2 .1 0 ) , причем

т м с ( а ^ ,а ; ) ;

Оптимальные значения параметров / /  и <Г , отвечающие вероятнос­
тям ложной тревоги ос в  ложного спокойствия f i  ,  даются равен­
ствами (2 .28) при . Используя результаты § б , мож­
но оценить средао» продолжительность цикла до и после разладки. 
Если процессы (2 .2 9 ) , (2 .3 0 ) устойчивы ( L = i,2  )  •
соответственно полгчаем ^1 )

Отсюда и ив (2 .15) следуют приближенные формулы для среднего вре­
мени между ложными тревогами 7" и среднего времени вапазднваимя

т; :
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(2.31)

Пусть, HBupmiep, \ ^ 0  (т.в. до разладки наблвдавтся "чис^"
шум), O J ;  =  1 ,  а г , = 1 , ^
Тогда по форцулм! (2.28) получал» H  =  i S ,^ 8  ;  5  =  0, В 4 .
При зтом согласно (2.31) ложные тревоги появляйся в среднем не 
чаще, чем одна на 700 каблвденнй, а среднее время запаадывания
не превышает 23 наблвдений. т с о

Замечание 2.3. При больших Н о помощы) теоремы 1.6.2 можно
уточнить значения вероятностей л  и ;3 . Со**” ®"® 
шумы t -  ( Н ) приближенно нормальны с параметрами ( О ,  4  ^ / а ^ Н )  
до момента рааладки и с параметрами ( О ;  ^  0.% / а "  Н ) »
чиная с момента разладки. В частности, при тех же параметрах про 
цедуры = , получаем

/_ - i- C !> ( Z .2 3 1 ) * 0 .0 f 3  }

р  = ср{{5*-i){i?
(2.31) следует, что ложные тревоги появляются в среднем не чаще, 
чем одна на 7000 наблвдений, а среднее время запаздывания не 
превышает 16 наблвдений.

2.6. Экспериментальное исследование алгоритма 

Как показало численное моделирование, предлагаемый алго^тм

Кения как одиночной разладки, так я серии п
па. Проиллюстрируем вто на примере, взятом из 

■ был описан алгоритм определения моментов изменения свойств гаус 
совского процесса авторегрессии второго порядка

я - 0 7 -
с параметрами ’ /= <? у . /7 производилась

В моменти t i  ~  S O ,  L 0 , 1 , . . . ,  .
ei».. э к . ™ » » »!»«»!» ^  L!!!.:Z’.
О ц » »  ко»иэо. РЭ.»»0. h  . » « » W  »Г»Д.

5  . Зд«ь »  д . ™ »  »“ ™ ’ >
с помощью предлагаемого алгоритма, jfi i у;!'
конец интервала, на котором принято ремеиже о разладке, .
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Таблнца 4
Значения парамечра авторегрессии в зависимости 

от номера интервала

i 0 I 2 3 4 5 6 7 8
-0 .1 0 ,9 -0 ,9 0 ,9 -0 .1 0 ,9 -0 ,9 0 ,9 -0 ,1

i 9 10 I I 12 13 14 15 16 17
0 ,9 -0 .9 0 ,9 -0 ,1 0 ,9 -0 ,9 -0 ,1 0 ,9 -0 ,9

Таблица б

Иоменш разладок процесса авторегрессии в их оценки
Л < t i 4

50 50 56 49 66 500 505
100 91 100 98 102 550 551
150 150 I5 I 150 153 600 600

200 199 202 195 210 650 650
250 251 255 2 « 262 700 700
ЭОО 300 304 299 309 750 740
350 350 353 350 356 800 800
400 404 404 395 413 850 850
450 453 453 447 459

С i c i.-
500
556
606
656
705
741
797
853

499
554
602
648
702
726
785
850

501
559
614
664
708
757
810
857

середина этого интервала. В процедуре (2 .5),, (2 .10) бьиш выбраны 
параметры: Н = 2 S ц S  — о̂ 2б  ̂ которые гарантируют вероят­
ность ложной тревоги о,1 и вероятность ложного спокойст­
вия р = 0,3 , Как видно из табл. 5  , оба алгоритма дают хоро­
шую точность оценивания моментов разладки. Следует, однако, за ­
метить, что в [ т ]  оценивание разладок начиналось по накопле­
нии 1000 наблюдений процесса, причем испльзовалась информация о 
том, что на интервале наблюдений произошло 17 разладок. В пред­
лагаемом алгоритме оценки разладок производятся по текущим наб­
людениям процесса. При атом не требуется хранить в памяти всю 
реализацию процесса я иметь априорную Mî J'opMaipno о числе разла­
док на интервале наблвдений. Кроме того, гфедлагвемый алгоритм 
является более быстродействующим. Так, для оассматриваемого при­
мера время вычисления в [Щ ]  составило примерно 1 ,6  минуты на ЦВМ
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BBCJM-6. Пря роавваацщ предяараеиого елгоряш а поурвбоваяаеь од­
ев маяутв е<;етв на ЦВЫ ЕС-10й)е которая прЕйврно в 50 рае усту- 
вавт ВЗСИ-б по бштродойствяа.

§ 3. посщоедшьнш ш т ш ш т з ш  шод огштжЕния 
РШДШК СЛУЧАЙНЫХ ПРОДВССШ РЕКУРШтаОГО таПА ПРИ 

ШОГОАЛЫЕ№А1НВ!Ю0 КШЕФОИ 1ЮДБЛИ

в првдвдущвм Шфагрефв боа равработан метод обнодиаиия р аз- 
ищок в ;^аш !яеокях  cacTeuax, опяеаваемшс отохаеттесгош и урав- 
кеннюш. Предполагалось, что ю дель объекта как до , так в после 
разледкя иввестна. Рассмотрим т т е р ь  более общую сятуащпо, когда 
юдель объекта после разладки неиавеотна, но укааано конечное 
тожество моделей, одна из которых описывает процесс наблидений, 
начиная е момекта разладки.

3 .1 . Постановка задачи

Пусть наблюдаемый векторный случайный процесс JC ( t )  =
описывается енстеш й стохаотшюских разностных

]гравнений

Здеоь Л -  функщя разладки; A ( t ) ^ o  • до момента разладки 
в  , в момент разладки функция принимает одно из значений i,... 

...,s , которое в дальнейгем не изменяется. Момент разладки 0  
й значение Л (в) могут быть детедминнровани101и или случайиьога. В 
последнем случав предполагается, что пара ( в , Л(&)) случайто  
величии имеет неизвестное распределение в не зависит от процес­
са л х(0). ’SiyaKom и B ( t , x )  в
момент -i могут зависеть от х ( о ) , . . . , x ( t )  .  Шумовой хфоцесс 
{^(6)У является последовательноеты) независимых одинаково рас­
пределенных 1ь -мерных случайных векторов с = о а

М  £  • Распределение ̂ (б) неизвестно. Задача сос­
тоит в том, чтобы по наблццениям щ>оцвоеа x(-t)  оценить момент 
разладки в  в определить модель процесса после разладки, т .е .  
вначение Л(д) .

3 .2 . Построение ретащ ей процедуры 
Предположим, что пара (в,Л (& ))' является детерминированной
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и матрица g g  не вырождена. Исходя из иыеххцейся априорной ин­
формации относительно момента разладки , естественно ограни­
читься рассмотрением процедур обнаружения разладки циклического 
типа. В общем случае такая процедура задается двумя последова­
тельностями {G i , L ^ i y  и , i * l }  . г д е

. . .  -  возрастающая последовательность моментов
времени ( = 0, 1,  ̂ с  помощью которой наблюдаемый про­
цесс { ^ ,  t ^ O }  разбивается на циклы = ,  Хе-. J

^  i  ; ^  -  решающая функция, определяющая по наблюдениям 
i -  го цикла , «.-принимаемое решен'-в из множества решений 

^  -  {  о ^ о , - }  : если^=^д(,^то в 1 -и цикле выносится
решение об отсутствии разладки; если “Pi -  , то
в 6 -м цикле принимается решение о разладке, причем указывается 
что конечной моделью является процесс (3 .1 ) при Л=т? . Будем 
пре.чПолагать, что при вынесении решения о наличии разладки произ< 
водится проверка правильности этого решения. Бели разладка не 
подтверждается, наблюдения продолжаются. При построении решающей 
процедуры обнаружения разладки, используются различные методы. В 
детерминированном случае, когда функции й  ч В  в (3 .1 )  не зави­
сят  от наблюдений, задача обнаружения разладки, как правило, сво< 
дится к повторному решению задачи проверки гипотез. Такой подход 
может быть использован и в общем случае, однако исследование 
свойств процедуры при втом значительно усложняется. Подобная 
ситуация возникает даже при гауссовских шумах ^ ( t )  ,  когда
проверка гипотез осуществляется с помощью критерия максимального 
правдоподобия. Остановимся на атом подробнее, поскольку процеду­
ра обнаружения разладки, основанная на критерии максимального 
правдоподобия, является прототипом предлагаемой ниже процедуры. 
Обозначим . . ,  X  (€{))  условную плотность
наблюдений в 1 -м цикле при условии, что значения всех пре­
дыдущих наблюдений фиксированы и наблюдаемый процесс x(t)  в с ■ 
цикле описывается уравнением ( 3 . 1 ) с  М О - }  * В  случае гаус­
совских шумов М О  эта плотность записывается в виде

- 1

(3.2)1
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Ороцедура обнаруженяя рааладд  рмишауетоя оледущвм обраэом. 
Выбираем неиоторув пооладовательиооть моментов ^  ,  яапряывр, 
ояедупцвх через pastaie яртювутхя времени. По завершении С -го  
qm ua ваблцдений вынооктся реавюю <fi=-aLg • в о л

а д ) )  . (3 .3 )

Усяовнмея при доотниегаш в (3 .3 ) махешогма одаовременко дяя нео- 
хояьхкх пхотноетеЯ 1фянхыать решекхе dg % еоответетвувцее пяот- 
ноети е яаибодъням номером. При тм ои  уеяовнх хрштершй (3 .3 ) до­
пускает еявдувцув вхвяваяентнув форцу: <р. <1̂  тогда н только
тогда, когда ояотема веянчхн L kj, % мфвделяемьбс форцуяой

а д ) )

«V г  1
=» Z  X)] x(-i) +

-  йЬ-<. x ; j )  ( в в у  ( 6 - t , x ) 4  f t - f, X ; j ) ,

удовлетворяет неравенвтваи*.

о * к ^ г  ; L e j < o ,  г ^ / ^ s . (3 .4 )

Наконец, ваяв емотецу етатиеии { 
аадаваешх равеиетвои

ysr-^________ £
£  z ,j (i-i,x)  (3 .6 )
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я воепользовавяиоь тем, что неравенство L ^ j ^ o  равносильно 
неравенству Vz * *фятер1п:) (3 .3 ) можно придать дру­
гой вдд; ^  тогда и только тогда • когда система статис-

венствам:
удовлетворяет нера-

^  ^/2 , 0 ^  к<  С И'а i < t -
(3 .6 )

Системы неравтотв (3 .4 ) ,  (3 .6 ) вцделявт з  пространстве наб- 
лвдениЯ, относящихся к t  н<у циклу наблюдений, область приня- 
тяя Ъ' -го  решения . Важной статиепгаеской харахтеристикой 
критерия (3 .3 ) является вероятность правильного решения в L •м 
цикле. Эта вероятность при условии, что процесс x ( t )  в L -и 
цикле описывается уравнением (3 .1 ) с  и 1фи фиксиро­
ванных аначениях прошлых наблюдений, определяется интегралом

K = (3.7}

Если функции й  V. В  в (3 .1 ) детерминированные, то плотность
(3 .2 ) гауссовская, ограничения (3 .4 ) ,  (З .б ) являются линейными 
относительно наблвдений х(Ь) и вероятности (3 .7 ) легко находятся. 
В более общем слэтае, когда функции /} л  В зависят от процесса 
хН) , область становится сложной, плотность (3 .2 ) -  негаус­
совской, а поетоцу не только вычисление, но ж оценка етнх веро­
ятностей затруднительна. Таким образом, хотя решающая процедура 
обнаружения момента разладки, построенная на основе критерия мак­
симального правдоподобия, проста в реализации, однако для рас­
сматриваемого процесса -xft) исследование ее свойств провести не 
удается даже в предположении, что шумы ^(i)  имеют гауссовское 
распределение. Основная причина указанных трудностей состоит, 
по-видимоцу, в том, что при формировании циклов (выборе моментов 

о;- ) не учитывалось, что динамические модели (3 .1 ) ,  отвечающие 
различным значениям процесса ^ ( ^ )  , в отдельные моменты времени 
могут быть весьма близки и , следовательно, соответствующие наб­
людения оказываются малоин|юрматнвными. Более гибкую решающую 
процедуру обнаружения разладки можно построить на основе непара- 
метрического критерия классификации, рассмотренного в § I .  Пос­
троение процедуры включает два момента:
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[) опецяаяышй выб<ф пооледоватежыюетя моменто» ;
К) модафлсацир отатяетах (3 .5 ) .

Пзгеть Н >0  .  01ф адеаш  поомловатальноеть моментов
}лед]гпцям образом:

^ (Н) *= т а л  ,
O i  K,<j*S

где
0, если i® i;

€^.i*i,ecAu L*2,

t^ j  ( t , x )  аедаетея форцулой (3 .5 ) .  Р еаенм  в t  -и  цикле 
|<абяв|денха будем принимать на основе отатиотш

î i-1 / = ir^ e' г  ̂~

K > )J(B Sy\i,x) [хГ^*у)  -  /H i ,  x

(3 .8 )

r “L /

Ьлагаем <P^=de > ecxH онетеиа отатяотяк У j  удовлет- 
юриет иераленотваи;

»  5" при. i * H < l  ; jiL^j < S  п р и  ■ C < j*s, o * S ^ i ,

рели условие (3 .9 ) не выполняется ни при каком Z , о *, l ^ s ,  
^кнныаам ременне <Р ’̂ d , .  Раиавцая процедура обнарукеиия раа- 
радки построена о точноетьв до параметров Н  ̂ S ' .

3 .3 . Иееледованяе евойетв paMaueel процедуры

При выборе параметров процедуры / /  и S’ будем исходить ва то-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



- I » -

го , что аедшш доцуопошо вч;>овтяое1 « Д  , ,s  , щ « -
пятж* в кеовдом цкхте оашбочноге рввемм на мяоиввтва Л '' dg, 
при усховва, что набладвивя в втом цвквв епввывввтся модель» 
(3 .1 )  о .  Обоеквюш черве fC^^^(H.S) 8вроят>
nootb приняли рвавгам об етоу твлмю в с -ы
Dpi условии, что она не наступила^ а  «юрва i* £ < s ,
обоаначим ввроятнооть принятия в i  -и  р и л е  реомния 
i p i  условии, что к началу i  -р© цияла раалддка проиаоола, при­
чем иаблпдения после раалвдки опиоюавтоя уравнениями (3 .1 ) о

Ъ.{'Ь)'= t  . в  1фвдполои8Нни, что момент появления рааладки 
В  преднеотвует длнтелышй прорео  набладвкиа, можем записать

(3^.10)

Рассмотрим множество рваапцрос 1ф о р д у р  е параметрами Н f S' , 
удовлетворявщими нвравенотван;

f i g  ,  С ,

в зтом множестве оптимальной является 1р>цвдура о минимальным 
' вначением Н .  Такая процедура, обеепечивая ваданннв вероятнооти 

правильных реженяй, имеет минималыу» длину цикла, а оледователь- 
ио, и минимальное вапааднвание в обн1фуженхн момента рааледки. 
Ток как по условию вадачи раоределвяня процеооов до и после 
рввладки неиавестны, то вероятнооти не могут
быть наЯдекы. OoeroiQr аадечу ооловмахри будем режеть, жопольаун 
орикж етмх вероятиоотвй. 1фоне того, дия проототм предаолоямм, 
что

т в п р и ^  Пуоте-дш1 |фоцееое (Э.Х) е веролтиоотм1 едн1л ц а
рееходжтея Р Д Р : ^  Z ^ ,( -e .x )^ o o  0 * K < j s  s',
Т о г р :
I**. Для лвбсй пары ) t  0< В,  О < S <  1, еправедливн
равеиетяе:

( 1 -W H  S*H ( З . П )
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2^ . Охтшальная пара ( Н* S*) опре’̂ еаяатся раввнвтааыа:

н  

^  =“1

1L

' j x

Уг

, если ^ > p , i  J i = i - P i ; 

, если  А  ;

J СС̂ << *

3^ . Дяя пары f / / '  ередэм  «шоло цвхаов помог ложнымя tp eao re - 
»ш Л' * -  среднее пволо циклов запааднвання в обнарукешш 
рааладхн при у е л о в а , что п о о »  рааладхн t удовлет­
воряют неравенетваы:

S S (3 .12)

Доказательство I .  Пусть нвблкщанкя в i -м
.цикл* опясывавтея уравяеняем (3 .1 ) оря • Тогда, под­
ставляя (3 .1 ) в (3 .8 ) ,  находки

jS  Ю

4 ? =  ^  Д '. ' ^

Даяее воспольауеиоя леииой 2.1. В оялу строго ичрковскоро свойст­
ва послвдоватмьности векторов {Ш, выполняются ооот-
ноиеняя:

/ Ч [ к , *  1)1 M [j*  fe!,^ * к* 1)}%^^^  ̂J « ♦ « /

а повтоцу о поиоцью лемш 2.1 поцгчаам

/(<)_ с<0
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Отеода я на (Э«9)« (ЭЛЭ) еледуе* первое перавенотво в утворддо- 
и!П1 I®, Докажем второе н^авенетво ( 3 .I I ) . Иепольауя определе- 
няе (ЗЛ О ), подупям

е- 1

"Z Р { I  aifi^5l6;_^>.d, л(в)^^} . (ЗЛ б )

Так как { < ,  ^ в }  П {  ^  ,  »  по опраде-
ленко уохоБвоЯ верштюетя е учетом (3 .14) нмеем

{е^.^^в ,л(в)^су

Следовательно, в (3.15) каадое елагае1иов п^вой оувш не 1фввоо> 
*®Я"* H(i-ff)* .  Амалогюша уотамаякваем, что каждое сла- 
гаетег второГ оумш не 1февшавт 1/н 5̂  . Утверкдвккв I® до-
каваио.

2 . Далее, раосмот{вм шожество икр (H^s) ,  удовлетворяв^  
неравенотвам:

^  ' ( i - u y  И  *  S^H ^  ^  ^ .

Оптхмальная пара (Н ,sj  определяется путем реаення мшошахс 
ной задачи
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0 <ff<1

^ ( S )  = ш л а: > f ,  ;

6>̂  =  6*(s, я „ ............Ps) =  ол^ггг^ 9fS) ;  (^<y) =  пшл f(e,S)^
O^o î i^c^s

ешенив этой задачи при условии Д  = • • • = Д  приводит к ра­
бствам 2 °.

3 . Оценим Ng, при 't* S . Обозначим через /1^ число 
дклов запаздывания в обнаружении разладки и принятия верного 
ешения при условии, что после разладки . Величина
оределяется форцулой

1 / р = М п . = - Т  P{rig> >^} . (3 .16)
^ К:̂ 0

[окажем* тгго

р {  П г > к ^ } ^  Р /  . (3 .17)

1усть V -  номер цикла, захватившего момент разладки, т .е .

Ц>к нетрудно проверить, олучайкая величина )) является марков­
ским моментом относительно оиотемм G -  алгебр { %  ,ю*оУ,
:о определение имеем

р {  4 ( > к - } ^  (3 .18)

‘Дв
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, ^'=J^j

Так как Р [  ^  1 Щ ' - 1 Р - е  и событие [Щ +i’̂ ^f,---
. . . ,  Я^^к- i ^ c L e } Л  измеримо относительно. ( 5 - алгебры ф  
то для CL̂j получаем оценку сверху

Отсвда и из (3 .18) следует, что

Р {  rig ж }  P { n ^ > K - i } ,  .

Повторно используя ото неравенство, подучаем (3 .1 7 ). Подставля
(3 .1 7 ) в (3 .16) и учитывая, что Д =  . . .  “ А  , приходим к 
неравенству (3 .12) для A g при i  », d & s  . При выводе нихнеЯ 
границы для /Vo предполагаем, что разладке предшествует длитель 
ный процесс набл1ще1д|й. Обозначим через номер последне­
го цикла, в котором произошла ложная тревога, а через Но 
число циклов до следующей ложной тревоги. По определению По 
имеем

принимая во внимание, что Р [  > А ,
можно получить неравеиотво

Р{НоЖ) РоР{ПоЖ-i} ,
из которого следует оценка Р { Рд • * вместе о ней и 
неравенство (3 .12) для /t  ̂ . Теорема 3 .1  доказана.

Замечание 3 .1 . Последнее утверждение теоремы допускает дру­
гую интерпретацию. Введем функции;

<̂С/ (^1, ^л) ™ ^  >

где T-Kji задается формулой (3 .5 ) ,  а штрих у  знаки второй суммы
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U)
означает, что слагаемое Zkj(s,x) берется с весом oĈ j___ ш _

• если
S = , L = i , 2 , . . .  . " Первая из этих функций определяет

суммарное различие, накапливаемое на интервале наблвдений 
ueufiy двумя моделями процесса (3 .1 ) ,  у  которых к
и л  ( в )  ■= }  соответственно. Вторая функция совпадает с^пер- 
вой с точностью до слагаемых, взятых о весами. Пусть t u t  -  
моменты соседк»"^ложных ^ е в о г , а -  время запаздывания в об­
наружении момента разладки и принятая верного решения. Тогда из 
утверждения 3® следует, что

m in  £  ; rrmt *  JL .

Первое из этих неравенств указывает нижнюю границу для минималь­
ного среднего интегрального различия между конкурирующими моделя­
ми, которое накапливается между соседними ложными тревогами. 
Второв задает верхнюю границу для максимального среднего интег­
рального различия моделей, которое накапливается с момента раз­
ладки до её обнаружения и принятия верхнего решения относитадь- 
но модели процесса после разладки.

§ 4. ОБНАРУЖЕНИЕ МОМЕНТОВ (ЗКАЧКООВРАЗНЫХ ИЗМЕНЕНИЙ 
ПАРАМЕТРА СЛУЧАЙНЫХ ПРСЩЕСООВ

4 .1 . Постановка задачи

Пусть наблвдаемый многомерный случайный 1фоцесс x ( t ) -  
= до момента разладки дописывается системой

стохастических разностных уравнений

- * ■ = (4 .1 )

» начиная с момента О -  системой уравнений

cc(i-^i)= /!ji,x)  -• / ? / < ! , + (4 .2 )

)деоь { i i )  -  последовательность н .о .р . случайных векто]^в о 
t ,  / V  -  Е  . е  -  единичная матрица. Матрич-
« е  функции я -огут зависеть о ,
троцесса х  ДО момента t  включительно. М(Ж№Т разладки н е е
9ИСИТ ОТ х(о) и последовательности шумов t  f t /  * причем p a c t ^
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деление в  неизвестно; Л" и Л -  /71- нерные постоянные векто­
ры параметров {m s r i ) .  Значение я  неизвестно, однако предпо­
лагается, что оно удовлетворяет соотношению \Q^ 
при априорно заданных е> 0  в векторе Q . Задача состоит 
в том, ^ б ы  по наблвдениям процесса х  определить момент раз­
ладки . Такая задача возникает, нахфимер, при обнаружении 
момента разладки авторегрессионной последовате;.юности, когда в 
момент разладки один из параметров претерпевает скачок неизвест­
ной величины, не меньшей S,

4 .2 . Построение решающей процедуры и исследование её свойств

Чтобы построить процедуру обнаружения момента разладки, необ­
ходимо из тех или иных соображений выбрать статистики, характер 
поведения которых изменяется после разладки процесса. В качестве 
статистики, реагирующей на разладку процесса, используем после­
довательную оценку линейной комбинации по наблвдениям
процесса х  . Предположим, что матричная функция не
вырождена. Зададим функционал ^

1(т )  = f  С ( ic,x)Q^{/f*fi(,x)[xfK* 1) (к, х ; ]  -  л "  }  <4.3)

^Д® //, ,  с (к . ,х )  -  неупревдающая положитель-
^  приращения

ЛУ(пь) _  У(пь) _ У ( т - 0  . Подставляя (4 .1 ) ,  U T )  в
(4 .3 ) , получим г пг<  в-,

АУ(т)=\ ^
[ c ( n , x ) Q ( ^ - х )   ̂ nmiri , т ^ е ,

где

аначение приращений функционала а7/Ч 
изменяется после разладки. Это свойство будем использовать при 
пост^еник решапцей процедуры. Чтобы контролировать влияние шу- 
ов на в е л и ^  приращений, введем последовательность мо-

остановки {х^  ̂ О J , которув определю! соотношением

Ц,-о , С ( ч , х ) ^ Н \ ,
■с = е̂  ■> • '  (4 .5 )
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С(к,х) = 1 / Q^/I^^(ic,x) B ^ ( k.x) ( / С )  (< .^ ) Q ,

6i = 0 t если i = y ; б ;»  Zi-i + 1 , если i : » Z  i  ^  -
положительное пиело. По функционалу (4 .3 )  строим етатиетиин

штрих у  знака суммы о зн м ает , пто последрие слагаемое в сумме 
берется е  весом

/ с ( х „ х )

Статнетиха У ^Н )  есападает е  щяфал<внжвм функционала (4 .3 )  на 
интервале ( Zi^t, J  < /  -м (щкле наблвдшжй) с  точностыв до 
постоянного множителя я  последнего слагаемого, ввитого с  весом 

0 < d i ^ i  .  Подставляя ( 4 .1 ) ,  (4 ,2 )  в ( 4 .6 ) .  получао*

если п < в ,  (4 ,7 )

Как следует из леммы 2 .1 , случайные величины , L , обла- 
даот следующим свойством:

м, ( Ш %
Завершая построение реяах1цей процедуры обнаружения разладки, аа - 
дадим порог 5* ( 0< S '< i )  и будем в -м цикле наблюдений при­
нимать решение о разладке, если выполнится н е р а в е н с т в о 51 

При исследования свойств решающей процедуры будем, как обыч­
но, предполагать, что разладке процесса предшествует длительный 
этап наблюдений. При этом для вероятностей ложной тревоги и лож­
ного спокойствия в 6 -м  цикле наблюдений согласно (4 .7 )  имеют 
место соотношения:
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Ро'(Н,!^)=

р/(н) = Р{1(̂  ̂i>i-si т..,>, е}

С войспа построенной процедуры сфорцулируем в виде теоремы.
4 .1 . Пусть с вероятностьо единица расходится ряд

эс) = + ею . Тогда справедливы следующие неравенст­
ва :

1 ° . Po‘' ( H , s ) i d . ^

- W J - ’ ■■

{ Ле и /1̂  -  среднее число циклов между ложными тревогами и сред­
нее число циклов аапаздывания в обнаружении равладки).

Доказательство. Первое из неравенств (4 .9 ) следует из (4 .8 ) .  
Второе иц)авенотво (4 .9 ) выполняется, поскольку

Р { г „ ,^ в У

В утвервдения 2® докажем только неравенство для /1^ (неравенство 
д м  доказывается аналогично)• Обозначим /I  число циклов 
запаздывания в обнаружении разладки, а  V* • номер цикла, в ко­
тором прокзонла раеладка. Установим сначала вспомогательное нера­
венство

p { n > i } f  р Р { п >  i - ' l } .

Имеем

Оценим каждое слагаемое в последней сумме

(4 .10)

( 4 . I I )
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> ' v j <

s>

Отсюда и из (4 .I I )  следует (4 .1 0 ). Повторньм применением (4.10) 
устанавливаем неравенство Р { п, > fi*" ъ которое вле­
чет оценку для . Теорема 4 .1  доказана.
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Гл а в а  3

П О С Л В Д О В АТЕШ Ю Е ОЦЕНИВАНИЕ 
ПАРАМЕТРОВ СЛУЧАЙНЫХ П Р О Д С С О В  ДИФФУЗИОННОГО М Т Л

Разработке методов оценивания параметров оноса диффузионных 
процессов посвящено большое toioflo работ. Важный вклад в рвпение 
этой проблемы внесли М.Арато, А.Н.Колмогоров и Я.Г.Синай [6 ] , 
У.Гренандер [4б] , И.А.Ибрагимов и Р.З.Хасьминский [?0] , Р.ш!ли-

• В -Ф .Писаренко [ ш ] ,  Р .Л .С т р а т о н о в и ч  
( I 5 0 J ,  Э .М .Х а э 0 н [1 б 5 ] и д р у г и е , В те о ре ти ч е ск и х исследованиях к 
приложениях наиболее ч асто  применяются МНК, ММП, M CA, метод уело, 
вных марковских процессов, метод т е о р ш  ч увствительн ости [147] .  
Каждый из них имеет свои д остои н ства и недостатки и должен ис­
пользоваться с учетом условий конкретной з ад ачи . Т а к , МНК, ММП i; 
MCA имеют весьма широкую область применяемости, но нередко приво­
дят к оценкам, свойства которых уд а е тс я  исследовать лишь при аси 
мптоматических предположениях (наприм ер, для случайной функции 
с н о с а ). В таких ситуациях может о к аз а ть ся  полезным последователь­
ный метод, предложенный в f l I 4 ,  1 2 8 , 129]. Ниже э т о т  метод полу­
чает дгшьнейшее развитие.

5 I .  НВемЩЕННОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ МНОГОМЕЙШХ 
ДИФФУЗИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

I . I .  Постановка задачи

Пусть на полном вероятностном пространстве выделе­
на неубывающая непрерывная справа система бГ-  подешгебр ±>о\ 
и задан п  -  мерный случайный процесс Ито [ 1 1 4 ]  Г  1 '  ■
допускающий стохастический дифференциал ' * V

+ В ( ^ ) d W (t), - 6 ^ 0 ,  ( I , I  )

Здесь W ( i )  , ^   ̂ t ^ o ) -  m -  мерный винеровский процесс,

n m - o ,

матричные функции ^ = Ц „ В{^) = ]U..(t)H

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



- 1 6 9 -

(раамеров fo * p  м л / т  соответственно) согласованы о сиотеыой 
i  ^  ^  О}  и удовлетворяют слвищгющим условиям;

р {  I la^j( t ) \ H  < ОО J . =  1  ̂ ; Д/ I  llB(t)lPcU < оо^
о о

P { J  и  Ъ)  |)-о  ̂< ОО J  =  у <1 -2)

для любого конечного Т ̂ 0  • [ Первые два условия обеспечивают 
существование стохастического дифференциала ( I . I ) J  Вектор пара­
метров Л = , Af>) неизвестен я должен быть оценен по
реализациям процессов x ( i )  « /J(t) и $(i)  . Случайный вектор

Л ыохет быть как детерминированным, так я случайным. В пос­
леднем случае предполагается, что он не зависит от стопин 
и имеет неизвестное распределение.

Нас будет интересовать решение задачи оценивания вектора Д 
в неасимптотической постановке. Цель состоит в тон, чтобы для 
каждой координаты Д. построить план оценивания, который по за ­
данной точности оценки (допустимому среднекведратическому укло­
нению) указывал бы момент прекращений наблцдений, в который эта 
точность достигается.

В данном параграфе будет рассмотрен случай, когда Л  является 
вектором, размерность которого не превышает размерности процес­
са X  .

1 .2 .  Построение и исследование последовательных 
оценок параметров

I Пооледовательные планы оценивания неизвестного вектора Д 
будем строить на основе оценок обобо^нного метода наименьших 
квадратов, которые определяются из условия ыинмцуыа функционала

г ^
“  J [ ш / 1 Ш \ т ^ ,  т ) / ^ ш  ] <а

[ [ d , i ]  -  скалярное произведение векторов а  и ^  ) и имеют вид

i ( T h (а ю ...... л / п / = |  J  (I
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Сначала раосмотриы е ^ а й ,  когда используется общее правило ос­
тановки наблюдений для всех координат вектора Л .

Ж)РЕМА I . I .  Пусть матричные функции и В(-б) в уравне­
ниях ( I . I )  Таковы• что найдется симметричная неотрицательно 
определенная весовая матрица 
выполнены условия:
I) c(t)B
лярная функция);
2) V(t) ̂  Ш) (вв )̂ Н) У Ю ;
3)
Тогда последовательный план оценивания 
деляемый форцулами;

Vf&) в (1 .3 ) ,  для которой 

( С {6)-  ^  -  измеримая ока-

( l ( h) , a U h ) )  , опре-

Г- Z{H)̂  inj {Т̂ О: JC(s)ol̂ Ĥ}̂  Л*(Н)̂  /j\t)V(i)dx(t),
(1 .5 )

для любого о < Н ^  обладает свойствами:

а) Л*(Н) = Я - .6 )  [рГ(Н)~ Я ] д а  -

в) момент остановки z(H) конечен с вероятностью единица.
Доказательство теоремы I . I  подобно доказательству теоремы

I . 4 . I .
Как показано в лемме 1 .4 .2 ,  условиям 1,2  теоремы*!.I удовлетво­

ряет следующая весовая матрица:

, если матрица
■ У( i ) — < не вьфохдена;

I О , в противном случае,

где С ( i )  -  1 /  d^(-t) • максимальное собственное
значение матрицы .

Замечание I . I . Если весовая матрица ]/(t) удовлетворяет 
точноцу равенству V-VB& dy  , то последовательная оценка 
является гауссовским вектором с параметрами (  ?. . Это
следует из равенства

г(н)
^  d -  J y ( t ) V ( 0 B ( i ) d W

и свойств стохастических интегралов [<f3] .
Последовательные планы оценивания параметров Д- с индиви-
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дуальными моментами остановки строятся по аналогии со случаем 
дискретного времени, рассмотренным в $ 4 главы I ,  и определятся 
по формулам;

i / <  ,если  матрица
"® выроидена; 

О ,  в противном случае

Ч  •‘ Ч (К ) =  ‘■л/ { Т го  ; ;  а  > Н }  ■,

Свойства последовательных планов ( V. , Д* )  сфо|шулируем в виде 
теоремы.

TROPFJIA Т .2 . Пусть с вероятностью единица расходятся интег- 
рвды ^

J C i(t)d t , С
о

Тогда для любого Н > 0 последовательные планы (xi(H),f^(H)) ,  
i  = , обладат свойствами;

I )  / % ; [ л г е д = л  ; 2) / / / / ;
3) Я; (И) -  гауссовская величина о параметрами ( ^ /н )  '•

4) z . (H )< o o  ( f i
Доказательство теоремы 1 .2  опускается.

Перейдем теперь к рассмотрению обо«вго случая.
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§ 2 . ДВУХЭТАПНЫЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ МЕТОД ОЦЕНИВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ

В основу построения последовательных планов возьмем оценки 
ШК,определяемые по форцулам (1 .4 ) с весовой матрицей \/=(ВВ')* 
Так же, как в случае дис!фвтного времени, последовательные оцен­
ки МНК с^:роятея в два огапа. На первом втапе в специально по­
добранные моменты временит^ вычисляются оценки (1 .4 ) .  На вто­
ром формируется взвешенная сумма полученных оценок и в зависи­
мости от требуемой точности выбирается момент прекращения наб­
людений.

Пусть > неубывающая последовательность положительных
чисел, такая, что X  / с ^  <■ оо  . Задеццш моменты z„. 
следующим образом;

; j  II ^   ̂ (2 .1)

где

-  Z  - L  .
я»/ Сп,

Положим ^

* (2.2)

О
Определим последовательную оценку ^ ( н )  как взвешенную сумму 
оценок I

Д ' М - Г л . Д »  , (2 .3 )

причем верхний предел б  и весовые множители л  зададим
соотношениями:

Ь ф . ,  /г = в ,
Ч (2 .4)

6 ^ e ( H )  = i n f [ C > o : X ^ t ^ H ]  , =
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где =: 1 /  . если G(z^)  не выроадена, м
в противном случав;  ̂ ^  I ,
к^ожитель выбирается из условия норыи^ювки:

o c p „ i i .  Из определения момента & следует, что 
общее время наблюдений задается величиной /У(И) ^  Те .

Основные свойства построенных последовательных планов содер­
жит следующая

ТЕОРЕМА 2 .1 . Пусть с в^оятностью единица расходится ряд

оо

Тогда последовательные планы 
обладают свойствами:

( Ш М )

(2 . 6)

для любого Н > 0

1 °. s a p  В / н
■ A e R ^

( £  -  единичная матрица размера р  ,  неравенство понимается в 
смысле квадратичных форм);
2 ° . fy(H)<c>c> ( р ^ ^ п . н . )  .

Условие (2 .5 ) необходимо и достаточно для справедянвостн 
этих свойств.

Доказательство теоремы 2 .1  дано в приложении.
Предложение 2«1. Для справедливости теоремы 2 .1  достаточно, 

чтобы существовал предел по вероятности

р •  f .

причем F -  постоянная положительно определенная матрица.
Доказательство предложения 2 .1  вынесено в приложение. В важ- 

лючение данного параграфа рассмотрим примеры.
I .  Пусть однородный многомерный диффузионный процесс 

описывается уравнением

d x H ) =  / } ( x M ) A d i  -h B ( x ( i ) ) d m )  ,  - t ^ o  . (2 .7 )

Предположим, что: a) процесс x ( t ) -  возвратный при каждом Л и 
обладает эргодическим распределением в И”" ; б) матри­
ца
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f% ft

явдяетоя полохитвАно определенной; в) фунири ^
^  ,  огтраннчены. При данных условиях, о вероятностью 

едкнмцо оуцеотвует предел [ i6 7 ] i

^ г п  X  
Г -о о  Т  о

J /^Ъш)(В{хМ)В^(хН^))) /̂^(x(t))cU = F,
л

а следовательно, выполняется условие (2 .6 ) ,  Повтоцу последова­
тельные планы ((Х^Н) ,  X ' (Н))  оценивания векторного пара­
метра Л по наблюдениям процесса (2 .7 ) обладают свойствами, 
указанными в теореме 2 .1 .

2 . Пусть ■( х ( -б ) ,  t ^ O  У -  П,- мерный гауссовский мар­
ковский процесс, удовлетворяющий уравнению

d x ( t )  = А  X ( i ) d i  + BdW(-k) , t > ^ 0 (2.8)

где / 1 = 1  Xi^ II -  матрица неиавестных параметров; В -  пос­
тоянная невырожденная матрица. Предполагаем, что характериоти- 
чеокие корни матршр Л лежат в левой полуплоскости. Тогда про­
цесс x ( t )  является устойчивым и существует првлвл почти навер­
ное [7] '.

±  J  x ( t ) X ^ ( t ) d t  = F,  (2 .9 )
. Г-оо ' ^

причем F  -  положительно определенная постоянная матрица, кото­
рая находится из уравнения /\  Г  + F A '  ВВ' = 0  .
Представим процесс (2 .8 )  в требуемом виде

cLx(t) = A}(x(t))Xdi t В dW('t),

блочная матрица. Используя (2 .9 ), легко проверить, что выполнено 
условие (2 .6 ) .  Таким образом, все параметры устойчивого гауссов­
ского марковского процесса (2 .8 ) могут быть оценены с любой тре­
буемой точностью за конечное время.
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3. Пусть наблюдаемый случайный процесс x ( t )  описывается сто­
хастическим дифференциальным уравнением

, . . . Хр X

где ^(t)- белый гауссовский шум единичного уровня; Д # ,... ,  Д/> -  
неизвестные параметры. Предположим, что процесс x ( t )  устойчив, 
т .е .  все корни характеристического полинома лежат в левой полу­
плоскости. Покажем, что с помощью построенных последовательных 
планов неизвестные параметры можно оценить о любой требуемой 
точностью за  конечное время.

Обозначим ^  ^ 0, • • • ; ¥ p - i)  > . Диффузион­
ный марковский процесс {  t-* О }  удовлетворяет систе­
ме уравнений

(^^0= • • • , -  Ур --> i

d y p - A - ^ b - j  -  ■■■ -  d-ard),

где iffH) -  стандартный винеровский процесс. Эта система уравне­
ний в векторной форме имеет вид

cLyit)  =  А y X b ) d i  +

где

О

• ■ •

о
о

- л

> В =
0 . . .  о

о .. . 1

[оскольку для процесса y d )  выполнено свойство (2 .9 ) ,  провер- 
:а условия (2 .6 ) производится точно так же, как и в предыдущем 
римере.
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5  3. ПОСДЕДГОАТЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
ДИИУЗИШНЬК ПРОЦЕССОВ

Рассмотриы задачу оценивания параметра х  по наблюдениям 
случайных процессов Х ^ { х ^ ]  и г  = ^ г . з а д а н н ы х  
на вероятностном пространстве ( n , J ,  Р )  и связанных стохасти­
ческим дифференциальным уравнением (в смысле Ито)

dx^^0i(-b,x-x)(Li + ' 6 ( i , z ) d W t ,

р ]   ̂ - о о « а С < р й с х э
(3 .1)

Здесь W  -  {W t} -  винеровекнй процесс [относительно некото- 
^ г о  неубывающего семейства ^  -  подалгебр ( Процесс г  
[согласованный с семейством ( %  ) J  может быть многомерным, 
в к л ю ч и ^  X  в качестве компоненты, функции a(-i z  ■ х )
и являются измеримыми неупревдающими функционадами
относительно процесса ^  , удовлетворяющими требуемым усло­
виям интегрируемости [^ з ]  .

Построение последовательной процедуры оценивания параметра 
производится так же. как в случае дискретного времени, рассмот­
ренном в 5 9 главы I .

а) Случай монотонной зависимости от параметра 
^  Пусть функция a U , Z i X )  монотонна по Д и .

о< , < . . . < некоторое разбиение интервала (ос я)
С кавдым интервалом (  Хс свяжем неубывающий во врем«ш
функционал от процесса z  : ^

t
= I f ib .^ ) f [a (s , г ;я j  - a(s^z; ,

момент остановки: 
г,(Н.)г= 

и статистику;

r - j ,  ( ФО  ,  „  (3 .2)
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Подставляя (3 .1 ) в (3 .2 )»  noлytaш

где
TdH)

Ф )

Пусть Л €  ( )  . Тогда легко проверить, что[| при
любой характере монотонности функции a ( i ,  г ; Л )  ]  величины 

y^iH )  отрицательны при С-^'б ,  больше единицы при
i  > ~б Уе ( Н )  ^  [ О .  i  ] .  Скачок, ко­

торый претерпевают случайные величины при переходе через ин­
тервал, содержащий истинное значение параметра Я  ,  используем 
при построении интервальной последовательной оценки. Возьмем не­
которое число о < S  < i / г  и введем елучайцую
величину

=  п р и х . - [ i ^ O  % ( н ) ^  S ^ i ( H )  ^ < 5 '}  •

V ( H , S )  = т а л .  {  0  }  -  -  / .

С помощью V* определим доверительный интервал S (У, $)) 
по формуле ( 9. е ) главы I .

ТЕОРЕЦА 3 .1 . Пусть с вероятностью единица расходятся 
интегралы

оо ^
J  (-бЪ.х.)) (a(s, Z ; А J  -  a { s , z ;  « + о о ^  O i  i,srrv .
О

Тогда для любого О <е ^  1 интервал S (9  (H,s)) при
^ ( 2 о ^ ) Т  /  является { 1 - 1 ) -  довери­

тельным интервалом для параметра А ; ф(х)=‘ ^  
Доказательство теоремы 3.1 вынесено в приложение.
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Раоемотрим теперь аадачу пооледовательного оценивания нели­
нейного параметра диффузионного процесса в более общей ситуации.

6} Случай аваимно однозначных кусочно-непрерывных 
функций от параметра

Когда функции a ( t , Z  \ X)  параметра х  . 
являются взаимно однозначными кусочно-непрерывными с фиксирован­
ным мьтоиеством точек разрыва, построение доверительного интерва­
ла для X  осуществляется с помощью сортировки наблюдений, 
которая приводится так х е , как и в случае диС1фетного вреиени, 
рассмотренном в разделе 9 .3  главы I .  При етом доверительный ин­
тервал Sk определяется по тем хе формулам, в которые подстав­
ляются статистики

-ь
Ч  = Ч  J  J  f f s ,  Л , .. ^  н } .

где и jm )  находятся по формулам
(9 .1 0 ) .

ТЕОРЕМА 3 .2 . Пусть о вероятностью единица расходятся интегра­
лы;

Тогда для любого О < 6 i  интервал Sy при
является ( f - e )  -  доверительным интервалом для Я  •

Доказательство теоремы 3 .2  проводится так х е , как и доказа­
тельство теоремы 3.

В заключение отметим, что замечания I . 9 . I - I . 9 . 3  остаются в 
силе и в случав диффузионных процессов. Развитые в 5 1-3 мето­
ды последовательного оценивания параметров диффузионных процес­
сов могут использоваться в различных задачах , связанных с тео­
рией управления и идентификации. Одной из таких задач является 
задача обнаружения разладок случайных процессов диф^’узионного ти-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



- 1 7 9 -

па, рассматриваемая в следующем параграфе.

§ 4. ПОСЛВДОВАЖНЬНЫЯ МЕТОД ОШАРШНИЯ РАЗЛАДОК 
В CMCIEfffi ДШАгШЕСКИХ ОБШТОВ

В ряде задач автоматического управления и идентификации сто­
хастических динамических систем приходится иметь дело с объек­
тами, свойства которьа могут скачкообразно изменяться в отдель­
ные заранее неизвестные моменты времени (моменты разладок) и тре­
буется скорейшим образом обнаружить эти изменения. Во многих слу­
чаях для описания поведения динамичесхсих объектов могут быть ис­
пользованы многомерные процессы, задаваемые системой дифферен­
циальных уравнений со случайной правой частью. При этом в момен­
ты разладок вид уравнений изменяется. Такая задача^ по-видимому, 
впервые рассматривалась в работах где предполагалось,
что наблюдаемый процесс в каждом объекте (канале) является ви- 
неровским с линейным сносом, причем в момент разладки происхо­
дит изменение параметра сн<'са. Ъ[1г2]был& разработана оптимальная 
последовательная процедура обнаружения разладок, которая сущест­
венно превосходит процедуру HeftMaHa-nnpcoHaf/svJ. Интересные ре­
зультаты в задаче поиска в многоканальной системе получены также 
в работах [б1 , в2 , ie^  ]. В данном параграфе рассматривается 
задача обнаружения разладок в системе динамических объектов, опи­
сываемых многомерными дп1)фузионными [фоцессами.

4 .1 . Постановка задачи

Рассмотрим систему из динамических объектов. Динамика 
объекта с номером о задается многомерным случайным процессом 

XifCJ . описываемым системой стохас­
тических дифференциальных уравнений (в форме Ито)

до момента разладки 6  и системой уравнений

t > e ,

начинЕШ с момента 6  . Здесь
-  многомерный стандартный винеровский процесс; i
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/1 ‘̂ ( i ,  Xi(t))  и B i ( t , X i ( t ) )  -  матричные функции раз- 
л лит, соответственно, момент в  -  неизвестная пос­

тоянная величина. Предаолагаем, что выполнены условия ,
обеспечивазоорю существование, единственность и непрерывность 
решения совместной системы уравнений (4 .1 ) ,  (4 .2 ) .  Процессы 

независимы в совокупности. При условии, что 
разладка происходит в одном из объектов и в кащдый момент вре­
мени наблвдатвлв доступен лишь один шаг из них, требуется обна­
ружить момент разладки в  и указать номер объекта, в котором 
она произошла. Пудам оценивать момент разладки по методу макси­
мального гфавдоподобия. Начнем рассмотрение со случая одного 
объекта ( ) .

4 .2 . Обнаружение разладки в одном объекте

В этом случае поведение объекта описывается уравнениями (4 .1 ) ,
(4 .2 ) ,  в которых опускается индекс С . Предположим временно, 
что у нас имеется реализация процесса х ( - )  на достаточно 
длинном интервале [ о ,Т ]  , содержащем момент разлцдки. Чтобы 
воспользоваться методом максимального правдоподобия, рассмот­
рим составной процесс

где процесс U^(i) описывается уравнением

о начальным условием U J O )^ x (O )  , а U j t ) -  veu же уравнением 
о начальным условием ( в )  = Х ( в )  .  Обозначим
ч меры, отвечающие процессам { х Ш  O i t ^ T }  и ’

i. , О i  t. ' f  у  , Предположим, что выполнены усло­
вия, обеспечивающие абсолютную нетферывность меры (^т х  
относительно меры [ и з З  • Если разладка произошла в
момент "t , то для логарифмической функции правдоподобия спра­
ведлива формула f z /з ]  ;

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



-  I 8 I -

( i ,х ) -  (r\, /lJ(s,x)(Bd^)(i,x)f(;(2 (s) -  d o A ^  fl̂ S U
‘̂ Лг.и « L Z Л

^  i/J^^(s,x)(BB^)7s,^) [  d x f s )  -  d J ^ o t s J  ,

Оценка максимального правдоподобия для d  находится на уедоаня 
максимума по t  зтого функционала. Проанализируем поведение 
функционала ( t ,  х )  • Представим его в ввде

%(^, х )  =  O ^ii ,  х )  + С ( Т , х )  ,  (4 .3 )

t  V
= - / J (i^x))(55^)(s,x)[dx(s)-

C(T,x)=^ ] / j J ( s , x ) ( 5 B % , x ) [ d x ( s ) -  д ' з ]  .

(4 .4 )

(4 .6 )

Испольауя уравнения (4 .1 ) ,  ( 4 .2 ) ,  получим

±лв
^ , ^ )  = ^ j ^ ( s , x ) d s  -  ^  j  z{s,x)cLs у

о ±лв

f  Ыо(Ь=^)- d  (bB̂ /(s,x) B(s,x)diV{s), .
0

Из формулы (4 .4 ) следует, что приращение функционала J° ( i ,x )  н* 
интервале ( А  , А )  , к  t ■ среднем неотрица­
тельно, если этот интервал лежит слева от ^  , и в среднем 
неположительно, если интервал (А ,4 . )  реепояожен справа от 9  .
Учитывая етот факт и принимая во внимание, что функционалы 
и имеет в силу (4 .3 )  одинаковые приращения, приходим к
следущецу принципиальному выводу: для оценивания момента раз­
ладки по методу максимального правдоподобия достаточно выделить
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некоторую воарастающую последовательность ыоментов {  ^  t »  0}  
и следить аа  приращениями функционала y “( t , x )  на интервалах 

( 1 . Таким образом, разладка может быть обна­
ружена по 14 »{ущим «аблюдениям процесса x ( t )  и первоначальное 
предположение о том, что у  нас имеется реализация процесса, 
включающая момент разладки, оказывается ненужнь'м. Построение 
решающей процедуры начинается с выбора последовательности от­

четов {  • Ясно, что моменты должны выбираться с
учетом различия конкурирующих моделей в отдельные моменты вре­
мени. В качестве меры близости моделей в момент t: естествен­
но использовать величину , определяемую равенством
(4 .5 ) .

Пусть Н -  положительное число. Определим последовательность 
■f T i} по формуле ^

Г. = (н) =  i n f { t ^  О ; J z ( s , x ) d s  ^  L Н]г _
• О

Отсчеты Zi следуют, вообще говоря, неравномерно, но обеспечи­
вают равенство интегральных различий моделей процесса на ин­
тервалах ("Ci-i , i  . Свяжем с каждым интервалом

( , T i )  свою статистику

î-1

совпадающую с точностью до множителя ( -2 /ц )  с приращением 
функции правдоподобия . Используя
уравнения (4 .1 ) ,  ( 4 .2 ) ,  получим

Г/
\  ^   ̂ * Si {h), ЬйЯЯ.

(4 .6 )

J [/Ĵ  (s, X )  - Д, (s, z)] 7 в б 9 Vs. x )d w (s ) ,

в случае Г,-., статистика Vi(H) представляет собой
сумму и некоторой величины, не превосходящей по модулю
единицы. Благодаря сделанному выбору моментов (х^У  случай­
ные величины { £, ( H ) ^ i ^ i y  являются гауссовскими с парамет­
рами (о , ^ /н) • Это следует из равенства

~ ^ [  z (LH) -  i ! ( ( i - l )H )]  (4 .7 )
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с учетом того, что случайный ироцесо И ^  о }
определяемый соотношениями:

е ( » )  г .

^ (Н ) -=  j [/ I J s, x) - / I J s,x ) ] ( b b ' ) { s, x ) B ( s, x ) oIW/'s) ^
о

i
е ( н ) = i a - f { t 9 0 :  J г (з ,х )оЬ  » f j }  ^

• О

является Бинеровопш f^3]. Редукция данных, которую мы проиевели, 
ограничившись рассмотрением функции правдоподобия в отдельные 
отсчеты времени , приводит, конечно, к потере информации. 
Однако, ясно, что эти потери можно сокращать цутем уменьшения 
порога Н I определяющего квантование времени. Для завершения 
построения ропащей процедуры обнаружения разладки остается выб­
рать способ обработки последовательности { У с ( Н } }  . С  
этой целью обратимся к предельному случаю, когда Н~* О . 
Вводя обозначения:

и, используя (4 .6 ) ,  (4 .7 ) ,получим

L 9 fh ,)  = -  & (K - i
если 2 \ < H q ;

4 /1, - z ( z K . , %  если ,
0 ,

Hff = i  Z(s,x)ds.

Учитывая, что случайный процесс z ' ( ^ )  ^  Z(z f i) /f2  является
винеровским, и устремляя Н к нулю, приходим к стохастическому 
дифференциальному уравнению

bi^{-k-He)d.-h yfz d z '(h ) , ,

Модель такого типа изучалась в 1181 ,182]% где была построена 
оптимальная (в смысле минимума среднего времени запаздывания в 
обнаружении разладки при фиксированном среднем времени между 
ложными тревогами) решающая процедура, позволяющая оценить мо-
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мент разладки Не по непрерывньм наблюдениям процесса Qffi,) . 
Как показано в [ И 2 ] ,  почти оптимальной является процедуре вы­
рожденного последовательного ш ализа, согласно которой процесс 

&(А) наблюдается до момента выхода из полосы ( 0 , 6  ) (зна­
чение В определяется по заданному среднему времени между ложными 
тревогами). При движении процесса G(A) в отрицательную об­
ласть происходит его отражение в нуль. При достижении уровня В 
производится проверка наличия разладки. Если она подтверждает 
разладку, наблюдения прекращаются, в противном случае процесс 

Ol A)  отражается в нуль и наблюдения продолжаются. В нашем 
случае процесс &{А,) не может наблюдаться непрерывно. Однако 
описанная процедура подсказывает следующий способ обработки по- 
слодовательности статистик {Ус(Н), i  }  . Задаем два
порога О и Е^>0 и последовательно наблюдаем
суммы Уа У,, .  . . до первого момента выхода суммы из
полосы ( Е„ , £,).При достижении уровня £. сумма обнуляется и про­
цесс суммирования текущих значений % начинается сначала. При 
достижении уровня производится проверка. Если она не под­
тверждает разладку, происходит отражение суммы в нуль и процесс 
суммирования возобновляется. Ясно, что такая процедура при над­
лежащем выборе порогов Eg , и малых значениях Ц будет близ­
ка по своим свойствам к оптимальной процедуре { . Далее
произведем квантование последовательности {У-}  \  Незначитель­
ные потери, связанные с квантованием статистик , компенси­
руются возможностью непосредственной реализации процедуры на
цифровых ШМ. Зададим два числа

. - I .
ч '  =

1

если

1
г; (s-,<s-,)
У ,< 5 ,-  

<5; ^

и положим

о , если 

+1, если

Процедура, использующая последовательность { у/у , проста в реа­
лизации и обладает, как показано ниже, хорошими статистическими 
свойствами. Процесс принятия решений на основе статистик у /  
является случайным блуждением на множестве целых чисел { 
- 1 , 0 , + 1 , . . . ,  Е, }  и ег- удобно представить в виде графа, изо- 
-■parei.Horo на рис.>;. л^чальга Я момент процесс находится в нуле. 
iiOKa процесс не достигает крайних состояний ( Е„ к Е ) ,  в мо­
менты г происходчт переходы либо на единицу влево *{ у . 'I  -1 ) ,
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■ ' W

I^ c .3 .  Граф изменения состояний решающего устройства
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либо на единицу вправо (У; ■ +1) или же процесс остается в том 
ко состоянии { ■ 0 ) .  При попадании процесса в выносится
решение об отсутствии разладки и процесс ыгновенно возвращается 
в состояние 0 . При попадании процесса в состояние £ ,  производи* 
тся проверка. В^оятности перехода р  , к г (, р г .  m l )  

зависят от того, произошла разладка или нет. Предполагая, как 
ото принято I m l  , что разладке предшествует длительный процесс 
наблюдений, для начальных значений п^еходных вероятностей по­
лучаем форцулы:

^  =  € M . P [ y ; ( H ) ^ l  !т : ,< е]=  Р [ е , ( И ) ^

=  i -  < р ( ^ ж ) >

I

=  Ф ( ^ А Г ) ;

■JT, «  ■/- Р е ' ^  V

(4 .8 )

Ф ( '^ )  ~  -  функция Лапласа.
После разладки переходные вероятности задавтоя формулами:

R  - Р {  ^ ^ К -1  “  Р { ^ / V i ^

-  /  -  < р ( ^ / н ' )  )
(4 .9 )

■5̂1 •

в то время как рчвенства (4 .8 ) следуют непосредственно из гаус-
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совести величин Bi(H) t последние формулы нуждается в обосно­
вании. Пусть У -  номер первого отсчета после разладки, т .е .

)} а  inf { .

Случайная величина i; является марковским моментом относительно 
системы б" -  рлгебр , к ^ о )  % -  6"- алгебра собы­
тий, наблюдаемых до момента . Для проверки марковости:

=  К,^ о , требуется показать включение

равенства
где ^  =  €'■( ̂ (О ), W(^), S ^ Tit }  . Это включение следует иа 

0  ̂ если $•,

[г,< 6>J Л... Л [г̂., < (9j Л [г̂ > 5 J Л [г„ е i], ео7</
[\; = K ] n [ r ^ s id ]  =

и марковости момента относительно CHOTeiAi 
По определению условной вероятности имеем

Р{  =  p{Bc(H)>^^-i , V-c-l'} “

=  J  p{Bi(H)>^ji-i I }o^P.

Учитывая, что случайная величина &i(n) является условно 
гауссовской: Р{В,(И)^<11Гг^.^ }  = Ф (/н  а / г ) ,  отсюда полу­
чаем выражение для . Второв равенство (4 .9) доказывается ана­
логично .

Далее, при решении задачи параметрической оптимизации, будем 
полагать <?; = -Л; = <5‘ и Eo = - i  . Первое из этих условий 
обеспечивает равные возможности для каждой из конкурирующих моде* 
лей (4 .1 ) ,  (4 .2 ) влиять на переходные вероятности блужданий, овя- 
заиных с решающей процедуфой, т .е .  приводит к равенствам:
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Ро • Второе взято по аналогии с вырожденным
последовательным аналиаом [iSZ"] . Основными харштеристиками 
построенной процедуры являются: вероятность ложной тревоги оС , 
в^оятность ложного спокойствия р  f среднее число отсчетов v- 
между ложными тревогами ~Ĵ  и среднее число отсчетов, требуемых 
для обнаружения разладки после её появления .

TE0PE?Ji\ 4 .1 .  Пусть с вероятностью единица расходится интеграл
оо
j %(S,X.)oLs = -f оо , 
о

Тогда для любого Н > 0  справедливы формулы;

~Г ~  — +  у  ̂ ~ ~ , оС = ,  У — ^  — fi'*' 1 f
'о p-<j, (c^-p)oi ’ P

т ; = е [ ^ -
a ( a - i )

1*

(4 .10)

__CL___________ Y

H ' - P  ( < { ^ - p ) ( i - p ) '

где p  и ^  определяются равенствами (4 .8 ) .  Доказательство теоре­
мы 4.1 вынесено в приложение.

Замечание 4 .1 . Формулы (4 .10) можно использовать для решения 
следующей задачи параметрической оптимизации. Зафиксируем средне- 
квадратичеукое интегральное уклонение моделей (4 .1 ) ,  (4 .2 ) :

Г 'l(s,x)cLs = R.O- cxnvsi
i '  ( 4 . I I )

накапливаемое между двумя соседними моментами ложных тревог t '  и
, и определим параметры f ,  и 5" из условия минимума вели­

чины
AJ 5 z(s,x)cLs=  ,

О (4 .12)
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Таблица 6

Оптималышв 8начен|1Я napaii*Tj»B 1̂ ц е д у р и  

обнаружения разладки

Ro
' \ Н

0 ,1 0,5 1 ,0 2 ,0

E l 12 6 4 3

200 S 3,895 1,432 1,378 0 ,% 8

R . 8.570 8,637 8,533 8,490

16 7 5 4

1000 S 3,910 2,057 1,535 0,858

I 2 .4 I I 12,475 12,501 12,513

'Е . 22 10 7 5

10000 S 3,852 1,778 1,371 1,026

18,065 18,125 I 8 .2 I I 18,324

24 I I 8 5

20000 S 3,760 1,685 1,155 1,228

19,782 19,878 20,010 20,340
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определяющей среднеквадратическое интегральное уклонение, накап­
ливаемое с момента разладки О до момента чревоги % -6.
время задержки. Эта задача с учетом того, что приращения интег­
рального р а з / чия согласно процедуре происходят квантами величи­
ны Н • эквивалентна следующей: при условии Ro~T,-H минимизи­
ровать величину = Т̂ Н . Численное решение этой задачи 
при различных значениях параметра квантования времени Н при­
водится в табл, 6 . Выбор парш етра Н  не включается в зада­
чу оптимиэагдги, поскольку при малых Ц в реализации гроцедуры 
появляются сложности, связанные с тем, что погрешности вычисле­
ния стохастических интегралов становятся сравнимыми с величина­
ми самих интегралов .

Табл. 6 по заданным величинам ^  и //  определяет парамет­
ры оптимальной процедуры тл S  , л также соответствующее им 
минимальное значение среднего интегрального запаздывания 
Как видно из табл. в  , качество процедуры с увеличением Н 
снижается довольно медленно. Например, если /?, * 10000, то при 
увеличении Н от 0 ,1  до 2 ,0  среднее интегральное запаздывание 
возрастает с 18,065 до 18,324. Некритичность качества решающей 
процедуры по отношению к Н представляет интерес в связи с тем, 
что при больших Н реализация процедуры значительно упрощается.

Замечание 4 .2 . При г ( г , х )  = ooivst критерий ( 4 . I I ) ,  (4 .12) 
приводит к критерию работ ,/Л З ] . Если гроцессы (4 .1 ) ,  (4 .2 ) 
скалярные, причем = -  / ,  /5J = /   ̂ 5̂ = ( t ( s ,x )= 2  ) ,
то Ro/z задает, среднее время мещду ложными, тревогами, & / г -  
среднее время запаздывания в обнаружении разладки. Сравнение в 
атом случае численных р е з у л ь т а т о в о  табл, 6 показывает, 
ч^о квантования времени я  статистик , использованные в пред­
лагаемой процедуре, дают увеличение времени задержки примерно на 
20%. Так, нагфимер, при Я ^/г  « 10000 оптимальная процедура ра­
боты [1В \̂ обеспечивает аапаадывание 7 ,715 , в то время как по табл. б 

подучаем R,/z -  9 ,298 .
В асимптотическом случае, используя теорецу 4 .1 , приходим к 

оледующецу результату
еОТЕОРЕМА 4 .2 . Пусть £,-*• сл  . Тогда

Т , = х , ( н , г ) - С . г Т .  -  ж ,  -  о ( - ^ )  , (4.13)

где
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Формулу (4 .13) легко получить из (4 .1 0 ), учитьшая, что Тд 
растет експонеициально, а 7* -  линейно по Е, .

4 .3 . Обнаружение разладки в системе объектов

Будем предполагать, что объекты просматриваются с помоац>ю од­
ного устройства в циклическом порядке, начиная с первого. Учиты­
вая, что процессы, описываемые уравнениями (4 .1 ) , (4 .2 ) ,  незави­
симы в совокупности, для обнаружения раедадки в каждом объекте 
естественно использовать соответствующую функцию правдоподобия. 
Возможность наблюдать каждый из ебъектов лишь на отдельных вре­
менных интервалах накладывает свою специфику на построение ре­
шающей процедуры. Введем вспомогательные обозначения. Пусть -  
номер объекта, наблюдаемого в момент • Зададим некоторое 
Н>0 и определим последовательность моментов {  

по формулам:

Xi=x(LH )  ̂ Н>0 ,  т (А )  }  .
о

f ,  Л ^ г ) ]  ( T ( t .  Xg)  ,
AC),

^X/i" индикатор множества . Будем предполагать, что изменение 
;номера просматриваемого объекта может производиться только в мо­
менты Г; . С каждым интервалом ) свяжем статистику

Xi-t

где -  номер объекта, наблюдаемого на интервале r j  ,
Эта статистика совпадает с точностью до постоянного множителя с
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приращвнивы на юпврваде т^) логарифмической функции
правдоподобия, соответствупцей объему с номером . Предполо- 

что разладка появляется в f -м объекте. Тогда, обозначь^ 
совокупность номеров { i }  временных интервалов г  ) , 

в которые устройство подключено к ^  -иу объекту, и исполь- * 
зуя (4 .1 ) ,  (4 .2 ) ,  получим

~1 (н) , если t  е  /1^ J

+ . если i  е  Л г

+ ,  если i е  /1^
где

и

Благодаря выбору моментов x, система Л  является
последовательностью независимых гауссовских случайных величин о 
параметрами /?, ^/н)  . Это следует из того факта, что случайный 
процесс { Z ( А ) , -i^O }  . определяемый равенством

г (  Л j  = f g M d m t )  , т )  = f  W,(t), ) \

является винеровскиы . В решающей процедуре, как и в случае 
одного объекта, будем использовать квантованные значения;

- I ,  если y^^i(H)<-Sr;
О, если - 5 S 

.+1 , если y^, i (H)> 5.
Обнаружение разладки осуществляется с помощью устройства, которое 
может находиться в одном из состояний { - 1 , 0 , . . . ,  £ }  , £  -  це­
лое. В начальный момент устройство подключается к первому объек­
ту , находясь в состоянии 0. Эволюция состояний определяется ста­
тистиками (4 .14) при .  I .  Наблюдения первого объекта продол­
жаются до тех пор , пока последовательность сумм У.' v j . - t y '  
о^еделяющих номера текущих состоятшй устройства в моменты 

г fO,. . .  , не достигает одного из порогов - I  или £  При 
достижении состояния - I  устройство переходит в состояние 0 и под-
к.-чочается ко второму объекту. При достижении состояния £  произ­
водится проверка наг;ичия разладки. Если разладки нет. устрой^во
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ереходит в состояние О и подключается ко второцу объекту. С ето- 
0 иомента и до моыента прекращмшя наблюдения второго объекта 
ункционирование устройства осуществляется по описанному алго- 
итму с использованием статистик (4 .14 ) цри а Z я т .д .  Наб- 
юдекия объектов в циклическом порядке продолжаютсн до обнаруже- 
ия равладки. Процедура обнаружения раалддм! в системе объектов 
остроена. Основной вероятностной хгфактервстикой процедуры яв- 
яется величина /J" ,  определяющая среднее число отсчетов,
еобходимых для обнаружения разладки, если в момент разладки 
стройство находится в состоянии и от о<$ъввта о “разладкой его 
тдеяяют /■ объектов.

ТЕОРЕМА 4 .3 . Пусть с вероятностью едшшца расходятся интегралы

J 1йм/Гл
torfla справедливы формулы;

Т , а , г ) . Х > ( 1 * П  * ( j - i j 3 l ( l )  *  Т,(0,0), >■ , (4 .15)

где

Еероятности ложной тревоги л  , ложного спокойствия р  и среднее 
исло отсчетов между ложными тревогами X  определяются равен­
ствами (4 .1 0 ).

Доказательство теоремы 4 .3  вынесено в приложение.
Следствие 4 .1 . Если все объекты одинаковы, то среднее число 

отсчетов запаздывания в обнаружении ршладки в стационарном режи­
ме определяется равенством

- О  - ^ 7 ^ ]  *

(4 .16)
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2 a a ( a - i )__ . 4 + a t a - v  1 J>,
N  i T v W  (^f-FXr^^-f) 7 T W T  J ~ ~ y

Доказательство следствия 4 .1  дано в приложении.
Исходя И8 формулы (4 .1 6 ) ,  нетрудно доказать справедливость 

сяедугацего утверждения.
ТЕОРЕМА 4 .4 . Пусть уравнения (4 .1 ) ,  (4 .2 ) для всех объектов 

одинаковы. Тогда при £  -*- оо число отсчетов запаздывания 
и среднее число отсчетов между ложными тревогами 7̂  связаны 
соотношением

где

Замечание 4 .2 . Теоремы 4 .2 , 4 .4  повволявт легко получить фор­
мулы, связывающие величины R,=^T,H и Rg=TgH % которые 
определяют соответственно среднее интегральное различив моделей, 
накапливаемое с момента разладки до момента её обнаружения, и 
среднее интегральное различие, накапливаемое между ложными тре­
вогами. Подобные результаты в задече обнаружения разладки в ино- 
гока:(альной системе при условиях отмеченных в замечании 4 .1 , бы­
ли впервые получены в . В f fw j  выло установлено, что после­
довательная процедура по качеству значительно превосходит класси­
ч е с к и  процедуру Неймана-Пирсона. Как видно из (4 .1 7 ), этот вы­
вод справедлив в для построенной последовательной процедуры.

В табл . 7 при ^./г « 10000 приведена зависимость s j z  
от числа объектов R  , полученная по формуле (4 .1 5 ). Сравнение 
численных результатов [fSJ] с табл, 7 показывает, что для 
модели'работы /'}S3j предлагаемая процедура проигрывает процедуре
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ТаОлвца 7

За'висимость характеристик запаздывания в < 
обнаружении разладки от числа объектов 

(при -  10000)

N 2 3 5 10

ч
11,095 12,525 15,158 21,469

20 25 50 100

33,926 40,137 71,158 133,166
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выровденного последовательного анализа 2056. Заметим, однако, что 
построенная процедура гфоще в реализации, поскольку она предпо­
лагает конечность времени анализа каадого объекта (не меньше ) 
в то время как в S3] допускается сколько угодно малое время наб 
лгдения объекта.

Замечание 4 .3 . В постановке задачи предполагалось, что функци! 
сноса в уравнениях (4 .1 ) ,  (4 .2 ) зависят в момент ^  только от 
значения процесса . Однако все свойства построенных про­
цедур, как ̂ нетрудно проверить, сохраняются и в том случае, когда
функции и являются неупреадаю!цими измеримыми функ­
ционалами от процесса { X i ( t ) y  , удовлетворяющими требуемым 
условиям интегрируемости.

§ 5. УПРАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ ПРИ 
НАЛИЧИИ НЕИЗВЕСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ

S .I .  Постановка задачи

Пусть наблвдаемый процесс х  ( t . )  «  { (t") ( € )  \  '
описывается системой стохастических дифференциальных уравнений

где -  Yl -  мерный ставдартный винеровский процесс; И -
вектор управлений; матрицы (^=  и ^  (мо­

гут зависеть от времени) известны, имеют размерности и цчц 
соответственно, причем матрица S Z . ' положительн-  *  • и  -  II л — . « ■ ^

определена; штрюс обозначает транспонирование. Элементы матрицы 
Л “II неизвестны. Пусть матрица /{ не меняет св

го .значения на протяжении всего процесса и известно совместное 
априорное распределение её элементов, т .е .  вектора

Обозначим Л>Г-Я)априорную плотность Л . Будем предполагать, 
что априорная плотность гауссовская с параметрами Л  о , Л

Д(л)-(2:^)  ̂ { (JetAo)
При э ти х предположениях будем и ск ать  управление U f , t  ^  [  С', 7 
ярляющееся функционалом о т наблюдений процесса JC до момента
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я минямиэирущее выргосение
т

М  [  J  I x ' Q x  -I- ^ а ' ]  с / г  ^ (5 .2 )

где ^  * II I и ^  =• II ^  I -  сшшетрячныо соответствен­
но положительно и иео'фицатвльно определенные матрицы (могут зави­
сеть от времени), имеющие размерности /Я*Л1 и ft.*Я, .

Заметим, что при известной матрице Я  поставленная задача 
превращается в стохастический вариант известной задачи линейно- 
квадратического регулятора, которая решается методом динамическо­
го программирования. Напомним, что рптимальное управление 

i t , X i t ) )  в этом случав имеет вид [Zi7];

(5 .3 )

где K ( t ) - e ~  d  s ( t )  .  s ( t )  -  матричная ф5посция, удовлет­
воряющая уравнению Риккати

- S ( i ^  S Д  я '  ̂  ~ S ^  0   ̂с ' S  (5 .4 )

с конечным условием S ( T ) “ 0  (нулевая матрица). Точка сверху 
обозначает производную по времени.

Если параметры  ̂ , управляемого процесса
неизвестны, то вид оптимального управления будет отличаться от -
(5 .3 ) ,  (5 .4 ) и должен, естественно, зависеть от имеющейся инфор- 
мации о неизвестных параметргос.

Задача с неизвестной матрицей ^  изучалась в [223] , в
предположении, что б" — вектор-столбец, л U. -  скалярная функция.

Вся информация о параметре Л  , содержащаяся в полученной 
реализации процесса { - ^ 5  • заключена в апостери­
орном распределении Я  .  Апостериорную плотность Я  обозначим

P t ( ' )  : .

Pt  '■■f X  с(а.^г ^  P  \. ^  Яу. ^  0̂ 1 + dO-c

5 .2 . Вывод уравнения Веллмана

Так как многомерный параметр входит в уравнение (5 .1 ) линейно, 
и по предположению его априорное распределение-гауссово, то 
гауссовским будет и его апостериорное распределение t ^ O  ^
Уравнения для вектора апостериорных математических ожиданий
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”  М [  я  ( ^ и матоицы ковариаций Л ^  - || Л л '| =
■ А/ [  Я * ) (  A - ^ t V  I ]  >™вют вид (в форме Ито)

с ( Л ^ А Я ' Ь   ̂{<1л-/ \ x 4 t - 0l idt ' ) \

'JLA- = - hfi!b~̂  Я А ,
d t

(5 .5 )

где /I - ) |  л^уЦ , R = |l  z c , K j l l ,  Z i ,Kj
« символ Кронекера. Эти уравнения следуют из общих урав- 

иеиий фильтрации теории условных марковских процессов [ц% 150,1 б$].
Как показал А.Н.Ширяев / J t  достаточной статистикой для 

выбора оптамального управления служит апостериорное распре­
деление координат управляемого процесса в момент t  . В рассмат­
риваемой задаче в управляемом процессе ( X  , Л  ) составляющая X ’ 

доступна непосредственному наблюдению, а условное рас- 
пр^елен и е ( t )  зависит только от A t  к A t  . Поэтому Z t ,

A t  > представляют набор достаточньк статистик вы­
бора оптимального управления СС % . г . е .  и * -  ^ C t , X t ^ A t , A t ) .

Оптимальное управление II ^ будем искать методом динамическо­
го программирования. Введем в рассмотрение функционал

Г
V ( t , z , A ,  [  J  ( х ' с ( х  + и '  е и ) ( / г  1 ]  ,

где 1 обозначает условное математическое ожида­
ние выражения ( ' )  при иевестной реализации процесса X  до мо­
мента t  • X *  “  { ^

Уравнение для функция К Г , Л, Л ) найдем, используя фор­
мализм динамического программирования. Имеем

t+&t
\ / ( ^ , л , я ,  Л ) - / г и >1 М Г J  ( x ' G l x  +  u ' f f u ) c / t - * -

i.
А » t n  (5 .6 )

+ \/  (  t ' ^ д t , x + Д Л , Я + Л Л , J Л ■ ^ / l Л  1 J .
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Разложим \ / ( l^  + Л А ) в ряд, ограничиваясь
членами, которые дадут вклад в уравнение (5 .6 ) 1фи переходе к 
пределу при A t  О :

V d ^ A t ,  д г ^ Л д : ,^  + Д Л ,  Л ^ й Л ) » 1 / ( ^ , х , ^ , Л )  +
(5 .7 )

+ ДЯ д х '+  1  А Л А Я ^ -f- О ( A t )  .
д х д ^  d

Здесь использованы обозначения

ЪУ  
э х

...,AK V  - ^  = ■ Э!/
эх^ Э Х п /' Э Л V Р .Д у Э Л д

1/=/,л̂
^  -J j X  I i ‘ An

Щ - 1 Э Х  Э Х  II Э Х -i d X j  1

j X  4 ^
э х  ЭЯ 11ЭХ^‘ ЭЯ^

9 ^ 1 / .  _ X X
Я -Л Л

i ■- / , л 2 >

t r j f  -  след матрицы ./4 .
(• Подставив (5 .7 ) в (5 .6 ) и испольвуя соотиовения

M C a x \ X f f ]  _ й т  + Гти^

( Ы  ( У\ 1 а а Х \ х \ \ _  __ ^  ;
A t ^ O

м и л й л ' \ х 1 ] Д-/Л H I a a U o \
t^t-^o I A t ^ o  A t

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



(5 .8 )

- 2 0 0 -

после перехода ж пределу при / i t  О получим

-  m in [ x G t x  ^ и ' д и  + ( j t l )  +

<3/1 d t  2 Э х Ь х  Э Х  Э Я

2  Л д л

Приравняв к нулю производную по U правой части этого уравнения, 
найдем

u . - f  0 - V ' ^
д х (5 .9 )

Подстановка (5 .9 ) в (5 .8 ) приводит к уравнению в частных произ­
водных для функции V  i t , X ,  Л  ,  :

I t t ^ ^ e - i z ^ A K ' B - ' X A z
дЛ (5 .10)

+ 1 г Ж Х . / / ^ \ ±  tx АЯ'В-^Я-А .
Э х 9 Я  2

Решение уравнения должно удовлетворять конечному условию

1 / (  г , (6 .П )

для всех X ,  Я , А .
Уравнение (5.10) существенно нелинейно. Рассмотрим уравнение

(5 .10) сначала для случая, когда управляемый процесс X  одномер­
ный.

5 .3 . Управление одномерным процессом X  

Для Скалярного процесса X  уравнения (5 .1 ) ,  (5 .5 ) ,  (5 .6 ) уп-
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рощаются и принимают соответственно вид

^  А Х  + f t i  ^ - 6 ' ^  j c / A ^ ^ ( c / x - A X c / t - f U c / t ) ;  
J f  ® ■' fR.TJd t

#  ’

( 6 . 12)

A
(5 .13)

_ x ^ A ^ -  i L  V , ±  t v  ̂  r o f .
6T̂  а я  а д -а л  ^  а д ^

(Здесь вместо G- , 6 , Z. j  О использованы с о о т в е т с т в е н н о ) ,

(5 .14)

Из уравнения (5 .12) следует, что
*

И С ростом t  и t: быстро убывает.
Будем искать решение уравнения (5 .13) в виде ряда по степеням

/1 :

к - о К'!
(5 .15)

Подставив этот ряд в уравнение (5 .13) и приравняв члены, стоящие 
при одинаковых степенях {  К = 0 , 1 в левой и правой час­
тях уравнения, получим системы уравнений:

S t  * S x  d 0  \  d x  )  7l S x  (5 ,16)

-  M l . = A x  M l  
; St 9x

■ .
■

M для K >  2.

l - - d J l s L .  M -  4 - - ^  L (5 .17)
У6> Э х  S X  Z
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Ж .  . я х Ж  +
З Х  '  д Х  Э х

(6 .18)

, ^  ^  Л .  ^  (f^~‘f)- г ^  3^  1/к-г

~ i<JjtJl Х^1/к-1 -У- Kxl!^/x-l
ЭХ д Я

Решение первого уравненхя сястеыы (5 .16 ) ищем в виде

Подстановка (5 .19) в уравнение (5 .1 6 ) приводит к обыкновенным диф­
ференциальным уравнениям для определения и

d i . A - c J b ' )  .  С г , я  t ) :
J r (5 .20)

J r *  ^
/s ^ \

причем согласно условию ( 5 . I I )  “̂oo  ( -Ту  О
при всех . А .

Если функцию Но (  С, ■* » -Я /  испольеовать в качестве нулево­
го приближения функции j / ( t f X , Л , А )  » »о, подставив её в урав­
нение (5 .9 ) ,  получим нулевое приближение для оптимального управ­
ления и  * :

(5.21)
в

Иэ сравнения формул (5 .2 0 ) , (5 .21 ) о форцулами (5 .3 ) ,  (6 .4) вид­
но, что нулевое приближение совпадает по форме о оптима­
льным управлением, соответствующим задаче с известным параметром
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. Разница состоит только в тон, что в (5.20) входит вместо 
параметра Л  его оценка , оптима..ьная в среднеквадратичном. 
Кроме того, при неизвестном параметре т^юбуется повторное решение 
второго равн ен ия системы (5 .20) по мере поступления уточненных 
оценок Я t  •

Легко находится и решение второго уравнения системы (5 .16 ).
Будем искать его в том же виде;

(5 .2 Г )

Подставив (5 .19) и (5.21) в уравнение (5 .1 7 ), найдем обыкновенные 
дифференциальные уравнения, определяицие :

d

(  0 ( Т ‘ Т ' )  ,

22)

причем для всех^ 2 ,в  ( Т ,  = .Уравнение
для Л ^ ) л найдем, продифференцировав второе уравнение
системы |5 .2 0 )  по Я  :

±  d i . u r J A .  2  Л Л  -  « - И )
. d r  ^

причем для всех Я ь O' ,  Я О . Первое приближение для оп­
тимального управления получим, подставив вместо функции к (^ ^

ЗС, ^  ) е ^уравнение (5 .9 ) её первое приближение г , Я)*'

г „  ( t , л  J j j i f . , (6.24)
^ в

Управление U [ в отл/чие от Л" ° зависит не только от сцен-
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Л

ки неиэвестлого параметра ^  ^  , но и от его апостеркорной дис­
персии Л *  . При этом управление U.'  ̂ остается линейным по

Пользуясь индукцией, можно показать, что решения уравнений
(5.18) имеют вид

( K ^ z ) (5.25)

и их нахохц;ение сводится к реше̂ нию системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений для Эти уравнения приведены в при­
ложении (П .2 .11).

Теперь можно найти выражение для оптимального управления U t  
Подставляя ряд (5.15) в формулу (5 .9 ) и учитывая при этом (5.19) 
и (5 .2 5 ), получаем

(5.26)

^  -i ‘

C ростом t  /i  ̂ согласно (S. /V) стремится к нулю и ряд в послед­
нем выражении будет сходиться (это можно показать, по крайней ме­
р е , в случае, когда истинное значение параметра Л  отрицательно 
и процесс устойчив). Оптимальное управление , как пока­
зывает формула (5 .2 6 ), нереализуемо, так как для его осуществле­
ния требуется решение бесконечной системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений. Можно, однако, предположить, что удовлетво­
рительным приближением к оптимальному управлению является 
управление, отвечающее учитыванию в (5 .25) лишь первых членов 
ряда. Ясно, например, что при малой апостериорной дисперсии 
нулевое приближение , определяемое формулами (5 .2 0 ), (5 .2 1 ), 
будет хорошим приблихвниа! к оптимальному управлению. При неболь­
шой априорной дисперсии /1 ^ быстро будет сходиться к оптималь­
ному управлению с ростом времени его первое приближение ^  , 
определяемое формулами (5 .2 2 ), (5 .2 3 ) , (5 .2 4 ).

5 .4 . Адаптивное управле1ше многомерным процессом 

Как и в одномерном случае, оптимальное управление для
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ыногомерного щ>оцесса может быть получено н 1 И^е втепеннс*
го ряде по апостериорным ковариациям Л/ц

Два первых пряближепия U%i )  я  U ^ ( i )  к оптимальноцу управ- 
лекив U-1 найдены в приложении а п .5 . Нулевое приближение 
имеет вид (я векторной форме)

(6 .27 )

где матричная функция У С Я^' )  ■“ !  ^i j  
удовлетворяет уравнению Риккати

(6 .2 8 )

прячем y ( T j ; ) ~ o  для всех ^  сравнения формуя (5 .2 7 ) .
(5 .28) с формулами (5 .3 ) ,  (5 .4 )  видно, что я для многомерного про­
цесса X  нулевое приближение U.^ отличается от оптимального уп> 
равления, соответствующего вадаче о известной матрицей / \  , толь­
ко том, что ^  (5 .27) ,^ (5 .2 8 ) входит вместо малицы /4 “* Ц 
её оценка Q-cj ( t )H  , оптимальная в среднеквадра­
тичном. Кроме TOIJO, требуется повторное решение уравнения (5^28) 
в процессе поступления уточненных оценок ^  
получаемых при помощи уравнений фильтрации (5 .5 ) .

Первое приближение к оптимальному управлению записывает­
ся в 1видв

и \ ь ' )  = - в  С '   ̂ (5 .2 9 )

где матричная функция П П а  (t,X А^\\ , ( t \ i , 
находится из уравнения

г ^ б ' ' С ' У ~ ^ У п + П [ С , 9 ' ^ б ‘у - Я ] ~
d  V  *-

д (Б.ЭО)
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причвы А ( г , х ^ ,  А )  =-\\A i j (с, , У \^)Н ;^^
ты которой определяются по формуле

-  матрица, элемен-

э<
) удовлетворяет уравнению (п 2 .20) 

Заметим, что управление lĈ. , учитывающее, наряду с оценкой , 
апостериорные ковариации неизвестного параметра Д , по-прежнему 
еависит от линейно. Интуитивно ясно, что для устойчивого про­
цесса X  приближения и ^Дi  ̂должны сходиться о ростом вре­
мени к оптимальном/ утфавлению .

Вопрос о скорости сходимости требует дополнительного изучения. 
Иожно, однако, ожидать, что при малых априорных дисперсиях сос­
тавляющих многоме^жого параметра д  =  { а „ , ,  (Znnlr Удовлет­
ворительным приближением к оптимальному управлению будет ,
а при небольших априорных дисперсиях быстро будет сходиться к оп­
тимальному ущ>авлению его первое приближение

i  б . ВАЙЕСОВСКИЯ ПОДХОД К ЗАДАЧЕ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
ЛИНЕЙНЫХ МАРКСШОа ПРОЦЕССОВ ПРИ НАБЛЦЦЕШ1 ЧАСТИ

КОМПШЕНТ

6 .1 . Постановка задачи

Пусть П- -  мерный марковский процесс Z M =  { z(i) , 
ввоисящий от неизвестного постоянного параметра д  >. ^
описывается системой стохастических дифференциальных уравнений 
(в смысле Ито):

clxU )  = l / l J i ,x .X )  -► y(i:) ]  d i  H , x . ) d ( e .I )

сС У 1ф [^гЛ ^.Л ) * /JJ t.X ,? )y (t)]d itB j6 ,x )d l^ { i) ,  (6.2)

где x ( t )  ~ ■ f ^ r M }  -  совокупность наблюдаемых |
компонент процесса z R )  t y ( t )  ~  { yd O , ■ ■ ■, -  сово- }
купность недоступ.:ых наблюдению компонент процесса , z^S-nj  1

■1а' (-i)  ~ п  -  мерный стандартный винеровский процесс. На матрич- |
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иыв функции и 5 J i , x )  предполагаем наложенны­
ми условия [43] • обеспечиващие существование, единственность и 
непрерывность (с точностью до эквивалентности) решения системы 
уравнений (6 .1 ) ,  (6 .2 ) :

а) все элементы этих матричных функций непрерывны по совокуп­
ности аргументов;

б) с у щ е с т в у т а к о е  к . оо , что каждый из элемен­
тов перечисленных матриц равномерно по ограничен по модулю
величиной и удовлетворяет условию Липшица по X
(с константой К ) .  v

Матричная функция с„ (t, х )  =  х)В^ ( ^ , х )  положи­
тельно определена при всех t u x .  Относительно начальных ус­
ловий на процесс z ( t j  предположим, что я/ф- переменная величина 
в смысле обычного аналиэа, Х(0)  ^  R. t в У(0) -  многомер­
ная нормальная случайная величина, не зависящая от процесса

{'Ur(-e) , t 9 o } .
Будем рассматривать задачу оценивания неизвестного параметра 

7<-( 'Xi . . X f f  О.РНОЙ реализации процесса х(^) . Предпо­
ложим, что параметр Я является многомерной случайной величиной, 
не зависящей от z ( 0 )  , с заданным априорным распределением 7Г,(Л).

В дальнейшем, для определенности, Д предполагается непрерыв­
ной случайной величиной и 7Г,(х) будет обозначать плотность; 
изменения,которые требуются в случав дискретного времени, будут 
очевидны.

рбоэначим (х) апостериорное распределение Д при из­
вестной реализации процесса X на интервале [0, t]:

Оценку неизвестного параметра Д будем искать иэ условия макси­
мума апостериорной вероятности м ;  :

В данном параграфе будет получена система уравнетой 
временного нахождения вектора оптимальных оценок Х,{-Ь) ФИ " 
трации ненаблюдаешх компонент ,
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6 .2 , Случай дискретного времени. Рекуррентные соотношения 
для апостериорного распределения неизвестных параметров

Рассмотрим сначала задачу при дискретном времени. Обозначим 
через X  и соответственно совокупности эначегий процессов 
X{i )  и у  ft)  в моменты времени 

К.=о,т , т .е .

Х '^ {  х а ^ ) , .  . .  ̂  ̂ ^

Пусть Ят (л)  -  апостериорное распределение параметра Я при ус­
ловии, что известны значения , x ( t ^ )  ;
Апостериорное распределение Щ(Х) получается из (л) в п р ^  
деле при пг-^оо  ;

^ i r ( ■ (6 .4 )h\ -*оо
Пайдем рекуррентное соотношение для .П о формуле Байеса
имеем

я- ^ o i^ )  Р { х " '1 л \
(6 .5 )

Рассматривая (6 .5) для двух моментов времени и ^  * ,
получим ”**

ж ^ . м ) . п л ^ . _ р ^ .
Р i x " 4 ^ y (6. 6)

Условное распределение р { х '^ 1 л У  найдется интегрированием
------------------------ m  -  .j* i. fTl

(6 .7 )

совместного распределения а:'" и У"' по У

Р { х 1 л } =  J  р /'аг"‘, у ' ^1л)с(У' ^ ,

^  т.
Здесь d  У * ^ 0 ,  ц интегрирование по всем пе-
ременным приводится в бесконечных пределех. Так как при фиксиро­
ванном А последовательные значения ( х  ( t ^ )  , У(±п) ) обра­
зует цепь Маркова, то имеет место формула
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(б.в;

W  p( ^ ( i K) l ^ ( ^n - i ) P)  -  переходная плотность вероятности иарков- 
зкой цепи, а р(зУ^в)1^)~ начальное распределение Jtfig)» Теперь 
этношение р{ ) У  Р{х'̂  \ X }  , участвующее в
(6 ,5 ) ,  с учетоы соотношений ( 6 .7 ) ,  (6 .8 )  можно ваписать в виде

Р [ Х ' ^ ^ ' 1 Л }

Р{
—  ■̂■1 =  j Р { у 1 х '̂ . ) У ^ ) ,х }  cLy(%}... d y(in * /А

где р {  л }  -  совместное апостериорное распределение
ненаблюдаемых компонент процесса z ( t )  в моменты времени 
при известном Л  и заданных наблюдениях процесса x ( t )  в те же 
моменты времени. После интегрирования по У(^т , y ( t  )
получим > >  т-1 ,

■ p ^ p r j j y - =  y (^ n .) ,x } d y ( t„ ) .

Здесь р  {  У Х )  представляет уже апостериорное распре­
деление ненаблюдаемых компонент только в последней момент времени 

~ ^лт, . Для получения требуемого рекуррентного соотноше­
ния для {%) остается подставить (6 .9 )  в (6 .6 )  и исклю­
чить множитель, не 8ависл1дий от ^  , на условия нормировки: 
Находим

ffi М ■ P{^dm ii)IZ{'^m .),X'} dy(i.fn.) (ft,I0)
’ "" 1]% ^ (л )р { y{tm)lx'^, я}Р{^^т и)1г(Ап.}, ^ } d  y (iy )d x  ■

; Рекуррентное соотношение для апостериорной плотности 
,Р  непосредственно следует иа теории условных марков­
ских процессов [iso] :
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( о . I I )

Форцулы ( б .1 0 ), ( 6 . I I )  даст решение рассматриваемой задачи для 
дискретного времени и в принципе позволялт одновременно оценивать 
X  и осуществлять фильтрацив ненаблцдаемых компонент y ( t )  .

Замечание 6 .1 . При выводе рекуррентных соотношений (6 .1 0 ) ,
( 6 . I I )  используется только марковость процесса { Z ( t ^ ) , к * о }  
при фиксированном значении параметра Л  • Поэтому соотношения
(6 .1 0 )  , (6 .I I )  -  помимо того, что они будут использоваться в даль­
нейшем, -  представляют самостоятельный интерес для оценивания не­
известных параметров марковской цепи по наблюдениям части компо­
нент.

6 .3 . Система уравнений совместной оптимальной фильтрации 
ненаблщдаеыых компонент и оценки неизвестных параметров

При переходе к непрв1Швноцу времени рекуррентное соотношение
(6 .10) для Л п ( Х )  преобразуется в следующее стохастическое диф­
ференциальное уравнение для 7l^(x)i

(6 . 12)

Здесь -  оптимальная (в сред-
неквадратическом смысле) фильтрации V(t) при известном значении 
параметра Л  , а черта сверху обозначает апостериорное усред­
нение по Д , т .е .
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[Уравнвняе (6 .12) получено в пр|1Ложен1П1 . ]
Обоаначт! патрицу апостер иорных ховариацнй процесса

y ( t)  при известном вначекии параметра Д :
Ш , х ) = ^ М { [ У М - т , Ш  - УН,Х)У ■

Согласно^ известной т е о р е м е у р а в н е н и я  для апостериорных 
моментов У(б,Л) и имеют вид

\ ,

(6.13)

) d b  ] ;

^  i ^ x t -  ^2i + (6.14)

где C i j  =  A- ^  •
Используя (6 .1 2 ), получим в явном виде уравнение (6 .3) для 

нахождения оптимальной оценки X  • Найдем при помоци форцулы 
замены переменной в интеграле Ито][/л] стохаотичеокнй ди1|фервнциал 
процесса {.гьЖ ^М  '  *

- [ d x -  i - X * / l J ) d i  -  ^ / l j ) d t  ]  .

А

Отсюда получаем уравнение для нахождения Л , еквивалеитное урав*
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неюпо (6 .3 ) :

■ ^ X j x )  + j  [ /J J s ,x ;A )-t/^J s ,x iA )] /(s ,^Y c ^ '/ ( s ,x )

‘ [ d x  - - ^ (  / l J s , x , X )  Ч- / J J s , x ;  ^ ) y ( s , x ) ) d s ^  = m c o x ,

(6 .15)

(Члены, не эаакеящие от Л • опуцены .)
Таким образом, задача оценивания неизвестного 1тарш11втра X 

процесса z f i )  • описываемого уравнениями (6 .1 ) ,  (6 .2 ) ,  по наб­
людениям только компонент X^( i ) , . . . ,  сведена к нахохзде-
нию максимума в (6.15) с условиями, задаваемыми уравнениями филь­
трации (6 .1 3 ) , (6 .1 4 ). При поиске максимума в (6 .15) требуется, 
вообще говоря, многократное решение уравнений фильтрации. Слож­
ность решения этой задачи зависит от множества возможных значе­
ний параметра X  . Наиболее просто задача решается в случав, ког­
да параметр может принимать лишь конечное число значений. При 
этом исходим задача сводится к задаче гфоверки статистических 
гипотез. ОтТТетим, что такая задача изучалась Э.К.Шпилевскимf / i f j .

Замечание 6 .2 . В противовес использованному подходу к рассмат­
риваемой задаче оценивания при неполном наблвдении можно было бы 
с самого начала попытаться непосредствшно применить для оценки 
общие уравнения творю: условных марковских процессов, объединив 
в группу ненаблщдаемых компонент процесса z(-t) оцениваемый па­
раметр ^  1л~ недоступные наблюдению компоненты y,(t) . Однако
на этом общем пути нахождение оптимальной оценки параметра Л 
(в среднеквадратическом смысле) наталкивается, как правило, на 
трудности, вызванные тем, что система уравнений для апостериор­
ных моментов оказывается незамкнутой . В зтой ситуации часто 
прибегают к искусственному замыканию системы уравнений для апос­
териорных моментов, полагая все моменты, начиная с некоторого 
номера, равными нулю. Но такое решение далеко не всегда является 
удовлетворительным, так как обычно не удается оценить ошибки, 
связанные с таким произволом. В практических задачах такой путь
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нередко пркводит к хачеотвенно неверныы ревудьтаеаи.

6 .4 . Байесовекме оценкв немевестных п арап етов  коррешциониых ‘ 
функций геусоовеких процеооов о дробно-ра1рюнальным11 

опектраяьншш пдотновтямн

Пусть ^ ( t )  -  стационарный гауоеовою1Й процесс с дробно-ра­
циональной спектральной плотноотьв >

f ( ^ )
Р Ы \^ 
Q M

где числитель и внамеиатель -  nojomoMi е вецеотвенныш1 коеффн- 
циентаыи:

р ( г ) - г ч . г ’ ;к«0 jan ^

причеы М < А /  t все корни P(jt) и Q (z )  m u m  отрицательные 
мнимые части и i  • *<*0 не ограничивает о б ц ю сш . Преддо-
лоиим, что набдвдается щ>оцеоо >̂ (t) ^  ^ ( i )  ■*- • где

^ ( i )  -  гауссовский белый иуы единичной м ов^осп . По наблпдению
процесса i^(t) на интервале [ 0 , ' Ь^  1фвбуетоя построить бай­
есовские оценки параметров и ^  • считая оовыеотное априорное 
распределение параметров известным.

Иа теории спектральных представлений стационарных в нироком 
смысле процессов известно [i^S] • что процесс г^{ь) может быть 
получен как ранение снотеш  уравнений

(6 .1 6 )

где -  гауссовский белый нум единичного уровня. Уравнения
(6 .16) могут быть представлены следупцей еквнвалентной системой 
уравнений:

f  =  « .у .  ^ ' + 6 U ^ ) .
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(Л.Я,

где

и
d i r  ^

-  -  <  у . •* • • • ■ '

Процесс {  х М ,  ' ^•U), ■ ■ • ,  y ^ f - i W y  , отасываеный снстеыой сто­
хастических дифференциальных уравнений (6-^^) • представляет
собой марковский 1фоцесс, причем наблюдению доступна только одаа 
компонента x{-t) . Следовательно, непосредртвенно применимы ре­
зультаты рассмотренной вадачи: оптимальные оценки находятся на 
(6 .1 3 ) -  (б Л б ) .  Для данной задачи соответствующие матрицы будут 
такими:

с , И 0 \ \ , с , А Н >

4 =

о  1 о  . . .  о 

о  о i  о . .  .

о

- 4 - ^ ,

о i  _ 

~ 4-«

С̂ . =

а ................ о

а 1
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Параметры г  и S , определяющие размеры матриц, равны соответст­
венно i ж N  ,

6 .5 . П р и м е р ы

I .  Пусть наблюдаемый процесс описывается стохастическим 
дифференциальным уравнением

Л " a t  ^
( в м )

где , ©m-i ■ неизвестные постоянные; -  гауссов­
ский белый шум единичного уровня; -  гауссовский шум с
дробно-рациональной спектральной плотностью (6 .^ 5  ) ,  причем пара­
метры <3̂ и неизвестны. Требуется по реализации процесса x(t) 
на интервале f o . - f ]  построить байесовские оценки **
параметров шума и %  . В отсутствие -1 (<) задача
построения байесовских оценок решена в[1б<'].

Эта задача легко сводится к задаче, рассматриваемой в данном 
параграфе. Остановимся подробнее на следующем частном случае: 

и т (* ) -  гауссовский марковский процесс, т .е .
и (О имеем уравнения»

- - © а с +

(6.18)

где < ( - t )  -  гауссовский белый шум единичного уровня. Параметры
e,d ж А неизвестны. Обовначив , эапишем
(6 .18) в требуемом виде

<, С О , =•—‘J /+ ?
(6.19)

Система уравнений (6 .1 3 )-(6 .1 5 ) для нахоадения ненавестных пара­
метров ^ , Л и ® примет вид
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М .  -  i -  I t'  .  -

i  т ‘-У ;

ч
d-L

Заметим, что если в (6.19) б и о< положительны, то наблю­
даемый процесс jc(4) будет стационарным о корреляционной функцией

: ' - 0 ]

-в |Т (
2  е(<х

n^au 0  5̂ в(

е

или

[ Й “  l V "  '^'1
- e i r i

г  »т.рч ©=■«<.

2 . Рассмотрим теперь пример оценивания параметра . , неош- 
иейно входящего и уравнения (6 .1 ) ,  (6 .2 ) ,

Пуст* двумерный процесс ( jt(^), у ( ^ ) )  описывается системой 
стохастических дифференциальных уравнений

с/х сг [о^ х;;^) «i, (£, x)c/cu +

+ (^a=Oc/ujC^>;

=  f ‘*̂ 1 (^ . ^ «лл * )^ ]с /^  + ^  i =̂ 3 с/ U. (4 )

(6. 20)

S i  ( ^ * > < ^ * ^ ( 0 ,

причем
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( i ,  х ) ^  + О р (4 « ^

^гх ^р эО-+- ж)/^ ■♦• . . . ’♦• ( i j  ^

Предположми, что априорное раепредолмше 7); ( А ^  неяевеот- 
ного параметра А гауооовокое о пц)амвтрамн Л » • Для 
получения оценки Л по реадиаацни 1фоцеооа х (4 :)  на интервале 
fo ^ ^ 3  могут быть яепольеованы уравнения (б .1 3 )* (6 Л 5 ) .
Легко проверить, что ремение уравнения (6 .13 ) в данном случае 
имеет вид

-t *

/>

. . . f a , . ;

(6 . 22)

о

где

Г Ю  = a « ( i .  _ . .  ч .

i2
Если ввести обозначения 

f . ( ^ 3  =  e  ^ ( о ) + j e  d ^  *
• £ 4 ^

/  i j  Г(о)«/с/Г. С , ,  -hO,,j) 1 I — г-
[ЬрСз.аО- -ii;--а--Qj%^=c'>jJ&, ‘■=i.pl

то фор»<улу (6 .22) с учетом (6 .21) можно ваписать следуг-щцм об­
разом

( с .23)
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Повтому уравнение (6 .15) для нахождения оптимальной оценки ^  
принимает вид

( I )  ( i ) * .  . . ^  ">*’*' * (6.24)

где использованы обозначения; 

Л
о о ' '

1«гО i «i2 Л ) с ; /  (о^_^ ч. .

i< « K  + « ii  PhX ' cIcc -
О **

к ^ ^

Ь< к ^f -n

j^ « = - ^  /  i
e S r ,  ( V i К i  2 m  .о

Оценка по максимуму апостериорной плотности легко находится из 
уравнения (6 .2 4 ) , несмотря на то , что оцениваемый параметр 'X 
входит в уравнения (6 .20) нелинейно. Если найденную оценку 5 (О  
подставить в уравнение (6 .2 3 ) , то получим формулу адаптивной
>f4BbTpa4HH

^ а ) ^ р о  (4 )  (О  л ( i )  - . . .  ^ и )  i'*  ( О .

Отметим, что в данном случае адаптивная фильтрация не является 
оптимальной в средна^вадратическом смысле.
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Глава 4

ПОСЩОВАТЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

Многие результаты, полученные выше по последовательному 
оцениванию паряметров случайных процессов, могут быть перенесены 
на случайные поля. В данной главе рассматривается задача оцени­
вания параметров случайных полей с дискретным и непрерывным ар­
гументом, описываемых стохастическими разностными и стохастичес­
кими дифференциальными уравнениями.

5 I .  ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПОЛЕЙ ДИСКРЕТНОГО АРГУМЕНТА

Постановка задачи.Пусть на вероятностном пространство (-Q ^^P )  
выделена неубывающая последовательность 6  -подалгебр 
й задано многомерное случайное поле 
описываемое уравнением

= ^   ̂ ± е Т .

Здесь Т  -  счетное множество индексов. Если, например, Т  ~ мно­
жество двумерных векторов с целочисленными координатами, то урав­
нение ( I . I )  задает плоское поле. Постоянный векторный параметр 
Я = с; . неизвестен и должен быть оце­
нен по наблюдениям полей { ^ }  *• {  /!(^)} • %̂ Д®м гфвдполагать,
что во множестве Т  указана некоторая возрастающая последователь­
ность конечных множеств {  , J'  ̂У •** наблюдатель на j  -м
шаге получает реализации полей { х ^ }  и { на множестве 

' =г 0  . Введем для каждого ин-
^  а  У S- величину 

*
ri(t)  = i n i i  i : ^  ё  Sj } ,

которая указывает номер первого из множеств , содержащего Р.  
На поля и наложим следующие требования:
1) все элементы матрицы / f ( ^ )  »/1 измеримы относитель­
но 6* -алгебры ^n(t)  , ^  ^  ' .г
2) все компоненты вектора измеримы относите­
льно <s -алгебры *i  • г
3) t  f  S , л е / 1  [  Л /,«  »«»="•>••”  » 'Р « -

S| “  Sj '  S j., , 
декса t  из множества
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нение по распределению поля , отвечахщему фиксированноцу зна­
чению параметра 7 ;
4) = О ,
если t=  t '  ( CL V 4 обозначает максимальное из чисел л  к 4 )>
5) известна положительно определенная симметричная матричная 
функция { B (i) , S У , согласованная с системой б  -алгебр

, для которой выполняется (в смысле 
квадратичных форм) неравенство

/ % и ) "  e f t ) .
Задача оценивания параметра Я при сделанных допущениях явля­
ется довольно общей. Уравнением вида ( I . I )  определяется и модель 
детерминированной регрессии, в которой сигнальная часть -  это 

линейная комбинация детерминированных функций. Исследование 
таких моделей проводится весьма интенсивно и для них в послед­
ние годы получено много интересных результатов (некоторые рабо­
ты в зтом направлении отражены в библиографии Ц9 и др»3)
Ниже будет рассматриваться менее изученный случай общей регрес­
сии, когда сигнальная часть является линейной комбинацией случай­
ных функций.
Пример. Рассмотрим скалярное авторегрессионное поле на плоскости, 
определяемое уравнением

{ } -  система независимых случайных величин о
7; =>о̂  ; А ~ к ,  С = ч (0,0) . Пусть на п - и  ш ^е

причем 
и
наблюдатель получает реализацию поля }  на множестве

Полагая 5^^ t= б" /  ^о,о ^ij , }  , легко
убедиться, что в данном случае выполнены все необходимые требо­
вания, а поэтому задача оценивания параметров ■ ( авторег­
рессионного поля является частным случаем поставленной задачи.

, Нееиещенное оценивание параметра Я • Построим сначала после­
довательную сценку вектора Я t предполагая, что размерность А 
не преы^ппет размерности вектора . За основу возьмём обобщенну!
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оценку метода наименьших квадратов, которая находится иа условия 
миницума по Л выражения

и имеет вид

j(V } = [  Z  Z  ^ Ш а ) х ^  . (1 .2)

Определим весовую матрицу форцулой ^

v d h B -Ь ) V .M -c fi)m (/ !7 t)B -k m ))'/ i’ni
где C(i) -  некоторая ~ ивмеримая функция.
Учитывая, что при таком выборе весовой матрицы выполняются равен­
ства :

A b ) V ( i ) / ^ ( t )  = c M E y

запишем (1 .2 ) покоординатно

Х(/И=—i—  Z c u x m ) x ^ > ,  . ‘ Z  с м

( 1 . 3 )

.т
<а>^ обозначает 1-в координату вектора CLf) .

Определение. Последовательным планом оценивания параметра 
будем называть пару (Ti ( H ) * ■ которой указывает
длительность наблюдений и аадаетсл соотношением

Z. (Н)  -  i n f { A / * i ;  Z

c , ( t )  ^  ^ / < ( K l t ) b ' ( - t ) A H ) f > a >  ‘
а А[(н) - оценка, вычисляемая'в момент %i (h ) п(Г^йрмула

, (1.4)
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где 1 , если n ( t ) ^ Z i  ) P r - M  ^  О , еслм
a ( t ) > T i  , и  °^Tl . е с л и  ^
находится иа уравнения ‘ ‘

Z  2 Г  , C,(tJ = H .

rt'1 ‘t (1 .5 )

ТЕОРЕМА I . l . Пусть 0 вероятностью единица

^  Cl (-t) =■ + о э

Тогда для каждого Н > О последовательный план (Т((Н),%(Н)) 
обладает свойствами; ^ *
I) М,\(н)° , л е  А  , 2 )  1“̂ •
Доказательство. Подставляя ( I . I )  в (1 .4 ) и учитывая (1 .5 ) ,  полу­
чим

^  t e s j  ’

Рассмотрим вспомогательную последовательность {  Л '?   ̂} ,

) -  ^( j&Ti)  А  ' ^ y O ^ f  ■< >

определяемую равенством
Г,лА/
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а л ^  об озн ачает минимальную из величин а  и ^  ,  а ^  ^
индикатор события /I .  Я с н о , ч то  
Имеем

Z , Z  , ( 1 . 6 )

Покажем, ч т о  при t!: 6  S j  и s € $ ^  выполняются неравенства

О £ ^  ^6-^ rv; P’i   ̂ (1.7)

г ; ,  -  символ К р о н е к е р а . П у с т ь  I  .  Т о г д а .
меримость случайных элементов Я < у < т .)  > Р т ^ М ,  ■'
и ^(s)  относительно 0 --алгебры  Щ  ,  получаем

гд е <А>а  обозначает . ‘ - й  диагональный, элемент квадратной матрицы 
А . Отсюда в силу условий на шумы с л е д уе т , что

при

Легко проверить так ж е , что

А| ,  U.(t)U^(s) = 0 при J. Ф  t.

Таким образом , неравенства ( 1 . 7 )  имеют м е сто . Так как 
то  из ( 1 . 5 ) , а . б 5 . . и  ( I . . 7 )  получаем
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Из теоремы Фату вытекает равномерная ограниченность среднеквад- 
ратического уклонения

М .  ( \  ( « ) -  \  у  =  Мд . =  м .  ^  м ,  ^  - i -

Несмещенность оценки (Н) получаем из равенств

Мд ~  м  f ^ = o .<• Л/—̂ оо  ^  ^
Знак математического ожидания и предела во втором равенстве мож­
но поменять местами благодаря равномерной интегрируемости пос­
ледовательности ■( , /V >  1 ^ , следующей из равномерной огра­
ниченности последовательности {   ̂ . Теорема I . I
доказана. Перейдем теперь к общему случаю, когда размерность век­
тора Л =  может превышать размерность наблюдаемо­
го поля .

Дв^хэтапная последовательная ггооцедуоа. Будем следовать подхо­
ду, предложенному в [ 5 / ] .

Рассмотрим оценку ШК (1 .2 ) при Она определяется с
помощью следующих статистик; вектора Ф(^ /)=  (v ) , . . Ф  f/V9)^
с координатами: ’’  ̂ ^

Ф, ( Л/) ^  , (1 .0 )

и матрицы IIG,j  с элементами:

обозначает l- й столбец малицы /)(^). Подставляя ( I . I )  в 
(1 .8 ) , приходим к системе уравнений; связывающих ети статистики

 ̂ 0-9)
ф ,  (  W )  =  ^  G . ( А О  + f ;  ( А О .  ( а 0 = 2 r A ’ ‘© b * i

равнения (1 .9) показывают, что для эффективного оценивания пара 
метров Aj необходимо ограничить влияние помех • Этой це
ли служит первый этап процедуры. Произведем случайную замену вре 
меии и модифицируем статистики. Пусть { с „ ,  возрастающа
последовательность положительных чисел такая, что 2 Г с ”  ̂ < о .о  
Л-чя каждого L=r i p  вьедем последовательность моментов останов 
ки { е  >  i ^ по формуле
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6^{^ ' )=  ' й )Ч ^ )A iф > <̂ и 1 .

Положим

Я " )  =  (V, М . , . . .  ^

Д Л * ) а ' ( 0 *  1

( '^ )-  - ^  Гс (е ^  (в; (ь)) 2 1  А^ ф fe 4 i)  4, ф ]  . 

5^ (п ):г  ^  к  (б; w - i ) + 4 ,  (б - ,ы )  4 Г  &

где весовой мновитель (в  ̂(м)) находится не условия

2 Г  А;’'и > ь ’й ) / ! Д ( ) * ‘< ; ( « ; м ) 2 :
J ^  С t JT С*

^(^)“i ’‘ ^ V )

( 1 .10)

Статистики ‘f(/^) и ^ ( а?) овяваны сивтемой уравнений

У ( м ) =  n > i .

Преимущество этой системы уравнений по сравнению о (1е9) в тоЫ| 
что вторые моменты случайных величин "  в отличие
от (V ) -  допускают равномерную оценку сверху.

ЛЕММА 1 .1 . Пусть для всех С *<7/5 о вероятностью единица

ЛА--ЙОО £ £  S
W
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Тогда: I )  = - \ € А  , i =

2) * . - р М Л ^ ( п ) ^ ^

Доказательство леммы 1.1 аналогично доказательству теоремы 1.1 и 
опускается. Выведем уравнений (1 .10 ) завершается первый етап 
построения последовательной процедуры. Необходимость второго эта 
па возникает в случав, когда число неизвестных параметров превы 
шает размерность поля. Второй этап процедуры повторяет рассужде­
ния $ 1 .7  и начинается преобразованием системы (1 .1 0 ). Умножим 
обе части (1 .10) слева на матрицу и полученную
систему уравнений запишем покоординатно:

Р Р _
=  Л(*!)■>. ■+■ Д л \  (ь ), t = ,

Здесь Д ^^(н ) -  алгебраическсе дополнение элемента 
матрицы ^  в Д ( и ) ;г  . Обозначив

( и ) =  т л а с
i ^ K & p  (и )

представим систецу уравнений (1 .11 ) в виде

( I . I 1 )

( п ) =  \  +  rr?^i ,L=i ,p .

Для оценивания \  по наблюдениям у; (и) и /, (л) вводим последо­
вательный план (“с-̂  (Р)^ (W)) , определяемый формулами:

% (Н )= Г  J i

Свойства построенного последовательного плана содержит следующая

ТЕОРЕМА 1 .2 . Пусть выполнены условия леммы и с вероятностью 
единица расходится ряд
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Тогда для лювого \-i>o

Доказательство теоремы 1 .2  опускается, так как оно подобно дока- 
аательству теоремы I . 7 . I  .

i  2 . ПОСДВДРВАТЕДЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПА?АИВГРОВ СНОСА СЛУЧАЙНЫХ 
ПОЛЕЙ ДИФФУЗИОННОГО ТИПА

В данном п а р а г р ^  рассматривается задача оценивания парамет­
ров плоских случайных полей с непрчмвным аргументом, описывае­
мых стохастическими дифференциальными уравношями.

Пусть наблюдается двумерное диффузионное поле ,
о ^  , удовлетворяющее стохастическому дифференциаль­

ному уравнению гиперболического типа 
S ч

X ( s O =  \  (2 .1)
'  о о в о

Здесь -  винеровское поло на плоскости,

известные измеримые функционалы от ^  . которые в т о ^ е
могут зависеть от реализации поля X на |»о*естве и уд 
летворяют условиям*,

О О

>......... . V  н .я « .с ™ «  « « о » »  "«

' Т Г " « . ™ о м . . - ь ™ х  о « и .«  « » . .» -р»»"»”" ; " ! ;
J  Г о » 1  У О ....Я , о . . ™ ™ . » . » .
Я .Р. л .  . OT..4.W C. п о »  Х ( . ,< )  •»  "P“ » f
ro sV fo ^ T ] относительно меры /У,у ^^oм У J
fo ^ И о . т1  ♦ определяемого^авенством
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s -t
y ( % 0 = i i 4 ( u ,  v; x > w  (tJu^dv'^ ̂

о о

Идея построения последовательных оценок состоит в том, чтобы 
выделить некоторую возрастающую последовательность областей поля 
и по заданной точности оценок ( в среднеквадратичесхом смысле) 
определить номер области, на которой следует прекратить наблю­
дения. Для простоты будем рассматривать последовательность прямо­
угольных областей — s  , где s  -  фиксировано,
в {"^г. \  ~ возрастающая последовательность чисел. Так же,
как и при оценивании параметров диффузионных процессов, последо­
вательная процедура строится в два этапа. Сначала найдем оценки 
максимального правдоподобия. Логарифмическая функция правдопо­
добия меры /ч,, относительно меры уч согласно [ 7 7  ]  оп­
ределяется формулой ^

L y  — —
S T  ^

/ i  \  «к =0 (cJs  ̂Л )  ^
О О

5 Т

o i  J  ̂ J ,  [ о ,  0 = 0

Из системы уравнений

^ / . г  у= у7 р ,

получаем для вектора оценок МП следующее выражение:
> (Т)= &'̂ (ту)Фст),

■ О ( Т )  =  ( • !> . С П , .  . ( П У .  S ( T ) = | < 1 ; - ,  ( T i l l ;
S  Т ■’

4  ̂ (Т) =  /  J  ^ ^

S т ^
i  j  f  (s, tjoc)d&d-i .

(2. 2)
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Ьдставляя (2 .1 ) в (2 .2 ) ,  получим систему уравнений, связывающих 
!татистики ( Т )  и !

■ (2 .3 )
S T

S  ( Т ) =  j  j  (%-i: \ .
о о

Первый этап процедуры состоит в случайной еамене вреыени. 
Яусть возрастающая последовательность положитель­
ных чисел такая, что ^  . Для каждого j  = i ,p  вве­
дем последовательность моментов остановки \  с  л? >  i  ^  
по формуле

л Т
б, ( н > с и ^ / т > о :  /
а  ̂ о о ^

Обозначим

Как следует из (2 .2 ) ,  статистики /̂f>1)  и ^Хь) связаны системой 
уравнений

Ч’(н) =  > + ^  (и )  , n > i  , ^2.4)

По известному свойству стохастических интегралов шумы ( и) 
имеют гауссовское распределение с параметрами ( о ,  i/Cn'^,
Выводом системы уравнений (2 .4 ) завершается первый этап построе­
ния последовательных оценок. Преимущество этой системы уравнений 
по сравнению с (2 .2 ) в том, что вторые моменты случайных величии 

Si (fi) -  в отличив от ( * 0  "  допускают равномерную по ^ 
оценку сверху:

В торой  э та п  н ач и н ае тся  с пр еобразования системы (2 .4 ) ,  Умно­
жим обе части (2 .4 ) слева на м атрицу и полувоенную
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систвцу уравнений вапишем покоординатно:
Р

(2 . 6)

Здесь -  алгебраическое дополнение алемента g i x ( h )
матрице ^ ( ц )  , а  л (м )— ^  (м )  . Обозначив

А. ( п )  I ( « ) | ,  f .  ( ^ .)= л (п ) /у

л ^ ( . )  г

представим систему уравнений (2 .5 )  в виде

( ^ ) =  (^7)-#- ( М ,  n > i ,  ‘ = ^ 7 .

Для оценивания по наблюдениям и вводим
последовательный план ( г  - (н), %  (N) ) , определяемый форму­
лами;

\  ( н Ь

Свойства построенного последовательного плана содержит сле­
дующая

TEOrotfA 2 .1 . Пусть с вероятностью единица расходится ряд

2 .  У ( >7)  -  -»- ОО 

Тогда для любого И > 0

f / « .  я = р \ - ^ ;
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Доказательство теоремы 2 .1  подобно доказательству теоремы
3 .2 .1 .

Замечание 2 .1 . Необходимость второго этапа построения проце­
дуры возникает только при оценивании векторного параметре А . 
Если параметр скалярный, то процедура оценивания заканчивается 
на первом этапе. При этом все величины в уравнении (7 .4 ) явля­
ются скалярами, причем ^(п) = 1 . Поэтому последовательная
оценка, совпадающая с , является несмещенной, гауссовской и 
имеет дисперсию i/c „  . Для сравнения отметим, что даже в этом 
простом случав исследование свойств оценки М П наталкивается на 
большие трудности. Для оценок Ш известны, например, формулы для 
смещения и среднеквадратического уклонения, но они имеют сложный

вид [77].
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П Р И Л 0 1ЕШ Е

I .  Д окааатвльство теоремы 3 . 4 . 1

Формулы ( 3 . 4 . 1 0 )  для вер оятностей к R  с  точностью до 
обозначений приведены в [ICO] . Нахождение 7^ и связано с 
решением следующей зад ачи. Рассматриваются блуждания на множест­
ве целых чисел i О  0.\ о-=- Р

ным отражением из нуля в состояние I .  В е ро я тн о сти  переходов за ­
даются равенствам и;

9 } Fa,k “ ~ F > 0 < К < а ’

F o,i^^ Ро.о-^ ; Ро,х^Р; P a a ^ i ,  = /  ,

остальные равны нулю. Т^ю буется определить -  среднее
время достижения состояния Q. при начальном состоянии J  .

Решая уравнение для Y i j )  ^ '

'Г'(/)  = /  т о - / )  у- z T O )  - ^ - р п А / ) ^ /

с граничными условиями T ( 0 ^ ^ ~ T ( i ^  ̂ ^

у  ✓  \ jLUL -̂----1-----£_
получаем

(П .1.1)

Полагая в (П .1.1) /  “ /  , находим ^  . Меняя в (П .1.1) Р  ц 2
местами, получим Г ( / )  -  среднее время запаздывания в обнаружении 
разладки при условии, что в момент появления разладки устройство 
находится в с^остоянии /  . Чтобы вычислить среднее з а п а с а н и е

^  . (П .1.2)

составляем CHOTeiv равнений для стационарных вероятностей состо- 
яний устройства { ST^j,  Имеем

( П . 1 . 3 )
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Положим

c J=̂ ar J-T; 3<-J^a~Z.;

^ a - 1  “  - ^ Л '/

Тогда уравнения запишутся в виде

Отсюда следует, что

а - J - 1

о-у •

‘ V V '  ( У - Л '

(П .1 .4)

Подставляя (П .1 .4) в третье уравнение в (П .1 .3 ) , получим

Учитывая, что

± _
у -  /  f  ^  ~ ^ ;

(П .1 .6 )

и условия нормировки j ^ - y . - Л находим

С ;-/ -  'Л г , ,
где определяется по формуле (3 .4 ,1 0 ) .  
Поскольку
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T Q )  ^

то, испольвуя (П .1 .4 ) , (П .1 .5 ) , получаем

А -/

/ /  “ T ' - i  f - p 7 \  y - i  J

/  гг . ,  /  . r ‘̂ 4 ) ^  =
(П.1,

f - F  r

f i  0 ~ '

г « У'**-/ 1 _Lt FT" ('r'-/X)'"/">J '

-  Й

где
C' V(t-ff ■

Далее c помощью равенства

y [ у У л-y) - л y'* ^ /] .

приведем первое слагаемое в (П .1 .6) к виду

Х 1 ^  ( Т ^  Го -=

+ <̂ (Я г -  j ^ T i  т ,  г  -■> f ‘ - i

Отсюда и иэ (П .1.6) с учетом того, что
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получаем искомо е выражение

Георема 3 .4 .1  доказана,
2 . Доказательство теоремы 3 .4 .3 .
Условия теоремы 3 .4 .3  обеспечивают конечность почти наверное 

всех . Поскольку при отсутствии разладки распределение ста­
тистик (3 .4 .I I )  не зависит от номера наблюдаемого объекта, фор­
мулы для и 7^ остаются такими же, как и в случае одного 
объекта (3 .4 .1 0 ) . Сохраняется форцула и для /  благодаря тому, 
что эта характеристика относится только к объекту, в котором 
произошла разладка. Нахождение связано С решением следую­
щей задачи. Рассматриваются блуждания частицы на системе множеств 

I  L  ' = Попадая в , частица совершает
блзпкдания в соответствии о вероятностями перехода

При попадании частицы в точку { Л ]  множества блуждания 
прекращаются. При достижении точки частица мгновенно переходит 
в состояние <<'S множества . Вероятности переходов во мно­
жествах определяются равенствами!

вели о ^ к ^ л .  . При попадании ъ ( о ]  или частица из мно­
жества Li мгновенно переходит в состояние множества
{КЗ Ь и  в L .  ) .  Обозначим через T ( ^ , ^ )  среднюю продолжи­
тельность блужданий, если частица в начмьный момент находится во 
множестве Z / в точке у  . Величины T ( ^ ф  определяются из 
системы уравнений

T ( i , i) *i>(у; <• (У-‘ Ш )  * то. f). г ‘ У;  

- Г Р  •

(П.1.7)

(П.1.8)
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с граничными условиями:

T ( i , a ) = O f  T ( i , 0 ) = T ( 2 j )  (П.1.1:#)

Общее решение уравнения (II. 1 .7 ) имеет вид

=  + / / + 5 ^  . (П.1.10)

Неизвестные постоянные /I н В находятся из условий (П .1 .9);

в - [ ( ^ / - . т ) *  .

Используя (П .1 .7 ), (П .1.8) и (П.1.10) при
L-hT-J^- l  , приходим к формулам (3 .4 .1 5 ) . Теорема 3.4.^3 

доказана.
3. Доказательство следствия 3 .4 .1 .
Если уравнения (3 .4 .1 ) ,  (3 .4 .2 ) для всех объектов'одинаковы, 

то в стационарном режиме среднее число отсчетов запаздывания в 
обнаружении разладки находится по формуле

J - - f )  л /,

где Ti-fj  -  стационарные вероятности состояний решающего устрой­
ства, а определяются равенствами (П .1 .8) -  ( I I .I .I0 ) .  Учи­
тывая, что / а/  t получаем

где 7  ̂ определяется соотношением (3 .4  10)

ф о р м у л Г ^ ^ ' достаточно воспользоваться следующим:.
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л f  Za.  _ _  _  a  ( a - i )  ,
- < *  ( f - f x r - o  '  ( f - r v T ,  '

Зледствие 3 .4 .1  доказано. ^ _ ___
4. Уравнения для нахождения

получаются после подстановки (3 .5 .2 5 ) в (3 .5 .18) и приравнивания 
членов при одинаковых степенях , Z = 0^*: , стоящих в
левой и правой частях уравнения:

-  ^ i
с/т

.  г / ' f  /  л ,  - л  ]  - V  -  Q *  V /)  6

' о К-1 rnUt(sJ) .

К(К--{) d  M(K~iy
j-5—  — тг-х-^’Х—̂— -r —— :t 3 ------2 6 T i Y

z . -

- г * У  Z ^ Z ) ;

z , ^ - У ч \ z ^ l f ^  f X ^ Z K - , , K 4

и “5. Найдем два первых приближения к оптимальному управлению 
и . Запишем уравнение (3 .5 .1 0 ) в координатных обозначениях,
учитывая при этом, что ' (П М2)
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- z 3  у
^Kt.vs  ^ -L

' '  ^  f r  Э л, эаг, '’уZ Э*1/

V

( и -̂ ĵgp -  элементы обратных матриц 0 ~ ^  » 3  * ) .  
Будем искать решение этого уравнения в виде ряда по степеням
Ai j .K t  ( ‘ , J , i ^ , <  - f X )  :

V ( * , x , i A ) - w n . ^ , > ) ^ E  Ч-

+ Z  6^ ;зс ,л)  • •• •  ̂ П .1.13)

Подставив (П .1.13) в уравнение (П .1.12) и приравняв выражения, 
стоящие при одинаковых степенях A(j ,kx в левой и правой частях 
уравнения, можно получить уравнения для определения коэффициенте; 
в раэложении (П .1 .13 ).

Для получения двух первых приближений к оптимальному управле- 
ниг, запишем уравнения для и л  i* ) '

- =  Т  О  л.л -  Т  Ш ’а  в  'а

14)

(П.1.15)
K,s Э Л , «  '  f j  а л ,  ЭЛ. "V ^

.  э^K,
-2 а л .  2к У4<С -----  +
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Z j y ! k £ j - jL J ± .a  X  ^
a x .

* / ’ £ 0
1 V  3 х й > р d  W —

Решение уравнения (П .1.14) ищем в виде

V j \ i , : P , A y i C t A ) * Z ^  jjij а ,

Подстановка этой функции в уравнение приводит к системе о|нкно- 
венных дифференциальных ура^знений для oпi^влвния у  (й , )
и матричной функции У  Д ) “ II jj[j ( t ^  Д ^ S •

“ь а1 Г ..™ р ь  » д с т . .к .ь  Ш .1Л 6) .  (3 .6 .9 ) .  .  . . t » .  » i w o .~  
полученное выражение в снстецу уравнений (П .1.17) в векторной 

,0 п р « «  к ф,рцул«. (3 .6 .2 7 ) . (3 .6 .2 3 ) . о п р « « « » -  W-
левое приближение Uf

Решение уравнений системы будем искать в том же виде.

ТО « т к ц »  .  ур.и.н»н«. ( П - Ы « .  «ТО»», . « . . т о  ; » " "
новенных дифференциальных уравнений для нахождения скалярной 
'  ^ “^(Т л ^ )  ** ыатричной функций;

(П.1.1в)
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{П.1.19)

W  Ч ч , ц

o' af«> Л -t u.
Г г  -fy  f t  - г , )  - S  ^

’ « ,  ■

- ^ j - .  - - i t e L /^  /  t.- o ,-* ).
Первое приближение к оптимальному управлению U ' п 
ставляя вместо функции w / /  ^  получим, под­
вое приближение ^  ® уравнение (3 .5 .9 ) её пер

^  ( t J c Л ) Л

ь;сли при этом учесть формулы (П .1.16) (П Г tr^
ПС^ Л A J - l n  ( t  X л матрицу

f  V r ' l y '■ S . / '^ ' ' l l i -1 rt 0 элементами:

r ^ -  • « »  -
просуммируем no всемс< . p ct),
ной форме. Уравнения дчя'^-ЗЖ  /’Ir С ? запишем ответ в вектор- 
СП.!.17): "<=нользуя(П.1.17)

(П .1,20)

~  ^  «  а ^   ̂ л
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А
Л .причем Э ( .T f  Л ^ ~  О для всех Л£

6. Вывод уравнений (3 .6 .1 2 )
При выводе уравнений (3 .6 .1 2 ) будем предполагать, что функция'. 

f Л )  и 6  i C t y X )  зависят от значения процесса 
-С только в момент . Получим уравнения ( 3 .6 .1 2 ',  следуя 
Прежде всего найдем плотность вероятности 
Из (6 .1 ) следует, что

^ / ^ n ( t m , ^ ■ , Л ) ^ ( t „ ) ] ^ s t + 0 ( й t )  ; ( f U . Z O

I - Г , , ( t „ , х ) й -t 0(й t ) .

Учитывая, что приращения п р о ц е с с а и м е ю т  гдуссовское распре­
деление, находим плотность вероятности

где

c = - { z x a t )  ( J e t c , ^

f - H i t  - /? « ■ • /» «  у ( ' « . ) ] -Л, ,  - / t „  У < " < 4

А Х  (  i/rii-i) X  .

в формуле (П .1.12) удобно включить в множитель все величины, не 
зависящие от у (^ т )  и Я  . Тогда получим

f>{x(t„,;) I =C êxf>{-f̂  At]̂  (П f22)

При малых A t  формула (П .1.22) с учетом того, что

j
|преобразувтся следующим образом: ■
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(П .1.23)

+ Я<2^*-т., ^  i Л

noACTaijifi (П .1.23) в (З .б .Ю ). воспользуемся злемвнтарной форцу- 
лой

~ —р — ^ i  ~" cL Л f- (<<, Д ^ О ( ^ i - ) .
1 -  oi ~ 0(Ai.)

ТогдаТогда после некоторых простых преобразований, переходя к пределу 
при - ^ 0  , ( t w - ^ o a )   ̂ получим уравнбние (3 .6 .1 2 ) .

7 . Доказательство теоремы 3 .2 .1 .• •  •  w w  А w  V.I■■Ш

Достаточность. Конечность длительности последовательной про­
цедуры /V(Н)  следует из условия (3 .2 .5 )  и определений (3 .2 .1 )  
и (3 .2 .4 )  моментов остановки <7̂ , и 6” , Представим оценку
(3 .2 .2 )  в виде
л ^т-
А ^=Л  *G (K )^C T^) , J f l ( i ) ib ( . t ) b ^ ( t ) fbU ) (L  W C i) .

о
Используя свойства стохастических интегралов и учитывая,

, получим t a  i  (Ги.) S cCk ) •*
)ьЪ т 1) d у  а )fd у Ш Ы 5 (т 'к ) ) ''й  ш

что

(П.1.24)

д
Последнее равенство выполняется по определение . Из нера­
венства Коши-Буняковского следует, что Z  [Л'^ОО-АКЛ (H)-AJ Z  =

(П .1.26) ^

Далее имеем

п
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i гЛ-с.) U n . ) ■ 7 -Z ^̂■'̂
W ^  /<и. сД л  ^

1ослвднвв нврайвнотво выполняется в силу (3 .2 .4 ) .  B w  мвтемати- 
jeoKoe ожидание от обеих частей неравенства (П.1.25) а  принимая 
30 внимание (П .1 .24 ), (П .1.26) и условие нормировки •
юлучим ^

Х̂ Л/(Л*(Н)-Л)(А*{Н)-Л)̂ 21 4 '

что и доказывает утверадение I® теоремы 3 .2 .1 .
Необхолимость. Доогфеделим оценку (3 .2 .3 ) на »«ножвствв _ 

( Л / т ) = - Т .  П^ожим Л (Н ) = /Г(Н) ,е с л и  Л / ( н К -  .
и 7С(Н)=Ло .е с л и  М Н ) —  . г д е Д о ^ Д  •
Пусть ряд (3 .2 .5 )  сходится с положительной вероятностью, ю гда
найдется число То , /о '"®

) - ^ > 0
(П .1.27)

P ( 2 Z e l * ‘ T ] - 0  для всехТЦ
Действительно, если Г «пжланно-  Р 1 . т : а ^ ^ о о ' \ - * 0  . 'W 0 противоречит оделанно

ГО * I > Ц >’Т“ вы*"
4У предположению. Из (П .1.27) следует, что при И .о
юлняется неравенство

, _ . (П .1.28)

Если Ло^-0 , то для некоторого вектора Z  правая часть
(П.1.28) положительна и, следовательно.

/у -" -  л '
ITO неравенство противоречит утверждению I  . Теорема 3 .2 .1  до

ifiHB* о 5> Т
8. Доказательство предложения о .л .а .
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что при условии (3 .2 .6 )  вьюолнявтся следую- 
Щбв предельное соотношение* ^

Чг.

Ив (3 .2 ,6 ) следует, что

S  И 0̂  ̂ —«» i ),
По определению (3 .2 .1 ) момента имеем

(П .1.29)

'Cy.’4nj{T>0'. T9(T)>.tn}\

Покажем, что

F ~ turn- -̂ Sd. =; 4

^  0ТОГО воспользуемся предельным соотношением 
и равенствами.*

(П.1.Э0)

( i - S ) U \ - P  f a ,  ы )> -С ^ }  ̂ (П)^ 0 - 5 ) 1 , ^

Далее, обозначив 
левую часть (П .1.29) в виде представи

i ■ k i t  [ р о м  -}тш).

** перво, олегеемое в правой части втого
^  • Д и  оввврп,™» довввв. 

тельотва (П.1.29) остается показать, что
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Р ^бип .

Имеем

(П .1.31)

(П .1.32)

т. Р

f(iy-ft''(l)ib (i)b ''(i.))'5  ( t ) .
Поскольку

TO ИЭ (П .1.32) следует, что

' U y ^  in  _

Отсюда получаем (П .1 .3 1 ). Соотношение (П .1 .29) доказано. Исполь­
зуя (3 .2 .4 )  и (П .1 .2 9 ), приходим к равенству

юкоторого следует ( 3 .2 .5 ) .  Предложение 3 .2 .1  доказано.
9 . Доказательство теоремы 3 .3 .1 .
Д м  того чтобы доверительный интервал 5 ( ^ ) ,  определяемый по 

формулам(,1 .9 .^ , (1 .9 .6) с помощью статистик (3.3.2)^ накрывал неизве­
стные значения параметра Л  , достаточно одновременного осущест­
вления событий { |^ , ( 'Н ) |^ 5 ^ ,  }  i
поскольку тогда можно определить, на каком из доверительных мно­
жеств произошел скачок величин (Н )  .П о  неравенству Буля 
имеем

Fi\So(H)N^IЬ̂ (н)1 !,дн)̂ >S ^
Так как величины являются гауссовскими с параметрами (О, / / Н ), 
то /* { I = 2. ^ ( S F t T )  . Выбрав Е>0  из условия
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т.

находим порОл , обаопачивапций уровень доверия С 
рейа 3 .3 .1  докаваиа.

. Тео-
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