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К О Г О М О Л О Г И Ч Е С К А Я  Х А Р А К Т Е Р И ЗА Ц И Я  
А Б Е Л Е В Ы Х  F N -Г Р У П П  Б Е З  К Р У Ч Е Н И Я

И. X. Беккер, В. А. Никифоров

Д а н н а я  раб ота  является продолжением [1]. Здесь, в § 1, 
получены полные ответы на вопросы: когда первые группы 
когомологий / / '  (Ф, G) равны нулю, где Ф — конечная груп­
па автоморфизмов; ( D ^ A u t  G; G — не 2-делимая абелева 
F N -группа без кручения (т. е. G — группа без ненулевых 
нильпотентных эндоморфизмов) или Ф — периодическая 
группа автом орфизмов без бесконечных 2-групп, a G —  не 
2-делим ая  F N -группа без кручения, о бладаю щ ая  к зазираз-  
лож ением  с сильно неразлож им ы м и и сервантными к вази ­
слагаем ы м и? (Теоремы 1.4, 1.6 и их следствия).

Вычисление групп / / ' ( Ф ,  G) над  группами G из ук аза н ­
ных выш е классов групп в случае периодических Ф с беско­
нечными 2 -группами сводится к случаю бесконечной 2-груп­
пы Ф ',  изоморфной Z( 2 ° " ) ,  или бесконечной обобщенной 
группе кватернионов Q 2a . П оэтому в § 2 рассматриваю тся 
абелевы группы G без кручения с группами ® ' ^ A u t  G, изо­
морфными Z(2°°) или Q 2® . П оказано , что существуют т а ­
кие не 2-делимые абелевы группы G без кручения, д ля  ко­
торых / / • ( Ф ',  G ) = 0  (предлож ение 2.1). Есть та кж е  группы 
G, д л я  которых Н 1(Ф', й ) ф 0 (предлож ение 2.2). В классе 
абелевых f W -групп без кручения есть т а к ж е  не 2-делимые 
группы G, с Н 1(Ф', G) =  О (теорема 2.3) и группы G', для  
которых Н 1(Ф',  G ')¥ = 0  (теорема 2.4). Теоремы из § 1 д о ­
казаны  первым автором, а из § 2 —  вторым.

В [1] рассм отрены свойства абелевых FW-групп без кру­
чения, п р и над леж ащ их  достаточно широким классам  групп. 
А именно классу  абелевы х /-W-rpynn G с  периодическими 
группами автом орфизмов Ф Ф < . — ® ^ A u t G  (е — то ж ­
дественный автом орфизм  группы G );  классу  абелевых FN-  
групп, обладаю щ и х  к вазиразлож ениям и  вида G « + G a (**),
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где к аж д ая  G, сильно неразлож им а и сервантна в G ( /  — 
произвольное множество индексов). Обозначим соответст- 
ве ню эти классы /-W-rpynn через F i и F2. Зам етим , что класс 
F 2 содерж ит все к вазиразлож им ы е / W -группы без кручения 
конечного ранга (в частности, все группы G без кручения 
ко1 ечного ранга с периодическими группами A u t G ) ,  все FN-  
гр>ппы без кручения из класса т ,  выделенного в [2], все пря­
мые суммы групп G без кручения с конечными Au t G,  при­
надлеж ащ их жестким системам групп [3, с. 148], и другие 
группы.

Пользуемся далее  стандартными обозначениями и терми­
нологией из [3]. Напомним некоторые из них: E ( G )  —  коль­
цо эндоморфизмов абелевой группы G; Z ( n )  — циклическая 
группа порядка п\ Z ( 2 °°) — квазициклическая группа;

— дициклическая группа порядка 12; В Т ц  —  бинарная  
группа тетраэдра порядка 24; Q 2« — группа кватернионов 
при л =  3; обобщенная группа кватернионов при п > 3; 
Q2» — бесконечная  об о б щ ен н а я  группа к ватернионов ; 
Z l ( 0 ,  G),  В '( Ф ,  G) — соответственно группа всех скрещ ен­
ных гомоморфизмов, группа всех главных скрещенных 
гомоморфизмов группы Ф в группу G; Я 1 (Ф, G) =  
=  Z (Ф, G) В ‘ (ф, G). Пусть <реФ ^С А 1Й G, А — ф-допусти- 
мая (Ф-допустимая) подгруппа группы G. Тогда фД =<р|Д— 
ограничение <р на А  ( ф д =  ф | Л = { ф д |< р еФ } ) .  Под словом 
«группа» далее  понимаем всякий р аз  «абелеву группу», кро­
ме ее групп автоморфизмов.

Д л я  доказательства теорем § 1 потребуются свойства 
групп (/-W-групп) без кручения, установленные в [1, 2]. П р и ­
ведем некоторые из них. Группу G назовем Ф-регулярно пол­
ной, если всякий нетождественный автоморфизм из Ф я в л я ­
ется регулярным. Aut G-регулярно полную группу G назовем 
регулярно полной [4].

Л е м м а  1 [1, лем м а  2.1, следствие 2.2]. Пусть G —  не 
Ф-регулярно полная /"W-rpynna без кручения и < е > = # = Ф — 
группа конечная. Тогда Ф индуцирует йекоторое к в ази р а з ­
лож ение группы G:

G ^  5 G, (•)
i 1

S

(соответственно вклю чение m G + G t, m e T V ) ,  где к а ж д о е

к в ази сл агаем о °  G, сервантно  и вполне х ар ак тери сти чн о  в G _ 
П ритом  в с я к а я  G, я в л я е т с я  Ф,— р е г у л я р н о  полной  группой, 
Ф,— Ф | Gt.
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П р е д л о ж е н и е  1.3. Если G  —  не 2-делим ая абелева 
группа без кручения, <D„!^Aut G ( п ^ З )  и — е единст­
венный ее автом орфизм  порядка 2 , то Я ‘ (Ф, 0 )=И=0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассм отрим  эл ем ен т ы  и>„, а>„ ,, 
<e-f-<p)con 2 при  п  4 и о>з, при  п  3 в кольце E(G).  П о 
л е м м е  1.2 (б-|-(р)(ол 2 при  п  4  и (Oj при п  3  не д е л я т с я  
на  2  в  E (G).  С ледовательно , при п >  4  в озм ож н ы  такие три 
случ ая :

1) ®„ не д е л и т с я  на 2 в E(G);  2 )  <оп де л и тс я  на 2, а , 
не д е л и т с я  н а  2 в E ( G ); 3 )  u>„ и <о„_, д е л я т с я  на 2 в E(G).

О чевидно , что случай , когда <о„ не д е л и тс я  на 2 , а ш„ i 
д е л и т с я  на 2 в кольце  E(G),  н ев озм ож ен ,  так  как  а>„=

П о л о ж и м  / i ( — е)=«>л£  в случае 1), / 2( — е) uin-iff— в с л у ­
чае 2 ) и / 3( — e)=(e+<f>)«>„_2^r— в случае 3),  где н е н у л е ­
в о й  эл ем ен т  груп п ы  G. ___

У б ед и м ся ,  что к а ж д о е  / , ( * = 1 , 3 )  за д а ет  скрещ ен н ы й  го ­
м о м о р ф и зм  г р /п п ы  Ф„ в группу  G.  Д л я  этого  достаточно 
п ок азать ,  согласно  лем м е  1. 1, р азреш им ость  уравнений  
2  д с = (£— ? ) / , ( — е). (3 )  2 у =  ( е - ф ) / , ( - Е) (4)  в группе G.

С л у ч а й  1. И м еем  2 ; с = ( е — <р)уг1( — е) (е— ср) (o„g. Н о  
(е — <р)<о„ =  2(е 4 - Ф). С ледовательн о ,  jc0—(е-)-ф )^ — реш ен и е  
у р а в н е н и я  (3 ) .  Д а л е е  эн дом орф изм  (е—ф) a>„=(e-{-9 -|-ip24 -.-.
Ч-ЯР2'*—2— I X e+ <J ')-h (— e-h<P+<P2- i-----h <P2',—2_1)(Ф— е) = 2(е -1-  <рфЧ-
-Ь<р2ф-+-...+<р2'1-2 Ч>). П оэтом у  в группе G  р а зр еш и м о  т а к ж е  
уравнение вида  (4 ) .  С л ед о ватель н о ,  отоб раж ен и е  
вида / , (  — е) =  а>£, /,<р =  (е +  ф)£, /,<|> =  ( е +  <рф+<р2ф4 - . . .4 - 
_j-ip2n- 2- i | ) g -  есть  ск рещ ен н ы й  гомом орфизм .

С л у ч а й  2. П равую  часть уравнения (3) моя<но п р е д ­
стави ть  в виде ( е—<р)У2( —е) =  ( е—<р)а»„_, £ = ( £ + ? )  »/i-i g ~  2 tp 
“ л- i  £=»«£■— 2 <p<0n _ i g = 2( v - ?и»л_ ,)^ ,  где 2•*„=<■>„. П р е о б р а ­
з у я  п р ав у ю  часть у р а в н е н и я  (4),  получаем  (е—<]»)/г( — е)=̂ = 
= ( е —ф ) ( е + <р2Ч-<Р4+ - Ч-qj2" ^ * - 2)  ( е  +  <р)£ =  ( г +  <р2 +  <р4 4 - . . .  4 -
4-<рая- я-* ) (е + ф )^ + (_ в 4 -< р 2+ (р4+ ...+<р2"_а-* )(ф -е ) г= 2 (е 4 -< р 2ф+ 
+  <Р4Ф +  •■•+(Р2" 2-аФ)йГ- С ледовательн о ,  о то б р аж ен и е  / а:Ф->(7, 
зад аваем о е  по п р ав и л у  / 2( — е ) = » л _ 1£ , / а «р=(‘ся— <рч>л _ 1 )^, 
/ 1ф = ( е 4-|р2ф-{-<р4ф + . . . - | - ^ 2" _ 2- 21|») есть  скрещ енны й  гомо­
морфизм'.

С л у ч а й  3 .  В этом  случ ае  правую  часть ур ав н ен и я  (3)  
м о ж н о  записать  так :  (в—<р)/3(—е)_ (е—<р2)<оя- 2£  (e+'P2)«>«-2g — 
— 2 <p2<on- 2 g = w n- i g — 2  9 2<»n-2 g — 2 (‘Cn-i— <p2u>n-2)g, г д е 2 тл_, =
=<®л ь

7



Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а. Пусть я  3 и уравнение (1) р а з ­
р е ш и м о - в E(G),  Тогда  эндом орф изм  ( е + ф —2 tj*)(e-}-ty)=2e 
де л и тс я  на 4 в к о ль ц е  E(G),  т .е .  G —2 -д ели м ая  группа. 
С ледовательн о ,  уравнение (1) при я  3 н еразреш и м о  в E(G).

в. П усть  п  4. Д о п у ст и м , чтб уравнение 2  дс—(е+<р)шг 
разреш им о  в E(G).  Т о г д а  эндом орф изм  (е+ср)сойф-|-ф(е 
та к ж е  де л и тс я  на 2 в кольце  E{G). И меем (е+<р)ы>яф +  ф(е-(- 

—е—ср <p2+ tp 3. С ледовательн о ,  ( — *— ? + ? * + ? 3)(— е+  
tf— f 2 ср3) (“ср4—г)(ср2— е) 2(е— tp2) де л и тс я  на 4 в E(G),  т . е .  

(е — ср2) д е л и тс я  на 2 в E(G). Н о  тогда п олучаем , что  
(s— 9 3)(s— ср2+ 2  ср2) 2 е  д е л и тс я  на 4  в E(G) и 2 G —G. С л е -  
доват  льно, уравнение (2) при я  4 неразреш им о в кольце 
E{G).

с. П усть  я  5 и уравнение 2 х  ( е + ? ) “>я- 2 р а зр еш и м о
в кольца E(G).  Тогда  эндом орф изм  у  <р2(е-|-ср)шл 2ф-f-ср2ф(s-|—
<р)(ол 2срф д е л и т с я  на 2 в E(G).  П одставив  в г) в ы раж ен и е  д л я
<о„ 2, получаем  у  ( e+<p-J-<p2-j--------t-'P2"_2_I) +  2 ( e + < p 4 V + . . .
_l_ ^ 2»—2_ 4^(р2̂ е_̂ _(р^ф — — 2(s+<p)(eH-<р2Ц>). С ледовательн о ,

e + tp + tp 2+ - • •4-tp2" _2_1=  П  (е+<р2* ) д е л и тс я  на 2 в E (G ) .
ft-о

П оэтом у  [ п 3( е + ? 2‘ ) 1Г(е+ 9 -  2 ? )"п(б+«р2* )1 = 2 " п  ( s + c p 2* )  
L*=o JL ft i J * l

л—з .

д е л и тс я  на 4, а П  (e+<p2 ) д е л и тс я  на 2 в кольце  E(G).
k - l

Р ассм отрев  теп ер ь  п роизведение П ( е + Ф 2* ) ^ ( е + ^ - 2 ? 2)

я—3 * I  rt—3 . л—3 -
П  ( е +  <Р2 ) =  2 П  (е+<р2 ), приходим  к  вы воду, что П  (е+<р2 )

ft =2 j  ft 2 ft=2
д е л и тс я  на 2 в £ (G ) .  Р а с с у ж д а я  д а л е е  аналогично, п о л у -

л —3 J л—3
чаем, что к аж д ы й  из  эн д о м о р ф и зм о в  П ( е + ® 2 ) ,  П(е+<р2 ) , . . .

ft-3  *= 4

д е л и тс я  на 2 в кольце E(G).  С ледовательно , (е+ср2"- 3 ) так* 
ж е  д е л и т с я  на 2 в E(G).  Н о тогда (e-J-cp2"- 3)(е-|-<р2"—3— 
— 2 ^2" _3) = 2 s д е л и тс я  на 4, что н ев озм ож но . Т аким  о б р а ­
зом , до к а зан о ,  что у равнение ( 2 ) п р и  я> -5  т а к ж е  н е р а зр е ­
ш им о в кольце  E (G ) .  Л ем м а доказана .

Зам етим , что согласно лем ме 1 у всякой сильно неразло­
жимой F N -группы G — е является ее единственным автомор­
физмом порядка 2.

С помощью леммы 1.2 до к а ж ем  теперь такое свойство не 
2 -делимой группк  без кручения.
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П р е д л о ж е н и е  1.3. Если G  —  не 2-делим ая абелева 
группа без кручения, ( D ^ A u t  G ( п > 3 )  и — е единст­
венный ее автом орфизм  порядка 2 , то Я ' ( Ф ,  0 )=И=0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассм отрим  эл ем ен т ы  и>„, и>„ ь  
(б-}-<р)и>л 2 при  п  4 и а>з, при  п  3  в кольце E(G).  П о  
л е м м е  1.2 (s-|-(p)(i>„ 2 при  п  4  и (Oj при п  3 не д е л я т с я  
на  2  в  E(G).  С ледовательно , при п >  4  в озм ож н ы  такие три 
случ ая :

1) ®„ не д е л и т с я  на 2 в E(G);  2 )  <о„ де л и тс я  на 2, а , 
не д е л и т с я  н а  2 в E(G);  3 )  u>n и <о„_, д е л я т с я  на 2 в E(G).

О чевидно , что случай , когда <о„ не д е л и тс я  на 2, а шл i 
д е л и т с я  на 2 в кольц г  E(G),  н ев озм ож ен ,  так  как  а>„=
<E^-<p)<o*_,.

П о л о ж и м  / \ ( — в)= (°п£ в  случае 1), / 2( — е ) в с л у ­
чае 2 ) и / з ( — е)=(е+<р)<о„_2£ — в случае 3),  где н е н у л е ­
во й  эл ем ен т  груп п ы  G.

У б ед и м ся ,  что к а ж д о е  / , ( * = 1 , 3 )  за д а ет  скрещ ен н ы й  го ­
м о м о р ф и зм  г р /п п ы  Ф„ в группу  G.  Д л я  этого  достаточно 
п ок азать ,  согласно  лем м е  1. 1, р азреш им ость  уравнений  
2  Х = ( г —  <¥)/,( —  е), (3 )  2 У =  (е—ф ) / , ( — е) (4)  в группе G.

С л у ч а й  1. И м еем  2 j c = ( e — <р)уг1( — е) (е— <р) <ong.  Н о  
(е — <р)<о„ =  2 ( е - | -ф ) .  С ледовательн о ,  jc0—(е-)-ф — реш ен и е  
у р а в н е н и я  (3 ) .  Д а л е е  эн дом орф изм  (е—ф) <en= ( e - f  <р+'Р2-)--.-
+  ? 2',_2_ 1) ( е + '1' ) + ( — ^Е+«р+<р2+ . . . + ( р 2',- 2->)(ф— е) = 2 (е +  <рф+ 
-Ь<р2ф-+-...+'Р2'1-2 Ч>). П оэтом у  в группе G  р а зр еш и м о  т а к ж е  
уравнение вида  (4 ) .  С л ед о ватель н о ,  отоб раж ен и е  f l : O l ^>-G 
вида / , (  — е) =  а>£, / ,< р =  (е +  /,<|> =  ( е +  ^ + ^ 4 - . . . +
-f-<p2n 2-ii]))g- есть  скрещ ен н ы й  гомом орфизм .

С л у ч а й  2. П равую  часть уравнения (3) моя<но п р е д ­
стави ть  в виде (е—<р)У2(—е ) = ( е —<р)а»„_, g = ( e + i p )  а>л_ , g — 2 tp 
“ л- i  £=»«£■— 2 < p < o „ _ i g = 2 ( v - ?<■>„_,)£, где 2*„=<■>„. П р е о б р а ­
з у я  п р ав у ю  часть у р а в н е н и я  (4),  получаем  (е—<]»)/г( — е)=? 
= ( е — ф ) ( е + < р 2+ « р 4+ . , . + ? 2',^ г - 2)  ( е  +  <J>)g =  ( s +  <р2 +  <р4 +  . . .  +  

+  Т2П- 2- 2)(е+ ф ) ^ + ( - Е + < р 2+ ^ + ...+<р2" - 2- 2)(«1)- Е ) ^ = 2(Е +  ? 2ф+
+  +  ...+<р2" С л гд о в ател ьн о ,  о то б р аж ен и е  / ^ Ф - К ? ,
зад аваем о е  по п р ав и л у  / 2( — e)=a>n_ 1g-, / а <р=(*„— <р<*»л_1)£. 
/ 1̂ = ( e + i p 2(|(-J-<p4i|(-)-...-)-^2',_2- 2<|») g,  есть  скрещ енны й  гом о­
морфизм'.

С л у ч а й  3 .  В этом  случ ае  правую  часть ур ав н ен и я  (3)  
м о ж н о  записать  так :  (е—<р)/3(—е)~ (е—<р2)<оя- 2£  (е+ср2)а)я_ 2̂ г— 
—2 <p2<o«_2^=<B„_,g—2 <p2o»»_2g-—2 (тя_ , — <p2(i>„_2)g, г д е 2 тл_, =  
=<®л ь
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П е р е х о д я  к  уравнению  (4)  и в ы ч и сляя  его  правую  часть,
получаем

( £ Ф ) /э (—e) = ( « —ФК'+'Р)'®* 2g

— “>1 2 ^)(  ̂ I V I H 2- 4Ф)1g-
С л ед ователь н о ,  в случае 3 урав н ен и я  (3),  (4 )  т а к ж е  р а з р е ­
шимы в груп п е  G.  П оэтом у  о то б р аж ен и е  / 3 : Ф„-> О вида 
/ А  £) ( е т К  2g , / 3 ?  К  I— ? 2(°л г )£ ,  У з + = ^ з gr. где g —  
любой ненулевой  элем ент  группы G, а Т1з=<р_1(тл i— и>л 2 ) +

(s <? ! )(е 'р4'1' + 'р 8'1' + . . . + ' р 2Л 2_ 4Ф) есть  т а к ж е  ск р е щ е н ­
ный гом ом орф и зм .

П усть  теп  рь ге= 3 . П олагаем  Jx( — e)=u>3g , если  и>3 не 
д  л и тся  на 2 в кольце  E(G )  и f 2( ~ е) v>2 g  в  противном  
случае ( g  н нулевой  элем ент  группы  G). П о к а ж е м ,  что / „  
f 2 задаю т с к р е щ е н н ы 3 гомом орф изм ы  группы Ф3 в  группу  
G.  Д  йствительно, рассмотрим в группе G уравнения:

В п рвом случзе у р ав н ен и я  (3 ') ,  (4 ')  имею т соответственно  
р еш е н и я  (И -ф )? ,  ( Е+ <рф)£. С ледовательн о ,  по  лем м е 1.1 
о то б р а ж е н и е  : Ф3 -*-G  вида f , (  — е)—ш3£, / г<р— ( е +  ф)^, 
/ 1ф = ( е + с Рф)йг есть скрещ енны й  гомом орфизм . Во втором 
случ ае  ур ав н ен и я  (3 ') ,  ( 4 ' )  т а к ж е  р азр еш и м ы  в группе G и  
о то б р аж ен и е  i i i ^ ^ G ,  задаваем ое по  правилу  fa( — е ) =  
= u >2 g i f t ? — ( ь — Чш2) ё ’ faФ = £ .  гд е 2 *3—103, есть  с к р е щ .н н ы й  
гомоморфизм .

Зам етим  теперь , что построенны е ск рещ енны е гом ом ор­
физм ы  / , ( i = l , 3 )  при п > 4 и fу ( / = 1 , 2 )  при  п= 3 не вс егд а  
я в л я ю т с я  главны м и. Д ействительно , поскольку  в случ ае  
t — 1 a „ g :2  E(G)+,  то  в группе G  сущ ествую т та к и е  эл ем ен ­
ты  g 0, что  / i (  — е) =  <o„g0<£2G и / ^ ^ ‘(Ф, G ).  А налогич­
но р ассуж д аем  в  случае 1 =  2.  П о  л ем м е  1.2 (s+<p)(On_ 2 ^  
$ t2 E (G )+ ,  поэтом у  не всякий  скрещ ен н ы й  гом ом орф изм  
вида / 3 я в л я е т с я  главны м . Т а к  как  <о3^ 2  E (G ) + в  случ ае  
/  =  1, то  группа G  им еет  та к и е  элем ен ты  g \  д л я  которы х 
f 1( —  e) =  u>3g ' ^ 2 G  и / , $ £ £ ‘(<5 ,0 ) .  Н е  всякий  ск рещ ен н ы й  

гом ом орф и зм  вида / 2 т а к ж е  я в л я е т с я  главны м , так  к ак  
шг& 2  E(G)+  (лем м а 1.2).  П р е д л о ж е н и е  д о к а зан о . .

Рассмотрим далее  не 2-делимые / W -группы без кручения. 
Если т а к а я  группа к вази р азл о ж и м а,  то она имеет хотя бы 
одно не 2-делимое квазислагаем ое.

2 * = ( e - < p )  f j ( — e); 

2 у = ( « Н > )  М — <0 (У = 1 ,2 ) .
( 3 ' )
( 4 ' )
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З а м е ч а н и е  1.1. Если ф —  регулярный автоморфизм 
поряд ка  2 группы G без кручения, то ф =  — е. Следователь- 
но,_ если G Ф -регулярно полная группа и Ф является 2-груп- 
пой, то — е —  единственный элемент порядка 2 группы Ф. 
Хорошо известно, что конечная 2-группа с единственным 
элем ентом  порядка 2 есть либо циклическая группа, либо 
группа кватернионов, или обобщ енная группа кватернионов. 
В бесконечном случае т а к а я  2-группа есть либо квазицик- 
ли ческ ая  группа Z ( 2 °“ ) ,  либо бесконечная обобщенная груп­
п а  кватернионов Q 2°° .

Т е о р е м а  1.4. Пусть G —  не 2-делимая FJV-группа без 
кручения, Ф —  ее конечная группа автоморфизмов, < е > = ^ =

3
т ^ Ф < А и 1  G, —г е ф  и G a  .— квазиразлож ение, инду-

i 1
цированное группой Ф.

Группа Я ' ( Ф ,  G ) = 0  тогда и только тогда, когда для вся­
кого не 2-делимого квазислагаемого  G ( группа Ф , Ф | Gt не 
изом орф н а  Z  ( 2 l ) ( l  1) или  Q2« (п  3).

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а.  Н еобходим ость .  П усть  Н  (Ф, 
< 7 )= 0  и ФА изом орф на Z ( 2 l )  или Q2a д л я  не 2 -делим ого  
квази с л агае м о го  и к. П о д г р у п п а  Gk вп о л н е  характеристична 
в  G  и  Ф*—р е г у л я р н о  полна. Если /) ,  то по лем м е
2 .4  и з  [1] И  (Ф*, О к) ф 0, а в случае Ф*— Q2n группа Н 1(Фк, 
G k)=£0 по  п р е д л о ж е н и ю  1.3. Рассмотрим о то б р аж ен и е  
/ : Ф - * 0 ,  где / = / ' т]А; f ' e Z l(Фк, G k), а т^— эпиморф изм  
группы Ф на ФА. О чевидно, /  есть скрещ енны й  го м о м о р ­
ф изм . Т ак  к ак  Н 1(Фл, G ft)=£0, то  сущ ествую т такие  / / е  

G„), что  Фк, G k) и / / ( — e*)£2G *(e*— т о ж ­
д ественны й  автом орф изм  группы G*). Отсю да следует ,  что 
и д л я / , = / , 4 ,  G), элем ент Л ( - е ) —/ / ( — ^ > < £ 2 0 ,
т .е .  / Х&:В1(Ф, G)  и  Н  ( Ф , 0 )  ФО. П ротиворечие . С л е д о в а ­
тельно , д л я  всякого  н е  2 -д е ли м о го  квази слагаем ого  G, гр у п ­
п а  $ , ( t = l , s )  не изом орф на Z ( 2 / )  или Q2n ( l ^  1, п > 3).

б. Д о с т а т о ч н о с т ь .  В с як ая  группа Gf я в л я е т с я  Ф<- 
р е г у л я р н о  полной  группой (лем м а  1). Тогда  согласно з а м е ­
чанию  1.1 к а ж д а я  Ф,, с о о т в ет ст в у ю щ ая  не 2 -дели м ой  г р у п ­
пе С (, с о д е р ж и т  автом орф и зм ы  нечетного  п о р я д к а .  П о это м у  
груп п а  Ф т а к ж е  с о д е р ж и т  а в то м о р ф и зм ы  нечетного  п о р я д к а .  
Е с л и  х о т я  бы один из  них р егу л яр е н ,  то  / / ' ( Ф, G ) —0 ( л е м ­
м а  2) .  П усть  все автом орф и зм ы  нечетны х п о р я д к о в  груд-

S

п ы  G и з  Ф не  р егу л я р н ы ,  G z z +  G, — к в а зи р а зл о ж е н и е ,
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и н д у ц и р о в ан н о е  группой  Ф, и пЮ  G,. Если G ,—2 -д е л и ­

м ая  группа, то  Н 1(Ф1у G,) 0. В случ ае  не  2 -дели м ой  Gf 
группа Ф, с о д е р ж и т  элем енты  нечетного  п о р я д к а  и снова

Н  (Ф,, G,) 0. Тогда  по  л ем м е  1.5 из [1] Я ' ^ П  0.

Если теп ерь  т —число нечетное, то  получаем , что и Н \ Ф , 
G )  0  (лем м а  3) .

П усть  т —число четное .  С пом ощ ью  н ер е гу ля р н ы х  ав т о ­
м орф изм ов  ф нечетны х п о р я д к о в  группы G из  Ф построим

теп ерь  такое  к вази р а зл о ж е н и е  G = s - j -G * (5 )  группы G, что
I

m f i  G k, где число нечетное , к а ж д а я  G k вполне
к 1

х рактеристична и сервантна  в G, а к аж д ы й  автом орф изм  
| О к, либо  р егу л яр ё н ,  либо  то ж д е ств ен  на G*. З а м е ­

тим, что д л я  лю бой  не 2 -делим ой  группы  G* группа Ф * =  
Ф | 0 * и е  я в л я е т с я  2 - группой. Д опустим , что Gj—та к о е  

к в ази слагаем ое  из  (5),  что 2  G , ^ G j  и | Ф у |= 2 “/(а />  1). 
Т огда  д л я  лю бого  автом орф изма ф е Ф  н’ечбтного  п о р яд ка  
Ф I Gj г;. В то  ж е  в р е м я  д л я  0 = £ g ' ^ G j  им еём  т ^ ' =

S

V g (l гд е  g i ^ . G t и 0 =£gl^ G ^ 2 G l х о т я  бы д л я  одного  / .
1 I

В йротивном  случае получаем  2 G, Gy. Т ак  как  по у с л о ­
вию  к а ж д а я  Ф|, д л я  к оторой  2G ,=£G (, р м е е т  р егу л я р н ы е  
элем енты  нечетного  по р яд ка ,  то  G и м еет  таки е  ав то м о р ­
физм ы  <]»' нечетного  по р яд ка ,  что <|>'(mg')=£mg'.  Отсю да 
сл е д у е т  Y g '= k g ’ и у  I Gj ^ sj. П ротиворечие . С ледовательно , 
построенное к в ази р азл о ж ен и е  (5 )  группы G та к о в о ,  что д л я  
2G*=£G* группа Ф* не я в л я е т с я  2-группой .

* Л ^
Рассм отрим  те п ер ь  группы  G =  +  Gk и Ф = П  ФЛ. Т а к

как  к а ж д а я  гр у п п а  / / ‘(Ф^.О*) 0, то  Н х( Ф, С )— 0  Н х (Ф 4,

G k)— 0. П рим енив к квчзиразлож ен и ю  (5 )  л ем м у  3, п о л у ­
чаем Я ‘(Ф, G) 0. Т еорем а  доказана .

О тм етим  сл ед стви е  этой  теорем ы  д л я  группы  G  беа  
к р у ч е н и я  из  класса F % с  периодическим и гру ппами A u t G. 
В с як ая  т а к а я  /Г руппа я в л я е т с я  /^Д '-группой [3, с. 315]. 
В [1] до к а зан о ,  что в этом случ ае  в с я к а я  подгруппа 
Ф ^ < е > г р у п п ы  A u tG  есть  п од п ря м ое  п ро и зве д е н и е  rpyn ti ,
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и зо м о р ф н ы х  Z ( n ) ( f t —2,  3, 4, 6 ), Q„, D C , , ,  или B T i4 (теорем а 
3 .4 ) .

С л е д с т в и е  1.5. П усть  F 2^ G —не 2 -д е ли м ая  группа 
б е з  к р у ч е н и я  с п ериод ической  группой  A ut G, < е > = й = Ф —

V

к о н еч н а я  п о дгруп п а  группы  A u t G , — е е Ф  A u t G n G ^  Gt

— к в ази р а зл о ж е н и е ,  и ндуцированное Ф.
Г руппа Н '( Ф ,  G ) = 0  тогда и только  тогда, когда к а ж д а я  

■Ф4 и зом орф н а  Z  (6 ), D C l2 или B T 2i.
А налогично  том у, к ак  теорем а  1.4, док азы вается  
Т е о р е м а  1.6. П усть  F 2^ G —не 2 -д е ли м ая  F N - группа 

б е з  к р у ч е н и я ,  Ф— п ер й о д и ч е ск ая  группа ее  автоморфизмов,
1Ф | > ' 00, е е Ф ,  ® < A u t  G и Ф не с о д е р ж и т  бесконечных 
2 -гр у п п .  П у ст ь  G и м еет  к в ази р а зл о ж е н и е  Gss@ Gp вида (**),

Ре L
у д о в л е т в о р я ю щ е е  одном у  и з  условий. 1) L —  м нож ество  
к о н е ч н о е ;  2 )  если  L —бесконечное м нож ество , то Ф с о д е р ­
ж и т  конечное  число элем ентов  нечётного  по р яд ка .

Г р у п п а /У ‘(Ф. G ) 0 тогда и только  тогда, к о гд а  д л я  
к а ж д о г о  не 2 -дели м ого  квазислагаем ого  G* группа Фр ®,Gp 
с о д е р ж и т  элем ен ты  нечетного  п о р яд к а .

П р и  док азательстве  этой теорем ы  с л е д у е т  учесть та к ж е ,  
ч то  вс як о е  к вази с л агае м о е  Gp группы  G из  (**) вполне 
харак тери сти чн о  в G и я в л я е т с я  т а к ж е  / ^ - г р у п п о й  из 
класса  г 2. В с як ая  F N - группа из  F 2 им еет  единственное 
к в ази р а зл о ж е н и е  вида (**) [ 1,2 ].

С л е д с т в и е  1.7. П усть  G —не 2 -д ели м ая  F N -группа 
б е з  к р у ч е н и я  конечного  ранга, Ф —ее п ериод ическая  группа

т
автом орф изм ов , Ф A u t G , — s e ®  и G ж  G k— к вази р а зл о ­

ж е н и е  вида (**). —
В тако м  случ ае  Н  (Ф, G )  0  тогд а  и только  тогд а ,  когд а  

к а ж д а я  группа Ф* Ф | G* с о д е р ж и т  автом орф изм  группы 
О к неч етн ого  п о р я д к а .

С л е д с т в и е  1.8. П усть  F 2^ G — не 2 -д е л и м ая  FTV-rpyn- 
п а  б е з  к р у ч е н и я  с периодической  A u t G .  Ф A u tG ,— е е  Ф 
и G?si0 Gp— к в ази р а зл о ж е н и е  вида (**) группы  G, удовлетво -  

Рб®
р я ю щ е е  о д н ом у  и з  услов и й  1), 2 )  те о р ем ы  1.4.

Д л я  тако й  группы  G Н 1(Ф, G ) —0 тогда и то л ь к о  тогд а ,  
ко гд а  д л я  в с як о го  не 2 -делим ого  квазислагаем ого  Gp г р у п ­
п а  Фц изом орф н а  Z 6, D C x2 или B T 2i.

•  Ч ерез fdo обозначается счетное кардинальное число»
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§ 2. Я 1 (Ф, G ) над  группами G без кручения с 
бесконечными 2-группами автом орфизмов

И звестно , что бесконечны е 2 -группы  с единственны м  
элементом п о р я д к а  2 — это в точности следую щ и е группы: 
2 ( 2 " )  <ря |? д  1 =<ря. л е  N >  — квазиц и к ли ческая  группа;

Q 2”  ? п . ф | ? « + 1  <РЛ .<Р? Ф 3» <Р л Ф = Ф сР я 1 . —

бесконечная  об о б щ ен н а я  группа кватернионов.
П усть  N— м н ож ество  натуральны х  чисел, Z —кольцо  

целы х чисел, Q, R, С —соответственно  п о л я  рациональных, 
действительны х и ком плексны х чигел, Н < а 0 - \ - a xi + а 2/ +  
+ а 3£ а  е  R, s 0, 1, 2, 3 —ал геб р а  кватернионов.
О  >означим через

5 ,  1, Й 1 N, / = Г 2 5- 1,5*+| = 6*, Ei=— 1, 6* s C  , S a—
П ^ 1̂ 1 ^де ( a y ' l a e ^ ) .

Заметим , что м нож ество  S 2 линейно  независимо над  Z. 
Д ействительно , известно  [5, с. 432], что м нож ество  S x л и ­
нейно независимо над Z .  Если допустить  линейную  за ви ­
симость S 2, то  С П С ] Ф 0. Д а л е е ,  пусть  Я —ад дитивная  
п о д гр у п п а  группы  Н , п о р о ж д е н н а я  м нож еством  S 2, К —  
п о дк ольц о  те л а  Н, п о р о ж д ен н о е  м н ож еством  S 2. Зам етим , 
что  K ® Q  я в л я е т с я  телом . Д ей стви тельн о ,  пусть 0 
т .  е .  г  hx( \ k ) h2( l k ) j  д л я  некоторы х  h x ( * ) ,  h2( x )  е  Z [ x ] ,  
Т о г д а  г г  A[(SJA (?*)-ЬА2($а )А2( ? Д  где г  кватерн и он ,  с о п р я ­
ж ен н ы й  с г .  Запиш ем  г г  в виде г г  — ( a 0+ a l ?*_i +  • • ■ +

-Ь я 2* I *)Jr { b 0-\-bx^k i -H .. . -\-Ь2ь i—i —i ! )£*. В силу  
линейной  независимости S x над  Z

r i (flo + a i ^  1+ - - + Л * *  !- i£*  1 1)— (Ь0-\-Ьх1к 1+ - - . +

*2* 1 l ^ f  /  1)£*^=0, гд е  a s, 6, e Z .
С ледовательн о ,  им еем

f \ T f — (c0-\-cx\k г + . . . + с 2* 2- 1?**2г 1 ) + ( ^ o ”b ^ l^ * -2+

')?* 1=^0 , где  d s ,csе  Z. В качестве г 2возьмем 
£ 2 1

( c o + c j * —г + . . . + C i *  2—1^*—2 )— (.dQ-\-dv%k_ 2_Ь ” 1-_Ь

+ d 2* 2_iE*1 22 *)?* 1 и  т. д . П олучаем  0 ф г кг к ь . ^ г / е г -  
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С л е д о ва те ль н о ,  г  обратим  в A"®Q. Эндоморфизм  группы 
Gc=H+, д ействую щ ий  к ак  у м н о ж ен и е  на г е л ,  будем  о б о з ­
начать  ч е р е з  f ,  м н ож ество  эн дом орф изм ов  группы  Gc=H+, 
д ей ству ю щ и х  к ак  у м н о ж ен и я  ча s e S c ^ / f , —ч ерез  5 ,  т о ж ­
дествен н ы й  ав т о м о р ф и зм —ч е р ез  е.

П р е д л  о ж е  н и  е  2 .1 .  С у щ е ств у ет  г р у п п а  Gx без  к р у ­
ч ен и я  т а к а я ,  чт о— Au t  G ^  где  2 “ ); Ф2^
Q2-  и Я Ч Ф 1, 0 , ) = Я ‘(Ф2, G t ) = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем в качестве G x группу И .  
З а м е ти м , что  oGt G t д л я  лю бого  « е Л .  С ледовательно ,
S — Ф1< 5 2= Ф 2< A u tG t и ® 1̂ Z ( 2 " ) ,  Ф ^ 0 2"-

П у ст ь  / e Z H O ^ G J .  И меем  / (  — е) ( а 0 + а Л + — +  
+ a 2*_i5* *) Л г д е  о 0, a 2k - i ,
*0,  l i j M e Z ,  С ледовательно , 2 / ( 5 *  i ) = ( s —

— S*+l ) / ( —е) (Д 0 а  *̂+1 I 2 a 2fr 1 ^  1 ) +
Ч~(^0 — *05*+1 +  — ^2* 1̂ *+1 *— Ьцк—1?* I ) /  2(Cq+C[?* 1 4"
+ . . . + с 2*+1—i ?*+i 1) + 2 ( r f 0+ c f l5*+i + ...  - f  *-i£* • )У> гДе
C0,C1,.. .,£’2* » 1, </0, r f ,  d 2* L i e Z .  В силу линейной н еза ­
висимости S 2 н ад  Z получаем  / ( — e ) e 2 G 1. Таким  образом, 
Н 1(Фи  G J - 0  и Я>(Ф2, G ! ) = 0 .

П р е д л о ж е н и е  2 .2. С у щ е ств у ет  группа G 2 без  к р у ­
чен и я  т а к а я ,  ч т о — е е  Ф, Ф2<  A u t G2, где  ® 1̂ Z ( 2 00), 
Ф 2̂ С ?2» и Я 1(Ф 1, С 2) ^ 0 ,  Я ' ( Ф 2, G2) # 0 .

_ 0 (1-Ь*
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зам ети м , что м нож ество  д 3— —

» е 5 , )  ли н ей н о  независимо над  Z. П усть  G2— аддитивная  
п о д гр у п п а  гр у п п ы  Н , п о р о ж д е н н а я  м нож еством  S 3. О ч е­
видно , что  a G 2= G 2, « е 5 2. С ледовательно , ®i 5 2= Ф 2<  
< A u t  G 2 и ® l^ Z ( 2 " ) ,  Ф2~ С ? 2“ . Рассмотрим действие

эн д о м о р ф и зм о в  (е— Й* ’ ), (е— / )  и (г— 5* *./) на 1 e G 2. 
И м еем
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С ледовательн о ,  д л я  лю бого  <реФ 4 им еем  (е— < p ) l e 2 G 2. 
П остроим  скрещ енны й  гом ом орф изм  / e Z ‘(®a, 0 2) с л е д у ю ­

щ им образом: / ( р = ^ е— <р е Ф2. Т о гд а  /  не я в л я е т с я

главным скрещ енны м  гомом орфизм ом, так  как  / ( — е)—1 ^£ 
^ 2 G2. С ледовательно , /У1(Ф2, G2)=?t 0  и Я ^ Ф ^  С?а) ^ 0 .

Заметим, что группы Оь  G2 и з  п р ед л о ж е н и й  2.1, 2 ,2  
соответственно  я в л я ю т с я  свободными группами счетного 
ранга.

Т е о р е м а  2.3. С ущ ествубт а б ел е в а  /^ V -rp y n n a  G3 без  
к р у ч ен ия  т а к а я ,  что — £ e ® t < ® 2< A u t  G3, ®1^ Z ( 2 ” ), Ф2^  
~ Q , »  и Н \ Ф „ G3) = 0 ,  Н Ц Ф2, G3) = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  гст (/га> 1)— бесконечное мно­
ж е с т в о  простых чисел вида 1 + 2 ш 1( 2 и + 1 ) ,  где  u ^ N .  М н о ­
жество просты х чисел  вида 8 и + 5 , u ^ N  разобьем  на сч ет­
ное число бесконечных неп ересек аю щ и хся  м н ож еств  * lt plt 
р* , где А е Л \  /= 1 ,2 *  *. Д л я  к а ж д о г о  простого  числа р тп е  

д кщ(вры вы берем  натуральны е числа а тп, Ь1п, 
Ьш  такие ,  что

a ™ - - l ( m o d  р тп), 

bf„ — l ( i n o d ^ ln),

Ь2ш — —  l (m o d  q„ln).
Т аки е  натуральны е числа сущ ествую т. Д ей стви тельн о ,  п у ст ь  
t —первообразны й  корень  по м одулю  р тп, тогда в качестве
а тп м ож ем  в зя ть  П остроим  группу G3 с л е д у ю ­
щ им  образом:

q  _  q  а ( 1 я (^ + ^ 1я / )
Р т п Ч \п

т , п,  А е  N, / = 1 , 2 * —*,
9 kin

Р т п ^ Кт' * e S j > .

Зам етим , что a G 3—G3, a e S 2. С л ед о ватель н о ,  S 1= ® 1< S 2=  
Ф2< А и Ю 3 и ® ! ~ Z ( 2 " ) ,  Ф2= 0 2». О тм етим , что группы  Gx,



G = < G . ,
m"  P m n

п  ^  П а0 + ^ 1лУ)
U <m < U "  :Яхп

21 1

a e S j > ,  

a e S 2 ,

4kln
s2>

/7-сервантны д л я  p<£  U* m U U  P * / l lP i= n ,
meW k £ \ l  1 2* 1

P ~ P m n  ̂  *m’ P - ^ l n ^ P i .  Р = Я ш ^ Р к 1  
соответствен н о .  Д а л е е  м нож ества

S m « = W l + a m„ e , n ) | * e S 2},
^ i n =  a ( l + 6ln/ ) | « & S 2),

T ып=  a(l+^*/n5* гу ) I a s ^ a l

л и нейно  независим ы  н ад  Z. Д ей стви тел ьн о ,  в противном 
случ ае  к ольц о  К  им ело  бы де л и те ли  н у л я .  Э лем ент  а  а, 
0 = £ a e Z ,  a e S 2 п р е д с * а в л я е т с я  в виде линейной  к о м б и н а­
ции с целы м и  коэф ф и ц и ен там и  элем ентов  и з  S mn, К {п, Т к,„.
т о л ь к о  в том  случае ,  когд а  а  д е л и т с я  на ( a ^ i - 1- 1). (bin + 1 ) 1 
( 6 # /я + 1 )  соответственно . П о к а ж е м  это в случае S ma. И з

^ o ( l 4 'a (nn^m)+^l(^m“j_ a mn £/л) +  . . . + 62'" l(£m a mrt)=a ' 1 
и линей н ой  независимости S 2 над  Z 
им еем  b0— a mnb2m - \ — a,

a mn^o~  — f>\i

b2m-\\.

С л е д о в а те л ь н о ,  a = ( a « "  - f l )  V  в  сл у ч аях  K Xm Т ш  это п о к а ­
з ы в а е т с я  аналогично.

Д о к а ж е м ,  что 1 и м еет  н улев ую  х арак тери сти к у  в г р у п ­
п е  G3, Если / ? е П ,  то  hp( \ ) = 0 ,  так  к ак  G, />-сервантна в 
г р у п п е  G3. П у ст ь  р = р тп<= *я . Д опустим , что l < = p m(IG3. 
Т о г д а  l ^ p mnGPmll и 1 = /> тл(с0+ с 1151+ .. .- ) -с (,5</ l + d 0j + d n l j +
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+  V ) + wo ( l + fl/nn&m) + MuS i(l  +  a mn^m) "Ь ••• + и//£/
( ^ + a mл5m)^-бoУ(l^-Яmл^m) +  el l ^ l / ( l + a mя^m)^■■■•^_в« ^ , • /О  +  

я тлЕт ). У м нож ив  это рав ен ство  на ( а Щ + \ ) 1 р тп, приходим  
к противоречию , так  как  ( a 2J ^ + \ ) l p mn не д е л и т с я  на (а^™+1 ). 
С ледовательно , A ^ l ) —О 'в группе G3 при р е Если р  
п р и н ад л еж и т  р , рА/, то  равенство  А ( 1 ) = 0  в группе G3 п о к а ­
зы вается  аналогичло .

Т еперь  покаж ем , что G3 явля& тся FvV-rpynnoft без  к р у ­
чения. Д опустим, что сущ ествует  эндом орф изм  a e E ( G 3) 
такой , что a e ( £ ( G  ) ® Q )  (K<g>Q). Т о гд а  им еем  /га00а 1 —роо1, 
n0 * j = y u i .  mhp ^ l 1 \ n klaW Ч '= Ъ ^ !~ Ч , гд е  4eN,
/ — 12*  1 . P,l0 P*,, TQoo, Если допустить, ЧТО W fpt r
Й' 1 т «РД* ’ ’ Ч - П ь & Л '  v ,  « o o W —ЯвоРооУ, где
( s , / ) e ( 0 , 0 ) U | ( 4 / ) | i e N ;  / - 1 , 2 *  >); ft <= N; /= 1 ,2 * - *  , t o  
a e / C ®  Q .
Д ействительно , имеем

tn 0ткл\21 '= m ot$ kl\™ ’-wiwPooS2'
«oo»»*®** V = M 00ijwE“  V =-«* iРоо5?_ , У.

"Ioo^oo® /  ^oo7loo/==^ooP JÔ 1

О тк уд а  m oaa— pJ0 на G t и, следовательно , на G3, т .  e. 
a e / f ig )Q .

Если « , p * l5" - ‘ =*m„P„S2' 1 и 5" >- 6«
E2“ J ), то обозначим ч е р е з  Ь — a 2/n 21 1( b = a % ~ * ) . Т о гд а  
E2< 4 - 6 S 2' 1 д е л и тс я  на р гпе ъ г в гр уп п е  G3. И меем  ( m it  
т  p - m k$ sl)(?J 1 Ы Ц  1 ) - ( / » „ ? * / — 'n*/PJ/)*5J,_1 = ^ 0 и  д е л и т ­
с я  на р гпе ъ г в  группе G 3. С ледовательно , ( m sf i kl—
SJ,_1 д е л и тс я  на лю бое р гпе ъ г. Т ак  как  сущ ествует  
е К  такой , что т(от„Р*/—W*/P,<)E* 1 = c - l , 0 # c e Z ,  t o c - 1 s G 3 

д е л и т с я  на все простые числа и з  «г в группе G3. Н о  это 
противоречит тому, что I  и м еет  н улев ую  х арактеристику

Если Ч  и
или ’ ), т о  обозначим  ч е р ез  b = b rttm( b = b ia
и ли  b = b r , 2г- 2и 1,я). Т огд ч  5“  i_|_fe$w-iy д е л и т с я  на

ИЛИ Чгя'~2„+\,п е р г л г- 2и+1 )  в  гр уп п е  G 3. И меем 
0 тК от ,(я*(а - л А(р,<) ( ? « - , + й  Еу-‘У) ( m slrikl- n k$ st)b j  и д е ­
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л и т с я  на q r u m ^ f r u ( 4 \ n ^  P i  ИЛИ q r y - 2 u + l . n ^ p r . 2' - 2u 1 )  В г р у п ­
п е  G3. С ледовательно , (.mst-rik,— n kfist) ^  l j  д е л и тс я  на л ю ­
бое  п ростое  число из  ргц(р! или р ^ - г н  i ). Т ак  как  с у щ е ст ­
в у е т  0 = /= f e /C  такой, что 7( т л т\к1— n k$ st)%% l j  с - 1 , 0 ф с е  
e Z ,  то  снова  п р и ходй м  к противоречию  с тем , что 1 s G 3 
и м е е т  н у л ев у ю  х а р а к тер и с ти к у  в G3.

Е с л и  m o0̂ ooj¥=no Р00У. то  ( п00т  0« —rt00Pw*)( 1 + * ! « / ) —1(т оо 
Jo o ~ raooPoo ) Ь щ / ¥ = 0  и д е л и т с я  на ? 1(, s p , .  Т.е . (т 0 у\т— п00 
Poo)J д е л и тс я  на лю бое  простое число из  Д а л е е ,  так  ж е  
к ак  и в п ред ы д ущ и х  случ аях , приходим  к противоречию. 
С ледовательн о ,  £ ( G 3) ^ К ® Q, т. е. G 3 — F TV -rpynna т .к . 
К  ®  Q — тело .

П усть  /  e Z ' ( Ф „ G3) и / ( — е ) — g.  Т огда  д л я  некоторого  
нечетного  п  n f ( — e.) е  G lt т .е. я / ( —е) ( 60+ 6tE . . . + b 2 -1

1 ^ _ 1)У> где  b0, bv . . . ,b 2s I с0 . . . ,с2 i e

e Z ,  И м еем  2 n f \ s 1 п(г —  i ) / ( - £ ) e G 3. Д л я  н ек о то ­
рого  н еч етн о го  т  2 n t t i f \ „  l e G j .  Т ак  как  Gj 2-сервантна в 
G3, т о  2 mnf\s i e 2 G , .  Т ак и м  образом , п / ( —г) ( 60+ М  +

I ) + ( c 0+ c i5 + —+ с 2 iE f  1)J< где b0, b i  b2 i ,

c0,..., c2s - i e Z .  И меем 2 n f  is 1= я ( е — 5* 1) / ( —e ) s G 3. Д л я  
н е к о т о р о го  нечетного  от 2 m n f \ s i e G , .  Так  как  G, 2 -се р ­
вантна в G3, то  2 m n fi i e  2 G , .  Таким  образом,

2 m n f i /ге(60— bQ%5 i+-"_b̂ 2' 1̂?* i* 2— 2̂! )~b

-\-m(c0— c0ts i + . - . + ^ 2  1 2 C 2S i 2̂ "1 ~1)J

- 2 ( r f 0+ r f 1b + i + . . . + r f 2» t - i E f , 1 , + е 0У + - + в а« « - i S f i 1 V ) ,
гд е  d 0,d i , : . ,d < ?  i - i .  £0 4 s 1 >e Z - О тк уда  в силу л и н ей ­
ной независимости s2 над  Z получаем  / ( - e ) e 2 G 3, т .е .  
/ / ' ( Ф р  G3) = 0 .  С ледовательн о ,  /Уг(Ф2 G3) т а к ж е  н у л е в а я  
груп п а .

Т ео р е м а  2.4. С у щ е ств у ет  аб елева  /v V — группа С 4 без  
к р у ч е н и я  т а к а я ,  ч т о — е е Ф ,  Ф2 A u tG 4, Z(2°°), Ф2̂  
~<Э2» и Я Ч Ф „  0 4) # 0 ^ ‘У1(Ф2, 0 4).

Д о к аза тел ь ств о .  П остроим  группу  G 4 следую щ им  о б р а ­
зом:

G4= < G 3,—i - 1
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О чевидно, что a G4— G4, а е 5 2, С ледовательн о ,  S 1=*=01< S 2=  
Ф2 A u tG 4 и 0 , s Z ( 2 ° ° ) ,  Ф2~<32“ . Д а л е е  им еем  2 G Ac . G 3czG li. 

С ледовательн о ,  G 4 я в л я е т с я  /ч У -гр у п п о й  без к ручения . 
П о к а ж е м ,  что Л2(1)  0 в группе G4. Д опустим ц  что 1 е 2 < 7 4.
Т огда 1

+ У ) + £  i ( l - K ' )  . . . + c * ( l + 5 *  'у ') ,  г д е g e C 3 и bn , b2u... ,bkl, 
с 0,сп ,... ckl^  Z.
Д л я  н ек о то р о го  н еч етного  числа т  им еем  m g е  G x. Таким  
образом ,

т \  2 (еп+ е  в „ | “ - , + г 0У + г 11| 1У + . . . +

+ r „ f i V  , y ) + ' « [ ^ 1( l + ^ 1 ) + . . . + M l + ^ г*, - , ) +

С (1  у) ... сЛ/(1 5|' ' / ) ] ,  где е0, е п , . . . ,еи , г 0, г 1(. . . , г А, е  Z. 
В силу  линейной  независимости S 2 над  Z получаем  

m 2е0+ т ( й п • ••-\-bki-\-c0-\-cn -)r . . . + c kl),
О 2 е п  т 6 п ,

О 2

О 2 г 0+/гес0,
0 = 2 г п + о т с п ,

О - 2 г к1+ т с к1.

Н о это п р о ти в оречи т  тому, что от—нечетное  число. 
Р ассм отрим  действие эндом орф изм ов ( е — l*/_I )>

(е— S* lj ) ,  (е— / )  на 1 е 0 4. И меем

2 ( . - 1± р ) .

С ледовательн о ,  (е— а ) 1 е 2 < 7 4, а е Ф 2. П остроим  скрещ енны й 
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го м о м о р ф и зм  y e Z H O j ,  G4) вида / я — а е Ф 2. О то б ­

р а ж е н и е  /  не  я в л я е т с я  главным скрещ енны м  го м о м о р ф и з­
мом, та к  к ак  / ( — е ) = 1  §£2 G 4. С ледовательно , Я ' ( Ф 2. G 4)=j£0 
и  0 4) ф 0 .

З а м е ти м , что гр у л п ы  G3l G4 и з  теорем  2.3, 2.4 с о о т в е т ­
ст в ен н о  я в л я ю т с я  сильно н ер азлож и м ы м и  однородными 
•/v/V-rpynijaMH б е з  к ручен ия .
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О П Р Е Д Е Л Я Е М О С Т Ь  Е -К О М П А К Т Н Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В  
Ч А С Т И Ч Н О  У П О Р Я Д О Ч Е Н Н Ы М И  М Н О Ж Е С Т В А М И  

И Д Е А Л О В  К О Л Е Ц  Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Х  Ф У Н К Ц И И

Е. М. Вечтомов 

§ 1. Введение
Ц ель  работы доказательство  теоремы об определяемо- 

сти произвольного ^ -ком пактного  пространства X  основны­
ми частично упорядоченными множествами идеалов кольца 
С ( Х , Е )  всех непрерывных f -значных функций на X  для 
классических топологических тел Е  и другими структурами, 
связан! ыми с С( Х,  Е) .  В [1] д о к а зан а  определяемость Е- ком­
пактных пространств ((Зя-пространств) мультипликативными 
полугруппами С{Х,  Е)  д ля  непрерывных, т. е. локально би­
компактных недискретных, тел Е.  Здесь этот результат  ста­
новится следствием новых, более ш ироких и прозрачных свя- 
зе I. Д а  ы приложения основной теоремы 1. Результаты  р а ­
боты неоднократно доклады вались  автором и анонсированы 
в [2].

Импульсом к возникновению теории колец непрерывных 
функций послужили работы М. Стоуна по представлению 
булевых колец (алгебр) кольцами (алгебрам и) непрерыв­
ных Z2-3Ha4Hbix функций на их пространствах м аксим аль­
ных идеалов. Первой и основополагающей работой в этом 
направлении является статья И. М. Г ельф анда и А. Н. К ол­
могорова [3], в которой, в частности, д о к азан а  определяе­
мость всякого биком пакта X,  а т а к ж е  произвольного тихо­
новского пространства с первой аксиомой счетности, коль­
цом С( Х)  всех непрерывных действительнозначны х функций 
на X.  Определяемость биком пакта X  кольцом С ( Х ) 
означает, что д л я  любого биком пакта У изоморфность колец 
С(Х) и С (У) влечет гомеоморфность этих пространств. Д а ­
лее Хьюитт [4] определил действительно-компактные прост­
ранства и до к а зал  их определяемость кольцами С (Х ).  Т. Ш и­
рота [5] до к а зал  определяемость действительно-компактных 
пространств X реш етками и полугруппами С ( Х ) .  М рувка и 
Энгелькинг [6] и их последователи развили общую теорию
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£-ком п акти ы х  пространств, в рам к ах  которой удалось д о к а ­
за ть  определяемость  £ -ком пактны х пространств теми или 
иными алгебраическим и структурами С( Х,  £ )  (см., напри­
мер, [7], где д л я  широкого класса топологических колец £  д о ­
к а за н а  определяемость  £-ком пактны х пространств X  кольца­
ми С( Х,  £ ) ) .  Говарц  [8] сделал  это д ля  так  назы ваемы х доста­
точно слож ны х алгебро-топологических структур £  и привел 
р я д  примеров таких  структур. Отметим наконец работу Б а х ­
м ана, Беккенш тейна, Н ариси и Уорнера [9] о кольцах С ( Х , Е )  
д л я  полных нульмерных полей £ ,  из результатов которой лег­
ко вывести определяемость £-ком пактны х пространств X  
кольцам и С ( Х , Е )  д л я  целых классов указанны х полей £ .  
О днако , скаж ем , определяемость действительно-компактных 
пространств кольцам и непрерывных комплексно-значных 
функций на них или полугруппами С(Х) не отраж ена полно­
стью в [7— 9]. Теория колец С( Х)  излож ена в монографии 
Г и ллм ан а  и Д ж е р и со н а  [10], первое издание которой вышло 
в 1960 г.

П риведем  необходимые определения и обозначения. Пусть 
£  —  некоторое топологическое тело, а X  — произвольное то­
пологическое пространство. М ножество B c z X  называется £ -  
нуль-множеством на X,  если

B = Z ( f ) - [ x e = X  \ Д х ) = 0 ]  
д л я  некоторой функции f ^ C ( X , E ) .  П олож им 

Z ( X , E )  Z ( f ) \ f t = C ( X , E ) ~

м ножество всех Е-нуль-множеств на X.  Пространство X  н а ­
зы вается  £ -ком пактны м  [6], если оно гомеоморфно зам кнуто­
му подпространству некоторой тихоновской степени простран­
ства £ .  Г гиространство  X  назы вается £-регулярны м  [1], если 
д л я  лю бого замкнутого множества В с Х  и любой точки 
х ^ Х  В  найдется та к а я  функция f ^ C ( X , E ) ,  что f ( B )  =  {0} 
и f ( x )  =  1. Л е гк о  видеть, что £-регулярность  ^ -п р о с тр а н ств а  
X  эквивалентна  тому, что Z ( X , E ) является базой замкнуты х 
м нож еств д л я  X.  В частности, д ля  несвязных тел £  понятия 
£ -регулярности  и нульмерности равносильны в классе ^ - п р о ­
странств.

Р ассм отрим  теперь £ -регулярное  пространство X.  О тоб ра­
ж ение о : Х~+-Е1 \х >Е) , определенное формулой ст(х) (/) = f ( x )  
д л я  лю бы х x i = X  и f ^ C ( X , E ) ,  осуществляет гомеоморфное 
влож ен и е  X  в £С(*,е) . П ространство \ Х = о Х  (замы кание в 
£С[х ,е ) ) является  £ -ком пактны м  расш ирением X, на которое
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непрерывно продолж аю тся все функции из С ( Х , Е ) .  Если 
/ е С ’(Х, £ ) ,  то f '  е С ( \ Х , Е ) —  ее непрерывное продолжение. 
О тображ ение осуществляет изоморфизм колец С ( Х , Е )  
и С (v X , Е ) . Эти результаты  получены в [6]. Если тело £  удов­
летворяет условию 1 из § 2, то в силу предлож ения 2.2 [7] 
\ Х  Н ( Х , Е ) ,  где Н ( Х , Е )  — множество всех £-гомоморф из- 
мов кольца С ( Х , Е ) ,  т. е. всех таких гомоморфизмов 
С( Х,  £ )-* -£ ,  которые переводят функции-константы в их зн а­
чения; ядра  £-гом оморф измов названы  в [1] £ -идеалам и  
кольца С ( Х , Е ) .  Таким образом , приведенная конструкция 
\ Х  совпадает, по сути дела, с конструкцией v X  из [1]. Следо­
вательно, для  тел с условием 1 свойство £-ком пактности  рав- 
носиль ю свойству «быть Qe -пространством», если только 
само £  £  регулярно [1, § 3].

Пусть тело £  само £-регулярно. Тогда д ля  любого про­
странства X  существует такое £ -регулярное  пространствохХ,  
что кольца С ( Х , Е )  и С ( х Х , Е )  изоморфны [1, § 3]. П ри этом 
очевидным образом  попарно изоморфны и частично упорядо­
ченные по включению множества Z ( X , E ) ,  Z ( x X , E ) и 
Z ( \ x X , E ) .  Непосредственно проверяется, что класс £-регу- 
лярных пространств зам кнут  относительно тихоновских про­
изведений и подпространств. Значит, все подпространства 
произвольной тихоновской степени £  £-регулярны .

П олож им  0 ( Х , Е )  ( О г ( Х , Е ) ) — частично упорядоченное
множество по включению всех главных (главных правых) 
идеалов в С ( Х , Е ) ;  S L ( X , E )  ( S L r ( X , E ) )  — верхняя полу- 
реш етка всех конечно-порожденных идеалов (правы х идеа­

л о в )  кольца С ( Х , Е ) ;  L ( X , E )  ( L r ( X , E ) ) — реш етка всех 
идеалов (правых идеалов) кольца С ( Х ,£ ) .

С каж ем , что функция g ^ C ( X ,  Е)  делит функцию 
/ е С ( Х , £ ) ,  если существует т а к а я  функция h ^ C ( X , E ) ,  что 
t = g h .  Отношение делимости на множестве С ( Х , Е )  превра­
щ ает  последнее в предупорядоченное множество. М ультипли­
кативную полугруппу кольца С ( Х , Е )  будем назы вать  просто 
полугруппой С( Х,  £ ) .

§ 2. Формулировки

Н ам  потребуется н ак лад ы вать  на топологическое тело Е  
следую щ ие функционально-алгебро-топологические ограни­
чения.

У с л о в и е  I. Д л я  любого пространства X  и произвольных 
функций /, g ^ C ( X , E )  существуют таки е  функции q>,
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е С ( Х ,  £ ) ,  что Z(fq>+gv|)) = Z ( f )  Г) Z ( g ) .  И з этого условия выте­
кает, что частично упорядоченные множества Z  (X,  Е)  я в л я ­
ются реш еткам и.

У с л о в и е  II. Д л я  любого пространства X  и любых f, g е  
е С ( Х ,  Е)  найдется функция Л е С ( Х ,  Е) ,  д е л ящ ая  f u g ,  д ля  
которой Z  (h) = Z ( f ) f ) Z  ( g ) .

У с л о в и е  III. Пространство Е  является £-регулярны м . 
К а к  отмечено в § 1, это условие обеспечивает £-регуля1рность 
£ -ком п актн ы х  пространств.

У с л о в и е  IV. Д л я  любого пространства X  множество 
Z ( X , E )  зам кнуто  относительно счетных пересечений.

И з  этого условия т а к ж е  следует, что Z ( X , E )  являются 
реш еткам и. М аксим альны й фильтр решетки Z ( X , E )  назы ва­
ется 2-ультрафильтром  на X.  Ф иксированные г -ультраф ильт­
ры на X  — это фильтры вида F x— { B ^ Z ( X , E ) \ x ^ B } ,  х ^ Х .

У с л о в и е  V. Н а  любом ^-ком пактном  пространстве к а ж ­
ды й г -ультраф ильтр , замкнутый относительно счетных пере­
сечений, фиксирован и является решеткой.

Теперь мы можем сформулировать  наш основной резуль­
тат.

Т е о р е м а  1. Пусть топологическое тело Е  удовлетворяет 
условиям I— V или конечно. Тогда д ля  любых £ -ком пактны х 
пространств X  и У эквивалентны следующие утверждения;

1) пространства X  и У гомеоморфны;
2) кольца С ( Х , Е )  и С(У, £ )  изоморфны;
3) кольца С ( Х , Е )  и С (У, £ )  эквивалентны в смысле Мо- 

риты, т. е. категории правых модулей над этими кольцами 
эквивалентны;

4) полугруппы С ( Х , Е )  и С (У, £ )  изоморфны;
5) предупоряченные множества делимости С ( Х , Е )  и 

С (У, £ )  изоморфны;
6 ) частично упорядоченные множества 0 ( Х ,  Е )  и 0 ( Y , E )  

(эквивалентно O r(X,  Е )  и О (У, £ ) )  изоморфны;
7) полуреш етки S L ( X ,  Е)  и S L ( Y ,  Е)  (S L r ( X , £ )  и 

S L r(Y,  £ ) )  изоморфны;
8) реш етки L ( X ,  Е)  и £ ( У,  £ )  (L r ( X , £ )  и L r ( Y , E ) }  

изоморфны;
9) реш етки Z ( X ,  Е ) и Z (y ,  £ )  изоморфны.
И з  теоремы 1 и отмеченных в § 1 результатов сразу выте­

кает
Т е о р е м а  2. Если топологическое тело  £  удовлетворяет 

условиям  I— V  или конечно, то д л я  любых топологических
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пространств X  и У утверж дения 2 ) — 9) теоремы 1 эквива­
лентны между собой.

Точка х е Х  называется G*-точкой (в X ),  если одноточеч­
ное множество {.*} является пересечением счетного семейст­
ва открытых множеств пространства X.

Т е о р е м а  3. Пусть топологическое тело Е  удовлетворя­
ет условиям I—V с нулем, являю щ им ся G j -точкой, а X  и 
У — произвольные ^ -регулярны е пространства, все точки ко­
торых суть G j -точки. Тогда все утверж дения 1 )— 9) теоремы 
1 эквивалентны.

Кольцо С( Х,  Е) ,  р ассм атриваем ое как  подпространство 
тихоновской степени Е х , становится топологическим коль­
цом в так  называемой топологии поточечной сходимости.

Т е о р е м а  4. Пусть топологическое тело Е  удовлетворя­
ет условиям I V или конечно, X  и У — произвольные £-ре- 
гулярные пространства и топологические полугруппы (в то­
пологии поточечной сходимости) С( Х,  Е)  и С(У, Е)  изо­
морфны. Тогда пространства X  и У гомеоморфны.

С л е д с т в и е .  Теоремы 1— 4 справедливы д ля  непрерыв­
ных тел и д ля  подполей топологического поля действитель­
ных чисел.

З а м е ч а н и е  1. Частными случаям и теорем 1— 4 явля­
ются соответствующие результаты  работ [1— 5].

З а м е ч а н и е  2. Несколько услож нив доказательство 
следствия, можно показать, что лю бое финально компактное 
нормированное нульмерное недискретное тело удовлетворя­
е т  условиям I— V, т. е. д ля  таких тел имеют место теоремы
1— 4

§ 3. Д о к аза тел ь ств а

В ажнейш ими составными частями д ок азательства  теоре­
мы 1 служ ат  следующие три предложения, имеющие и са­
мостоятельное значение.

П р е д л о ж е н и е  1. Если тело Е  удовлетворяет усло­
виям  I и II, то д ля  любых пространств X  и У верна импли­
кация 6)-*-9) теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если A c z C ( X ,  Е)  и f e . C ( X ,  Е ) ,  то 
л олож и м  Д /4=  f| { Z( g)  |g e ^ 4 }  и ( / ) — главный идеал коль­
ца С( Х,  Е) ,  порожденный /. Пусть

а : 0 ( Х ,  Е ) _ ^ 0  ( У ,Е ) — изоморфизм.

Если А =  ( f ) e O ( X ,  Е) ,  то A A = Z ( f ) .  Соответствие
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а д = ( ( Д Д  Д ( а Л ) )  I A s = 0 ( X ,  Е ) \

является  соответствием между решетками Z( X,  Е)  n Z ( Y , E ) .  
П окаж ем , что Z ( a ) является биекцией. Д л я  этого достаточ­
но убедиться, чтоДЛ=?^Д£? для  А, B e O (X, Е)  влечет А ( а А ) ф  
ф А ( а В ) .  Тогда симметрии с участием а  1 заверш ат д о к а ­
зательство  биективности Z ( a ) .  Итак, пусть А А ф Ь В  для 
A = ( f ) и B = ( g )  из 0 ( Х ,  Е) .  Если, скаж ем , р е Д Л  ДВ,  то 
возьМемй =  £ — а, где a =  g ( p ) Ф 0 ,  и положим С — (Л). Т ак  
к ак  Z( f )  [ \ г ( к ) ф 0 ,  ибо p e Z ( f ) ,  и h ( p ) = g ( p ) \  а 0, и 
Z ( g )  f lZ(/i)  =  0 ,  то ДЛ п А С Ф 0  и Д В П Д С = 0 .  Следую ­
щее утверж дение ( 1) в ы р аж ает  свойство Д В П Д С - 0 , а зн а ­
чит, и свойство ААГ\ А С ф 0  на язы ке 0 ( Х ,  Е) .  С ледова­
тельно, Д ( аВ)  f| Д ( а С)  =  0  и Д (аС ) f| Д (аЛ) Ф 0 ,  ибо (1) вер­
но и д ля  0 ( У ,  Е) .  Поэтому Д (а Л )  ф А ( а В ) .  Имеем

Д Л П А В  0 ~ s u p  A , B \ - ( l ) = C ( X ,  Е)  ( 1)

д л я  лю бы х А,  В ^ О ( Х ,  Е ) .
Д ействительно, пусть A = ( f )  и B = ( g ) .  Если Z( f )  Г)

[) Z ( g )  = 0 ,  то по условию 1 Z (/ф +  gfil)) = 0  для  некоторых 
функций ф, г | ;е С (Х ,  Е) .  Всякий идеал С, содерж ащ ий f  и g,  
содерж ит функцию которая является обратимым
элементом кольца С( Х,  Е) .  Поэтому С = С ( Х ,  Е)  и sup {Л, 
£ } = ( 1).  Обратно, если А А Ь В ф ф ,  то  по условию  II с у ­
щ ествует та к а я  функция h i= C (X ,  Е ) ,  что Z ( h )  = Z  (f) f| Z ( g )  
и h делит функции f u g .  Если C = ( h ) ,  то С ф (  1), Л с С  и 
В с^С .  Следовательно, sup {Л, В}=^=(1).

О стается д оказать ,  что Z ( a )  сохраняет отношение вклю ­
чения (в силу симметрии обратная  биекция Z ( а -1 ) т а к ж е  
изотонна, т. е. Z ( a ) — решеточный изоморфизм ). Пусть- 
A = ( f ) ,  B = ( g )  и ДЛстДВ, т. е. Z ( f ) c z Z ( g ) .  Тогда Z{ f g )  =  
= Z ( g ) .  П олож ив  C = ( f g )  имеем СсгЛ и Д С = Д В . П оэтом у 
а С с о с Л  и Д ( а С ) = Д ( а В ) ,  откуда Д (а Л )< = Д (а В ) .

Д ок азатель ств о  д ля  случая, когда изоморфны О (X, Е)  
и O r (Y,  Е ) ,  дословно повторяет приведенное до к а зате л ь ­
ство.

П р е д л о ж е н и е  2. Если тело Е  удовлетворяет условию 
1, то д л я  лю бы х пространств X  и Y верна импликация 7)-»-9) 
теорем ы  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  совершенно аналогично д о к а зате л ь ­
ству п редлож ения 1, только надо учесть, что д л я  идеала

Л =  ( f i   f „ ) e S L  (X,  Е)  Д Л =  n i Z ( f , ) = Z ( f )  д ля  некото­
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рой функции f e A  (см. условие 1) и что д ля  конечно-порож- 
де пых идеалов при установлении (1) условие II  излишне.

П р е д л о ж е н и е  3. Если тело £  удовлетворяет услови­
ям III V или конечно, то д ля  любых £-ком пактны х прост­
ранств X  и Y изоморфизм решеток Z ( X ,  Е)  и Z ( Y ,  Е)  вле­
чет гомеоморфизм самих пространств.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть a . Z ( X ,  £ ) ~ Z ( y ,  Е ) — изо­
морфизм решеток д ля  £ -ком пактны х пространств X  и У. 
Если тело £  удовлетворяет условиям I I I —V (конечно), то 
z — ультрафильтры на X,  зам кнуты е относительно счетных 
пересечений (просто z -ультрафильтры ) — это в точности 
ф иксированные г -ультраф ильтры  на X,  т. е. фильтры вида 
F х, i e l  И зом орфизм  а  сохраняет у к азанны е г -ультра­
фильтры. В £-регулярном  пространстве X  реш етка Z ( X,  Е)  
является базой замкнутых множеств. Следовательно, отоб­
раж ение а (х)  =  у, определенное формулой х-*-у, если a ( F x ) =  
= F y для  любых х е Х  и y e Y ,  осущ ествляет гомеоморфизм 
пространства X  на пространство У.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. С разу  заметим, что ко­
нечное поле £  удовлетворяет условиям I— III, ибо все £ -  
нуль-множества открыто замкнуты. Ясно, что 1) влечет все 
остальные утверж дения теоремы. Очевидно такж е, что 2)-*- 
-И )-* -5 )-» -6 ) .  И м пликация 3 ) -> в )  является  частью общей 
теоремы 3.5 [11]. И м пликация 8)-»-7) т а к ж е  носит общий х а ­
рактер. И деал  А  произвольного кольца конечно-порожден 
тогда и только тогда, когда из того, что А =  2А [  = sup j4 ,  для  
произвольного семейства идеалов А { , следует, что Л =  
— sup{ ,4 ti , . . . ,Л /я} д л я  некоторого его конечного подсемейст­
ва. Наконец, импликации 6)-*-9), 7)-*-9) и 9 ) - И )  д о к азал и  
в предложениях 1— 3. Д ок азатель ств о  основной теоремы з а ­
вершено.

З а м е ч а н и е  3. Пусть р :С (Х , E)<-*-C(Y, Е ) —  изомор­
физм  предупорядоч^нных множеств делимости. Тогда фор­
м ула  a(jfC(X, £ ) )  =  (р/) С(У, £ )  определяет изоморфизм 
a :O r (X, E)-*~Or (Y, Е )  и решеточный изоморфизм 2 ( a )  (см, 
доказательство  предлож ения 1). С другой стороны, можно 
рассмотреть соответствие

£(P)H(Z(/), Z(p/)) I ft=C(X, £)}

м еж ду реш етками Z ( X ,  Е)  и Z ( Y ,  £ ) .  Ясно.-что Z ( p ) = Z ( a ) ,  
М ож но д ок азать  5)-»-9), а значит, и 4)-*-9) непосредственно 
через Z( p )  (см. следствие 4.2 [1]). И зом орф изм  р сохраняет
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£->идеалы (см. следствие 4 3 [1]). Точно та к  же, как  теоре­
м а 5.2 [1], д о к а з ы в а е т с я  теорема 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 3. Пусть выполнено одно 
из условий 2)i— 9) теоремы 1. Тогда по теореме 1 £-ком пак- 
тификации хХ^ и уУ £ -регулярны х пространств X  и У гомео- 
морфны. Достаточно показать, что при любом гомеоморфизе 
х Х  на v 7 'X  отоб раж ается  на У. А для  этого достаточно до­
казать,  что подпространство Х( У)  пространства vX (vy)  х а ­
рактеризуется  к ак  множество всех G&-точек в у Х ( у У ) .  С на­
ч а л а  док аж ем , что для  любой точки х  произвольного £-ре-  
гулярного пространства X'  имеет место соотношение

д:— G j -точка в X ' - -  {xj — £-нуль-множ ество на X' .  (2)
Т ак  как  0— O j -точка в £ ,  то каж д о е  £-нуль-множ ест- 

во к ак  прообраз нуля т а к ж е  является G j -множеством, т. е. 
пересечением счетного семейства открытых множеств. Об-

оо
ратно, берем Gs-точку х  в X' .  Тогда {*} =  f| U „ для неко-

П 1
торой последовательности U\,  ..., открытых множеств
в X' .  В силу £-регулярности  X '  д ля  каж дого  натурального п 
найдется т а к а я  функция f n^ C ( X ' ,  £ ) ,  что f „ ( x ) = 0  и / „ =  1

ов
вне U n. Ясно, что {а} =  f| Z(f„) .  О стается применить усло-

л 1
вие IV.

Д а л е е ,  д л я  произвольной функции f ^ C ( X , E )  имеем

z ( / v) = z ( 7 W .  (3)

В самом деле, Z  (f ) v*  czZ ( f v) ,  поскольку Z ( f 4) замкнуто. 
П редполож им  от противного, что x ^ Z ( f ’) Z ( f ) * x  для  не­
которой точки х.  В силу £-регулярности  пространства х Х  и 
изоморфности колец С (X , Е)  и С (хХ,  Е)  существует функ­
ция g ^ C { X ,  Е)  т а к а я ,  что g ' ( x )  =  0 и g w ( Z ( f ) , x ) =  {1}. По 
условию II или I существует функция f t , ,  h ^ C ( X , E ) ,  д ля  
которой Z ( h" )  = Z ( f  ) f| Z ( g t ) .  Тогда x e Z ( / r ) ,  но Z ( h ) = 0 .  
С ледовательно, элем ент h обратим  в С ( Х , Е ) ,  но h не я в ­
ляется  обратим ы м  в С(хХ, £ ) .  Полученное противоречие до­
к азы в ае т  (3).

Теперь м ы в состоянии доказать ,  что X — это в точности 
множество G j -точек в vX. П усть  х ^ Х .  По условию х я в л я ­
ется G j -точкой в X.  В силу (2) { x } = Z ( f )  д л я  некоторой 
/ е С ( Я , £ ) .  Н о тогда {x} =  { x } = Z ( f ' 1) на основании (3), от­
куда снова по (2) х  является  G j -точкой в хХ.  Если ж е

27



л е х Х  X,  то х  не является G j-точкой в хХ,  ибо иначе 
( v ) - Z ( ^ )  д ля  некоторой f e C ( X , E )  в силу (2),  что снова 
приводит к противоречию: f y ( x ) =  0 и Z ( f ) = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о  следствия. Д л я  указанны х в фор­
мулировке тел Е  проверим условия I V. Д л я  непрерывных 
теп выполнение условий I I I— V док азан о  в [1]. Если Е  —  
собственное подполе топологического поля R действитель­
ных чисел, то Е  удовлетворяет условию III  (оно нульмерно), 
условию IV в силу теоремы 4 [9] и условию V  на основании 
теоремы из [12]. Справедливость условия I д ля  непрерывных 
тел док азан а  в лемме 1 [13], а д ля  £c= R  достаточно поло- 
ж  1ть <р — f  и 4 g.  О стается установить справедливость ус­
ловия II д ля  наших тел Е.  П усть  f, g e C ( X , E ) .  Если Е  — 
связ ое непрерывное тело, т. е. по теореме Понтрягина — R, 
т пологическое поле комплексных чисел или топологическое 
те то кватернионов, то годится функция

h 3/ f f  + g g ^ C ( X . \ R ) = C ( X ) ,

где f  — сопряж енная  к f  функция (доказы вается т а к  же, как 
и лем ма 3 [14]).

Рассмотрим далее  несвязное непрерывное тело Е. Н а Е  
определена норма | | ,  приним аю щ ая лиш ь значения р", где 
п  — целое число или оо (конечно, р“  = 0) ,  и 0 < р < 1  (см. 
[1, § 2]). Возьмем элемент у е Е  нормы р. Пусть х е Х ,  
]/(•*) | = Р * и | § ( * ) | = р е . Если А =  е = о о ,  то положим h ( x )  = 0 .  
В противном случае положим h ( x ) = y * д л я  л, которое на­
ходится из подходящего равенства  min{£, е } = 2п  или 
min{&, е)  = 2л + 1. Л егко  видеть, что функция h  искомая.

Рассмотрим, наконец, поле £ c R .  Д л я  к аж дого  нату-
Ф

рального числа п  положим p „ = 2 _,,'+I е Е .  Т о гд а

1 Р ^ Р а ^ Р з ^ Р з  •••>РЛ>  p it> p< i+ i> --  •

Т ак  как  £c=R , то к аж ды й  интервал (р я i ,  ря) содержит

число т „ 0 Е .  М нож ества V„ [ г е Е  | г д+1<  | г  | < г „ )  для 
натуральных п  и У0=  { r e E \ | r |  > r i }  открыто-замкнуты в Е. 
Возьмем функцию fti =  m a x { | / | ,  | g | } e C ( X , Е )  и с ее помо­
щью построим искомую функцию h. П усть  х е Х .  Если 
h \ ( x ) e V 0 или f t i ( x ) = 0 , то положим соответственно А(х) =  1 
или h ( x ) =  0. Если ж е  h i ( x ) e V n д л я  некоторого натураль­
ного числа п,  то определим h ( x ) =  р„. Ясно, что h e C ( X , E )
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и Z { h )  =Z( f t i )  = Z ( f )  П Z ( g ) .  Д о к аж е м ,  что h  делит f. Р а с ­
смотрим функцию fi :X-*-E,  равную нулю на Z ( h )  и равную 
f lh на X  Z ( h ) .  П оскольку  f  =  hfi ,  то достаточно показать, 
что f i ^ C ( X ,  Е ) .  О на непрерывна на открыто замкнутых 
м нож ествах  Ai 1(К „ ) — А- 1(р„), где п  — н атуральное  число 
или нуль . Ф у н к ц и я  f x неп реры вн а  и на Z ( h )  в силу

| / i ( x ) |  =  \ A x ) l h ( x ) \ < \ ( h l (x)  | / |  Л ( * ) | < — <  р"  рл->-0
Рд Рл

при дсеЛ- 1(р„) и п-*-оо. П оскольку роли f й g  одинаковы, 
то тем самы м  доказано , что и h  делит g.  Следствие д о к а ­
зано.

З а м е ч а н и е  4. Д л я  бесконечных дискретных тел Е  наш 
м етод не применим, ибо перестает быть верным предлож е­
ние 3. Действительно, такое  Е  £ -ком пактно  и £-нуль-множ е- 
ства открыто-замкнуты. О днако  стоун-чеховская бикомпак- 
ти ф и кац и я  р £  [15] имеет ту ж е  самую решетку открыто-зам ­
кнутых множеств, что и Е,  но Е  и (5£ не гомеоморфны. Д л я  
конечного поля Е  ^ -ком пактны е пространства — это в точ­
ности нульмерны е бикомпакты. Если £  =  Z2, то кольцо 
С ( Х , Е )  булево, a v tX  —  его булево пространство. Таким об­
разом , теорем а 1 дает  хорошо известную информацию о бу­
левы х кольцах. В частности, заклю чаем , что в классе бу­
левы х колец  с единицей каж дое  булево кольцо может быть 
охарактеризовано  категорией всех правых модулей над ним.

В заклю чение вы р а ж а ю  глубокую благодарность 
Л . А. Скорнякову  за  постановку задач  и постоянное вним а­
ние к  работе.
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И Н Д У К Т И В Н Ы Е  Ч И С ТО ТЫ  НАД К О Л Ь Ц А М И  
К О Н Е Ч Н О Г О  Т И П А  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Й

А. И. Генералов

Ассоциативное кольцо R  с единицей называется кольцом 
конечного типа представлений, если оно артиново справа, 
и существует лиш ь конечное число попарно неизоморфных 
н еразлож и м ы х  конечно-порожденных правых /^-модулей. 
И звестно [13], что такое кольцо R  является артиновым слева 
и  сущ ествует лиш ь конечное число попарно неизоморфных 
н еразлож им ы х  конечно-порожденных левых Я-модулей; кро­
м е того, любой /?-модуль является прямой суммой конечно- 
порож денны х модулей [17, 4.4]. Через M od R  будем обозна­
чать  категорию  правых унитарных /^-модулей, а через 
m o d /?  —  ее полную подкатегорию, состоящую из конечно- 
порож денны х модулей.

В р аб о тах  [3, 4] (см. т а к ж е  [7]) описаны индуктивные 
чистоты в категории абелевы х групп, при этом оказывается , 
что все они плоско порождены. В [1, 2] эти результаты  были 
распространены  на категорию Mod R,  где R  —  коммутатив­
ное нетерово наследственное кольцо или ограниченное де- 
декиндово  первичное кольцо. В данной работе мы изучаем 
индуктивные чистоты над  кольцами конечного типа пред­
ставлений.

В дальнейш ем , если не оговорено противное, R  обозначает 
кольцо конечного типа представлений, все рассм атриваем ы е 
модули —  правы е  унитарные R -модули. Через in d t f  обозна­
чим полное множество представителей классов изоморфных 
н еразлож и м ы х  модулей, а через Р  (соответственно / )  — 
подм ножество в in d /? ,  состоящее из проективных (соответ­
ственно инъективных) модулей. П о поводу основных свойств 
понятия чистоты мы отсы лаем  к [5, 6].

К ороткая  точная последовательность в m od /?

Е : О-^Л- l f i - v C -v O  ( 1)
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назы вается  почти расщ епляемой [10, 11], если она не рас ­
щ епляется, модули А  и С неразлож им ы  и выполняется одно 
из следующих равносильных условий:

а) для  любого гомом орфизм а h:X-+-C  в m od/? ,  не явля­
ющегося расщ епляю щ имся эпиморфизмом, существует гомо­
морфизм h ' : X - + B  такой, что рh' =  h\

б) для  любого гомоморфизма h : A - * - X  в m od /? ,  не явля­
ющегося расщ епляю щ им ся мономорфизмом, существует го­
моморфизм h ': B -* - X  такой, что h 'a  = h.

Известно [9, 18, с. 276], что над кольцом конечного типа 
представлений д ля  любого неразлож имого  неинъективного 
модуля А  (соответственно непроективного модуля С) суще­
ствует и единственна с точностью до изом орфизм а почти 
р асщ епляем ая  последовательность вида [1]. Такую  последо- 
ватетьность будем назы вать  начинаю щ ейся в А,  или окан­
чивающемся в С; при этом используем обозначения Е = Е А 
ичи Е  Е с  соответственно. Таким  образом , существует би­

ективное отображ ение T : i n d / ?  P->-ind/? I  такое, что 
т С —А.  М нож ество всех почти расщ епляем ы х последователь­
ностей в m od /?  обозначим через Л ( /? ) .

Чистота и  в Mod /? назы вается  индуктивной [3], если пря­
мой предел индуктивной системы ш-чистых коротких точных 
последовательностей т а к ж е  ш-чист. Говорим, что чистота ю 
инъективно (проективно) порож дена [6] множеством моду­
лей Г, если короткая точная последовательность в Mod/? 
является  ш-чистой тогда и только тогда, когда относительно 
нее инъективны (проективны) все модули из Г. ГОворим, что 
чистота и  плоско порож дена [6] множеством левых /?-моду- 
леи Д, если короткая точная последовательность Е  вида [1] 
является ш-чистой тогда и только тогда, когда последова­
тельность

f i g )RM : 0 -±A <g>RM - ± B  

точна д ля  любого М е Д .

П усть  Pi-*-P(s-yM-*-0 —  минимальное проективное пред­
ставление модуля М  (см. [8, с. 357]). Д л я  любого модуля X  
рассмотрим л е в ы й /? -м о д у л ь  Я* =  Н о т  (X,  /?). Тогда через 
T rA f обозначим левый Я-модулЬ, определяемы й точной пос­
ледовательностью
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Д л я  чистоты ю в M od R  через А(ш) обозначим множество 
ю-чистых почти расщ епляемы х последовательностей.

Основным результатом  работы является следую щ ая
Т е о р е м а  1. П усть  R — кольцо конечного типа представ­

лений.
1. О тоб раж ен и е  ш-»-Л(<о) устанавливает  взаимно одно­

значное соответствие меж ду индуктивными чистотами в 
M o d R  и подмножествами м ножества A ( R ) .

2. Пусть о  —  индуктивная чистота в Mod Я. Тогда:
а) ы инъективно порождена множеством Ti (и) нераз­

лож им ы х  неинъективных модулей, в которых начинаются 
почти расщ епляем ы е последовательности, не при н ад леж а­
щ ие Л  (ш );

б) со проективно порождена множеством Гг (to) неразло­
ж им ы х  непроективных модулей, в которых оканчиваются 
почти расщ епляем ы е последовательности, не прин ад леж а­
щ ие Л( ш) ;

в) а  плоско порождена множеством Д(ш) =  {Тг М |Л 1 е  
е Г 2 (о )} .

Д о к аза тел ь ств у  теоремы 1 посвящен § 1, где получено 
т а к ж е  описание ср-инъективных и «-проективных модулей для  
индуктивной чистоты <о (теорема 9 ) .  В § 2 мы конкретизиру­
ем полученные результаты  д ля  случая, когда R  — наследст­
венная  алгеб ра  конечного типа представлений над алгеб ра­
ически зам кнуты м  полем.

§ 1

Л е м м а  2. Пусть ю —  произвольная чистота в M od R,  
М  —  конечно-порожденный модуль, Н = ф Н / ,  где H j — ко-

is*
нечно-порожденные модули. Тогда канонический гомомор­
физм

k  : 0  с» Ext)j(.M, Н Ext^-ZW, Н )  
i e f

является  изоморфизмом.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассм отрим  сначала  случай, когда 

со —  абсолю тная  чистота.
П усть  д а н а  точная последовательность Е :

Ввиду [12, л ем м а  2.2] существует конечное подмножество 
7 (cz /  такое, что ф # / — прямое слагаем ое в X.  Построив 

/ч а г
коммутативную  диаграм м у
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Е'  : 0 - * П Н ) ^ Х  ® / / . - и И - к  О 
к  j \ k

I  I  II
Е : О-уН  -*■ X  -*■ М - » 0

с точным и строкам и , получаем , что k ( E ' ) = E , т. е .  А—эпи­
м орф изм. Если ж е  д л я  н екоторого  E j e j p E x t ^ M ,  / / / ) =

Ext/?(A/, Н  f ), где Я —конечное п од м н ож ество  в J ,  имеем 

k ( E x) 0 , то  получаем  ком м утативную  ди аграм м у  
E x i 0 -к  H j - + X ^ M - y  О

i I  I  II
0-*-Н - + Х - > М ^ 0 ,

в которой ниж няя строка расщ епляется . Т ак  как  i — расщеп­
ляю щ ийся мономорфизм, то и Е\  расщ епляется . Таким об­
разом, k  — мономорфизм.

Теперь общий случай выводится из рассмотренного выше 
аналогично доказательству  [3, теорем а 10].

Зам ечая ,  что сейчас ввиду [6 , теорема 6.1] чистота Кона 
совпадает с нулевой чистотой, аналогично [3, лем м а 11] по­
лучаем

П р е д л о ж е н и е  3. П усть  ш — произвольная чистота в 
Mod R. Тогда лю бая  ш-чистая последовательность явля­
ется прямым пределом м-чистых последовательностей из 
mod R. В частности, лю бая  -индуктивная чистота в Mod R  од­
нозначно определяется своим ограничением на подкатегорию 
mod/?.

Гомоморфизм f  в mod Я назы вается неприводимым
[11], если f  не является ни расщ епляю щ имся мономорфиз­
мом, ни расщ епляю щ им ся эпиморф измом и д ля  любого 
представления f =  g h  в виде произведения гомоморфизмов в 
m o d #  либо g  — расщ епляю щ ийся эпиморфизм, либо h —  рас­
щепляющ ийся мономорфизм.

П р е д л о ж е н и е  4 (11, теорема 2.4]. Д л я  ненулевого го­
моморфизма f:A-*-B в mod/?, где В  —  неразлож им ы й непро­
ективный модуль, равносильны следую щ ие условия:

а) /  неприводим;
б) существует гомоморфизм f ':A'-*-B  такой, что

0 - » К е г ( / ,  f ' ) - + A  А ' ^ В  - > 0 — 
почти расщ епляем ая  последовательность.
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П р е д л о ж е н и е  5 [16, лем м а 12]. Пусть /? — артиново 
сп рава  кольцо и пусть {M j  | / е / }  —  множество неразлож и ­
мых модулей таких , что д л я  некоторого числа т  длина мо­
д уля  l ( M f ) < m  д л я  любого / е / .  Тогда существует число п
такое, что д л я  лю бы х неизоморфизмов .тМу -нчЛ1/4+1 (k =

=  1, 2 , ...) имеем f„...f2f i = 0  (здесь необязательно M j
Рассм отрим  нерасщ епляемую  точную последовательность

Е : О-*- О,

в которой А ,  С —  неразлож им ы е модули. Пусть
« "  i f  Л

Е с : 0 - v t C - > -  +  С, - C - v O -  
1=1

почти р ас щ еп ляем ая  последовательность, оканчиваю щ аяся в 
С, где С ,  —  неразлож им ы е модули. Тогда можно построить 
следую щ ую  коммутативную диаграм му:

Е  : 0  А - +  В  С-»- О
I  п  II

( / , )
Е с : 0 -*-тС О,

а  т а к ж е  д л я  любого t коммутативную диаграм м у

Е / ^ . О ^ А ^ В ,  О
II e 4 f t  1 Л  ( 2 )

£ :  В

с точными строками.
Л е м м а  6 . В указанны х выш е обозначениях последова­

тельность  £  является  ш-чистой тогда и только тогда, когда 
©-чистыми являю тся  последовательности Е с  и E f ,, £ =  1 л.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если £  —  «а-чистая последователь­
ность, то из того, что ( f i ) X =p ,  о,=ст, ввиду битреуголь-
ности чистоты а  [5 ,6] получаем, что ( f t ) и <т( — ш-чистые го­
моморфизмы, т. е. последовательности Е с  и £ / j 0 = 1, ..., л) 
ю-чисты. О братно, пусть Е с , E f  ip 1........ я ,  —  ш-чистые по­
следовательности . Тогда из [5, (1.1) и Ч  4*] следует, что 
эпим орф изм  < p = ( / j )  ( 0 Р * )  ш-чист. Т ак  к ак  q > = ( / j P j )  =

= р  (И1/ )  . то из котреугольности чистоты ш [5, 6] следует, 
ч т 0  Е — <о-чистая последовательность.
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Л е м м а  7. В преж них обозначениях если д л я  любого i 
последовательность E f t расщ епляется , то Е ^ Е С .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  h:X-*-C—  гомоморфизм, не 
являю щ ийся расщ епляю щ им ся эпиморфизмом. П о опреде­
лению почти расщ епляемой последовательности существует 

, , п „ * 
гомоморфизм (hi,... , С/ такой, что h = 'Zf̂ l hi.

С другой стороны, из расщ епляемости £ / ,  следует сущест­
вование гомоморфизмов f { :С 1-*-В таких, что р / /  f i , i =  1, 
..., п. Следовательно, А = рЕ _ /уй /.  Таким  образом , Е  почти

расщ епляем ая  последовательность, и в силу единственности 
почти расщ епляемой последовательности, оканчивающейся 
в  С, £ ~ Я С.

Пусть / ' — подмножество, состоящее из » 'е{1, ..., л} та­
ких, что последовательности E f  t не расщ епляю тся. Рассмот- 
р IM почти расщ епляемы е последовательности

( / „ )
Е с, : 0 -* т С ,->  С (У-*С,->-0 (1 6 5 / ')

i e ^
и построим коммутативную диаграм м у, аналогичную диаг­
рам м е (2):

E f i f u : 0->A-*-Blj-+Cli-*-0
I  \ / и  y e / j )

E ft: O -^A -^ B^C ^ O .
Д л я  тех i, j, для  которых последовательность E f J tj  не рас­
щепляется, почти расщ епляем ы е последовательности Е С{1 
позволяют продолж ить описанный процесс. Ввиду предло­
ж ения 4 гомоморфизмы fi  , f tj ,  ... неприводимы, поэтому из 
предлож ения 5 следует, что этот процесс обрывается. В кон­
це к аж дой  цепочки гомоморфизмов f , ,  f (/ ,  ..., на  предпос­
леднем ш агу  получается н ерасщ епляем ая  последователь­
ность, о б л а д а ю щ ая  тем свойством, что применение к ней 
неприводимых гомоморфизмов, определяемы х соответствую­
щей почти расщ епляем ой  последовательностью, приводит к 
расщ епляемы м  последовательностям. И з лем м ы  7 следует, 
что т а к а я  последовательность является  почти расщ епляе­
мой. Все почти расщ епляем ы е последовательности, получен­
ные в описанном выш е процессе, назовем  индуцированными 
данной последовательностью Е.

С помощью простого индуктивного рассуж дения из  лем ­
мы 6 выводится
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П р е  д л о ж е н и е  8 . П усть  © —  произвольная чистота в 
m od /? .  Н ер а сщ еп л яе м ая  точная последовательность

Е : 0-*-А-*-В -+С-*-0,

где А ,  С— неразлож им ы е модули, является ©-чистой тогда 
и только тогда, когда все почти расщ епляемы е последова­
тельности, индуцированные последовательностью Е, ы-чисты.

Т е о р е м а  9. П усть  R — кольцо конечного типа представ­
лений, ю —  индуктивная чистота в M odR.

а) м одуль М  является  ©-инъективным тогда и только 
тогда, когда АГ~-(-Л1у, где M j — неразлож им ы е модули та-

ie-f
кие, что либо M j  инъективен, либо Л1/ е Г 1(и ) ;

б) модуль М  является  ©-проективным тогда и только тог­
да ,  когда M j ,  где М  —  неразлож им ы е модули такие,

ies
что либо M j  проективен, либо Л1у е Г 2(<о).

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а. Пусть Л1 =  ф уИ у, M j —  н еразлож и­

мые модули, и если М  j  неинъективен, то £ ж^ Л ( ш ) .  Д о к а ­
ж ем  сначала ,  что д л я  любого /  модуль М  j  ш-инъективен. 
Действительно, если ©-чистая точная последовательность

E -.0+ M r +X-+Y-*Q,  (3)

где X — конечно-порожденный модуль, то она долж на р а с ­
щ епляться, т а к  к а к  в противном случае дуально д о к а зате л ь ­
ству лем мы  6 получили бы, что £ Л/ е Л ( ш ) .  Д алее ,  если в 
©-чистой последовательности (3) X — произвольный модуль, 
то рассм отрим  его представление в виде прямой суммы Х =  
=  +  Х к , где Х к— конечно-порожденные модули. Существу-

ет конечное подмножество K ' c z K  такое, что M i а  , Х ь =
*е*'

= Х'.  Т а к  к ак  М,—  ©-чистый подмодуль в X',  то M j— прямое 
слагаем ое в X ',  а следовательно, и в X.

П усть  теперь д а н а  ш-чистая последовательность 0-»тМ-»- 
—*-X—+-Y—*-0. Д л я  любого /  модуль М j  ©-чист в X,  а по д о к а ­
занном у  выш е М  j — прямое слагаем ое в X.  Следовательно, 
М ,  чист по Кону в X [6 , § 6], а тогда М  —  прямое слагаемое 
в X.  Т аким  образом , М  —  ©-инъективный модуль.

О б р а тн о е  утверж дение тривиально.
б )  Ввиду [5, (1.5)] достаточно рассм отреть  случай, когда 

М  —  неразлож и м ы й  модуль. П усть  последовательность
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не принадлеж ит Л  (со), и д а н а  ш-чистая
f

нерасщ епляем ая последовательность
Пусть У =  У/,  У/— конечно-порожденные модули,

le-t
-*-Y влож ение в качестве прямого слагаемого. Т ак  как 
рKj ( i ^ J )  не является расщ епляю щ им ся эпиморфизмом, то 
существует гомоморфизм ^у.Уj-*-N такой, что <рцу=рХ;. Пусть 
ц :К - > - У  —  гомоморфизм такой, что |iXy=|i/ ( / е / ) .  Тогда 
Фц—р. И з котреугольности чистоты со вытекает, что £ ж ^ Л  

(ш). Полученное противоречие означает, что модуль М  
(о-проективен.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Д о к а ж е м  сначала вто­
рую часть теоремы. Пусть о> —  индуктивная чистота в Modtf.

а) Рассмотрим чистоту о)|, инъективно порожденную мно­
жеством Ti (w).  И з  теоремы 9 следует, что (осоц .  Т ак  как  Ю|
2-зам кн ута  [6, предлож ение 3.2] и содерж ит чистоту Кона, то 
из [6, предложение 7.1] следует, что о » —  индуктивная чисто­
та. Таким образом, ввиду предлож ения 3 достаточно дока­
зать  совпадение о  и сц на mod/?.

Пусть E\Q-*-A-*-B-*-C-yQ —  ш рчистая нерасщ епляем ая по­
следовательность, в которой А, С —  неразлож им ы е модули. 
По предложению 8 toi-чисты все почти расщ епляемы е после­
довательности, индуцированные последовательностью Е. Тог­
д а  все модули, в который начинаю тся эти почти расщ епляе­
мые последовательности, не п ри н ад леж ат  множеству Ti(<d), 
а потому эти последовательности ш-чисты. Вновь применяя 
предложение 8 , получем, что Е  —  ш-чистая последователь­
ность.

б) П усть  toi —  чистота, проективно порож денная множест­
вом Г2(ш). И з  [6 , предлож ение 1.2 и предлож ение 7.1] следу­
ет, что o)i индуктивна. Совпадение ш и со, на mod/? доказы ва­
ется дуально части а) потому ш = ш 1.

в) В части б) доказано , что точная последовательность 
Е:0-*-А-*-В-*-С-*-0 в  M odR  является  ш-чистой тогда и только 
тогда, когда д ля  любого Л } е Г 2(ш) точна последовательность 
Н о т  я (Л/, Е ):

0 -* -Н о т д(Ж , Л ) -* -Н о т д(Л1, 5 ) -> - Н о т д(./И, С )-►().

Ввиду [6 , следствие 5.1] последнее условие равносильно то­
му, что д ля  любого Л^еД(ш ) точна последовательность

E ® r N  : 0-+А  ®  д /V -v f i<2>ЛЛГ-й? ®

<р
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Д о к а ж е м  теперь первую часть теоремы 1. Пусть Ac- A ( R )  
и пусть Г ( Л ) — множество, состоящее из неразлож им ы х не­
инъективны х модулей М  таких, что £ М̂ Л .  Тогда через о  (Л) 
обозначим чистоту, инъективно порожденную множеством 
Г (Л). С использованием второй части теоремы 1 легко д о ­
к азы вается ,  что соответствия ш-*-Л(ш) и Л - х о ( Л )  взаимно 
обратн ы .

И з  док азательства  теоремы 1 получаем
С л е д с т в и е  10. П усть  R  —  кольцо конечного типа пред­

ставлений. Тогда л ю бая  проективно (инъективно) порожден­
ная  чистота в Mod/? индуктивна.

С л е д с т в и е  11. Соответствие ю->-Л(ш) является в за ­
имно однозначным соответствием м еж ду произвольными чис- 
тотами в m o d /?  и подмножествами множества A ( R ) .

И з теоремы 1 и [6 , предложения 2.1 и 3.3] вытекает
С л е д с т в и е  12. Л ю б ая  индуктивная чистота в Mod/? 

является  инъективной и проективной.

§ 2

В этом п араграф е  R  обозначает конечномерную алгебру 
н ад  алгебраически замкнутым  полем к.

К олчаном  Габриеля  Qn  алгебры R  называется ориенти­
рованный граф , множеством вершин которого является мно­
ж ество  Р  представителей классов изоморфных н еразлож и­
мых проективных модулей, а стрелка А -*~В  ( А ,  В  е Р )  име­
ется в точности тогда, когда Ext^( Л /R ad А ,  В / Rad В ) Ф 0.

Р . Г абриелем  [14, 1.2] доказано, что наследственная алгеб­
р а  R  имеет конечный тип представления тогда и только тог­
да ,  когда Q tj— несвязное объединение ориентированных г р а ­
фов, д л я  которых соответствующие неориентированные графы 
являю тся  с х е м а м и Д ы н к и н а ти п о в  А п D „ ( n ^ s 4 ) ,  £ 6,
Е 7 или Eg.

Д а л е е  предполагаем , что R  —  двусторонне н еразлож им ая 
наследственная 6 -алгебра конечного типа представлений.

■Сопоставим алгебре R  колчан Ауслендера-— Р ай тен а  Гр 
[15]: множество его вершин —  это ind/?, а стрелка M-*-N  
имеется в точности тогда, когда существует неприводимое 
отображ ение f: К олчан  Гд содерж ит полную инф орм а­
цию о множестве A ( R ) :  если N ^ N ,  i = l ,  ..., п, —  все стрел­
ки в Г д ,  оканчиваю щ иеся в N,  и —  соответствующие
неприводимые гомоморфизмы, то д л я  непроективного моду­
л я  N
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V 1
почти р асщ епляем ая  последовательность. Гомоморфизмы g h 
соответствующие всем стрелкам  в Г Л, начинающимся в  iN ,  
обо начим через g t o f  j.

Метод построения колчана Г д ля  рассм атриваемы х ал­
гебр R  предложен в [15, 6.5]. Если колчан Q имеет тип А  ,

г%( пАL1 \
D п , Е е, Е 7 или £ 8, то in d #  имеет мощность -^— • п (п— О»

36, 63 или 120 соответственно [14]. Таким  образом, для  этих 
случаев мощность множ ества Л (У?) равн а  соответственно

П^П~ ^ \  л  ( л - 2 ) ,  30, 56 или 112. И з  вида Г Л можно непо­

средственно получать описание всех чистот в mod/?.
Пример. П усть  R  — наследственная алгебра  с колчаном 

Габриеля QR: 1-»-2-*3-«-4. Тогда (см. [15]) Г я имеет вид

Р 3= , 2/ з + Р 4 = т 2 Л
о3аг |  |  о2р

-  а а
Р 2 = * / 2 ------------у х /3—*т/ 4

I I <** I р
P l t  / 1 ------------► 1% ► / з  -*■/4,

I
Л

где / ,  ( Pi ) ,  i = l ,  2, 3, 4,—  неразлож им ы е инъективные (со­
ответственно проективные) модули.

Если фиксировать  Л = { £ ‘т/ , , £ * / , ,  Е / } ,  то ограничение 
со (Л) на mod/? состоит в точности из конечных прямых сумм 
расщ епляю щ ихся последовательностей, последовательностей 
из Л, а такж е  последовательностей

* «*01 00-о5»
0—»т2/ 3—» т / а —» т / 4—>0 ,

ив • о*§ а
0 —»*2/ 4 » /2  *1 3 >0 .
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Ф У Н К Т О Р  H F В К А Т Е Г О Р И И  А Б Е Л Е В Ы Х  ГРУП П

С. И. Комаров

Р абота  посвящена изучению определяемого ниже в ка­
тегории А  всех абелевых групп функтора H F . П ри  помощи 
функтора H F  в категории А  определяется функтор H H F, 
свойства которого изучаю тся в § 2 данной работы. О казы ­
вается, что при помощй ф унктора H H F  й категории абеле­
вых групп выделяю тся некоторые известные классы абеле­
вых групп — узкие группы, проективные группы для  чисто­
ты Кепка.

§ 1

Заф иксируем  две группы А  и В.  Хорошо известно, что 
д л я  многих гомоморфизмов у :А ~ *-В  ди аграм м у

А
I ?  ( 1 ) 1

с точной строкой нельзя дополнить до коммутативной не­
которым гомоморфизмом из А  в  G. О днако  д л я  некоторых 
гомоморфизмов из А  в В ,  каково  бы ни было накрытие

Ф
G-*-B-*-0, существует гомоморфизм из А  в G, дополняющий 
диаграм м у  (1) до коммутативной. Тривиальны й пример —  
гомоморфизм ф нулевой. Гомоморф измы из Л в Б  с у к аза н ­
ным свойством будем назы вать  свободными гом ом орф изм а­
ми или H F -гомоморфизмами. М нож ество всех H F -гомомор- 
физмов из А  в В  обозначим H F ( 4 , B ) .  С ледую щ ее у тв ер ж ­
дение у к азы вает  на различны е способы определения H F -го­
моморфизмов.

Т е о р е м а  1. Д л я  гомом орф изм а ф :Л -*-В  эквивалентны  
следующ ие условия:
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1) ф — свободный гомоморфизм;

2) существует накрытие 0, где G —  свободная
группа, д ля  которого диаграм м у ( 1) можно дополнить до 
коммутативной;

Ф
3) д л я  любого накры тия G-*-B-*~0 имеем ф е1пи |)* ,  где 

ч |)« :Н ош (Л , 0 ) - * Н о т ( Л , В )  —  индуцированный гомомор­
ф изм  (см. 11, с. 216]);

Ф
4) существует накрытие G-+B-*-О, где G — свободная 

группа, д л я  которого ф е 1пи|)«;
5) д л я  группы А  существует разлож ение A = KQ)F, где 

<р(К) = 0 ; F  —  свободная группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий 1) и 3),  

а  та к ж е  2) и 4) — это просто переход от язы ка диаграмм 
к  язы ку  последовательностей д ля  Н о т  и обратно. Следствие
1) = > -2) очевидно.

Д о к а ж е м  импликацию 2 ) = > 5 ) .  П усть  a : A - * - G —  гомо­
м орф изм  в свободную группу G, дополняющий диаграм м у
(1) до коммутативной. Т ак  к а к  G —  свободная группа, то 

сущ ествует разлож ение A = K + F ,  где a ( / C ) = 0 ;  F —  свобод­
н ая  группа. Д ал е е ,  ф =  ф а ,  поэтому К е г а ^ К е г ф .  Таким об­
разом , указанное  д л я  А  разлож ение удовлетворяет пунк­
ту  5).

П усть  теперь д ля  гомоморфизма ф :А-*-В  имеет место 
разлож ен и е  Л =  /С F, где ф ( /С )= 0 ;  F  —  свободная группа. 
Т огда  дополняемость диаграм м ы  (1) до коммутативной сле­
д ует  из дополняемости до коммутативной диаграм мы

F

Ф
G - * 5 — 0.

Д ополняем ость  последней диаграм м ы  со свободной группой 
F  до  коммутативной общеизвестна. Этим док азан а  импли­
к ац и я  5 ) - Ы ) .  Ясно, что указанны х импликаций достаточно 
4 л я  эквивалентности всех предложений теоремы 1.

В этой раб оте  мы в основном д ля  определения свобод- 
лого гомом орфизм а будем пользоваться условием 5) теоре­
мы 1. Р азл о ж е н и е  A = K + F  д л я  гомом орфизм а ф :А-*-В, где 
<р(/С)=0, a  F  —  свободная группа, будем назы вать  р а з л о ­
ж ением , доказы ваю щ им  свободу гомоморфизма ф.

О чень ва ж н о  следую щ ее простое следствие, использую­
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щее, например, условие 3) д ля  свободного гомоморфизма 
из теоремы 1.

П р е д л о ж е н и е  2. Н Р ( Л , В ) — подгруппа в Н о т ( Л ,В ) . .
П р и м е р  1. Очевидно, что д ля  свободной группы А  р ан ­

га m  H F  (А,  В )  =  H F (  +  Z ,  В )  =  H o m (  +  Z, В ) ^ П В .
ш ш m

П р и м е р  2. Если В  —  свободная группа, то опять, оче­
видно, H F(/4 , В )  =  Н о т ( Л ,  В ) .

П р е д л о ж е н и е  3. 1) H F(/4 ,  В )  =  Н о т  (Л, В) д л я  фик­
сированной группы Л и произвольной группы В в  ТОМ и 
только том случае, если Л является  свободной группой.

2) Н Р (Л ,  В) = Н о т  (Л, В) д ля  произвольной группы А  и 
фиксированной группы В в том и только том случае, если 
В является свободной группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность  у ж е  отмечалась. 
Необходимость в обоих случаях  следует из того, что тож ­
дественное отображ ение Л в Л (соответственно В в В) мо­
ж ет  быть свободным гомоморфизмом, только  если А  (соот­
ветственно В) —■ свободная группа, та к  к ак  в соответству­
ющем разлож ении  в прямую сумму, доказы ваю щ ем  свободу 
тождественного отображ ения, одно слагаем ое нулевое, а 
другое свободное.

Теперь укаж ем , когда подгруппа Н Р ( Л , В )  будет нуле­
вой.

П р е д л о ж е н и е  4. Д л я  ненулевой гр у п п а  В  эквива­
лентны равенства H F  (Л, В) —0 и Н о т  (Л, t )  = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Н о т ( Л , Z ) ^ 0 ,  то существу­
ет разлож ение А = К  F, где F ^ Z .  Тогда любой ненулевой 
гомоморфизм а  : F^*B  (очевидно, существующий) порож да­
ет гомоморфизм ф :Л->-В, д ля  которого ф(/С) = 0 .  Р а з л о ж е ­
ние A —K Q F  доказы вает  свободу ф=?^0. Таким  образом , ес­
ли Н Р ( Л , В ) = 0 ,  то и Н о т ( Л , 2 ) = 0 .

Если Н о т ( Л , 2 ) = 0 ,  то единственным разлож ением , до­
казы ваю щ им  свободу какого-либо гомом орфизм а, может 
быть только Л = Л + 0 .  Следовательно, сущ ествует единст­
венный свободный гомоморфизм —  нулевой.

Многие элем ентарны е свойства группы Н Р ( Л ,В )  инду­
цируются соответствующими свойствами Н о т ( Л , В)  (см. [1, 
с. 213, А ),  Б ) ,  В ) ,  Д ) ] ) .  В частности, если В  —  группа без 
кручения, то это ж е  имеет место д л я  группы Н Р ( Л , В ) .  
П ункт Г) из [1, с. 213] (о делимости группы Н о т )  имеет 
место и д ля  группы H F ( 4 ,  В)  в силу следую щ его  у тв ер ж ­
дения.
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П р е д л  о ж е н и е  5. H F ( /4 ,В)  —  сервантная подгруппа 
в Н ош  (Л, В ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть < р е Н о т ( Л ,  В ) , а пере 
е Н Р ( Л , В )  д л я  некоторого натурального п. Существует р а з ­
лож ение A =  K-\-F,  где жр(АС)=0; F  —  свободная группа, 
д о к а зы в а ю щ ая  свободу Яф. Рассмотрим гомоморфизм 
\|>:Л-*-В такой, что -ф (&) =  0, если k<=K, и \ | з ( / ) = ф ( / ) ,  если 
/ е / 7. Очевидно, гомоморфизм свободный и при этом лф =  л\|?.

Теперь мы начнем изучать последовательности для  HF, 
связанны е с последовательностью

Е : 0->А-^>В-^*С^>-0.  ( 2 )

Хорошо известно, что если последовательность (2) точна, то 
д л я  любой группы G точны индуцированные последователь­
ности:

О—»Hom(C, G ) - ^ Н о т ( Я ,  ( 7 ) - ^ Н о т ( Л ,  G),  (3)

О—*Hom(G, Л > - Х н о ш ( 0 ,  £ ) - ^ H o m ( G ,  С), (4)

где р*, а* ,  а*  и р* —'соответствующие индуцированные го­
м оморфизмы (см. [1, с. 216, теорема 44.4]).

П усть  а .А -* -В —  гомоморфизм, а *  и а * — индуцирован­
ные гомом орфизм ы д ля  Нош. Тогда имеет место

Т е о р е м а  6 . a * (H F (5 ,  0 ) ) ^ Н Р ( Л ,  G),
a*(H F(G , Л ) )с = Н Р (0 ,  В).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н уж но  показать, что д ля  ф ,е  
e H F ( B ,  G) и i |> e H F (G ,  Л) получаем а * ( ф ) е Н Р ( Л ,  G) и 
a ( ^ ) e H F ( G , B ) .

С н ач ал а  пусть ф е Н Р ( В , С ) .  И меем разлож ение В = К F, 
г д е ф ( / С ) = 0 ;  F  —  свободная группа. Пусть я  — проекция В  
на F, тогда л а  —  гомоморфизм из Л в F. Следовательно, 
A  =  K ' + F \  где К '= К е г п о ;  F ' ^ l m n a  — свободная группа. 
Очевидно, а ( К ' )  поэтому <ра ( /С ')= 0 ,  откуда  видно, что 
р азлож ен и е  A = K ' @ F '  доказы вает  свободу гомоморфизма 
фос=а* (ф).

Теперь пусть r f e H F f G ,  Л ) .  И меем разлож ение G = K  F, 
где г |? ( / ( )= 0 ;  F  —  свободная группа. Очевидно, ат|з (/С) =  О, 
откуда р азлож ен и е  G = K  + F  доказы вает  свободу гомомор­
ф изм а m |>=a* (ф).

Т еорем а 6 позволяет  определить д л я  гомом орфизм а а:Л-*-
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-*-В индуцированные гомоморфизмы д ля  любой группы G, 
являю щ иеся сужением гомоморфизмов а *  и а* с  группы 
Н о т  на подгруппу H F:

<*нр : H F ( 5 ,  G )-> H F (i4 ,  G ),

®.h f :H F ( G ,  i4 ) -> H F (G , В ) .

Теперь у нас д ля  любой группы G и последовательности
(2) возникаю т две последовательности:

Р* а*
0 ->H F (C , G ) ^ FH F ( B , G ) ^ H F M , G ) ,  (5)

аНР рНР
0-> H F (G , А ) ± *  H F  (G, f i)- i -»HF(G, С).  (6)

Теорема 44.4 из (1] о точности Н ош  ср а зу  позволяет ут­
верж дать ,  что P*hf и a . HF — мономорфизмы (последова­
тельности (5) и (6) точны в первом  «ненулевом» члене) ,  а 
такж е  a*HF P hf  = 0  и p.HF a ” F = 0 .

М ы  хотим выяснить большее о последовательностях (5) и 
(6). Д л я  чего д окаж ем  несколько лемм.

Л е м м а  7. Пусть й а н а  комм утативная  д и аграм м а

ф G 
/  I  ¥

О

с точной строкой. Тогда если < p e H F (G ,  В ) ,  то i | ) e H F ( G ,  Л ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, т а к  к а к  в этом случае 

Кеп|) =>Кег<р, и разлож ение, док азы ваю щ ее  свободу гомомор­
ф изм а <р, док азы вает  свободу гомом орфизм а ф.

Д л я  точной последовательности (2) и произвольной груп­
пы G существует естественный гомом орфизм  £*:iHom (G, С)-*- 
-►Ext(G, А ) ,  связы ваю щ ий  соответствующие к ороткие  точные 
последовательности д л я  Н о т  и E x t в  одну точную длинную 
последовательность (см. [1, теорем а 51.3]). К а к  действует £* 
на H F ( G , C ) ?

Л е м м а  в. £ * ( H F ( G ,  С ) ) =  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассм отрим  ди аграм м у

G

а „ W
£ : 0 - > Л - » Я - ^ С - > 0
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с точной строкой, где «peHFCG, С) .  Используя определение 
свободного гомоморфизма, получаем гомоморфизм t | j : 
дополняю щ ий д иаграм м у (7) до коммутативной. Но сущест­
вование такого гомоморфизма означает, что последователь­
ность £<р расщ епляется  (см. [1, лем м а 51.2]), то есть 
£ * ( ф )  = 0 .

О бозначим суж ение £ *  на H F (G ,  С) через £ “ р . Тогда 
д о к а за н н а я  л ем м а  означает, что I m £ ^ F = 0 .

Теперь рассмотрим диаграм м у

0
1 Ф (8) 

£ :  0 - > Л — В — С - > 0

с точной строкой. О казы вается ,  что если композиция р\|> я в ­
ляется  свободным гомоморфизмом из G в С, то tp можно 
представить некоторым специальным образом.

Л е  м м а 9. рели  в диаграм м е (8) гомоморфизм Рф свобо­
ден, то существуют гомоморфизмы v ^ H o m C G , А)  и \|з0е  
e H F ( G , £ )  такие, что ip =  av-l-ij>o.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  как  p \ |> eH F (G , С), то cyiuecf- 
вует разлож ение G =  K + F ,  где рг|з (ЛГ) =  0; F— свободная груп­
па. И з  ди аграм м ы  (8) тогда получаем диаграм му

К
Ш к

Е : О—>А—*В—*С—>0,

где i|j |a— суж ение ф на К.  Ясно, что pt|5| *  =  0. Поэтому су­
ществует такой гомоморфизм х.К-*-А, что а т = \ |) |* -  (см. л ем ­
му 2.1 из [1]). Естественно, т а к  к ак  К  — прямое слагаемое в 
G, гомоморфизм т  порож дает гомоморфизм у  : G-*-A, д ля  кото­
рого у (F)  = 0  и y ( k )  = x ( k ) ,  если А е / ( .  П олож им  — ay.  
Р ассм отрим  k ^ K ,  (^)— ay) (k )  = ф ( А ) —a y ( k )  = ,ф | / г ( £ ) —
— ax(fc) =  (ф ]* — а т ) ( А ) = 0 .  Значит, г|)о(Л)=0, поэтому р азло ­
ж ение G = K + F  док азы вает  свободу гомоморфизма ijio.

С л е д с т в и е  10. Если в д и аграм м е (7) с точной строкой 
£  гомом орфизм  ф свободен, то существует гомоморфизм 
\ |)o& HF(G , В ) ,  дополняю щ ий диаграм м у  (7) до комм ута­
тивной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о условию существует такой го­
м оморфизм i|y.G-*~B, что ф = Р ф .  По лем ме 9 t|) =  av+*|)o, где 
у е Н о ш ( С ,  А )  и iJ><>eHF(G, В ) ,  так  к ак  p ^ e H F f G ,  С).  Тог­
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д а  <р Р (а у  +  ̂ о) = P a v  +  Pil3o=P'|’o, откуда видно, что t|>o —  ис­
комый гомоморфизм.

Теперь мы в состоянии д ок азать  основной результат  о 
последовательности (6).

Т е о р е м а  11. Д л я  точной последовательности (2) и для 
любой группы G точна индуцированная последовательность

аНР 3НР Я НР

0 -* H F (G ,  i 4 ) - ^ H F ( 0 , 5 ) - i -»HF(G, С)-** 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  как  точна  последовательность

( 4 ), то  н у ж н о  показать ;  а )  Ker p.HF ^  Im  a.HF; б )  точность в 
члене H F(G , С).

а. П усть  ф е К е г р ” р. Т о гд а  t y e H F ( G ,  В ) ,  | t y = 0 .  Рассмот­
рим д и а г р ш м у  ( 8 ). П о  л ем м е 2.1 из  [1] су щ е ст в у ет  такой 
гомом орфизм  f  :G - *  А ,  что  П о  л ем м е  7 свобод­
ный гомом орфизм . Т ак и м  образом , ф = “ГР(т)> т 0  есть
g  Im a.HF. С ледовательн о ,  Ker p” F£ lm < * “ F.

б. В силу леммы 8 д л я  точности в члене H F ( G ,C )  доста­
точно показать, что p.HF — эпиморфизм. Н о  это. фактически 
утверж дается  в следствии 10. Теорема доказана .

К  сож алению , последовательность (5) в общем случае не 
обязан а  бы ть точной.

П р е д л о ж е н и е  12. При фиксированной группе G по­
следовательность (5) точна д ля  любой точной последователь­
ности (2) в том и только том случае , если G —  свободная 
группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  G— несвободная группа, яв ­
ляю щ ая ся  эпиморфным образом  свободной группы F с ядром 
R.  Рассмотрим точную последовательность

a -v /?  f / ? - V f ® f - 1g o g - v 0

с естественными гомоморфизмами. Д а л е е  рассмотрим  гомо­
морфизм y:G-\-G-*-G,  являю щ ийся  проекцией на первую ком­
поненту суммы G + G .  Тогда Кег? —  это вторая  компонента 
этой суммы. Очевидно, гомоморфизм vP является  свободным 
(так  к ак  F ® F —  свободная т р у п п а ) ,  у Р ^ К е г а  h f  , т а к  к ак
v P a = 0 .  Д ал е е ,  v P = P * ( v ) .  гДе у ^ Н о т ^ О ф С ,  G ).  Д ругих 
прообразов, кроме y. У гомом орфизма YPe H F C f ® F ,  G) нет 
(Р *—  м ономорфизм ). Гомоморф изм у  при  этом не является 
свободным: если С - |-С  =  / (® Я , г д е \ ( 7 ( ) = 0 ;  Я  —  свободная

48



группа, то К  содерж ится  во втором слагаем ом  суммы G G, 
значит, первое слагаем ое  этой суммы в пересечении с К  д а ­
ет 0, поэтому изоморфно подгруппе свободной группы Н  — 
противоречие с выбором несвободной группы G. И так, у  — не 
H F -гамоморфизм. Это показывает, что не всякий гомоморфизм 
из KeraHF принадлеж ит Imp*HF • Таким  образом , необходи­
мость условия предлож ения 12 доказана . Достаточность это­
го условия следует из того, что д ля  свободной группы G и 
любой группы М  имеем H om (M , G )= H F (A f ,  G).  Поэтому по­
следовательность  (5) превращ ается в последовательность
(3),  точность которой общеизвестна.

У к а ж е м  те п ер ь  н а  то т  случай, когд а  последовательность
(5 )  б у д ет  точной. Д л я  этого заметим, что К е г а н Р= К е г  а*П 
n H F ( B , r 7 ) = I m ? * n H F ( B , G ) , a  Im P H F = Im P H F n H F (5 ,G ) .  Тем  
сам ы м  если 1ш Ph f - Im  р*, то  КепхнР= 1 т  Ph f , и  п о сл е д о в а те л ь ­
ность (5 )  о к азы в ается  точной. Р авенство  Im p*=Im flHF в ы ­
полнено, к о гд а  Phf=P*, то  есть H F ( C ,  G )= H o m ( C ,  G). 
П о л у ч а ем

П р е д л о ж е н и е  13. П усть  в точной последовательности
(2) группа С такова ,  что H F (C ,  G ) = H o m ( C ,  G), тогда по­
следовательность  (5) точна.

Д л я  дальнейш его рассмотрим класс всех групп М,  д ля  ко­
торых Нош(Л1, Z )  = 0 .  Понятно, что этот класс групп за м к ­
нут относительно расширений, прямых сумм и эпиморфных 
образов групп. М ы получили радикальны й класс групп (см. 
[3, § 2]). П оэтому в каж дой  группе существует м аксим альная  
подгруппа А 0 из этого радикального  класса (радикал  груп­
пы А ,  определяемы й полученным радикальны м  классом).

П р е д л о ж е н и е  14. Пусть в группе А  подгруппа А 0 т а ­
кова, что Homfy40, Z) =  0, в частности, Л 0 —  м аксим альная  
подгруппа с  таким  свойством, тогда HF( A,  В)  (А / А 0, В)
д л я  любой группы В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим точную последователь­
ность

0 ^ А 0- ^ А - ^ * А / А 0-*0
с естественными гомоморфизмами. Ей соответствует индуци­
рованная  последовательность

РГ.р »нр
0 - H F M M 0, £ ) - ^ FH F ( A B ) ^ H F M 0i В),  

последний член которой нулевой (см. предложение 4). Пусть
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Ф:А-*-В— свободный гомоморфизм, А =  К  F, где ф (7С)=0; 
t  — свободная группа. Т ак  как  Н о т  ( А 0, Z )  =  О, то А 0^ К ,  
значит, ф индуцирует гомоморфизм ty.A/A(r*-B  такой, что 
Ф—"ФЭ- При этом имеем разлбж ение А1А0= Ю А 0 F', д л я  ко­
торого г1)(К/Ло) =-фЭ(/С) = Ф ( /С )  = 0 , a F '* = $ (F )£ iF  —  свобод­
ная группа. Это разлож ение док азы вает  свободу гомомор­
ф изм а ^:А1А<г*-В. Таким  образом , произвольный свободный 
гомоморфизм ф:Л-»-В представляется в виде г|>р, где if —  сво­
бодный гомоморфизм. Следовательно, P h f  — эпиморфизм. 
Т ак  ж е  P h f  — мономорфизм (как  суж ение р*). Это доказы ­
вает нужный изоморфизм.

С л е д с т в и е  15. П усть А  —  счетная группа, N — наи­
больш ая подгруппа в А,  такая ,  что Hom(W, Z) =  0. Тогда 
для  люб й группы В  HF(i4, В ) ^ П  В ,  где п = т ( А Ш ) ^ т ' 0.

I)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В сяк ая  счетная группа может быть 

представлена в виде A =  N Fr где Hom(W, Z)  = 0 ,  a F — сво­
бодная группа (см. (1, следствие 19.3]). (Используя предло­
жение 14, получаем H F ( A  B ) ^ H F ( A I N ,  B ) ^ H F ( F ,  В)  =  
=  H o m ( Z, B j ^ n H o m f Z ,  В ) ^ П В ,  где n = r  ( AI N)

n n n
Теперь выясним, к ак  ведет себя H F  по отношению к  пря­

мым суммам.
Т е о р е м а  16. Сущ ествую т естественные изоморфизмы 

H F M , + 5 () - + H F ( A  B t ) и
i t  / 1

H F (  A . 5 ) = n H F ( A , B ) .  
iei

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Естественные изоморфизмы д ля  
H F  являю тся  сужением естественных изоморфизмов для 
Н о т  (см. [1, теоремы 43.1 и 43.2]). П роверим  это.

Пусть  я , — i -я координатная  проекция +  B t -*~Bi Тог-
■

д а  д л я  каж дого  a s H F ( - 4 ,  +  В t ) определен гомоморфизм

п ^ . А - ^ В ^  В силу теоремы 6 я ,  a e H F ( / l ,  В , ) .  Т аким  о б р а­
зом, получаем гомоморфизм т):а-н(.. . ,  я ( а ,  ...) из H F ( A  В ,) 
в H F(i4 ,  B t).  Ясно, что т| — мономорфизм. Рассмотрим  
(..., а, ,  ...) из H F ( A  B t ).  Существует а е Н о т ( Л , @  В , )  
такой, что ос, =  я г а .  Д л я  каж дого  a j ( i = l ,  ..„ п)  имеем р а з ­

* Через Шо обозначается счетное кардинальное число.
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л ож ен и е  A l = K @ ) F l где а 1 ( К 1) = 0 \  / ^ — свободная группа.
Я

П олож и м  / ( = п  Я , .  Тогда, очевидно, AI K  — свободная груп-
I - 1

па. П оэтому А =  К  Н,  где Н  —  свободная группа, а а ,( /С )  =  
= 0  д л я  к аж дого  ( = 1 ,  ..., п.  П оследнее означает, что а ( К )  =  
=  0. Тем самы м  разлож ение А =  К + Н  доказы вает свободу 
гом ом орф изм а а ,  то  есть a e H F ( 7 l ,  +  &i)-  А это означает, 
что т] — эпиморфизм.

Д о к а ж е м  второй изоморфизм. Пусть a e H F ( + / 4 , ,  В) ,
le1

а  a t :A(-*-B— суж ение гомоморфизма а  на A t . Получаем 
отоб раж ение т):а-*(..., a , ,  ...) группы H F (  А , ,  В)  в груп-

пу r l H F  (A t , В )  (так  к ак  в силу теоремы 6, очевидно, а , — 
let

свободный гомоморфизм ). О пять  ясно, ЧТО "П— мономор­
физм. Рассм отрим  элемент (..., а 1г ...) из n H F ( 7 1 j , В ) .  Су-

ier
шествует элем ент а е Н о ш ( ® Л , / В )  такой, что г) (а) =  (...,

<е/ „  а , ,  ...). Д л я  каж дого  f e /  имеет разлож ение A t = K t г , ,
где a, ( Х | ) = 0 ;  F t— свободная группа. Используя эти р а з ­
лож ения, получаем разлож ение + Д = ( @ А ‘. ) +  ( +  Fi  ), где,

le i  W
очевидно, a ( ® / C , ) =  0 , а ® / 7, — свободная группа, значит,

это разлож ен и е  док азы вает  свободу гомоморфизма а. Итак, 
т]— эпиморфизм. Теорема доказана .

С ф орм улируем  теперь у ж е  ясный результат о HF. 
Т е о р е м а  17. H F  есть аддитивный бифунктор из кате­

гории А х А  в категорию А, контравариантный по первому и 
ковариантны й по второму аргументу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что нам нужно показать  
лишь, что д ля  любых гомоморфизмов а:А'-*~А и р :В-+-В' 
к аж ды й  свободный гомоморфизм <р\А-*-В порож дает свобод­
ный гомоморфизм фуа:А'-*-В'. Д л я  этого, последовательно 
прим еняя теорему 6 , сначала  получим, что <pa =  a * ( < p ) e  
e H F (А 1, В ) ,  а затем  р<р<х=р*(фа)e H F ( / T ,  В ') .

О казы вается ,  функтор H F  обладает  очень интересным 
свойством: прямые произведения неизмеримого числа ком ­
понент он переводит в прямые суммы при фиксированном 
втором аргументе. Таким  ж е  свойством обладает  Нош, если 
второй аргумент— у зк ая  группа (см. (2, следствие 94.5]), но 
д л я  H F  такого условия можно избеж ать.

Т е о р е м а  18. П усть  A t ( f e / ) — семейство групп, при­
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чем множество /  неизмеримо. Тогда д ля  произвольной груп­
пы В  сущ ествует естественный изоморфизм Н Р ( П Л 4, B)s<

~  H F ( ^ .  В ) .
1с/
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  с р е Н Р ( П Л , ,  В ) .  Определим

‘е 1
гомоморфизм г):<р—*-(..., , ...), где «р,—  суж ение ф на Л , , в
П Н о т ( Л . ,  В ) .  Теорема 6 позволяет утверж дать ,  что т) дей-
l£t
ствует в H F(i4 ,  , В ) .  Действительно, д ля  < р е Н Р ( П Л (, В)  

i q !  <ег
существует разлож ение П Л ,— K  +  F,  где <p(/C)=0, a F  —  сво-

бодная  группа. С вободная группа является  обобщенно-узкой 
(определение см. в [4]). И спользуя результаты  работы {4, 
след твие 1.1], получаем тогда, что при проектировании 
группы П Л , на ее прямое слагаем ое F  почти все Л, перей-

дут в 0. Тем самы м Л, ^ К  д ля  почти всех / е / .  Таким об­
разом , < р (Л ,) = 0  д ля  почти всех i e / ,  то есть <р, = 0  д л я  поч­
ти всех j ' e / .  И так , действительно, т]— гомоморфизм в пря­
мую сумму.

П о ка ж е м , что vj— эпиморф изм. Если ( . . . ,  <р,,...) принадлё- 
ж и т  H F M , ,  В ) ,  то  ср, 0 д л я  почти всех  i e / ,  а д л я  

te f
всех  i e l  су щ е ст в у ет  р азл о ж ен и е  Л, — г де <p,(/f,)=0; 
/ ^ —с в о б о д н ая  группа ( 0 д л я  почти всех  I).  П усть  J — 

; е / ,  <р,=^0|—к о н еч н о е  п о д м н о ж е ство  в / .  Ясно, что П

А , - П  Л, ( K t F t ) A '  F t , где А ' - П .
t€r \ j  /е /  i£ j t£j 1еГ\ j  iej

О пред елим  т е п е р ь  гом ом орф изм  <р : П Л , - * £ т а к , ч т о  <р(Л') 0,
1е 1

? ( / . )  TiC/i). если  / ,  е / 7,. Очевидно, <р—свободны й гомо­
м орфизм, при с у ж ен и и  <р на Л , п олучаем  гомом орфизм  
Т аким  образом , ( . . . ,  Ы ?)-

П о к а ж е м ,  что т] м оном орф изм . П усть  <р—свободный 
гом ом орф и зм  и з  П  А ,  в  В  и <р,—0 д л я  к а ж д о г о  / г  I .  С ущ е-

с т в у ет  р а з л о ж е н и е  П Л , —K Q F ,  гд е < р (/Г )= 0 ; /^ т -св о б о д н ая

группа. И сп ользуя  то, что г — обобщ енно  у зк а я  группа, и 
т е о р ем у  1.1 и з  [4]  (в  этом месте и сп о л ь зу ется  неизм ери­
мость / ! ) ,  м о ж ем  у тв ер ж д ат ь ,  что с у щ е ст в у ет  конечное 
п о д м н о ж е с т в о  У е /  т а к о е ,  что П  Л, п р о е ц и р у е т с я  в 0  при

/ е / ч /
п роек ти ров ан и и  П  Л , на п р я м о е  слагаем ое  F  ( в д о л ь  К ) .  

№
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Это о зн а ч а е т ,  что  П  А . ^ К ,  т о  есть  п олучаем  <р(П А , )  0.
t e i \ s  i e i \ J

Д а л е е ,  <р (П  A t ) ~ <р(П -A,)-|-V <р(Л,)=0. Это означает, что
i£f  t e t \ J  iej

<р—0 . Т е о р е м а  доказана .
З а м е ч а н и е .  В док азател ьстве  те о р ем ы  18 неи зм ери ­

м ость  м н о ж ества  /  использоввлась  только  д л я  д о к а за т е л ь ­
ства  м оном орф ности  гом ом орф изм а -rj: H F ( 0  A t, В)->х& H F

te< >ег
(Д ,, 5 ) .  С л е д о ва те л ь н о ,  в общ ем  случае  мы м ож ем  у т в е р ­
ж д ать ,  что су щ е с т в у е т  естественны й эпиморф изм  группы 
H F ( n  A t, В )  на г р у п л у  H F ( i4 <t В),  явл яю щ и й ся  суж ен и -

<е/ <е^ я пем естественного  гом ом орф изм а группы  Н ош  (П  Л,, В )
let

в гр у п п у  П  Н ош  ( А , ,  В ) .  
iei

С л е д с т в и е  19. Д л я  любой группы G и неизмеримого 
к ар д и н а л а  п имеем

H F ( n Z ,  G ) ^ J G .
Я п

С л е д с т в и е  20. Д л я  любой группы G, кард инала  m и 
неизмеримого к ар д и нал а  п имеют место изоморфизмы:

H F (I1  Z ,  G ) ^  П О ,
п т  п т

H F (  n Z ,  0 ) ^ П  G.
m n m n

§ 2
Т ак  к ак  H F ( A ,  В)  подгруппа в Н о т ( Л ,  В ) ,  то естест­

венно ввести еще одну группу, определяемую  группами 
А  я В.

О п р е д е л е н и е .  H H F ( A  В ) = Н о т ( Л ,  В ) Ш ¥ ( А ,  В ) .  
Таким  образом , элем ентам и группы H H F ( 4 ,  В \  являю т­

ся классы  эквивалентны х по модулю свободных гомом орф из­
мов элементов группы Н о т ( Л ,  В ) .  Будем  обозначать их
[<р], где < р е Н о т ( Л ,  В ) ,  то есть [ф]= {г(>щНот(Л, В)  | (<р— 
- * ) e H F ( H , f l ) } .

П ример 1. П оскольку  в случае, когда А  или В  свобод­
ные группы, Н ¥ ( А ,  В ) = Ы о т ( А ,  В)  (см. § 1, примеры 1 и
2 ) ,  получаем, что H H F f / l ,  В )  = 0 .

П ереф орм улировав  предлож ения 3 и 4 из § 1 на я зы к  
H H F , получим

П р е д л о ж е н и е  21. 1) H H F(/4 ,  В ) =  0  д л я  фиксиро­
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ванной группы А  и произвольной группы В  в том и только 
том случае, если А  является свободной группой.

2) H H F(/1 , В) =  0 для  фиксированной группы В  и про­
извольной группы А  в том и только том случае, если В  яв­
ляется свободной группой.

П р е д л о ж е н и е  22. Д л я  ненулевой группы В  эквива­
лентны равенства

Нош (Л , Z ) = 0 и H H F  ( А ,  В ) — Н о т  ( А ,  В ) .
О пределение H H F  позволяет ож ид ать  близость свойств 

этой группы к свойствам Н о т  (см. [1, с. 213]).
П р е д л о ж е н и е  23. Если В[л] =  0 д л я  некоторого на­

турального л, то H H F(/1 , В)[л] =  0 д ля  любой группы А.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть [<p]sHHF(.i4, £ ) ,  а л[ф]=0, 

то есть n c p e H F f A  В ) .  Тогда -существует разлож ение А  =  
~ K ^ ) F ,  где Л ф (7 ()= 0 ,  a F  —  свободная группа. Т ак  как 
В[л] =  0, то < р (К )= 0 , откуда то ж е  разлож ение доказывает 
свободу ф. Это означает, что [ф ]=0 . Таким  образом , HHF(i4, 
В)[л] =  0 .

Очевидно, верны следующие утверж дения д ля  H H F  (ср.
I I .  В ) ,  Г ) ,  с. 213]): H H F jU ,  В ) — группа без кручения, если 
В  — группа без кручения; H H F ( j4 ,J 3 ) — д ели м ая  группа без 
кручения, если В  — делим ая  группа без кручения.

П усть а\А-*-В  —  гомоморфизм. Мы знаем , что д ля  любой 
труппы гомоморфизм а  индуцирует гомоморфизмы а ” Р и 
а НР , которые являю тся суж ением  соответствующих гомо­
морфизмов д ля  Н о т .  Н а ш а  за д а ч а  —  определить индуциро­
ванные гомоморфизмы д л я  H H F . Это естественно сделать 
следующ им образом: пусть f o ] e H H F ( G ,  А ) ,  тогда
<*jHF ({ф ])=(«*  (ф)]; пусть ( ^ j e H H F C B ,  G ),  тогда
° н н *  ( № ) = [ « * (if)]. Н уж но  проверить корректность ука­
занных отображ ений. Н о  это очевидно, т а к  к а к  по теореме
6 из § 1 a *  ( H F (G, /1 ))< = H F (G , В )  a a * ( H F ( B ,  G ) ) =  
=  HF(y4, G ). И так , д ля  к аж дого  гом ом орф изм а а : А ^ - В  оп­
р ед ел е н ы  индуцированные гомоморфизмы:

a.HHI' : H H F (G , i4)-»-HHF((7, В),
а*ннр : H H F (B ,  G H - H H F ( A  G ).

Следовательно, д л я  точной последовательности (2) (см. 
§  1) получаем д л я  к аж дой  группы G последовательности: 

«ннг рин.-
H H F (G , j4 ) - ^ - + - H H F ( G , B ) - ^ H H F ( G , C ) ,  (9)

Р*

H H F (C ,  G ) - ^ H H F ( B ,  G ) — >-HHF( A ,  G ) .  (10)
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В силу свойств  гом ом орф изм ов Я* И Р*, Р* и а* д л я  Н о т
л е г к о  п олучаем , что Р.НН| аУн р = 0  и а*Н1 F Phhf 0 .

Д а л е е  мы м о ж ем  оп ред ели ть  гом ом орф изм  f “ HF: H H F  
(G,  C ) - v E x t ( G ,  Л) следующим образом: £ “ HF ([<р]) — 
=  £ * ( ф ) .  где £ * — гомоморфизм из H o m (G , С)  в  E x t(G , Л ) ,  
связы ваю щ ий  точные последовательности д л я  Н ош  и Ext (см. 
(1, теорем а 51.3] ) .  Корректность отображ ения £ h h f  следует
из того, что по лем м е 8 E *(H F (G , С )) 0.

О бозначим  естественный эпиморфизм Н о т ( Л ,  В)  на 
H H F(/1 , В)  через я н н ?  . а естественное вложение H F (А,  В)  
в Н о т ( Л ,  В)  через I ^ h f  ■ Таким образом, например, [ ф ] е  
е Н Н Р ( Л ,  В )  означает, что[ф] =  яйнр (ф)-

Теперь сф ормулируем основной результат о последова­
тельно и (9).

Т е о р е м а  24. Д л я  каж дой точной последовательности
(2) и группы G имеет место комм утативная диаграм м а с 
точнь ми строками и столбцами:

0 0 0
|  «HF I [HF |  £H F

0 ^ H F ( G ,  A  ) - V H F ( G ,  £ ) - = > H F  (G, С)—VO
1 <0,4 I ла.в  I , o , r
1 - I h h f  i  I h h f  4.1 h h f

0->Hom(G, A )  Hom(G,Z?)^»-Hom (G, C)^-*Ext(G, Л ) - к . . - » -0
1,0,4 1,0 Я иол
I HHF <1 HHF 1 HHF

„HHF pHHF fHHF

0 - > H H F ( G ,^ ) ^ H H F  (G, 5 W H H F ( G , C )  E x t ( G H ) - * . . . - * 0
i i i

Д  о к а з а т е л ь с т а о .  Коммутативность диаграм м ы  оче­
видна из определения указанны х гомоморфизмов. Точность 
первой строки д о к а зан а  в теореме 11. Точность второй строки 
общ еизвестна (см. [1, теорема 51.3]).

Д л я  точности третьей строки нужно д ок азать  точность в 
первых четырех ненулевых членах. П ри э т о ^ д л я  д о к а за ­
тельства точности в члене H H F (G ,  А )  нам понадобится при­
рода H F (G ,  А ) ,  а  в остальных членах точность следует из 
точности двух первых строк.

Т очность  в член е  H H F (Q , А ) .  П у сть  a ” HF([<p])=0, где  
[ ? J e H H F ( G ,  Л), то гд а  [**(?)1 =  ° .  о тк у д а  a*(ip)<=Im 1 h h f =
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= H F ( G ,  В),  но  по л ем м е  7 в этом с л у ч ае  < p eH F (G , А).  
Т ак и м  образом , [<р] « н т К ? )  = 0 «  О тсю да a “ HF — м оном ор­
ф изм .

Точность в члене H H F  (G, В).  Im  * ^ HFS  K e r P HHF, так  
к а к  у ж е  отм ечалось, что p„HHFa ^ HF = 0 .  П усть  [ t p ] e K e r p “ HF.
9 e H o m  (G, 5 ) ,  тогда [ M ¥ ) ] = wh h f M ¥ ) = PI1HFwh h f  С ?)= 0 . 
Значит , p* ( tp )eH F (G , С ) — Im  p” HF, о т к у д а  М ? )  — Р. ( ? , ) =  
— W  <p'eH F(G , 5 ) .  Д а л е е ,  (<р— q > ')e K e rP * = Im a * .  
П о это м у  <р <р'—<х*(Ф)> гДе ф е Н о т ( ( 7 ,  А ) .  Т еп е р ь  имеем 
■аННР( [ ф 1 ) =  [<**(Ф)] [ «р — <р'] [?]•  Т ак и м  образом , Кег
Р.йнр<=1т  a HHF.

Точность  в чл ене  H H F (G , С). П усть  [<р] e H H F ( G ,  В).  
И меем  ^ ' н р Р,ннг([<р])=£■*?*(«р)=0. С л е д о в а те ль н о ,  Imp,HHF =  
s K e r f ” 11'1. Т е п е р ь  пусть  [ т ] е К е г  f ” HF, f e H o m  (G, С). 
Т о гд а  Я * ( т ) = 0, о тк у д а  j  e K e r  f * = I m  р*, то  есть  Т=Р*(<р). 
где q > e H o m (G ,  В).  Т а к и м  образом , [т1= Р!*НР( [ ? ] ) е ^т РГН1'" 
Т е м  самы м  Кег f ^ s l m  P,HHF. О тсю да I m P “ HF= K e r £ ” HF.

Точность в члене Ext(G ,v4) следует из точности второй 
строки и того, что I m £ , HHF ImZT*. Теорема доказана .

О братим ся  теперь к последовательности (10). Говорить о 
е е  точности в общ ем  случае не приходится, та к  как  неточна 
д а ж е  последовательность (5 ).  Б олее того, если p HF — моно­
морфизм, то про P h h f  этого у ж е  ск а зать  нельзя. Действи­

тельно, пусть В  — свободная группа, С —  ненулевая группа 
та к а я ,  что Н ош  ( C , Z ) = 0  и С = В 1 А .  Т о г д а  H H F (C , G ) = H o m  
(С ,  G)  д л я  G=j£0 (см. предлож ение 2 2 ) ,  а H H F  (В ,  G)=»0 
[см. предложение 23.1]). О тсю да видно, что если Н о т  (С, 6 ) Ф
ф О ,  то Phhf н е  м он ом орф изм .

Рассм отрим  комм утативную  диаграм м у
0 0 0
1  Р Н Р  г  e HF I

0 -v H F (C , G ) -► H F  ( B , G ) - *  H F  ( A , G )
I  1 HHF .  I  l f i 'H F ,  1 1 HHF .  ( 11)

0-*-Hom(C, G )-* H o m  ( B ,  G)-»- H am  ( A , G ) -*■ E x t  (C , G )
I *<- 0 I «Я .0  | „ А . О  I *4 HHF I  HHF 1 HHF I

0* а *  E *

0-»-H H F(C,G ) H- ^ H H F ( B ,  G ) ™ F H H F( A ,  G )  ™ FE H F (C , G)

J s 5 i
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Здесь  t : E x tfC ,  G)-»-EHF(C, G ) Ext(C , G)IE*(HF(C,  G))  —  
естественный эпиморфизм, а гомоморфизм -£hhf определен 
так:
^ H H F d T l)—, (£ '*(T))- Ясно, что Е h h f  о п р е д е л е н  коррек тн о .

В силу определения всех указанны х гомоморфизмов ди а г ­
рам м а  (11) действительно коммутативна. Средняя строка ее 
точна. П ро гомоморфизмы из первой и третьей строки из­
вестно, что PyF—м оном орф изм , aHF Phf —0, <xHh f  Phhf- О ( т а к  
к ак  а*р*— 0).  Т еп е р ь  п о п ы та ем ся  получить  некоторую  ин­
ф орм ац и ю  о Ker P hhf.  Im Phhf. Ker «hhf- Im ®hhf. Ker E Hm.

Д л я  удобства введем обозначение. П усть a : А-*-В — гомо­
морфизм, тогда д л я  подгруппы С в  В  обозначим через а -1 (С) 
подгруппу в А,  состоящую из всех таких элементов а, что
а (а) еС.

Л  е м м а 25. Д л я  диаграм м ы  (11) имеем

Ker P h h f= * h h f ((P*)-1 (H F (B , G ))) ,  (12)

Ini Phhf =TCHHF(Kera*), (13)

K er aHHF=1tHHF((ot*)-1 (H F (.A ,G )))1 (14 )

Im  * h h f = 1c h h f ( Ker E*), (15)

K ereH H F = « H H F( H F ( i4 ,0 ) + K e r f f * ) .  (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (12). Ker Phhf= { 1chhf( ? )  I f e H o m  
( C ,G ) ,  ichhf P * (? )= ° )  =  f1cHHF ( ? )  | tp e  Horn (C, G ) ,  p* ( ? )  e  
e H F ( B , G ) ) = 4 i ? F( ( ^ ) - 4 H F ( B , G ) ) ) .

( 1 3 ) .  Im PHHF =  PHHF1cHHF(Horn(C, G ))= icpniFp*Horn(C, G ) ) =  
- * g & ( I m P * )  =  * H H F ( K e r  ■ * ) .

(14) аналогично (12).
(15) аналогично (13).
16 K e r £ -HHF== 1* hhf( t ) I <peHom (Л , G), Ĉ hhf *н{?р(?)=0}.е=  

=  {1cHHF('p)l!p s H o m ( i4 ,G ) ,  x(£*(cp))=0) =  (it^HF (<p) I? e  Horn 
(A ,G ) ,  E * ( < f ) ^ E * ( H F ( A , G ) ) } - ^ F(H F (A ,G )+K e i  E*).

Воспользуемся выведенными равенствами д л я  д о к азател ь ­
ства нескольких утверждений.

П р е д л о ж е н и е  26. П усть P h h f  является мономорфиз­
мом д л я  фиксированной группы G и каж дой  точной последо­
вательности  (2), тогда G —  свободная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если G — несвободная группа, то
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рассмотрим (как  в доказательстве  предлож ения 12) точную 
последовательность

0-W ? R - I f  F -+ G Q G - + 0

с естественными гомоморфизмами, где G =  F R \  F— овабодная 
группа. Л егко  видеть (это показано  в доказательстве  предло­
ж ения 12), что гомоморфизм у е Н о ш  (G J j , G ) ,  являю ­
щийся проекцией на первую компоненту суммы G  G, не яв­
ляется  свободным. Тем не менее f e ( P * ) - , ( H F ( / :' F,  G)) ,  так  
как  р * ( т ) е Н о т  ( F  F , G )  H F ( F ( j F , G ) .  Т а к и м  образом,

0=/=itHHF ° ( Т ) е ^ е г  Phhf , то есть P hhf не мономорфизм.
П р е д л о ж е н и е  27. П усть  в точной п оследовательно­

сти (2 )  группа А  таков а ,  что H o m ( ^ , Z )  0. Т о гд а  точна 
п рследовательность

8 а *
HHF HHF

0 H H F(C, G ) — >- H H F ( 5 ,G )— >- H H F( Л , G ) — >- E x t  (С, G ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нош ( A , Z ) = 0 , п оэтом у  HF(-4 G ) = 0 
п о  п р е д л о ж е н и ю  4. И з  д о к азател ьства  п р е д л о ж е н и я  1 4 .  
ясно , что P*HF— и зом орф изм , о тк у д а  с р а зу  получаем , что 
(р ) !(H F ( B ,G ) )  H F (C ,G ) .  П р и м е н я я  теп ер ь  равен ство  (12), 
получаем , что Ker p HHF 1'h h f ( H F ( C ,  G ) ) = 0, т о  есть  P h h f —  
—м оном орф изм . Т ак  к k H F ( ^ , G )  0, то  (а*)- 1(Н Р (Л ,  G ) ) =  
— Ker а* отсю да, и с п о л ь зу я  рав ен ства  (13) и  (14), п о л у ч а ­
ем  I m P n HF= K e r  a HHF, а и сп о л ь зу я  равен ства  (15) и (16), 
получаем  Ker £ h h f  I m a HHF. Т еп ерь , у чи ты вая , что HHF 
{A ,  G ) = H o m  ( A ,  G)  и Ё ‘т р = Е * ,  за вер ш а ем  п р о в е р к у  то ч ­
ности указанной  в условии  п р е д л о ж е н и я  8 п о сл е д о в а те л ь ­
ности.

С л е д с т в и е  28. П усть  Т { А ) — п ер и о д и ч е ск ая  часть 
группы  А .  Т о гд а  H H F(.A , / ? ) ^ Н Н Р ( Л /Г ( Л ) ,  В )  д л я  лю бой 
группы  В.

С л е д с т в и е  29. П у сть  Л — п о д груп п а  г р у п п ы  В  т акая ,  
что  д л я  н ек о то р о й  груп п ы  0 = ^ 0  им еем  Н ош  (Л , G ) = О, 
тогд а  H H F ( 5 M , G ) ^ H H F ( 5 , G ) .

Т е о р е м а  30. Н Н Р (Л ,  +  H H F M , В,) ,
i t  i - i

H H F ( + Л „ Я ) ~ П Н Н Р ( Л 4, В).  
iei ier
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П ервы й  изом орф изм . П усть  -ц: Н о т  

( Л ,  В , )-»■ +  Н о т  (Л ,  В, )—естественны й, изом орф изм  (см.
\ 1 / i-1
до к азател ьство  тео р ем ы  43.2 из  [1 ]) .  В доказательстве  т е о ­

р ем ы  16 п ок азан о , что т) ( H F ^ i4 ,  ^ i j ) =  H F  ( А ,  В ,) .

С л е д о в а те ль н о ,  им еем  H H F ^Л, B , j —Н о т  | А , В , j /H F

( а , 4 - В ,)=*  +  Н о т  ( A ,  B f ) /  " H F  (Л , £ , ) * !  +  H o m ( ^ , 5 () /H F
\ (=i / i - i  i- i  I i
( A ,  B t ) =  " H H F  (A , В,).

i-i
В торой  и зо м о р ф и зм . П усть  -»j: Н о т  ( Л (, В)-»-П Н о т  (Л,,

ie> ie>
В ) — естественны й  изом орф изм  (см. доказательство  те о р ем ы  
43.1  и з  [1]). В доказательстве  теорем ы  16 показано, что 
T j(H F (+  А х, В ) ) = П  Н Р (Л ,,  В ) .  С ледовательно, и м еем  H H F  

ter >е/
( +  Л „ В ) = Н о т  ( О Л , ,  B ) /H F (  +  Л „  В ) ^ П Н о т  (Л „  B ) / n H F  
let let iel  <e / let

( Л „  В ) ^ П  Н о т  ( Л „  В ) /Н Р ( Л „  B ) = П  Н Н Р ( Л „  В).  
ler ief

Т е о р е м а  31. H H F  есть  аддитивный биф унктор  из  к а т е ­
гории  А х А  в к атего р ию  А, контравариантны й  по первом у  
и ^ о в а р и а н т н ы й  по  втором у аргум енту .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у сть  а :  Л'-*-Л, р :/?->-В ' — ф и к ­
сированны е гом ом орф и зм ы . О пределим  H H F(a, P ) : H H F  
( Л ,  В )->-Н Н Р(Л /, В ' )  след ую щ и м  обрчзом: H H F(*, Р)([<р])= 
= [Р с р а ] = [ Н о т ( а ,  Р)(<р)]. Д о к а ж е м  к о ррек тн ость  о т о б р а ж е ­
н и я  H H F  (а, Р). П у с т ь  (tр, — <р2) е Н Р ( Л ,В ) .  Тогда [ р ^ а —
■ — Р?2а1= [Р(?1— ¥2)*]’ гДе P(?i — 92)*̂ HF( В') (см. теорему
17). Следовательно, [P(<Pi— ЧРз)®]— 0. Ясно, что HHF (а, Р)—

а '  а  0 0'
гом ом орф и зм . П ри  А "  —*■ Л '—►Л и В-*-В'-*-В" получаем  H H F  
(«*'. Р'РХ [ ? ] ) = [  Н о т  («*', Р 'Р )(ср)]= [Н от  (а', Р ')  Н о т  (а, Р) 
(? ) ] = H H F ( . ' ,P ' ) ( [ H o m ( a ,  Р) ( < p ) ) -H H F (« ' ,  P ')HHF(«, P)([<pJ). 
Д а л е е ,  H H F  (1Л, 1в) ([< р ])= [Н о т  (1д , l e)(?)I=[<p], тем  самым 
H H F  (1 Д, 1b ) = 1h h f  (а ,в) . И так , H H F  — ф у н к то р .  А ддитив­
ность этого ф унктора у к а за н а  в теореме 30.

О тметим, что  функторов H F  и H H F  наиболее интересны­
ми являю тся  группы, обл адаю щ ие достаточным числам сво­
бодных прям ы х слагаем ы х (см. следствия 19, 20). Вообще 
эти функторы не реагирую т на фатсторизацтда группы по под­
группе, не имеющей свободных прям ы х слагаем ы х (см. пред­
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лож ение 14 и следствие 28, 29). Н аиболее богаты прямыми 
свободными слагаем ы м и прямые произведения свободных 
групп. П риведем интересное свойство ф унктора H H F , связан­
ное с этими группами.

П р е д л о ж е н и е  32. П усть  Е Д / е / ) —свободны е группы, 
м нож ество  /  неизмеримо; С / Д / е / ) — ред уцированны е группы 
б е з  кручен ия , т о гд а  H H F (H  F t, G j ) o z  H H F ( П F ,,0O y).

t e j  i e-f ie J  <e/  ie-> 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  О пред ел им  о то б р аж ен и е  t ; H H F  

(П  F t, G j )-*-П H H F ( n  F lt G j )  сл едую щ и м  образом: 
i £ i  ie  J ieJ  le r

т([ «p]) ( .. . , [*y f] , . . .) ,  где « у : G j - ^ G j —  п р о ек ц и я .  Отобра-
JeJж е н и е  t  о п р ед ел ен о  к ор р ек тн о .  Д ей стви тельн о , если (<?,— 

— cp2) e H F  ( П / 7,, Gj) ,  то  л/ср, — cpa) e H F  (П  F lt Gj)  по
le/ ieJ ier

те о р ем е  6 . Т аким  образом , fity срг J— tp2]. Ясно, что t — 
гом ом орф изм .

И з  р езу л ь та то в  работы  [5] (см. [5, следствие  1.6]) сле­
д у е т ,  что д л я  лю бого  гом ом орф изм а <р: П  F(-*Q) Gj  суще-

ствую т конечны е п одм н ож ества  I ' ^ I  и J ' ^ J  такие , что 
<?(П F^)<=, Gj.  В озникает р а з л о ж е н и е  д л я  к аж д о го  гомо­
не/ <’ eJ'
м о р ф и зм а  <р: П  F ,  П  F .  F,,  к о то р о е  мы будем

te i  te r  г  l e i '  
н азы вать  специальны м  ^ -р а зл о ж е н и ем  гр у п п ы .

П о к а ж е м , что о р а з  т л е ж и т  в H H F  (П  F,,  G}). П усть
eJ fe1

<реНош (П  F „  Gj).  Т о гд а  с у щ е ст в у ет  сп ец и ал ь н о е  <р—
let ieJ

р а з л о ж е н и е  П  F  П  F.  F , .  Рассм отрим  гомоморфизм 
/е / ie /  л  /е /- 

<р' такой  что ? ' ( / )  <?(/) д л я  / е =  П  F h а  <р'(ч  О-
/е/  / '  »6/ '

Т о гд а  (<р — ф 'Н П  F t) 0. Знзч ит , специальное  <р-разложе-
ief  / '

нне д л я  П  F t д о к а зы в а е т  св о б о д у  го м о м о р ф и зм а  <р— <р'. 
  t e i
О тсю да [ ? ]  [<р']. Д а л е е ,  <р'(П F t)— <р(П F t) ^  Gh  где

i e '  t e i \ i '  ie J '
J  — конечное  п о д м н о ж е ст в о  в J .  П о это м у  для  почти всех 
у е /  им еем  i y / = 0 .  Т ак и м  образом , ‘t ( [ 'p ] )= '* ( [ tp ' ] )= ( . . .1l*y 
9 '],_...), где  д л я  почти всех  / е /  им еем  [« /< р ']=0 .

П о к а ж е м , что  о б р а з  х со в п ад ает  с H H F  (П  F t, О Д
/ £•? ie?

Д ей стви тел ьн о , если  (...,[<!>,],...)£= H H F ( n  F,,  О Д  т о  / ' =
f£j  (cl

=  { J ^ S \ [ коне чное  м н о ж ес тв о .  О п р ед ел и м  гомо-
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м орф изм  <р«=2 ? l ' H H F ( n  F t , ®  G ]) -* @  H H F ( n  F lt Gj).
ie -f' l e t  /е /  ie-f W

Т о г д а  очевидно, ' ( [ ? ] ) —( . . . , [ ? / ] , ...)•
П о к а ж е м ,  что  т— м ономорфизм. П усть  *([<р])—0. Это 

означает, что 4ty<peHF(n F t, Gj)  д л я  к а ж д о г о  / е / .  П усть  
ie r

П  F , — П  ^ 1+ +  F a— специальное <р-разложение. И меем
«е /  i g i \ r  ie r
<р(П r . ) ^  Gj,  где У '— конечное п о д м н о ж ество  в J .  О бо-

te i \ f  ie j ’
значим ч е р е з  <р' с у ж ен и е  гом ом орф изм а <р на П  F t. Т огда

1еГ\/ ’
<р'— 2  где <рj  « , ср. Д л я  у е / '  су щ е ству ет  р азл о ж ен и е

ie-f'
П  F — K £ ) H j ,  д о к азы ваю щ ее  свободу  <р/, где <ру(/Гу)=0; 
t e w
H i —с в о б о д н а я  группа. П о л о ж и м  К = [ \ К , .  О чевидно, (П

feJ'
F . ) / n  с в о б о д н ая  гр уп п а , п оэтом у  П F . — K  F ,  где F —

св о б о д н а я  группа. Т е п е р ь  <р(А") — <р'(/0 2  f j ( K )  0- Но
eJ'

т о г д а  р а з л о ж е н и е  П  F,  К  F  F ,  д о к а зы ва ет  свободу 
i e '  W

гом ом орф и зм а  <р, то  есть  [<р] 0. И так, т — мономорф изм . 
П р е д л о ж е н и е  доказано .

Теперь покаж ем , к ак  функтор H H F  вы деляет известные 
классы  абелевы х групп.

Среди групп без кручения имеется интересный класс узких 
групп (см. [2, § 94, 95]).

П р е д л о ж е н и е  33. Группа без  к р у ч е н и я  А  я в л я е т с я  у з ­
к ой  тогд а  и  то л ь к о  тогда, когд а  H H F  (Я, А )  0, где  Я —

= П < е „ > ,  0 ( е „ )= о о .
Я»=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  А — у з к а я  группа, тогд а  д л я  
00

к а ж д о г о  <р: П < е я >->-Л  су щ еству ет  м н о ж ество  и н дексов  J
Л I оо

такое ,  что | / | < о о ,  < р ( П < е „ > ) = 0 .  Р азл о ж е н и е  П <  еп >  =
U £ J  Я  1

=  П  < е п>  ( < е „ > )  д о к азы вает  свободу  <р. Т ак и м  о бра -
ne-f . т neJ . ю

зом , HF( П  Z ,  A ) — Homf П  Z ,  А
\л=1 'л-1

О братно . П у ст ь  H F ^ n Z ,  A^j =  Н о ш ^ П  Z ,  A^j. Т огда  д л я
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е о  о о

лю бого  <р : П Z ^ - A  с у щ е ст в у ет  р а з л о ж е н и е  П  Z  =  A“® F ,
It 1 n—1

где F  св о б о д н ая  группа, а <р(Я") 0. Т а к  как  Т7—у з к а я  
группа (см. [2, т е о р ем а  95.3]),  то  су щ е с т в у е т  конечное

е о

м нож ество  индексов  J  такое ,  что ,при п р о ек ти р о в ан и и  П  Z
л—1

на F  п о дгруп п а  П  Z  п е р е х о д и т  в 0. Т о  есть  П  Z ^ K .
ncj  n£j

С ледовательн о , <р (П  Z) 0. О тсю да Л —у з к а я  группа.
ngJ

Теперь, применяя теорему 24 и предлож ение 32, получаем 
хорошо известные ф акты  об узких группах: класс узких 
групп амкнут относительно подгрупп, расширений и прямых 
сумм.

Теперь пусть L —  класс групп, замкнутый относительно 
подгрупп и расширений. П о этому классу определяем  чистоту 
в категории абелевых групп: подгруппа 4  будет О — L-чистой 
в группе В,  если существует та к а я  подгруппа С в  В,  что 
i 4 f | C = 0  и В (Л  C ) e L  (см. [6]). Если U — класс групп, 
замкнутый относительно фактор-групп и расширений, то мож­
но определить ещ е одну чистоту: подгруппа А  будет U — 
О-чистой в группе В,  если существует т а к а я  подгруппа С в 
В,  что Л П С ^ и  'и В = А - \ - С  (см . [6 ]). П у ст ь  P o - l  (соответ­
ственно  Р и _ о  )— класс п р о ек ти в н ы х  групп  дЛ я 0 — L -чис- 
тоты  (соответственно U — 0-чистоты ).  В [6 ] б ы л о  доказано, 
что

Р и -о  =  |G |E x t ( G ,  Л ) — 0 V  ^ e U ) .

О казы вается , функтор H H F  аналогичным образом  выде­
ля ет  класс Р  о— l  •

П р е д л о ж е н и е  34. P o~ l— [G | H H F(G , Z .) = 0  М .  
Д оказательство . Это легко следует из описания класса 

Р о - ь  , данного в теореме 5 из [7]. Т а к а я  характеризация  
класса Р  о- l  позволяет на основании свойств функтора H H F  
получить ряд  свойств этого класса.

П р е д л о ж е н и е  35. П у с т ь G e P o - l . G0s G ,  Н о ш  (G0, Z ) = 0 .  
Т о гд а  G /G 0e P o _ L .

Д о к аза тел ь ств о  следует из предлож ения 27. В этом сл у ­
чае точна последовательность &-*-HHF(G/G0,L)-»-H H F-*-(G ,
I)-* -H H F (G o , L)  д л я  любой группы L e L ,  а средний член этой 
последовательности нулевой.

П р е д л о ж е н и е  36. П усть  G 0s G ,  Horn (G0, £ ) = 0  ц ля  л ю ­
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бой  группы  L  и з  L. Т о гд а  O e P o _ L в том  и тол ько  том  
случ ае ,  если  GIG0e P o - i .  .

Д оказательство . П рименяем  следствие 29.
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О К О Л Ь Ц А Х  НА А Б Е Л Е В Ы Х  ГР У П П А Х  Б Е З  КР УЧ ЕНИ Я

Е. И. Компанцева

В [1] сф ормулирована проблема описания абсолютного р а­
д и к а л а  Д ж екоб сона и абсолютного ниль-радикала  абелевой 
группы. П од абсолютным радикалом  Д ж екоб сон а  (абсолют­
ным ниль-радикалам ) абелевой группы G понимается пере­
сечение R * ( G )  (N * ( G ) )  р ад и к ал ов  Д ж екоб сон а  (верхних 
ниль-раднкалов) всех ассоциативных колец, построенных на 
G как  на аддитивной грутопе.

В [2] показано, что если абелева группа G содержит не­
нулевую делимую подгруппу без кручения, то абсолютный 
радикал  Д ж екобсона группы G совпадает  с  подгруппой Фрат- 
тини ее периодической части. И з  этого следует, что д ля  абе­
левой группы без кручения G, не являю щ ейся  редуцирован­
ной, N* (G) = R *  (G) =  {0}, и вопрос об описании абшлютных 
радикелов  абелевых групп без кручения сводится к  изуче­
нию редуцированных групп.

В данной работе описаны абсолютные рад икалы  редуци­
рованных групп из двух классов абелевы х групп без круче­
ния: векторных сепарабельны х групп и вполне разлож имы х 
групп.

Н ам и рассм атриваю тся только абелевы  группы, и слово 
«группа» всюду в дальнейш ем  означает  аб елева  группа. Ис­
пользуются следующие определения и обозначения. Умноже­
нием на группе G назы вается гомом орфизм  ц: G®G-»-G. Это 
умножение часто будем обозначать  знакам  X .  т. е. для  лю­
бы х элементов и g 2 из G yi,(g\ ^>gi) = g i ' X g 2- Умножение |i 
на группе G определяет некоторое кольцо, аддитивная группа 
которого совпад ает  с G, это кольцо назы вается  кольцом  на 
группе G и обозначается (G, ц ) ,  р ад и к ал  Д ж екоб сон а  коль­
ца (G (х), (если оно ассоциативно) обозначается R ( G ,  ц), 
верхний ниль-радикал  —  N ( G ,  ц) (или соответствен­
но (G, X ) ,  R ( G ,  X ) .  N ( G ,  X ) ) -  В сегда р  обозначает  не­
которое простое число; N — м нож ество  натуральны х чисел;
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( ( G ) — тип однородной группы без  кручения G; ( (g )  и (g ) 
обоэиачаю т соответственно тип и характеристику  элемента 
g e G .  Элемент прямого произведения П О , записывается в

>е
виде (g t )iert где g , e G , .  З а  всеми определениями, если не 
оговорено противное, мы отсылаем  к [1, 3].

Л е м м а  1. Д л я  любого множества индексов I и д л я  л ю ­
бого семейства групп { G , | i e / }  имеют 'место следующие 
включения:

j V * ( n G , ) g = n  N * ( G t),
Ic f l£f

W * ( 0  G , ) ^ +  N*(G i) ,

/?*(!1 C , )  £=*П R*(Gi) ,

0 , ) = ®  /?•(<?,).tei
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  А  и В —произвольны е г р у п ­

пы, в [2 ]  показано , что /?* (Л + В ) ^ / ? * ( Л ) 0 / ? * ( В ) .  Д о к аж е м , 
что  N * ( A Q B ) ^ N * ( A ) ( £ , N * ( B ) .  П усть  a + b t £ N * ( A ) + N * ( B )  
( а ^ А , Ь ^ В ) .  Д оп усти м  a q k N * ( A ) ,  т .е  сущ ествует  такое  
ассоциативное ум н о ж ен и е  ц на А,  что а ф \ ( А ,  ц). О п р е­
дел и м  у м н о ж е н и е  |1 на А - \ - В  следую щ им  образом:

( a lt а 2^ А ) ( \ / Ь 1Ь2̂ В )
Ж й 1 + М ® ( а г + * 2 ) ]—

Т ак  к ак  a g : N ( A ,  ц ) ,  то существует такой элемент и, принад­
леж ащ и й  идеалу, порождейному элементом а в кольце 
(А,  ц ) ,  что при любом n ^ N  и"  Ф О  ( и п— степень элемента 
и  в кольце (А,  ц ) ) .  Л егк о  видеть, что и  имеет вид u = v - \ - m b ,  
где эл ем ен т  v  п р и н а д л е ж и т  идеалу , п оро ж д ен н о м у  элем ентом  
а + б в  кольце (AQ В,  р ) ,  т  — целое число. Тогда при любом 
натуральном  n ^ 2 v "  =  ( u — m b ) "  и'’̂ 0(г>'1— степень элем ен­
ту и в кольце (А В , ji), т. е. элем ент  а-\-Ь порож дает в коль­
ц а  ( А С ) В ,  {Г) идеал, « е  являю щ ийся ниль-идеалом. Значит, 
a - \ - b ^ N *  (Л +  В ) , откуда следует нужное включение.

Д о к а ж е м  теп ерь , что N*(11 ( 7 , ) ^ П  N * ( G t ). П усть  g =
ie> . ief

= ( g i ) t e r ^ T l  Gh g # . П  N * ( G t), т .е .  сущ ествует  такой  индекс 
lei ler

у е / ,  что  g j ^ L N * ( G j ) .  В ы д е л я я  гр у п п у  G} прям ы м  сл а га е ­
мым в гр уп п е  П  G, и п р и м ен я я  д ок азан н ое  вы ш е вклю че- 

le1
н и е ,  п олучим , что g e L N * ( T l  G.)  и, значит, . \ * ( П  С , ) ^ П

iei ‘ei >е i
N * ( G t).

О стальны е вклю чения доказы ваю тся  аналогично.
3 Заказ 4223 (35



Л е м м а .  2. П усть ( G, X ) — ассоциативное кольцо ,g e G .  
П усть существует такой элемент 6e G ,  что g- \ -b— явля­
ется квазирегулярньгм элементом кольца (G,  X ) .  Тогда g  
является квазирегулярны м  элементом этого кольца.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверж дение лем мы  следует из 
того ф акта , что множество элементов группы G с  заданной 
на нем круговой» композицией 0, определяемой следующим 
образом:

( £ i.  g ^ G) £1 0 £ 2= £ 1+£1  “  g i X g *
является полугруппой [3, с. 20].

Л е м м а  3. Пусть G = R\ R 2, где R t, R 2— группы без кру­
чения ранга 1 такие, что  t ( R  1) — неидемпотентный тип, 
4 R 2) — идем потентный тип и t ( R i ) ^ t ( R 2).  П усть g — такое 
простое число, что g R 2^ R 2, тогда

R * (G )  =  q R ^ r \ p R 2,

N * ( G ) - \ 0).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запиш ем  группу G в виде G =  

= R xa x R 2a2, вы брав элементы а х и а2 таким  образом, чтобы 
в характеристике %(а2) были только нули и символы оо, а в 
%(а2) нули стояли на всех тех местах, где в %(а2) стоят нули. 
Тогда можно о п р ед ел и ть  умножение X  на G, положив

Я2— А] ^2—й 2ш

Зам етим , что R 2 а 2 —  и д е ал  кольц а  (G , X ) .
Т ак  как  R * ( R 2'i2)—( Л Р%г)а л [2, л ем м а  -2], то  по  лемме

1 ^?*(G)<=/?*(j'?1a 1) + ( n  p R 2)a2. П усть  g = r 1a 1+ r 2a 2e /? * (G ) ,
р

где  r x^ R u r 2< = Q p R 2. Д о п у сти м , r $ : q R x. Г р у п п у  R x можно
р

рассм атривать  как  подгруппу  группы  R 2. В группе R 2 рас­

см отрим  элем ен т  г х+ г г - j i n ,  I — ц ел ы е числа). Т ак  как 

r 2^ ( \ p R 2 и r x ^ i q R x, то  q  не д е л и т  п  (очевидно , q  не де-
р

л и т  / ) .  С ледовательно , сущ ествую т ц ел ы е  числа s и t  такие, 
что q t + n s  1. Т ак  как  g ^ R * ( G )  т о  g X a J= ( r 1+ r 2)a2=

~ a 2e R ( G ,  ). С ледовательно , n S22^  R  ( G , X )  f] ( tfaa 2- X H  

= R ( R 2^2 )• Значит, су щ е ст в у ет  эл е м е н т -^ -а 2 е  R 2a 2(c, d  — 
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ц ел ы е  числа, q  не д е л и т  d ) такой , что n s a 2+ - ^ - a а— \ ^ n s  j

а 2= 0 , о т к у д а  n s +  ^ - n s = n s  + ^ - ( l — n s ) — n s - \ - ^ - q t  0 .

С л е д о в а те л ь н о ,  n s d + c q t = 0, что я в л я е т с я  противоречием, 
та к  как  ни одно  и з  чисел t t , s , d  не  де л и тс я  на q.  Т аким  
образом , g ^ R * ( G )  и R * ( G ) ^ q R l +  C\pRt .

р
Т ак  как  лю бое  н енулевое  кольцо  на группе R t f i  не  

и м еет  д е л и те л е й  н у л я  [ 1, теорем а 121. 1 ], то  N * ( R 2i ^ )  (0 )
и, с л е д о в а т е л ь н о ,N * ( G ) ^ N * ( R la l ). П усть g  - / y Z i & V ^ G ) .  
Д оп усти м , г хф 0 ,  тогда g  а 2 r xa 2^ . N ( G ,  х ) .  Но R t f 2 — 
и д е ал  кольца ( G .X ) ,  не им ею щ ий дел и телей  н у л я ,  сл е д о в а ­
те л ьн о ,  N * ( G )  {0}.

Л е м м а  4. П усть  / —неизм ерим ое м нож ество , G —П  R t,
/б/гд е  все R t —  редуцированны е группы  без  кручен ия  ранга 1 

одного  и того  ж е  идем потентного  типа, t .  Т огда f ] p G ^ R *
р

(G ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  g е  f| pG  и р . : G ® G G —

р
ассоциативное умножение на G. Т ак  к ак  G — сепарабельная  
однородная группа [1, лем м а 96.4], то сервантная  подгруппа, 
порож денная элементам  g,  выделяется в G прямым сл а га е ­
мым [1, предложение 87.2]. Т ак  к ак  каж дое прямое слагаемое 
группы G изоморфно прямому произведению некоторого под­
семейства груихп R ,  [1, § 96, упр. 10], то можно считать, что 
G = R i +  П R, ,  / = { 1 )  и Л  и

i
Р ассм отрим  гр у п п у  С = П / ? 4, где  R —Z -а д и ч е с к о е допол-

t£l
нение группы R t . Т ак  к ак  группа G — алгебраически ком­
пактна, G — серван тн ая  подгруппа группы G и фактор-груп­
па GIG делим а , то G является  сервантно инъективной оболоч­
кой группы G. Следовательно, умножение ц на G однозначно 
продолж ается до ассоциативного умножения на G [1, след­
ствие 119.4]. В кольце (G, ц) элемент g  имеет квазиобратный 
элемент

b = W m \ — g — g 2------------g n\n£w,
где зн ак  предела обозначает предел последовательности К о­
ши в 2 -адическ<}й топологии на группе G; g a — п-я  степень 
элемента g  в  кольце (О,  ц ) .

Обозначим через я / проекцию G на группу р |  , тогда су-
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жение Я / на группу G есть проекция G на R t . П усть k e l ,  
покажем, что п к ( b ) ^ R k, т. е. что b e G .  Рассмотрим  гомомор­
физм ф: G-*-Rk , определенный следующ им образом:

( V c e G )  <р(с)=**ц(с® £).
Т ак  как  R k—у з к а я  гр у п п а ,  то  почти  д л я  всех  1 ^ 1

<р(Я/)— — (0J
[1, теорем а  94 .4 ].  Р ассм отрим  м н о ж е с т в а

5 — /  М ,  тогд а  М —конечное м нож ество . П усть  G m = O R , ,
i e m

GM=  R i и Tj— п р о е к ц и я  группы  G на гр у п п у  См,  сужение
16М

т1 на группу  G есть п р о е к ц и я  G  на G m . Т а к  к ак  ep(-f- /? , )=
les

О и м нож ество  I  неизм ерим о , то  <р(П /? ^ )=  {0} [1, теорема

94.41, сл едовательно , <p(G)— ®( R , ) ,  т .е .
»ем

(V c< = G ) ^ ( c ® g ) = n * n ( 7 ] ( c ) ® g ) .  (1):

Рассм отрим  гом ом орф изм  тщ : G ® G -* -G M, су ж ен и е  т;цна 
группу G m ® G m я в л я е т с я  у м н о ж ен и е м  на группе G M, т.е. 
о п р ед ел е н о  кольцо  ( Gm,  ^ ) .  Н етрудн о  видеть, что (Gm,  т^ )— 
п о дк ол ьц о  кольца ( G M, ч ц ) .  О бозначим  д л я  лю бы х элемен­
то в  g u g 2^ G M g ^ g r = M g i ® g i )  и  g ^ g i X g , . ,  g ' f ' - g ' f  ч *

Т ак  как  группа G M ал геб р аи ч ес к и  ком п актн а и g ^ G u ,
то  оп р ед ел е н  эл ем ен т  6 '= l i m { — g — g [2J G M
(п р е д е л  б ер ется  в Z -адической топол огии  на G M), который 
у д о в л е т в о р я е т  уравнению

g + j c - j c * g = 0 .  (2)

П о к а ж е м ,  что  в ко ль ц е  ( Gm , * )  это  уравн ен и е  м ож ет 
им еть  не более  одного  реш е н и я .  П усть  с у щ е с т в у ю т  такие 
эл ем ен ты  cv c 2<=GM, что  g x-{-Ci— cl- * - g = g + c 2— c2* g = 0 ,  тог­
да  сх— с2 ( f a  — с2) *  £ ) = ( •  • -(Ci— c2)-X-g)- • д л я  любого 
числа со м н о ж и т ел ей  g.  Т ак  как  g e f )  pG,  то  элемент

р
с ,—с2 п р и н ад л еж и т  де л и м о й  п о дгруп п е  редуцированной  
гр у п п ы  Gm- т . е. ^ —^ = 0 .

П о к а ж е м , что  у р ав н ен и е  (2 )  и м еет  р еш е н и е  в кольце 
(Gm , * ) .  Б ез  п о те р и  об щ н о сти  м о ж н о  считать, что  М = \  1,2,.
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где  k ,  n —  т т у р а л ь ч ы е  числа и k  п.  Запиш ем  
группу  Gm в  виде G m R i x+ - - -  R a n, где R — подкольцо 
с  единицей  1 кольца рациональны х чисел. П усть  g = r ^ a x, 
х  -------- \ - х ^ г п (лгг  х п (= /?, r v е  П p R ) ,  тогд а  из урав-

р
н ен и я  (2 )  получаем  систему уравнений:

r xa x+ x xa x— ^ ( - ^ ( a ^ a j )  О,

. х па п— кл‘х хг х( а х*  ) ) ----------- к П( х пг х( а п* а х ) ) = 0 .

О бозначив  д л я  лю бы х it(( a , * « i )  xlta h получим
систем у  уравнений  над  кольцом  R :

r x+ x x— x xr xxn — - ' - ~ x nr xxxn= 0 ,  
х 2— х хг хт1х--------- x nr x-z2n О,

. X п  Х хГ • • • Х ПГ  1 * „ „ = 0

и ли
( l - r ^ n ) ^  —  Г х\ 2Х 2-------------r l Zl n X „  Г х,

—•Ti‘c21a:1+ (   r , x 2nx n- 0 ,

- Г ^ ЛХ х~ Г х*п2Х 2---------- ( 1 — ̂ 1'еяя)3ся= 0 .

Эта систем а им еет  реш ен и е  (bx  Ьп) в  кольце  R ,  так как
ее  о п р ед ел и те л ь  обратим  в этом кольце . С ледовательно,
уравн ен и е  (2) им еет  р еш ен и е  Ьха х-1-------- 1-Ьпт„ в кольце
(Ом,  %). П оск ольк у  в кольц е  (< 3 ц ,* )  уравнение (2 )  им еет
единственное реш ен и е Ь', то  b ' = b xa x-\ \-Ь„я„ и, значит,
* k ( b ' ) e z R k.

П о к а ж е м ,  что ък(Ь)— ъл(Ь').  Н етрудно  видеть, что пос­
лед ов  ательности

( - * * ( £ ) - тс*(£2)----------- *k(gn)\neN ,

\ — Kk ( g ) - Kl,(g121)-----------
являю тся последовательностями Коши элементов группы R n 
в Z -аДической топологии и

ic*(6 ) = l i m { - i t * ( £ ) ------------- ^ ( g ' O U e ' v ,

{— **(£)---------- **(g [e))UeAr.

С л ед о ватель н о , достаточно  д оказать ,  что K„(gn) =  ^ ( ^ [я]).
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О ю з т ч а я  у м н ож ен и е  ц на группе G з н а к о м Х . и з  (1 )  бу* 
дем иметь

**(£") "* ( (*  S)  g"  2) 
K*(ri(g g )  S n~2) *k((gm  g )  g n 3=  
Kk(ri(gm  g )  g"  3) *k(gm x g n~3)—

■ ■ ■ * k (g ln')-

С л ед о ватель н о , r.k(b)  ъ к{Ь') e R k. Т ак  как  А—произвольный 
индекс  из  / ,  то  в 6 е П  R k G.

к£/
Т аким  образом , П p G  я в л я е т с я  к в ази р е гу л я р н ы м  идеа-

р
л о м  кольца (G, ц) и, значит, П p G ^ R ( G ,  ц). В силу  произ-

р
вольности  у м н о ж ен и я  ц на  G f| p G ^ R * ( G ) .  Л емм а доказана.

р
Д ал е е  будем попользовать следующие обозначения и оп- 

ред €1ение. П усть {G,  | г 'е / )  — семейство редуцированных од­
нородных групп без кручения и J — подмножество множест­
ва /  Тогда T ( J ) — множество различных типов в семействе 
{ t (G  ,) | / е / }  и д л я  к аж дого

t e /  J M = [ j e J \ t ( G , )  t (G,) \ .
О бозначим / а ( t e / K ( G , ) — идем потентны й  тип} и д л я  лю ­
бого  i e /

Л , =  1 /7 |(н*еЕ /J*>) p G k^ G k\.

Если / s / 0, то  J '  =  [ j ^ J \  t  (Gj)  содерж ит конечное число 
нулей}.

О п р е д е л е н и е .  Группа G { удовлетворяет условию (а ) ,  
если существует счетное подмножество (й , f2, ...} множества 
I  такое, что i =  »i, и д л я  любого n ^ N

*«>ы i )  Ч 0 1я) Ч 0 1п).

О пределим подмножество / ,  7, /  м нож ества /  следующим 
образом: / =  { i e / | / (o, =  0 } ,  7 =  { i e / | f  (Gt ) — неидемпотентный

тип и № ф 0 ) ,  / - { i e / | G ,  не удовлетворяет условию (а)}.
Отметим, что А ( = 0  ( t e / )  тогда и только тогда, когда 

t e / ,  в этом случае будем считать, что { \ p O t — G,.
PE*i

Л е м м а  5. П усть I  —  неизмеримое множество индексов и
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G =  П  R ,  — редуцированная векторная сепарабельная
let

группа. П усть множество Т(1)  конечно. Тогда 
П ( П  />/?,)£= W ) .
te i  р£д(

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запиш ем  группу G в виде G П  Gj,
/ 6*̂

тде Gj  —  прямое произведение групп R , одного и того ж е 
типа. Тогда множество J конечно, и так  к ак  G — сеп арабел ь­
ная  группа, то все группы G j ( j ^ J )  являю тся однородными 
[1, теорем а 96.6].
П усть  X —ассоциативное у м н о ж е н и е  на G, С ° = П (  П  pRi)>/е /  реЛ(
тогд а  группу  G 0 м о ж н о  представить  в виде  G ° =  ( П pG/) .

r  leJ Р&1
П о к а ж е м , что G 0—и д еал  кольца (G ,X ) .  П усть  a e ( i  и g =  
= 2 f i ry e G ° ,  где  g j ^  П pGj.  П усть  £ < = /,  т о гд а  g kXa< ^

jsj pe^j ,е
(П  PGj),  но д л я  лю бого  y ' e / W  м н ож ество  У1.'* со д ер ж и тс я
Р6А *

в /},*>, п оэтом у  Л . - ^ А а и, следовательно , П  p G j ^  П  pGj.
pe^k pexj

Т аким  образом , g „ X a ( = +  ( f| p G j )  и, значит, g X a ^ G 0.
/еУ<*> pE\j

Аналогично a X g ^ G 0.
Запиш ем  теперь м ножество J  в виде У = { 1 ,2 , . . . ,л )  и и н д у к ­

цией  по  п  д о к а ж е м ,  что G ° ^ R * ( G ) .
П р и  л = 1  G  я в л я е т с я  однородной  группой. Если t (G)  

—и дем потен тн ы й  тид , то  по лем м е 4  G ° =  f] p G ^ R * ( G ) .  Если
р

t ( G )— н еид ем потентны й  тип, то  л ю б о е  у м н о ж ен и е  X  на 
G —н у л ев о е ,  та к  к ак  д л я  лю бы х О ^ а ,  i e G  t { a X b ) > t ( a ) =  
= t ( G ) ,  о тк у д а  a X b = 0. С л е д о в а те л ь н о ,  N * ( G ) — R * ( G ) = G  и 
G ° ^ t f * ( G ) .

Д опустим , у тв е р ж д е н и е  л ем м ы  верно  д л я  лю бого  н ат у ­
рального k < n —  1 и пусть  0 = 0 , ® . . . 0 G „ .  Т огда  среди  типов
*((?,) t ( G n) есть  м аксим альны й тип, пусть  это  t ( G n) = t n.
П одгруппа G„ я в л я е т с я  идеалом  кольца ( G .X )  и опред елен о  
ф а к тор-к ол ьц о  ( G /G „ ,x ) ,  ад д и т и в н ая  группа к о то р о г о  у д о в ­
л е т в о р я е т  индукц и он н ом у  п р ед п о л о ж е н и ю .

П усть  g = 2 ^ / e G ° (£/*= П pGj) ,  тогд а  н ет р у д н о  видеть, 
ieJ Рек]

что в силу  п р е д п о л о ж е н и я  и н д у к ц и и  g-{-Gn—.к в а зи р егу л яр -  
ный эл ем ен т  к о л ь ц а  (G/G„, ), т .е .су щ е ств у ет  такой  эл ем ен т
b ^ G x ... G„_i, что g  b— g X b = c ^ G „ .
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Если t n— неидемиютентный тип, то из сказанного выше 
следует, что G „ — ниль-идеал кольца (G, X ) -  Следовательно, 
элемент с и, зиачит, элемент g  квазиобратим ы  в кольце 
(G, X )  (лемм а 2 ) .

П усть  t n—идем потентны й  тип и я —п р о ек ц и я  группы G 
на G„. Т о гд а  с * ( g ) — ?j‘K( g j X b ) .  Т ак  как  t n— идемпотент-

ieJ
ный тип, то  r c ( g ) e  П pG„  П p G n- П о к а ж е м ,  что д л я  всех

Р6Лд р

y e  J  *(gi  6 ) е  П pG„. Если к  ( g j X b ) ^ 0, то  t n=t( - i z (g jXb))
р

b) 4gj)> следовательно , так  как  g y e f l  p G j , то  g.,
peAj

а значит, и л (g j X b ) д е л и тс я  на в~е та к и е  р ,  д л я  которых 
p G n G„, т. е .  л ( g j X b ) ( =  П pG„.  Т аким  о б р а зо м , c ^ 0 p G n^

р р
^ R(G n, ) (лем м а 4) т. е .  с —к вази р е гу л я р н ы й  элем ент коль­
ца (G, X ) .  значит, g  является ш вазирегулярным элементам 
этого кольца. Следовательно, G0 —  квазирегулярный идеал 
кольца (G, X ) ,  откуда G ° ^ R ( G , X ) -  В силу произвольности 
умножения на G G ° ^ R * ( G ) .

Л е м м а  6. П усть G = G { . . . 4 Gn , где к а ж д а я  группа Gk 
(к — 1, ..., п)  является однородной группой без кручения не- 
идемпотентного типа. Тогда любое ассоциативное кольцо на 
G является ниль-кольцом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к азательств о  проводится индук­
цией по п аналогично д оказательству  лем мы  5, с  учетом того, 
что любое умножение на однородной груттпе неидемпотентно- 
го типа нулевое.

Л е м м а  7 .  П усть  / — неи зм ери м ое м н ож ество , 0 = Ш ? (  —

р ед у ц и р о в а н н ая  в е к т о р н а я  сеп арабельн ая  группа. Пусть 
д л я  к а ж д о г о  i ' e /  t ( R , ) — идем потентны й тий. Т огда  Г) p G ^

^ R * ( G ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  g  е  П p G  и х — ассоциатив*

р
ное у м н о ж ен и е  на G, тогда , очевидно, £ е О ' = П / ? , .  Группа

ieff
G '  я в л я е т с я  сепарабельной  [1, теорем а  87. 5], следовательно, 
G ' —Gj где д л я  к а ж д о г о  £е{1,.. .,/га}  Gb—  груп­
па ранга l ;< ( G * ) e 7 ”( / ' )  [1, п р е д л о ж е н и е  96.2] и g = g i + . . . +  
Jr g m( g k ^ G k). Обозначим

/ t * J = ( i e / \ t { R t ) t ( G k) \ ( k  1 ....... т ),
/ ( " ) —/ « 4 U . . . U / 1" 1, G(m> = n  R t.

72



Т а к  как  д л я  лю бого  натурального  k < m  i ( G k) со д ер ж и т  
л и ш ь  конечное число нулей, то  м нож ество  Ц Л * 1) конечно. 
С ледовательн о , конечно и м нож ество  Т ( 1 т).

П о к а ж е м ,  что G*m>— идеал  кольца ( G , X )  сод ерж ащ и й  
эл ем ен т  g.  Т ак  как  д л я  всех натуральны х k < m  t ( g k) = t ( G k), 
т о  £ * е П  R .< =G M,  и, значит, g e G W ,  П у сть  a  e C t 1"1, 6 e G .

Т ак  как  группа G<m) сепарабельна , то элем ент а  м ож но  п р е д ­
ставить  в виде a = a j + . . . + a f ( / е  N ) ,  где д л я  лю бого  k ^ l  
t ( a k )<=T(Hm>) [1, п р ед л о ж ен и е  96.2]. С ледовательно, д л я  
к аж д о го  такого  к  сущ ествует  натуральное число s т  такое , 
что  t ( a k) e  Г(/1*1), отк у д а  i ( a kX b ) ^ - t ( a k) ^ t ( G s). Значит, а кХ  
Х * е П  ■/?,^G<m> и, следовательно , a x 6 e G ,m>. А налогично

Ь Х а  s G ( m>.
И так, г р у п п а  G<m> у д о в л е т в о р я е т  у сл о в и я м  лем мы  5 и, 

следов ательн о ,
П  (Л  p R t ) = r \ p G < m> < = R ( G W , x ) = R ( G , X ) ( ) G W  [3, глава 
i6/(m) />еАг р
1, § 7, теорема 1], т. е. g e ^ ( G , X ) ,  отк у д а  f | p G ^ R ( G ,  X ) .

р
И з п роизвольности  у м н о ж е н и я  X  на G сл едует ,  что Л pG ^

<=R*(G). Р
Т е о р е м а  1. П усть  / — неизм ерим ое м нож ество , 0 = П

ier
R t—р ед у ц и р о в а н н ая  ве к т о р н ая  сеп арабел ьн ая  группа. Т огда  

W * ( G ) = n / ? , ,  / ? * ( 0 ) = П ( Л Р ^ ) .
let  let  PGAi

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  О бозначим I x= \ i < / |< ( /? , )в -н е и д е м -  
п отентны й тип),

О 0= П / ? „  G 0' = n  R t ,
‘е'о ie v

0 ° = П (  П p R , )  G = Y I R , .  
ie> Pê t ie1

Пусть X  —  ассоциативное умножение на G. Т ак  как  группа G 
сепарабельна , то множество /  конечно [1, теорем а 96.6]. П усть

тогда

g = 2 g , e E G  ( f f |E = /? |) ,

g X a = 2 ( g , X a ) e ® ( n  R„).
let  let  *etW
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Но д л я  лю бого  ( б /  поэтом у g X o  е  G. Аналогично
a X g ^ G ,  т. е. G — идеал кольца (G, X ) -  И з  леммы 6 следу­
ет, что G является ниль-идеалам  этого кольца, откуда 
G N  (G).

П окаж ем , что G '0 — идеал кольца (G, X ) -  П усть g e G ' 0l 
т. к. груп/па G 0 сепарабельна , то элемент g  можно вложить 
в некоторое втолне разлож им ое прямое слагаем ое группы Go. 
имеющее конечный ранг, поэтому элемент g  можно предста­
вить в виде

ё  £ ! + • • •  ёп .
где

t ( g k) ^ T ( I 0' ) { k — \ , . . . , n ) [ \ ,  п р е д л о ж е н и е  96,2]. Тогда для 
к аж д о го  натурального  k  п ,  t ( g t X a )  t ( g k ), т .е .  t ( g kX a ) — 
идем потентны й  тип с конечны м  числом нулей . Следовательно,

£ „ Х а е П  R , = - G 0', 
l£l '

значит,
g-Xa  g x а   \rgnXa<=G0'.

Следовательно, Go— идеал кольца (G, X ) -  Т ак  как  

П pG0 п PG0\
р р

то Л f i o  т а к ж е  является идеалом кольца (G, X ) -
р
П окаж ем  теперь, что подгруппа G0 является  идеалом коль­

ца  (G, X ) -  Т ак  к ак  множество 1Х конечно [1, теорем а 966], 
то группу G0 можно зап и сать  в виде

G 0-  ( П  p R t ) Л p G 0. 
t e i i  p e Ai p

П усть  a<=G , f i + ? o s C ° ,  где  g,<= Л p R t \ ёо e  Л pG„.
l e t . p e U  p

Т о гд а
£ Х а = 2 ( ^ Х а ) + £ 0Х а .  

tei  >
Т ак  ж е ,  к ак  в д о к азател ьстве  л&ммы 5, п ок азы вается ,  что 
д л я  лю бого  g , X a ^ G ° .  Т а к  к ак  по  д оказанном у выше 
g 0 a ^ f \ p G 0, то  g X a ^ G 0. А налогично  a X g ^ G 0.

р
Д о к аж е м , что идеал G0 квазирегулярен  в кольце (G, X )-  

Д л я  этого рассм отрим  м ножество



7 H / e / | / “ ) s / 0'U A l .
Ясно, что 7 = / 0' и Л -  
гд е

Л = 7 П Л = { * е  / j l / o ^ s / o ' } .
Н етрудн о  видеть , что  С = П  /? ,—вполне х арактеристическая

‘е~
п о д гр у п п а  группы G, значит, ( С , Х ) — подкольцо кольца 
( О .Х ) .

П усть

( С ) Р= П ( П _ Ю ,  
lei ре'ч

где

А , - ( / » | ( а А е ( / 0' ) «

Т огда ( C )° = G ° ,  следовательно, G° является идеалом кольца 
(G, X ) .  П окаж ем , что G0— квазирегулярный идеал кольца
J G . X ) .

Н етрудно видеть, что C = C i  G0 , где

П оскольку, как  было показано выше, Go— идеал кольца 
{G,  X ) ,  то Go — идеал в ((7, X ) -  Следовательно, определено 
фактор-кольцо (£7 Go, X ) ,  аддитивная группа которого изо­
м орфна группе Ci. П о лемме 5 кольцо (GIGо , Х )  является 
ниль-кольцом. П усть g e G ° .  Тогда элемент g + G о нильпотен- 
тен в  кольце (GIGо, Х к  следовательно, в кольце (С, X )  су­
ществует такой элемент Ь, что

g + b — g X b = c ^ G 0\

Т ак  ж е, к ак  в доказательстве  леммы 5, показывается, что 
с е П О ц  , значит, с — квазирегулярны й элемент идеала 

.»
(Go,  X )  (лемм а 7). Тогда по лем ме 2 g  является квазирегу- 

лярны м  элементам  кольца (С, X ) ,  следовательно, С 0 — к ва­
зирегулярны й идеал в кольцах (С, X )  и (G, X ) -  В силу про­
извольности ум нож ения X  на G G ° £ /? * ( G ) .

Д о к а ж е м  обратные включения. Т ак  к ак  множество 1\ ко­
нечно и  д л я  групп /?, идемиотентного типа
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R * ( $ i ) = ( \ p R i  (см . л ем м у  3 ) ,
P

то  по лем м е  1
W * ( G ) S G 0  +  R t , 

let
R * ( G ) ^  f \ p G 0( y j +  - \ -Rt. 

p ~  &
П усть  g < = N * (G ) ,  g = g + 2 g „

~ let
где  g e C ;  g t & R t(i  e ’ ). Д о п у ст и м , с у щ е ст в у ет  такой  ин­
дек с  k  е  7, что  g k¥=0, то гд а  су щ е ст в у ет  10 ^ 1 д ,  Для кото­
рого  t ( R i  ) > i ( R k ). Г руп п у  G запиш ем  в виде  0 = / ? * ф / ? |о +  
Q G ' ,  гд е  G ' = n  R t. Т ак  к ак  Ria —р ед уц и рован н ая  группа,

/ А
ш

то  по лем м ам  1 и 3
N * ( G ) < = N * ( R k+ R lt ) N * ( G ' ) = N * ( G ' ) .

Значит, g & N * ( G ) ,  что противоречит выбору элемента g.  Сле­
довательно, J V * ( G ) s G .

П усть  g<=R*(G),  £ = £ < , + £ + 2  S n  г д е  g 0s = f \ p G 0\

£ < = G ; g ,  €=/?,(*<= 7).

Д опустим , су щ еству ет  Л е / ,  д л я  ко то р о го  g h &. П P R *  т. е.
/>елЛ

с у щ е ст в у ет  такое  у е А , ,  что  g k <£gRk. Т огда  сущ ествует 
та к о й  индекс *0е / 0, что t ( R ,  ) > t ( R k ) и q R i  = ^ R t . П ровод я  
дальнейш ие р ас су ж д е н и я  так  ж е ,  как  д л я  N * ( G ) ,  получим, 
что g $ i R * ( G ) .  С л е д о в а те л ь н о ,  д л я  лю бого  » е 7  g , e n  p R i ,

p&t
т. e .

f e  П /?G0® G ® ©  ( f| p R l )=G °.  
p  ~  ie7  peAi 

Т е о р е м а  док азан а .

Т е о р е м а  2. П усть  G = + / ? , — вполне р а з л о ж и м а я  реду* 
_  let 

ц и р о ва н н ая  группа. Т о гд а
Л Г * ( 0 ) = +  R „

l e w

я ч в т п р ы/е / ре*(
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем использовать следующие 
обозначения:

G 0= 4 -  Rt , G ° = - \ - p R t ),
*еЛ> l e i  р е Л,

G =  +  Ri< G =  -\-
l e i  ~  l e t

G °=G °n  G = 0  ( П pR,),
i£l_ P£\{

G = 0 f l  G = ©  /?,.
~  —  t e l n i

П усть X  —  ассоциативное умножение на G. Нетрудно ви­
деть, что G —  идеал кольца (G, X ) .  надо только заметить, 
что если группа R  t ( i ^ I )  не удовлетворяет условию (а) и 
пр<и некотором А е /  t ( R k) ^ t { R i ) ,  то для  группы R k такж е 
не выполняется условие (а ) .  Путем рассуждений, аналогич­
ны х рассуж дениям  в доказательствах  леммы 5 и теоремы 1, 
показывается, что подгруппы С0 и G являю тся идеалами коль­
ца (G,  X ) -  Следовательно, G0 й G — идеалы этого кольца.

П усть g e G °  и л /  — проекция группы G на R t О п­
ределим натуральны е числа /п ,.......  т„, ... и подмножества l \ t
..., / я , ... множ ества /  следующ им образом:

Л ={* 'е=  /  I * ((£)¥=0}, m l= | / 1|

(число э л ем ен т о в  м н ож ества  1Х), если  числа /ге11;..,/гал и мно­
ж е ст в а  1Х, . . . ,1Я о п ред елен ы , то

/ JI+i = [ / e / | i t J(g(»»i+»-—-(,»« ЧЬ^О)
(здесь  g i m‘ О .••■('«„+>)—степень  элем ента g  в кольце (G, X ) ) ,  
Шп+\ I ^п-\-\ I •

П усть  t me / m, i „ e /„ ( / i> / r c ) ,  будем  говорить, что i n я в л я е т с я  
пр о д о л ж ен и е м  i m, если  су щ еству ет  тако е  м нож ество  и н д е к ­
сов \ im, i m+i   /„}, что д л я  лю бого  А е  [т , . . . ,п— 1) / Ле / Л
и  H R k , ) ^ ( R lk) t {R lk).

Н етрудн о  видеть, что

( V « e / V ) ( V / e / „ +i ) ( 3 / e / „ ) ,

i является продолж ением /.
Д о к аж е м , что сущ ествует такое  натуральное ч1исло п, что 

д л я  любого i e / „  t ( R t ) — идемпотентный тип. Допустим про­
тивное, т. е.
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( / i e ; V ) ( g a „ e / „ )  /( /?„n)—неи д ем п отен тн ы й  тип.
Тогда
( я  е  Лг) ( а а ле / „ ) ( а г 1 ' ,> е / J  а „  я в л я е т с я  продол ж ением
Ап).

Т ак  как  множество 1\ конечно, то сущ ествует ннденс й е Л ,  
для  которого выполняется следующее условие (назовем его 
условием (с) ) :
( и 1 ) ( з а ле / „ )  *(/?,я )—неидем потентны й  тип  и а„ я в л я ­
е т с я  п родолж ением

Допустим, построена цепочка индексов

h  е / „  к = 1 ........о т ) ,

в которой каж ды й член 1к является продолжением предыду­
щего и удовлетворяет условию (с) (при замене 1 на к) .  Тог­
да ,  так  как  множество l m i конечно, то в нем существует 
индекс i m ь  являю щ ийся продолж ением г т и удовлетворяю­
щий условию (с). Таким образом, получаем  бесконечную це­
почку i    i m, ... ( i me / J ,  каж ды й  член которой является
продолжением предыдущего и удовлетворяет условию (с).

Т ак  как g e G ° ,  то д л я  любого n ^ N  и д л я  любого i e / *  
если t { R [ ) — идемпотентный тип, то t ( R i )  содерж ит конеч­
ное число нулей. П оэтому если индекс а е / „  является про­
долж ением i e / m (т,  n ^ N ,  т < п )  и t ( R f ) — неидемшотентный 
тип, то и t ( R i ) — неидемпотентный тип. Следовательно, для 
любого m ^ N  t (R,  ) является неидемпотентным типом и, 
значит,

'(*«*, 1> W i J  W O  * ( * ,« ) .
откуда i m \ ф 1т . Следовательно, группа R i  удовлетворяет 
условию (а) ,  что противоречит тому, что g e G .

Таким образом , существует такое натуральное п, что для 
любого « е / „  t ( R i )  — идемпотентный тип.

Если gre G (  =  G°), т .е .  Л е / ,  то  / „ = 0 ,  это  значит, что

при  нек отором  натуральном  т  g m= n ,  о тк у д а  получаем , что
G p V ( G . X ) .

Если g  — произвольный элем ент из G0, то 

g m (=G'0 r\ G°— ( Л p G o) 0  G.
Р

П усть  g m g i + . . . + g t , гд е  О ^ е Л  p R i k- Я , , —группа идем- 

п отентного  тЬпа, не у д о в л е т в о р я ю щ а я  услов и ю  ( а ) (А = 1 ,
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Рассмотрим  м н о ж ес тво  / И = Л '  >U... U группу  G<J> R f
/6/И

Т ак  ж е, к ак  в доказательстве леммы 7, показывается, что 
GU) — идеал кольца (G, Х)> содерж ащ ий элемент g m , и мно­
жество  T ( l W  ) содержит лишь конечное число типов. Т ак  
как  ни одна из групп R j k (Л = 1 , .... s)  не удовлетворяет усло­
вию "(а) ,  то множество /<*> конечно. Т ак  как  g m е  [\pGW,

то по лемме 7 g m является квазирегулярньгм элементом коль­
ца , X ) -  Но

S  ( — g — g — g ? g m ‘ ) —g x ( — g - g 2----------- g m- 1) — g m.
Значит, по лем ме 2 g  является квазирегулярным элементом 
кольца (G, X ) -  Следовательно, G0 — квавирегулярный идеал 
этого кольца, откуда G ° s # ( G ,  X ) -

И з того , ч т о X —произвольное ум н о ж ен и е  на G, следует ,  
что G < = V * ( G ) ,  G ° s /? * (G ) .

Д о к а ж е м  обратные включения. Т ак  же, как  и в теореме 1, 
доказы вается, что:

П усть  g = g i  ... g„,  где 0 ^ g k s = R lft, * * е = / (А = 1 ....... т).
Допустим, среди индексов i t , ..., i т какой-то не принадлеж ит 
1, пусть это i\. Тогда существует счетное множество индек­
сов М =  {/ ........./  л , ...} такое, что

Б ез  потери общ ности можно считать, что h, i mЗс М. З а п и ­
шем группу G в виде G =  G mQ G ' ,  где

Тогда g = g i  g ' ,  где g ' e G ' .  П окаж ем , что g  R *(G ) .  
Т ак  как  в силу леммьг 1 R * ( G ) ^ R * ( G M)-ir R* (G ' ) ,  то  д о с т а ­
точно доказать , что g l ^ R * ( G M).

Обозначим R j n= R n{ n e N )  и запишем группу Gm в йиде 
Gy»f=® R n а я, где элементы a n( n ^ N )  выбраны таким о б ­

разом, чтобы д ля  любого х ( с а i )  х (а п) х (а п)- О пре­
делим ассоциативное и коммутативное умножение X  на G m,

р

R * ( G ) ^ G ° ,
V*(G)c=G.

(3>
(4)

neN
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положив для  любых п. k ^ N  а „ Х я Л= Л п + * .  Это определе­
ние корректно, так  как

х ( а в+*) ̂ x(a*+k-i) • Х ( а „+*-1 )> х(а„) ■ х ( а* ) .
Пусть g l= r la l , г^ф-0. Допустим, £ \ е / ? ( О ж , Х ) ,  тогда

существует элем ент  b = b xa x^  +  6„ а я е  Ом(Ьл е  Я»), для
к оторого  выполняется соотношение g l -\-b— g 1X b = 0 ,  т. е. 
верна система равенств:

r la l + b la l 0 ,
bttfXi I"\Ь\^2 0,
М з —^162^3= 0 ,

Ьп®п Г1 Ьп 1^Л
— Г^ЬпОп 1 о ,

откуда получаем, что bn—bn- i = . . . — bl = 0  т. е. 6 = 0  и, значит, 
g x 0, что противоречит выбору элем ента g x. Следовательно, 
g l ^ R * ( G M) и поэтому g £ R * ( G ) .  Следовательно, R * ( G ) ^ G  
и в силу (3) ^ ? * ( G )^ G ° n  G =  G°.

И з (4) и того, что N * ( G ) ^ R * ( G ) ,  следует, что jV *(G) =  
^ G  П G —G. Теорема доказана .
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Н Е К О Т О Р Ы Е  П Р И М Е Р Ы  К В А З И С Е Р В А Н Т Н О  
И Н Ъ Е К Т И В Н Ы Х  И Т Р А Н З И Т И В Н Ы Х  
А Б Е Л Е В Ы Х  ГР У П П  Б Е З  К Р У Ч Е Н И Я

П. А. Крылов

В статье рассм атриваю тся редуцированные абелевы груп­
пы без кручения с циклическими р-базисными подгруппами. 
Такие группы изучались в ряде работ, например [1— 4] и др. 
Н а  некоторые из этих групп (например, неразложимые конеч­
ного ранга) м ож но  смотреть как  на ближ айш ее обобщение 
групп без кручения ранга 1 (см. [1, 2]). Тем не менее группы 
с  циклическими /^базисными подгруппами могут быть устрое­
ны весьма сложно.

§ 1 является приложением некоторых общ их результатов 
работ [5, 6]. Интересно проследить, к а к  вы глядят результаты 
из [5, 6] в случае групп с циклическими /^базисными подгруп­
пами. В частности, в § 1 обобщ аются и уточняются основ­
ные ф акты  из работ автора [4, 7].

В § 2 строится три прим ера квазисервантно инъективных, 
вполне транзитивных и транзитивных групп без кручения. 
Х арактерной чертой построенных групп является отсутствие 
максимальны х элементов во множестве типов всех ненулевых 
элементов группы. Существование таких  групп ранее не было 
известно {8]. П остроения ведутся в классе групп с цикличе­
скими p -базисными подгруппами. Квазисервантно инъектив­
ные и вполне транзитивны е группы привлекли в последнее 
время внимание многих специалистов (см., например, (5, 6, 
8 - 1 2 ] ) .

Строится связная  квазисервантно инъективная группа с 
указанным  свойством м ножества всех типов (пример 2.3)и 
К такой группе можно подойти и с другой (но равносильной) 
точки зрения. Во всех имеющихся примерах кольцо эндомор­
физмов неразлож им ой квазисервантно инъективной группы, 
а такж е  неразлож им ой вполне транзитивной или транзитив­
ной группы без кручения [5, 6, 9, 10] является сильно одно­
родным. П ример 2.3 д о к азы вает  существование иных к вази ­
сервантно инъективных групп.
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Следующий пример — это суперразлож им ая  вполне тран­
зитивная и транзитивная лруггпа (предлож ение 2.5). Оказы- 
ва тся, что суперразлож им ая  группа с циклическими р-базис- 
н ь ми  п дгруппами, построенная автором в (4], является впол­
не транзитивной и транзитивной. Отметим, что эта группа не 
яв яется квазисервантно инъективной.

Третий пример нооит более специальный характер . Он по­
казывает, что ситуация с вполне транзитивны ми группами 
намного более слож ная, чем с квазисервантно инъективными. 
П римечательно, что во всех трех примерах группы возникают 
как  ад итивные группы определенных счетных Е-кодец. В свя­
зи с э н  ч  напомним, что н еразлож и м ая  счетная однородная 
впо. н транзитивная группа G без кручения имеет вид 
q ~ T  где Т — некоторое сильно однородное Е-кольцо;
А — группа ранга 1 [6 , следствие 2.9] То ж е верно для  про- 
изв ь и неразлож им ой однородной квазисервантно инъек- 
Ti вн й группы [9, теорема 3.1].

К льцо эндоморфизмов абелевой группы G обозначаем 
£ ( G )  Z, Q, N  и л соответственно кольцо целых, поле ра- 
ц онатьных, множество натуральны х и множество простых 
чисел Д а л е е  Q p группа или кольцо рациональны х чисел со 

нам нателями, взаим но простыми с р, Q P группа или коль­
цо целых р -адичеоких чисел. Р ац и он альн ая  алгебра 
E(G)<2> z Q  назы вается кольцом (или алгеброй) квазиэндо­
морфизмов группы G без кручеаия. Ее обозначаем  Е (G).

П усть G — редуцированная группа без кручения с  цикли­
ческими p -базисными подгруппами. Д л я  всякого простого р 
ранг p -базисной подгруппы группы G равен dim  Fp(GlpG),  
назы вается р-рангом группы G и обозначается rp (G) .  Поэто­
му класс всех таких групп G совпадает с классом всех реду­
цированных групп G б е з  кручения со  свойством r p ( G ) ^ l ,  
р е п .  И звестно такж е, что  этот класс совпадает с классом
всех ненулевых сервантньгх подгрупп группы П  QP. В част­

ое*
ности, сю да попадаю т все сервантные подпруппы в П  Q .

ре*
Пополнение G группы G в Z -адической топологии изо­

морфно П  Q *. П оэтому группу G м ож но рассм атривать  
рОФО р

к ак  сервантную плотную подгруппу в П  Q„ . Следователь­
но о р

но, кольцо £ ( G )  вк лад ы вается  в Е ( б ) .  Т а к  к а к  Е ( С ) — 
э=П E (Q * ) ^ n Q * ,  то  £ ( (? )— ко м м у тати вн о е  кольцо.
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§ 1. Группы G с  циклическими p -базисными подгруппами 
такие, что G — Soc G

Псевдоцоколем группы G без кручения — обозначение 
S o c G  — называется сервантная  подгруппа, порожденная в G 
всеми ее минимальными серяантными вполне характеристиче­
скими подгруппами. В общем случае о псевдоцоколе можно 
с к а за т ь  немного [5, теорема 2.1, следствие 2.2]. О днако  груп­
пы, указанны е в  названии параграф а , допускают довольно 
детальное изучение. Д ок азы в аем ая  ниже теорема 1.1 похож а 
на теорему 4.2 [5]. В случае групп конечного ранга существу­
ют результаты  о  классах  групп, вклю чаю щ их группы конеч­
ного ранга из теорем 1.1 и 4.2 [5] (см. [13, теорема 15.5; 14, 
следствие 9]).

О п р е д е л е н и е .  Ассоциативное кольцо R  с единицей на­
зы вается сильно однородным, если каж ды й его элемент есть 
целое кратное некоторого обратимого в R  элемента.

Т е о р е м а  1.1. Пусть G — редуцированная группа без кру­
чения с  циклическими р-базиоными подгруппами и G =  S ocG . 
Тогда G = 2  G t , где каж дое кольцо E ( G t ) сильно одно-

родно.
Д оказательство  подобно доказательству  теоремы 4.2 [5]. 

Используем такж е  обозначения этой теоремы. П оложим 
V=G<S>Q, S = E ( G ) ® Q ,  K = E n d sy .  Естественным образом  V 
является S — /(-бимодулем. П оскольку G =  S ocG , то S -модуль
V  — вполне приводимый [5, лем м а 1.5]. Напишем У = 2  V i  *

ier
где V t — однородные компоненты S -модуля V; / — некоторое 
множество индексов. П олож им  G , — V t [\G, i ^ I .

Возьмем два различных индекса i, / е /  и допустим, что 
p G j ^ G ,  и p G j ^ G )  д л я  какого-либо простого числа р. Вы­
берем некоторый циклический /(-подмодуль W t в  V t и неко­
торый циклический /(-подмодуль W j  в V j ,  причем образую ­
щие их элементы л е ж а т  в каких-то неприводимых подмоду­
лях  S -модуля V. П олож им  A = W l [ \G ,  B = W / f ] G  и 
C = ( W ,  W j ) [ \ G  . П о  следствию 2.2 [5] группы С и А - \ - В  
квазиравны. П роверим, что р А ф А  и р В ф В .  Д л я  этого нуж ­
но учесть, что  сумма всех таких циклических подмодулей 
/(-модуля V ,  совпадает с К, . Пересечения этих подмодулей 
с группой G попарно квазиизоморфны [5, следствие 2.2], и 
фактор-групша группы G,  по сум м е всех пересечений перио­
дична. П оэтому если предлож ить, что р А = А ,  то все р ассм ат­
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риваемые пересечения в  силу квазиизом орф изм а та к ж е  будут 
делиться на р. Учитывая периодичность фактор-группы груп­
пы G , по сумме всех пересечений, получаем, что р-делимой 
будет и группа G,.  Противоречие с тем, что p G , # G t . Таким 
образом, р А ф А  и аналогично р В ф В .  О ткуда г р( А ) ,  г р( 5 ) >  

О и г р( А  В ) > 1 .  П оскольку п о д груп п а  С м вазиравна Д + В ,  
то  г  (С ) 1. Н о это невозможно, ведь подгруппа С сервантна 
в С и г р(С)  r p( G К 1.

И так, установили, что д л я  лю бы х i, j ^ I  с i ^ j  и любого р  
выполняется: если p G t ^ G t , то  p G j  G j .  Теперь, та к  ж е как 
в аналогичном месте док азательства  теоремы 4.2 [5], учиты­
вая периодичность фактор-группы 0 / 2 ® ^ ,  по л у ч аем  G =

ie '
= 2 ®G,.

ie '
Д ал е е  покажем, что колыцо квазиэндоморф измов E (G ,)  

есть тело д л я  каж дого  i e / .  С этой целью  проверим, что 
/(-модуль V t является циклическим. Т ак  как  этот модуль — 
однородный вполне приводимый, то в противном случае он 
содерж ит два непересекающихся циклических подмодуля, 
ск а ж ем  и W2. П олож им  А  =  ( № х +  \)Р%) [ \ 0  и A t — Wi{]G,  
i  — 1 ,2. П о следствию  2.2 [5] группа А  к ваэиравна  i4 i ® A 2. 
а группы А\  и Ач квазиизоморфны . Вы берем простое р, 
для  которого р А у ф А ^  Т ак  к а к  А\  квазиизом орф иа А г, 
то  р А 2¥=А2 и г р( А ) —гр( А х Л 2) > 1 ,  что  невозмож но ввиду 
сервантности А  в G. Следовательно, V t — действительно 
циклический /(-модуль. Тогда по следствию  2.2 [5] фактор- 
кольцо M ( G t ) I N ( G t ) явл яе тс я  телом, гд е  . /W ( G ,) = (a e E ( G . ) |  
a G ,  к вази с о д е р ж и т ся  в G , \ ;  /V ( G , ) =  ( а е E ( G , ) | а 0 , = 0 ) .  
Н о  G t — прямое слагаем ое в G, поэтому A l ( G , ) y ' N ( G l ) кано­
нически изом орф но  Е ( 0 , ). Т ак  что Е ( G , )  —  тело. В част­
ности, ненулевые эндом орфизм ы групп G ,  являю тся м оно­
морфизмами.

Теперь можем показать, что кольцо E ( G t ) сильно одно­
родно. Д л я  удобства опустим индекс /. П усть ф —  некоторый 
эндом орф изм  группы G. Выберем какую -нибудь минимальную 
сервантаую  вполне (характеристическую подгруппу Н  в  G, а 
в  ней некоторый элемент г ф О .  Сущ ествуют в силу  минималь­
ности подгруппы Я  эндом орфизм  |  группы G и натуральное k, 
д л я  которых \ ( $ ( z ) ) = k z .  Рассм отрим  эндоморфизм 
Х =£ф — 1-й. Если допустить, что тогда ввиду % (z ) = 0
бы ло бы k e r / ^ O ,  что невозм ож но .поскольку  ненулевые эндо­
морфизмы группы G являю тся  м ономорфизмами. С ледова­
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тельно, х = 0 и ф £=£ф  =  1 ■ к. Откуда i m <p^kG.  Т ак  как  все 
группы GIpG циклические, то  GlkG —  циклическая группа. 
Поэтому имеем

im 9 k G = n ( G  k G ) = n G  kG
д л я  некоторого делителя п  числа к. Следовательно, 1гпф =  пО. 
За д а д и м  теперь автоморфизм ¥  группы G следующим о б р а ­
зом. Если x e G ,  то ф ( х ) е л О ,  поэтому <р(х)=пу  для  единст­
венного элемента t / e G .  П олож ив Ч*1 (х) =  </, получим автомор­
физм группы G со свойствам ф = л Ч г. К аж ды й элемент 
кольца E ( G )  есть целое кратное некоторого Обратимого эл е­
мента, то есть E ( G )  — сильно однородное кольцо. Теорема 
доказана .

В следую щ их трех следствиях редуцированная группа G 
без кручения имеет циклические р-(базисные подгруппы. П о­
скольку кольцо П  Qp не имеет ненулевых нильпотентных эле- 

ре*
ментов, то их нет и в E ( G ) .  Поэтому, если  G имеет конечный 
ранг, то G =  SocG [5, теорема 3.1]. Следовательно, справедливо

Я©
Следствие 1.2 [1]. Группа G конечного ранга равна 2  Gt,

где все кольца E ( G t ) сильно однородны.
Следствие 1.3 [4]. Кольцо эндоморфизмов E ( G )  неразло­

жимой группы G сильно однородно тогда и только тогда, ког­
да  G = S o c G .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если кольцо E ( G )  сильно однород­
но, то кольцо £ ( G ) ® Q —  поле, поскольку все идеалы кольца 
E ( G )  имеют вид n E ( G ) ,  n ^ Z .  Отсюда, £ ( 0 )® ( ? - м о д у л ь  
G ® Q  вполне приводим, т. е. G = S o c G .  Обратное содержится 
в теореме 1.1.

О п р е д е л е н и е .  1) Группа G назы вается сильно одно­
р о д н о й ,  если труппа A utG  действует т р а н з и т и в н о  на множ е­
стве всех сер в антн ы 'Х  подгрупп ранга 1 группы G. 2) Группа 
G н а з ы в а е т с я  неприводимой, если E ( G )  ®  Q -модуль G ® Q  не­
приводим.

С л е д с т в и е  1.4. Следующие свойства группы G равно­
сильны: 1) G — сильно однородная группа; 2) G — неприво­
димая группа; 3) G ^ R ® ZA,  где R — некоторое сильно одно­
родное кольцо без кручения такое ,ч то  если р Я ф Я ,  то R Ip R ^  
= F  р ,А — группа без кручения ранта 1 и если р А = А ,  то pR  = R.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) v 2) верно всегда. 2) >-3). Н е ­
приводимая группа G однородна. П оэтому если G = F Н,  
где F, Н ф  0  и р й Ф С ,  то * > £ # £  и р Н ф Н .  О ткуда r p (G) =
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— r p(F)  + rp( H)  = 2 ,  что невозможно. Заклю ч аем , что группа 
G неразлож им а. Теперь по следствию 1.3 кольцо E ( G )  оиль- 
но однородно. П о предложению  5.1 [5] группа A utG  действу­
ет транзитивно на множестве всех сервантных подгрупп ран­
га 1 группы G, т. е. G — сильно однородная группа. Если 
элемент g e G ,  g=/= 0, то вполне характеристическая подгруп­
па E ( G ) g  такова, что G E ( G ) g — периодическая группа 
.(ввиду неприводимости G).  Таким  образом, группа G я в л я ­
ется E ( G ) - модулем ранга 1. П о следствию 2.7 [6] или след­
с т в и ю  1 [15] G ^ E ( G ) ® z A ,  где А — группа ранга 1. 3)->-1). 
А ддитивная группа R + сильно однородного кольца является 
сильно однородной группой, и группа G сильно однородна по 
лем м е 2.3 [6] или лем м е 1 [15]. Следствие доказано.

В заклю чение п ар а гр аф а  рассмотрим связные группы, о 
которых можно сказать  больше. Р едуцированная  группа G 
без кручения назы вается связной, если к а ж д а я  ее ненулевая 
сервантная подгруппа плотна в Z -адической топологии [16]. 
Известно, что св язн ая  группа н еразлож и м а и имеет цикличе­
ские р-1базисные п о д г р у п п ы .  Связными группами являются 
все однородные группы с циклическими р-базиоными под­
группами, в частности, все сервантные подгруппы в Q p.

С л е д с т в и е  1.5. Следующие свойства связной группы G 
эквивалентны: 1) G =  S o cG ; 2) Soc G =5̂ 0 ; 3) E ( G ) — сильно 
однородное кольцо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Всякий ненулевой эндоморфизм 
связной группы является мономорфизмом, поэтому последний 
аб зац  доказательства  теоремы 1.1 справедлив и здесь. Таким 
образом , 2 )  >-3),а 3 ) - > - 1) установлено в следствии. 1.3.

Рассмотрим  специально сервантны е подгруппы группы 
целых р-адических чисел Q p . Т а к а я  подгруппа G плотна в 
Q ’p,  поэтому всякий эндоморфизм группы G однозначно про­
долж ается  до эндом орфизм а группы Qp . В этом смысле счи­
таем, что £ ( G ) ^ Q * P, причем E ( G ) — сервантное подкольцо 
в Q p.

О п р е д е л е н и е .  П одкольцо R  кольца S  назы вается уни- 
тальньгм, если всякий элем ент кольца R,  обратим ы й в S, об­
ратим и в  R.

С л е д с т в и е  1.6 [7]. Следую щ ие утверж дения о ненулевой 
сервантной подгруппе G группы Q p равносильны:

1) G =  Soc G;
2) Soc G=^=0;
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3) £ ( G ) —  сильно однородное кольцо;
4) £ ( G ) — унитальное тюдкольцо в Q p ;
5) G не имеет собственных изоморфных себе сервантных 

подгрупп;
6) Е  (G ) — кольцо дискретного нормирования;
7) E ( G ) — локальное кольцо;
8) J ( E ( G ) ) = p E ( G ) ,  где J ( E ( G ) ) — квазирегулярный р а ­

дикал  кольца £ ( G ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равносильность 1), 2), 3) док азан а  

в следствии 1.5. Учитывая, что Q p— сильно однородное коль­
цо, нетрудно проверить, что 3)-«=ф-4). 3) >-5) очевидно.
5 )-> -3).  П усть O ^ k e E ( G ) .  Тогда в кольце Q* имеем Х = п& 
д л я  некоторого n e Z  и обратимого элемента 0 .  В силу сер- 
вантности E ( G )  в Qp, Q e E ( G )  и 0  сохраняет высоты всех 
элементов группы G, поскольку 0  обратим в Qp. С ледова­
тельно, подгруппа i m 0  сервантна в G и по 5) i m 0 = G ,  т. е. 
0  — автоморфизм группы G и Х = п&, что доказы вает 3). Э к ­
вивалентность первых пяти условий доказана .

3) >-6). Если k ^ Z  и (А, р) =  1, то k G = G  и та к ж е  
k E ( G ) = E ( G ) .  И деалы  сильно однородного кольца E ( G )  ис­
черпываются идеалам и вида m £ ( G ) ,  m e Z .  В силу зам ечен­
ного выше можно считать, что т =  0, 1, р, р2, ... и верно 6 ) .
6) >-7) верно всегда. 7 )-> -8 ) .  Т ак  как  Е (G) lpE  ( G ) ^ F p , то  
p E ( G ) — максимальны й идеал и p E ( G ) ^ J ( E ( G ) ) . По пред­
положению E ( G)  J ( E ( G ) ) — поле,  поэтому J ( E ( G ) ) = p E ( G ) .
8) ->-£). П оскольку  E ( G ) / J ( E ( G ) ) = E ( G ) / p E ( G ) ^ F p, то 
Е  (G) — локальное кольцо. Допустим теперь, что G имеет соб­
ственную изоморфную себе сервантную подгруппу Н  и пусть 
K:G-*-H — некоторый изоморфизм. Тогда X e / ( £ ( G ) )  ввиду 
необратимости А, и локальности  E ( G ) .  О днако  X ^ p E ( G ) ,  т а к  
как  Н  — сервантная подгруппа, поэтому К сохраняет высоты 
элементов. Противоречие означает, что 5) справедливо и сл е д ­
ствие доказано.

Эквивалентность 4) и 7) установил О рсатти [17].
О п р е д е л е н и е .  Кольцо R  назы вается £-кольцом, если  

его левое регулярное представление является изоморфизмом, 
т. е. всякий эндоморфизм аддитивной группы R * совпадает 
с умножением ко ль ц а  R  слева на некоторый элемент из R.

Хорошо известно, что Qp — £-кольцо. О тсю да выводится 
такж е известный факт, что любое сервантное лодкольцо в- 
П  Q* является  £-кольцом. 
ре*
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Пример сервантной подгруппы G c Q p ,  д л я  которой 
S o c G  =  0. П усть о —  некоторый обратим ы й элемент из QP,He 
являю щ ийся алгебраическим числом. П олож им  R — сервант- 
ное подкольцо в Q*p , порожденное 1 и а,  и G =  /?+ . Тогда R — 
£-кол ьц о  и E ( G )  канонически изоморфно R.  Допустим те­
перь, что д ля  некоторого обратим ого элем ента и (нату­
рального л, о=Л(д. Выберем целые числа к, k 0, k u ..., к, ,  от­
личные от  нуля, и натуральны е i0, h   l t так ,  что Аш =
=  А,о/0 . О тсю да k a  =  п к 0 < г ' ° +  n k ta't
что противоречит выбору о. Значит, кольцо Е  (G) не сильно 
однородно и Soc G =  0 по следствию 1.6.

§ 2. Примеры квазисервантно инъективных 
и транзитивных групп

Если а — элемент группы без кручения G, р е л ,  то hp (a) 
(X(а )) обозначает р-высоту (характеристику) элемента а в 

группе G.
О п р е д е л е н и е .  1) Группа G назы вается кваэисервант- 

ло  инъективной, если всякий гомоморфизм A-*~G, где А  — 
сервантная подгруппа в G, индуцируется эндоморфизмом 
группы G.

2) Группа G без кручения назы вается вполне транзитив­
ной (транзитивной), если всякий (воякий сохраняющий вы­
соты) гомоморфизм Л-v G , где  Л — серван тн ая  ранга 1 стод- 
группа в G, индуцируется эндоморфизмом (автоморфизмом) 
группы G. Это определение равносильно

2') Группа G без кручения назы вается  вполне транзитив­
ной (транзитивной), еоли д л я  лю бы х элементов О ф а ,  b&G,  
таких, что х ( а ) ^ х ( ^ )  (х( а ) = х( ^) ) > сущ ествует эндомор­
физм  (автоморфизм) а  группы G со свойством а а  =  Ь.

Л е м м а  2.1. Следующие свойства кольца без 'кручения R 
равносильны:

1) д ля  всякого простого р  и лю бы х a, b ^ R ,  если ab ]p,  то 
a  \ p V b  \ р \

2) hp(a b )  =  hp( a ) + h { b )  д л я  всякого простого р  и любых 
a , b ^ R  или, что то  ж е ,  х (а & )= х (а ) + х ( * ) ;

3) д л я  всякого  простого р  кольцо RIp R  есть область це­
лостности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1)->-2). Если а = р ка \  b = p lbr, где 
k , l e N ;  a ' , b ' e . R ,  то  a b = p k+,a 'b ' .  О тк у д а  Лр( а 6 ) > й р( а ) +
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+ h p(b).  Д оп усти м  теперь , что hp( a b ) — n, hp( a ) = k ,  hp( b ) —
. . . .  a  b ab  • a  b

= 1  и n > k + l .  И м е е м ^ -  • у - ; p ,  н о - ^  и  ^ - н е  д е л я т ­

с я  на р ,  что  проти воречи т  1). Значит, 2 )  верно.
2) >-3). П редположим, что существуют элементы a, b ^ R ,  

д л я  которых а б е р / ? ,  но a, b & p R .  И ли hp( a b ) > 0 ,  но hp( a ) — 
— hp( b ) 0, что н ев о зм о ж н о  ввиду 2). И м пликация  3) И )  
о ч е в и д н а  и лем м а доказана .

В дальнейш ем удобно назы вать  группу G квазиоднород- 
ной, если для  любой сербантной подгруппы А  в G из того, 
что п А = А ,  я е М ,  следует n G = G .

П р е д л о ж е н и е  2.2. П усть R ■ —  коммутативная об ­
л асть  целостности без  кручения такая ,  что все кольца R p R —  
области целостности, a R + — квазиоднородная группа (но 
не д е л и м а я ) .  Обозначим R  —  поле частных кольца R  и поло­
ж им  S =  {b а е £ | а ,  b e / ? ,  х ( а ) ^ Х ( ^ ) } -  Тогда S — такое под- 
кольцо в /?, что S + — вполне транзитивная и транзитивная 
группа, a R — сервантное подкольцо в S.

Д  о к а з а т е  л ь с т во .  Если а е / ? ,  то у (1 )  у ( и )  и а —  
= а / 1 е 5 ,  т. е. R ^ S .  Пусть теперь b a ,  d  c ^ S .  Значит, 
х(а ) l ( b )  и х(с )  X(d) .  Отсюда по лемме 2.1 у ( а с )  х (л ) - |-  
+ х ( с ) \ х ( * ) +  х ( ^ )  =  y'(bd)  и b a - d  c e S .  Д а л е е  имеем 
х ( о с ) = х ( а ) + х ( с )<Х.(Ь) У.(с)— у{Ьс)  и аналогично у ( а с ) <  
-< y_(ad). Следовательно, Ар(ас )  m \ n ( h p(bc), hp( a d ) )  hp(bc-\- 
+ a d )  д л я  всех р е к  и х ( а с )  y(bc a d ) .  Поэтому b а +  
-\-d c= ( b C - \ - a d )  a c e S  и 5 — подкольцо в R .

Д о к аж е м , что R  — сервантное подкольцо в S .  Пусть 
Ь а е 5 ,  / > е *  и а = с е / ? ,  причем p R ^ R .  Сократив, 
если нужно, элементы b и а  на hp(a) ,  можно считать, что 
hp( a ) = 0 .  Тогда p b = a c .  откуда hp(ac)  1. Но hp( a c ) — hp( a ) +  
-\-hp( c ) = h p(c).  Т ак  что Ар( с ) > 1  и с р с ’, c ’^ R .  С ледова­
тельно, p b  а = с = р с '  и b а —с 'е / ? , ч е м  сервантность R в S  
установлена.

Н иж е будет полезен такой факт. Если b a e S ,  то у ( Ь /  
/ а ) — х(Ь)  — у( а ) ,  где разность вычисляется покомпонентно 
и о н а  имеет смысл, поскольку hp( a )  hp(b),  р е * .  З а ф и к с и ­
руем я  с p R ^ R  и докаж ем , что hp(b a ) — hp( b ) — hp(a) .  
К ак  и выше, можно считать, что Ар( а ) —О, поэтому нужно 
проверить, что hp( b l a ) = h p(b).  П усть b— p"b' ,  л е ^ ,  где 
Ь ' е / ?  с А ( Ь ' ) = 0 .  Если b'  a = p d  с , где Л ( с )—0 (заметим, 
что у ( а )  х(Ь' )  и b ' / a ^ S ) ,  то b’c — p a d  и hp( b ' ) =  hp( b ' ) +  
-\~hp( c ) — hp( b ' c ) ^ - l ,  что противоречит выбору Ь'. Последнее
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предложение показывает, что hp( b ' / a ) ~ 0. Т ак  к ак  Ыа р аЬ'1а, 
т о  h (b fa)  п  hp(b)  и равенство х ( Ы а ) = у ( Ь ) — у ( а ) доказано.

О сталось доказать , что S*  — вполне транзитивная  и тран- 
з 1тивная группа. П усть Ыа, d f c ^ S  с y ( b fa )  y (d /c ) .  Тогда 
/ ( b ) — / ( a )  / ( b f i )  / i d /с)  / ( d )  — х(с),  y{b)  y( c )  y ( a )

/ ( d )  или / ( b e )  x ( a d ) .  Следовательно, a d / b c ^ S  и Ы а Х
dlbc  d /c .  Таким образом , умножение элементов кольца 

5  на ad /b c  является эндоморфизмом группы 5 +,переводящим 
Ыа  в d/c ,  т. е. 5 + вполне транзитивная группа.

Если / ( Ы а )  y (d /c ) ,  то в силу симметрии y_(ad)<y(bc) 
и поэтому y(bc) x( a d ) .  Отсюда элементы ad /bc ,  b c / a d ^ S  
и a d / b c — обратимый элемент кольца S. Он индуцирует авто­
морфизм группы S *,  переводящ ий Ыа  в  d/c ,  и S*  — тран­
зитивная группа. П редлож ение доказано.

И з определения видно, что квазисервантно инъективная 
группа без кручения вполне транзитивна. О соотношении 
м еж ду квазисервантно инъективными и транзитивны ми груп­
пами можно ск азать  следующ ее. Во всех известных резуль­
та тах  квазисервантно инъективные группы без  кручения яв­
ляю тся транзитивными. Ч то касается вполне транзитивных и 
транзитивны х групп, то  сущ ествует пример транзитивной, но 
не вполне транзитивной группы без кручения [8]. Напомним, 
что в примерном случае понятия вполне транзитивной группы 
и транзитивной группы независимы.

П р и м е р  2.3. Существует счетная  группа А  без  круче­
ния, им ею щ ая следующие свойства:

1) А  есть аддитивная группа некоторого £ -кол ьц а , явля­
ющегося коммутативной областью  целостности;

2) А — связн ая  квазисервантно инъективная и транзитив­
ная группа;

3) кольцо £ ( /4 )  не является  сильно однородным или, что 
то же, м ножество типов всех ненулевых элементов группы А 
не имеет м аксим альны х элементов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э л е м е н т  а  п р о и зв е д е н и я  П  Q

будем  записы вать  в виде  а р> ,  где а р— p -ком понента э л е ­
м ента  а .  Д л я  к а ж д о г о  простого  числа р  вы б ерем  в Qp обра­
тим ы й эл ем ен т  ар, не я в л я ю щ и й с я  ал геб р аи ч ески м  числом. 
З атем  д л я  к а ж д о г о  п = 0,1 ,2  . ..  п о л о ж и м  <*„=<рполр>  — эл е ­
м ен т  кольца  П  Q*. П усть  R —серван тн ое  п од к о л ьц о  в П  Q* 

ре* р
( зд е сь  и д а л е е  в п р о и зв е д е н и и  П  Q* оп у ск ае м

ре*
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п о р о ж д е н н о е  м нож еством  { в „ |я = 0 ,  1 ,2 ,...].  О тметим, что 
очень  в аж н о , что подгруппа, п о р о ж д ен н а я  в ПС?р м н о ж ес т ­
вом \оп\п — 0 , 1 ,2 , . . . ) ,  я в л я е т с я  подкольцом  и R  есть с е р ­
в антная  обол оч ка  этого  п о д  кольца.

Проверим, что все требования на кольцо R  из предлож е­
ния 2.2 выполняются. Во-первых, R p R ^ F p — поле вычетов 
по модулю р. Во-вторых, R + — кваэиоднородная группа^. 
В противном случае в R  есть ненулевой элемент бесконечной 
p -высоты д л я  какого-то р. Это означает, что р-ком'понента 
этого элемента в n Q p равна 0. Следовательно, есть натураль­
ные числа т и ..., m s , я , , . . .  n s, для  которых т 1р п ар + . . .  +  m s 
p nsl*s—0. Но это противоречит выбору <зр. Наконец, по пост­
роению R  — коммутативная область целостности. Пусть R — по­
л е  частных кольца R,  a S — такое кольцо, как  в предложении 2.2.

Обозначим через А р поле р-адических чисел. Т ак  как  все 
компоненты любого ненулевого элемента из R  отличны от 
нуля, то все ненулевые элементы кольца R  обратимы в П  А  .

те«
Поэтому можно считать, что поле частных R  леж ит в П  А

Убедимся, что при этом соглашении S c z n Q * .  В самом деле, 
если b / a ^ S ,  b — < b p , а =  а р> ,  то запишем bp— p mpb'p и 
а р= р яРа'р, где Ь'р, а 'р — обратимые элементы в Qp. Т ак  как 
х ( а ) < г ( Ь ) ,  то hp( a ' p ) ~ l hp(bp) для каж дого р и п р-
Отсюда b j a p- p mp яр bp(ap ) ^ Q p и Ы а — < Ь р a p> e T l Q p.

Теперь покаж ем , что подкольцо 5  сервантно в IIQ p . П усть 
z e n Q * .  b / a ^ S ,  p e i с и p z — b f u ^ S .  Тогда b = p z a  и b— 
= p b ’ д л я  некоторого b ' ^ R  в силу сервантности R  в ПС?*. 
И меем p z = p b 4 a  и z = b ' l a .  И з b— p z a  следует Ар( а ) < А р 
( b ) и потому hp( a )  ftp(b') .  Если ^ e i г с </фр,  то снова 
flt ( b ' ) = h t ( b y ^ h q{a)  ввиду b — p z a .  Следовательно, у_(а) 
<^У.(Ь') и z = b ' / a ^  S ,  чем сервантность подкольца S  установ­
лена. Крсиме того, S  является £-кольцом.

П оложим 4̂ =  S + и 1) выполнено. Т ак  к а к  А  — квазиодно- 
родная сервантная подгруппа в П ф р, то А — связная  группа. 
По предложению 2.2 А  — вшолне транзитивная и транзитив­
н ая  группа. П усть В  —  ненулевая се р в а н таа я  подгруппа груп­
пы Л и 0ф<р : В -* -А— гомоморфизм. Выберем некоторый э л е ­
мент О ф Ь ^ В .  Тогда %(b) и ввиду вполне транзитив­
ности группы А  найдется а е £ ( Л )  такой, что a b = y b .  Т ак  
как  (а—<р)£>=0, то ( а — <р)В =  0, поскольку А — св язн ая  груп-
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па и всякий ненулевой гомоморфизм В - уА  есть мономорфизм. 
Таким  образом , а  индуцирует ф, А  —  квазисервантно инъек­
тивная группа и 2) справедливо.

3) Если Ы а ^ А ,  то  %(Ыа) = х ( Ь ) —х ( а ) ^ х ( ^ ) -  Д алее  для 
любого и —0, 1, 2, ..., х ( а л ) < х ( 0 л + 1  ).  3 некоторое кратное 
лю бого элемента из А  линейно вы раж ается  через элементы 
о „ . П оэтом у тип любого ненулевого элемента из А  не больше 
типа какого-то о„. Эти замечамия показываю т, что множест­
во всех типов ненулевых элементов группы А  не имеет мак­
сим альных элементов. Р а з  группа А  вполне транзитивна, это 
влечет, что Soc>l =  0 (миним альная сервантная вполне ха­
рактеристическая подгруппа всегда однородна). По след­
ствию 1.5 это равносильно тому, что кольцо Е ( А ) ,  которое 
канонически изоморфно S, не является  сильно однородным. 
М ож но показать, что оно д а ж е  не нетерово.

В книге [18] записана  задача : «изучить свойства квази­
сервантно инъективных групп» (проблема 17). Построенный 
пример вм есте с  сущ ествующ ими показывает, что эти груп­
пы могут быть весьма разнообразны ми. Тем более это спра­
ведливо по отношению к вполне транзитивны м и транзитив­
ным группам, что подтверж дает предлож ение 2.5.

О п р е д е л е н и е .  Группа G назы вается  суперразложимой, 
если  она не имеет ненулевых неразлож им ы х прям ы х слагае­
мых.

Существование суперразлож им ы х групп д о к а зал  Корнер 
119]. В (4] построена суперразлож им ая  группа б е з  кручения 
с  циклическими р-б.азисными подгруппами. Н а  самом деле 
доказательство  теорем ы  2 из (4] д ает  целую серию таких 
групп. П одобная  серия суперразлож им ы х групп приведена в 
[20]. Более точаю сф ормулируем  теорему 2 работы  [4] и дока­
ж ем  ее, используя некоторые обозначения, заимствованные 
из [20].

Т е о р е м а  2.4 [4]. Сущ ествует счетная суперразлож имая 
группа А  без кручения такая ,  что А  —  аддитивная группа 
некоторого £ -кольц а , являю щ егося сервантным подкольцом в
П  %■ре

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О бозначим Р =  П ф  и  «оо — еди-
Рб"

яичный элем ент в Р.  О тметим, что е о о = < 1 р > .  где  \ р — еди­
ничный элем ент в  Qp . Запиш ем  е о о = е ю + в ц ,  где  е 10, ец  — не­
которые ортогональны е идемпотенты в Р,  сод ерж ащ и е  беско­
нечное число отличных о т  нуля компонент. Если  е пт уж е оп­
ределены, то вы берем  некоторые ортогональны е идемпотенты 
92



«B+i.am.e»+i,2m+i в  Р,  содерж ащ ие бесконечное число отличных 
от  нуля компонент, и такие что епт =  en+i, am +  «я+i. 2m+i • 
Тогда множество Е = \ е пт | я = 0 , 1 , 2 , . . ;  0 < / г е < 2 я ] является 
полным бинарны м  деревом с  корнем е0о в терминологии [20]:

П усть  В — п о д груп п а  в Р ,  п о р о ж д ен н а я  м нож еством  Е .
Тогда В — подкольцо  в Р.  Д ей стви тельн о , пусть Ь , с ^ В ,  

* <
i = 2 s i V , i  г = 2 (А ' ; . г Д” | | ^ г .  Б удем  всегда счи- 

/=1 1 1 1
тать, и это  очень удобно , что все эл ем ен ты  entmt и еп'т' л е ­
ж а т  в одном  сл о е ,  т .  е. им ею т одинаковы й первы й индекс.
Если это не так , то  выберем н атуральное  я > т а х  ( я ,  пк,
п \ З а т е м  вы разим  все еЯ'т ’ч е р е з  элем енты  еят,

2я —1 2Л -1

0 < / я < 2 \  И так, м ож н о  написать b = ^ s menmT с =  v  t m е„т, sm,
т 0 т 0

<me Z .  Т еп ер ь  ясно, что [ Ь с ^ В ,  так  как  при ф иксирован­
ном я  м нож ество  епт\0 т  2") состоит из  попарно о р т о ­
гональных идем потентов . П усть  R —сервантное подкольцо  
в Я, п о р о ж д ен н о е  В,  или , что все равно , м нож еством  Е .  
Д л я  лю бого  г е У ?  су щ еству ет  n e A f ,  д л я  к оторого  я г е  В. 
П олож им  A — R+.  Т ак  как  /? —£ -к о л ь ц о ,  то  Е ( А )  к ан о н и ­
чески изом орф но  /?.

Н уж н о  только  показать , что А —су п е р р а зл о ж и м а я  г р у п ­
па. С этой  целью установим , что всякий и дем потент  еФО  
кольца /? равен  сум м е  некоторы х епт, о тк уда  сразу  п о л у ­
чается с у п е р р азл о ж и м о с ть  группы А .  Вы берем s , / i e i V  и 
*m < = Z ( 0 < r n < 2 " )  так ,  что  ^ е — У { тепт или  е ^ t m/senm в
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ольце Р.  П оск ол ьк у  е2 е, то  ( t j s f e nm t m/senm«  ( t ml s f =  
t j s  д л я  всех  т.  О тсю да ил!н t m 0, или  t m— s.  Таким 

о >р зом, идем потен т  е  равен сум м е к ак и х -т о  епт при  ф и к ­
сированном  п,  что  и у т в е р ж д а л о с ь .  Т ео р е м а  доказана .

В [21, 22] изучалась  проблема сущ ествования суперразло- 
жнмых м дулей над дедекиндовым кольцом R.  Д оказано , что 
такие м дули существуют Ьсегда, кроме очевидных исключе­
ний. R  — поле или R  — полное кольцо дискретного нормиро­
вания.

С уперразлож им ы е группы из теоремы 2.4 и [20] имеют 
многие интереоные свойства. Н екоторые из них указаны в 
[20, предложение 3.1]. В следующем предложении дадим  прос­
тое дока ательство к ак  известных свойств этих групп, так и 
рассмотрим некоторые новые. Д о к аза тел ь ств а  основаны на 
том важном обстоятельстве, что группа А  из теоремы 2.4 яв­
ляется аддитивной группой некоторого £ -кол ьц а . Н иж е ис- 
почь уются обозначения из док азател ьства  теоремы 2.4.

П олож и м  Е „т — дер ев о  с к орнем  епт, R nm— сервантное 
подкольцо  в Р ,  п о р о ж д е н н о е  Е пт, и Апт= Я £ „ ( А 00= Л ) .  
Т огда R nm— enmR,  R nn есть  Е -к ольц о , а А пт— суп ерразл ож и ­
м ая  г р у п п а  и д л я  вс як о го  я = 0 ,  1 ,2 ,..., Л = 2  А Ят.

о т < га

П р е д л о ж е н и е  2.5. Группа А,  построенная в теореме 
2.4, обл адает  следующ ими свойствами:

1) А — вполне транзитивная и транзитивная группа;
2) А — объединение счетной возрастаю щ ей  цепи сервант- 

ных вполне разлож им ы х подгрупп конечного ранга, являю­
щихся аддитивными группами £-колец ;

3) эндоморфизмы группы А  определяю тся своим значени­
ем на элементе е0о;

4) прямые слагаем ы е группы А  исчерпываются слагае­
мыми вида

* к

2  Anmt ;
I I  l - l

5) всякое прямое разлож ение группы А  имеет конечное 
число слагаемых;

6) д л я  л ю бого  а е £ ( Л ) ,  Л = к е г » 0 1 1 т “ )•!
в о

7 )  д л я  в с я к о го  п р о сто го  р  р " А =  v  А Птп,
л 1
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где д ля  к аж дого  л  берется одно ®полне определенное слагае­
мое А пт , зависящ ее о т  р,  а  А1р“ А  — группа ранга 1;

8) А  не является квазисервантно инъективной группой, 
однако  всякий гомоморфизм ф : В-*-А, где В  — сервантная 
подгруппа конечного ранга из А,  продолж ается до эндомор­
ф изм а группы Л;

9) зам ы к ан и е  в Z -адической топологии всякой сервантной 
подгруппы В  конечного ранга из А  выделяется в А  прямым 
слагаемым.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) П усть  а , 6 е А  и у{а )  у(Ь).  Если 
и k a , k b e B ,  то  y ( k a )  y(kb) .  Д ал е е ,  если  а ^ Е ( А )  и 

a ( k a ) — kb,  то  л а = Ь .  Т ак  что м ож ем  считать, что a . i e f l .  
Тогда д л я  к ак о го -то  и е У У  запиш ем  a = ^ 5 me„m, b = ^ t meпт 
(О т < 2"), s m, / „ e Z .  Т ак  как  у(а)<у_(Ь),  то  x ( s men„ ) <  
< y ( t menm) Д ля  всех  т  (это  п ол учается  из  того, что kQp-= 
= Q p, если  ( k , p ) = 1). О тсю да ( t j s m) \епп, т. e . ( t J s m)enm<=R 
(считаем  0 / 0 = 1 ) .  О п р ед ел и м  r = ' 2 i( t J s n )enm^ R .  Т о гд а  г а =

0<т 2п
= Ь  и А —вполне тран зи ти вн ая  группа. Если / ( а )  у(Ь), то  
и з  Соображ ений сим м етрий  ( s j t m) \е„т, ( s m/ t m)e„m^ R .  П о э ­
то м у  г  я в л я е т с я  автом орф и зм ом , та к  к ак  r - ^ ( 5 m/^m)enm=  
= 2 влт= в оо= 1 ( м ы . естественно , о т о ж д е с т в л я е м о е  Е ( А ) ) ,  

0с/п<2п
С ледовательн о , Л —тран зи ти вн ая  группа.

2 )  Д л я  п  0  пусть  R n—сервантное  подкольцо в R ,  п о р о ж ­
денное  м н ож еством  [епт\ 0 < т < 2 п\. Т огда  R n— f -кольио, а 
как  группа R „— вполне р а з л о ж и м а я  группа ранга  2". Ясно, 
что Л =  (J Л я , гд е  A „ = R + .

я > 0
3 ) —б) Эндоморфизмы группы Л выступают к ак  ум нож е­

ния на элем енты из R  и 3) очевидно, поскольку е0о —  единич­
ный элемент кольца R.  Утверждение 4) д оказано  в теореме 2.4, 
а  5) вы текает из того, что прям ы е разлож ения группы А  и 
кольца R  в  сум м у идеалов —  это одно и то ж е, р аз  A  =  R +, а 
R  есть £-кольцо.

6 )  Если « е Е ( Л ) ,  A & V ,  то  k e r a = k e r  k a ,  ( I ma  * = ( im £ a ) * .  
П оэтом у считаем , что a e f i .  Д л я  о п р ед ел е н н о го  п ^ М  
запишем « = 2  t menm( 0 < m < 2 n), t m e Z .  Т огда  k e r a = 2  епт А  
д л я  т. с  t m— 0, а  (im a ) , = 2  епт А  д л я  т  с / т -/= 0.

7 )  Н апомним, что если  А = В ^ С  и р В ф В ,  то  р С — С.  
Т еперь  запиш ем  Л = Л 00= Л 10ф Л п . Пусть д л я  определенности 
р А п = А и . .П олагаем  Л п = Л ц 1. Теперь записы ваем  Л 10=  
= Л от- |-Л 21, где, например, /»Л21= Л 21. П олагаем  Л 21— Л я ,.
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П р о д о л ж ая  так, д а л ее  получим последовательность прямых
оо

слагаем ы х А я ч n ^ N  группы Л  таких, что сумма 2  А пт —
и—I

о»
прямая. Д о к аж е м , что р тА -= 2  Аптп' По построению все

л 1
А птп^ . р т А .  Если элемент а  е р шА ,  то, учитывая сервантность 
подгруппы р “А ,  считаем а  е й .  Тогда t m ^ Z

0<m<2
д л я  некоторого n  e ^ V .  В разлож ении  . А = 2  ^ nm только

0<т<2я
одно слагаем ое Л Ят не делится на р, а сумма всех остальных

СО
леж ит в v  Л „ш . Т ак  к а к  элемент а  имеет бесконечную

я  1
р-вЫсоту, то он леж и т  в сумме этих остальных слагае-

О0
мых. Значит, а  е  2  Д ал ее. A / p w A = A / ( p " P ( \ A ) s £

Я  1

= ( р шР  A ) / p a‘P ^ P / p u,P e z Q p.
8) Выберем строго возрастаю щ ую  последовательность на­

туральных чисел Е1< е г < . . . .  Заф иксируем  простое р  и пусть 
а  эндоморфизм группы р шА  такой, что на слагаем ом  А я„п 
из 7) а  есть умножение на е„. Если бы  группа А  б ы л а  кваэл- 
сервантно инъективной, то а  имел бы  продолж ение до  неко­
торого эндом орфизм а г е / ?  группы А.  Выберем k ,  n ^ N  и 
<me Z ,  так что А:геВ и А г= £  tmenm- В разлож ении А =

0<т 2
= 2  А Пт пусть А Пт— то слагаем ое, которое не делится на р,

О  т<2п
т. е. не входит в р "  А.  Тогда эндом орфизм  kr  на А Пп дейст­
вует как  умножение на tm . Н о  с  другой стороны от А Ят от­
щепляется бесконечное число слагаем ых, входящ их в р«Л, 
на которых эндоморфизм kr  есть умножение на соответству­
ющие числа ke f ,  чего не может быть. Значит, эндоморфизм а  
не имеет продолж ения и А  —  не квазисервантно инъективная 
группа.

П усть теперь В — серван тн ая  подгруппа в А  конечного 
ранга и а : В - * - А — некоторый гомоморфизм. П одгруппа а  В  
такж е  имеет конечный ранг  и, следовательно, В  и а В  лежат 
в некоторой подгруппе А я из 2 ) .  Н о  А я — квазисервантно 
инъективная группа (23, теорем а 2.1] и поэтому а  продолжа­
ется до эндом орф изм а группы А„ . Т ак  к ак  А„  является ад­
дитивной группой Е -кольца R„,  то  этот эндоморфизм есть
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умножение кольца Р „ н а  определенный элемент r ^ R n . Тогда 
умножение кольца R  на элемент г  является эндоморфизмом 
группы А,  продолж аю щ им  а.

9) П усть подгруппы В  и Ап — такие, как  в 8). В группе А  „ з а ­
м ыкание всякой сервантной подгруппы выделяется прямым с л а ­
гаемым (24, теорема 1.8]. Следовательно, А п — B 0 C ,  где 
Б — замы кание подгруппы В  в А„; С — дополнительное сл а­
гаемое. Пусть е \ А п-*-Б— проекция. Т ак  ж е как  в 8 ) ,  

и ,сл ед овател ьн о ,А = е А  D  для некоторой подгр>п- 
пы D.  Т ак  как  B c z e A nc z e A  и е А — зам кнутая в А  подгруппа, 
то  Б ^ е А  (здесь и дальш е Б  — замы кание подгруппы В в Л ). 
П оскольку А  имеет циклические /^базисные подгруппы, тр 
(е)*— плотная подгруппа в еА,  т. е. { ё |* = е Л .  Н о { е ) * с е ,  
значит, е А = \ ё ) * ' = В  и В = е А .  П олучили  А = В  D и 9), и пред­
лож ение доказаны .

Д л я  группы без кручения А,  так  ж е как  в § 1, положим 
V = A ® Q ,  S = E ( A ) ® Q .  Пусть W t(l  0 ) — цепь цоколей S -мо­
дуля V (и^о =  0 ) . О бозначим П А(1  0 ) — цепь п се в д о ­
цоколей группы А  [25, с. 219] (отметим, что P , =  S oc/1) .  Из 
результатов работ [5, 9] можно вывести, что цепь псевдоцо­
колей квазнсервантно инъективной группы А  обры вается во 
всяком случае на P i.  Следующий пример показывает, что это 
не так  для  (вполне) транзитивной группы.

П р и м е р  2.6. Существует счетная вполне транзитивная 
и транзитивная группа А  без  кручения такая ,  что:

1 ) 2  Q ] , ^ A c z . n Q  , причем  А  сервантна, но не вполне 
ре* ре*

характеристична в П  Q ;
ре*

2 )  А = Р 2;
3) А  есть аддитивная группа некоторого £ -кольца. 
Д оказательство . П усть R  — сервантное подкольцо в П<3 ,

р *
порожденное 2 ® Q  и единичным элемантам 1 е П ( ?  . П олож им  

ре* ре*
Д = /? + ,  чем обусловлено выполнение 3). Затем  Pi =  S o c A  =
=  q  _ П оскольку г ( А  Z5, ) — 1 , то А =  Р 2. Е с л и  бы 

ре*
группа А  бы ла вполне характеристична в  n Q  , то о то б р аж е-

Р€я
ние ограничения П  Q -*~А являлось  изоморфизмом. О ткуда

Р €*
/ ? = £ ( . А ) ^ П  Q  , что  противоречит счетности R.  

ре*
О сталось  установить  вполне транзитивность  и тр а н зи ти в ­

4 Заказ 4223 97



ность группы  А .  П усть  Оф а ,  Ь ^ А  и у ( а )  х(^)- М ожно 
считать, что эти эл ем ен ты  в х о д я т  в п одгруп п у , п о р о ж д е н ­
ную  ^  Q . н 1. Тогда можно выбраггь п  е Л \  так, что a = a t -f-

ге
Я Я

+ я 2, Ь 6, Ьг, где f l „ i i S 2  Q p ' , a 2, b 2<=< 1 ~ 2  ^  —Ьод-
I I  / 1 '

Я

группа, порожденная элементом 1— (здесь 1 — < 1 р> ) .
/ 1

я

Имеем у ( а г) / ( * , )  и /_(а2) у(Ьг). Т ак  к ак  2 ®  Qp, есть
i 1

Я

£-кольцо, то r la l 6, для некоторого г х < ^ 2 ®Qp, и
t 1

для  некоторого s e Z .  П о л о ж и в  г — г х — V  получаем

r e / ?  и г л  Ь.
Если у{а )  у{Ь),  то  х Ю  у(Ь , )  и у.{а2) = у ( Ь г ). Поэтому

я
элемент г х можно вы брать  обратим ым  в 2  Qp,* а s  ±1*

i i

Тогда элемент г обратим в R : r ~ l rj- , + s |  1 — V  1„
\  t 1
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О Б  И З О М О Р Ф Н Ы Х  К В А З И П Р О Д О Л Ж Е Н И Я Х  
П Р Я М Ы Х  Р А З Л О Ж Е Н И И  А Б Е Л Е В О Й  Г Р У П П Ы

С. Ю. Максимов

В [1] введено понятие tn -овязанных (слева) прямых раз­
ложений абелевой группы. В данной работе рассматриваются 
приложения этого понятия к некоторым конкретным клас­
сам  групп. При этом изучается вопрос о существовании изо­
морфных квазипродолж ений [1].

Через и П будем обозначать  прямую сумму и полную 
прямую сумму соответственно. П од «группой» всегда пони­
мается абелева группа, под «счетностью»— не более чем 
счетность; T (G )  обозначает периодическую часть группы G, 
T p(G)  — p -компоненту группы T ( G) .  Зап и сь  А  £  В  означает, 
что А  в основном содерж ится в В  [3, с. 201]. Группы Уорфил­
да  и группы с почти m -свойством замены определены в [3, 
с. 200] и [4, с. 217] соответственно.

О п р е д е л е н и е  1. П усть К —  произвольный класс групп. 
Группа G назы вается к в ази -т -К -м ал о й ,  если д л я  любо­
го гомоморфизма / ? * , г д е О * е  К, существует подмноже-

*ек
ство L ^ K  такое, что | L  | ш и G c <р- , ( О*).

kgL '
Всюду в дальнейш ем  будем предполагать, что m ^ c o j .
Л е м м а  1. П рям ое слагаем ое к в а зи -т -К -м а л о й  группы 

и п рям ая  сумма не более чем т  к в а з и -т -К -м а л ы х  групп яв­
ляю тся к в ази -т -К -м а л ы м и  группами.

Д оказательство  повторяет док азательства  лем м  1* 2 и з [5].
О бозначим через Ко к ласс  редуцированны х групп, перио­

дические части которых являю тся  прямыми суммами перио­
дически полных групп.

Л е м м а  2. П р я м ая  сумма не более чем ш периодически 
полных /э-групп, ульмовсние инварианты которых не превос­
ходят т ,  явл яется  квази-ш -Ко-малой группой.

* Через Шо обозначается счетное кардинальное число.
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периодически полные р-группы с ульмовскими инвариантами, 
не превосходящ ими ш .  В силу [2, предложение 71.2 и 4, пред­
лож ение 1.5] B i — группа У орфилда относительно класса Ко, 
поэтому д л я  любого гомоморфизма <р: где С / е  К 0,

существует разлож ение B t В ^ + В ^ и  конечное подмножество 
такие, что 5 | ' £ ? -1 ( +  Cj ) ,  а В,"  ограничена. Т ак  как

ульмовскне инварианты B t не превосходят т ,  то то ж е самое 
верно и д ля  В/ ' ,  следовательно, | В "  | < т .  О тсюда следует, 
что существует подмножество / / " = /  такое, что |/< " | т и  
B t" ^ < р->( Cj ) .  Поэтому согласно [3, лем м а 1.1] В ,  =  В /

B " S z 9 ~ l( +  Cj ) ,  где J i —J i  U J " ,  т .е .  В , —  к вази -т -К о-м ал ая  
/е-г,

группа д ля  всех » е / .  Теперь нужное утверждение следует из 
леммы 1.

Т е о р е м а  1. П усть К — произвольный класс групп, з а м к ­
нутый относительно .взятия прямых сумм и прямых сл агае­
мых, А  @ Л / ,  где А , — квази-шо-К-малые группы и Л / ^ К .

<е/ яТогда если А  =  +  B j = +  С*, где В / ,  С л обладаю т (почти) 
ieJ ьек

шо-свойством замены, причем упорядоченные пары A t +
tei ieJ

B j K  @  A ,  =  +  C k шо-связаны слева, то разлож ения 5 ; =

§
/е/ ies
С* имеют изоморфные (квази)-продолж ения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу первой части теоремы 1 из
[1] и леммы 1 В )  и С * р азлагаю тся  в прямые суммы квази-ш0- 
К-малых групп. Следовательно, разлож ен и я  А — В]  =  С*

ie-f
продолжаются до разлож ений, в которых к аж дое слагаемое 
является квази-шо-К-малой группой. Пусть D t и Ет —

l£ t  т$М
такие продолж ения разлож ений  А — В ]  и А  Ск

ie-г *ек
соответственно. Ясно, что D t, Е т поэтому разлож ения
0 ^ / = ®  too-связаны. Тогда ввиду второй части теоре-
/gi т£М
мы 1 из [1] сущ ествую т две системы попарно непересекаю - 
щихся подмножеств L %̂ L ,  М ^ М  такие, что \ }La— L,  \ ] М Л —

а я
=  -М. | L a I <  «в0, 1 М а I <  (00 И +  Е т д л я  всех а.  К р о ­

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть A = ( p B t , где | / | ^ т ; В / —
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ме того, согласно [6, лем м а 3.10] (соответственно [4, теорема 
12]) D /И Е т обладаю т <оо-свойством зам ены  (соответственно 
почти и  -свойством зам ены ).  Теперь утверж дение теоремы 
вытекает из (6, теорема 4.2] соответственно [8, теорема 1].

В категории абелевых групп теорема 1 является обобще­
нием теоремы 6 из [7]. Р езультаты , близкие к теореме 1, по- 
луч ны такж е  в [6, 8, 9, 10].

О п р е д е л е н и е  2. Пусть 0  =  П Л /( причем /  неизмеримо.
<е/Будем говорить, что группа G принадлеж ит классу Л ( т ,  К ) ,  

где К — некоторый класс редуцированных групп, если выпол­
нены сл дующие условия:

(1) T ( A t ) — к в а з и -т -К -м а л а я  группа д ля  всех i e / ;
(2) | A t Т ( А , ) \ ^ т  для  всех i e l ;
(3) дпя любого простого р существует конечное подмно­

ж ество  J ^ I  такое, что T p ( A t ) = 0  д ля  всех t e /  / .
Т е о р е м а  2. Группы из класса Л ( т ,  К) являю тся ква- 

зи -т -К -м а л ы м и .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть G  е  Л ( т ,  К) ,  G ПЛ,,«р: 0-*-

iei
G k гомоморфизм, причем G h^ K  д л я  всех к е К .  Дока-

*е
жем сначала, что д ля  любого i е I  существует подмножество 
K t ^ K  такое, что | K t | m и Л ^ о - ^ Ф  ^ А  В самом деле*

из условия (1) следует, что существует подмножество 
К / е А "  такое, что |Л * / |  m и Т ( А , ) ^ < р ~ 1( G k).

П усть Е,  — множество всех представителей смежных 
классов фактор-группы А ,  Т ( А , ) .  Т ак  к ак  | Е , | < т ,  
то сущ ествует подмножество К {" ^ к  такое, что | А у | < т  н 

р Ч (7 А  П олож им  К , = К Я'  \ ] К , "  и докаж ем , что Л ,с :  
*е*у

S !P", ( +  О л). Д ействительно, пусть g ^ A t. Если g ^ T ( A , ) ,

то по условию существует 0 = f i n g ^ y —l ( +  G * > E  9 - Ч 0 О Д
*е*у * е ^

П редполож им  теперь, что 0 ( g )  =  оо. Тогда существует e e f f  
такое, что g — e e T ( A t ). П оэтому существует целое q  такое, 
что q ( g — е ) — 0,  т. е. g = q ? - 1( ( ^ G k ) .И т а к ,  Л ^ ? -1

( Q G ft), причем l / f / K m .  Д а л е е ,  поскольку /  неизмеримо,
AgК |
то в силу [11, следствие 1.6] существуют конечные подмно­
ж е ст ва  / ' s / ,  K ' s K  и целое число я  такие, что « ( я П - Л ^ е

l e w
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п о д м н о ж ество /"  s  /  такое, что для  всех i  е /  I "  имеет место 
T p( A j ) — b  д ля  любого простого делителя р  числа я . Отсюда 
п а ф О  для  любого ненулевого а е П  A t , где / 0 / ' U I ",

лоэтому П  По доказанному ранее д л я  любого

i s / 0 существует такое, что А { <р-1 (СХ'*) и

- < m .  П рименяя лемму 1.1 из {3], получаем, что G А .  П
IqI IQf I

A  5=ip-J( G h), где L — [j K t UK' .  Теорема доказана .
Ĵ g£ /g /

Следующим образом  расширим класс А ( т ,  K):A(m, К) =  
=  А  I существует В  такое, что А  В  +  С , , - г д е  | / |  ш и

tef
С (е Л ( п 1, / Г ) } .

С л е д с т в и е  1. Группы из класса Л ( т ,  К) являю тся 
квази -т -К -м ал ы м и .

С л е д с т в и е  2. П усть К — класс всех редуцированных 
групп и G e A ( m ,  К ). Тогда G не разлагается  в прямую сум­
му более чем ш ненулевых групп. Если, в частности, | G | > m ,  
то G не р азлагается  в  прямую сумму групп мощности ^ т .

Действительно, пусть G = © G /  . Тогда из следствия 1 вы-
l£l

текает, что G 5 E .0 G /д л я  некоторого подмножества J ^ I  тако- 
*е J

го, что | / 1 ^ т .  О тсю да G , = 0  д л я  всех i е / \ Л
Следствие 2 обобщ ает основной результат из [12]. 
С л е д с т в и е  3. П усть A  =  +  A t, A t e  А (а»0, К 0) П K Q. Тогда

<е/ «любые два  р азлож ения  группы А  в прямую сумму групп с 
(почти) юо-свойством замены и счетными ульмовскими ин­
вариантами обладаю т изоморфными (квази-) продолж е­
ниями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть A = + B j  С*, причем B j  C„
ieJ ьек

обладаю т (почти) и 0-свойством замены и имеют счетные 
ульмовские инварианты. Очевидно, что класс Ко зам кнут от­
носительно прямых сумм, а ввиду [2, теорема 73.7] он за м ­
кнут и относительно прямых слагаем ы х. Поэтому в силу тео­
ремы 1 и следствия 1 достаточно д оказать ,  что упорядочен­
ные пары разлож ений  + A L — +  В ,  и 0 ^ =  -связаны

le t  iet  let
слева. Д о к аж е м  это д л я  первой пары. П оскольку В Ко, то 
Т ( В  j) — п рям ая  сумма периодически полных групп. И з лем-

^  +  G%. И з условия (3) следует, что существует конечное
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мы 2 и счетности ульмовских инвариантов нетрудно вывести, 
что Т ( В ])  является квази-юо-Ко-малой группой.
П о  том у существует счетное подмножество / / е /  такое, что

T { B j )  <= A h  ( • )
tef  j '

Пусть теперь — проекция А  на некоторое прямое
слагаемое S y rpynnb i В / ,  / ' — очетное подмножество в /. Так 
как  Л ;  квази-соо-Ко-мала для  всех i e / ,  то в силу леммы I 

та к ж е  является квази-шо-Ко-малой. П оэтом у существу-

ет сч тное подмножество / / '  Е /  такое, что
Л , те Ч А , ) .  (**)

/6/- 1~  У 1

Д ок аж ем , что тс* ( A t , где I ,  / /  U I Пусть Оф
1 i g / '  lGfj

Ф а ^  ) A t . Если и 0 (те. ( а ) )  ао, то  я ,  ( а ) е Г ( Я у )
/ g / '  J J J

и ввиду (*) существует С=т^/гте,(а)е - A . s  Л . .  Если же
1 l£lj' l£f j

0(те ,(а ))  оо, то из (**) следует, что т х 3 ( а )  е  * А , ^ ( ~ ^ А ,
J- 1 letj" t£ij

при некотором m. И так, доказано , что те,.( А (.
1 ‘е ' '  le / j

Кроме того, в силу следствия 1 существует счетное подмно­
жество J ^ J  такое, что А ^  В).  Следовательно, упорн­

ее';
до ч ен н ая  пара разлож ений  @  A t В /  <п0-свя зан а  слева.

i&i ieJ
Д л я  пары A t С к доказательство  анал'огично. Тем 

ie/  *е^ 
самым следствие доказано.

Л е м м а  3. Группа конечного ранга  обладает  почти ш- 
свойством замены д л я  всех ш.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть G —  группа конечного ранга, 
Е  — м аксим альная  независимая система в G, состоящ ая толь­
ко из элементов бесконечного порядка и элементов порядков, 
■равных степеням простых чисел. Т ак  к ак  Е  конечна, то для 
любого гомоморфизма q>: G -* -(^p „  существует конечное под­

ле*
множество К ' ^ К  такое, что Р- 1 ( ф  Н о тогда

0 А), т. е. G — группа Уорф илда. В силу [4,теоре- 
*е*'

ма 1.7] группа G о б л а д а ет  почти m -свойством замены.
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С л е д с т в и е  4. П усть  A  =  +  B j  С*, гдеВу, С к— груп-
l£j к£К

л ы  конечного ранга. Тогда эти разлож ения обладаю т изо­
морфными квазипродолжениями.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  как  В ) и G k счетны, то А — 
прям ая сумма квази-ш0-К-малы х групп, где К — класс всех 
групп. Кроме того, ясно, что упорядоченные пары B j  B j

_  _  _  

и +  В ) — С* мо-связаны слева. Следовательно, из леммы
ie-f

3 и теоремы 1 вытекает существование изоморфных квази­
продолжений.

Следствие 4 дает  другой способ изучения разложений 
группы без кручения в прямые суммы групп конечного ран ­
га по сравнению с их описанием в терминах квазиизомор­
физма [2, § 92].

Автор признателен А. П. Мишиной за внимание к работе.
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П Е Р И О Д И Ч Е С К И Е  А Б Е Л Е В Ы  Г Р У П П Ы , ЧИСТО 
П Р О С Т Ы Е  КАК М О Д У Л И  Н А Д С В О И М И  К О Л Ь Ц А М И  

Э Н Д О М О Р Ф И З М О В

С. К. Росошек, М. А. Турманов

К роткая точная последовательность

правых ^-м одулей  и Я-гомоморфизмов назы вается точной 
чистой последовательностью (по П. Кону), если д л я  любого

/х>
левого ^ м о д у л я  Р  естественный гомоморфизм А  ®  
инъективен [1]. П одмодуль N  модуля М  назы вается чистым,

/
если естественное влож ение 0-*-N-*-M  есть  точная чистая по­
следовательность.

Т е о р е м а  А. Д л я  короткой точной последовательности 
правых ^ -м одулей  и ^^гомоморф измов

следующие утверж дения эквивалентны:
(1) для  любого конечно-представленного правого R -моду­

л я  L  естественный гомоморфизм

Н о т я (£,./И )-»-Н отя ( £ ,  А")

сюръективен;
(2) для  любого левого Л!-модуля Р  естественный гомо­

морфизм
/ X I

АГ®ЯР —  М ® цР

инъективен;
(3) л ю бая  конечная систем а линейных уравнений над 

■модулем N  с коэффициентами из « о л ь ц а  R,  которая разре­
ш има в модуле М, разреш им а и в N.
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Д оказательство  в [2, предложение 3]. Относительно 
свойств чистых подмодулей см. [3].

О п р е д е л е н и е .  М одуль А  назовем чисто простым, ес­
ли А  не содерж ит собственных ненулевых чистых подмоду­
лей. Абелеву группу G будем называть эндочистопростой 
(сокращенно f P S -гругапой), если модуль G e  явля т с я  чисто 
простым (Я — кольцо эндоморфизмов группы G ) .  Следую­
щ ая  лем ма играет ва ж н у ю  роль в изучении эндочист прос­
тых групп.

Л е м м а .  Пусть B e —  чистый ^-подмодуль модуля А Е 
(где Е  —  кольцо эндоморфизмов абелевой группы А ) .  Тогда 
В  есть сервантная  вполне характеристическая подгруппа 
группы А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, В  — вполне характери­
стическая подгруппа группы А.  Проверим, что В  есть сер- 
вантная подгруппа группы А.  Пусть уравнение пх = Ь ^ В  
разрешимо в группе А.  Это уравнение можно р ас­
сматривать как  линейное уравнение над £ - подмодулем В Е с 
коэффициентом из кольца Е  (умножение на п есть эндомор­
физм группы А ) ,  разрешимое в модуле А Е . Поскольку В в — 
чистый подмодуль А е , по теореме А  уравнение пх  = Ь должно 
быть разрешимо в подмодуле В Е, но это и означает, что В  
есть сервантная подгруппа группы А.

Имеет место следую щ ая
Т е о р е м а .  Периодическая абелева группа G явчяется 

f P S -группой тогда и только тогда, когда  G есть р-группа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть периодиче­

ская абелева группа G является f P S -группой. П окаж ем, что 
G есть р-группа. Имеем

О  / V
Р

где G — p -компонента труппы G. Т ак  как  д ля  любого прос­
того числа р  группа  G есть вполне характеристическое пря­
мое слагаемое группы G, то  имеем прямое разлож ение моду­
ля  G e  в  прям ую  сумму ^-подмодулей Gp. Поскольку прямое 
слагаемое модуля есть  его чистый подмодуль, то условие, что 
G e  — чисто простой модуль, влечет G = Gp д ля  некоторого 
простого числа р.

Достаточность. Пусть G — р-группа, тогда G = A r' D ,  где 
А  — редуцированная группа; D — делим ая  группа. Рассм от­
рим несколько случаев.

С л у ч а й  1. /1 =  0. Тогда G =  D  есть £ P S jrpynna. Д ействи­

107



тельно делимая  группа, очевидно, не имеет собственных сер- 
вантных вполне характеристических подгрупп. Следователь­
но, по лемме G e  не имеет собственных ненулевых чистых
£-подмодулей.

С л у ч а й  2. D  =  0. Тогда G = A  есть E P S - труппа, поскольку 
редуцированная рнгруппа не имеет собственных ненулевых 
сервантных вполне характеристических подгрупп.

С л у ч а й  3: А ф 0, ранг r ( D )  группы D  равен единице. 
Тогда имеем
G A '  А х D ,  где А  А '  А х\ А х a x> £ z Z ( p n) , \  « < о о »  
D ^ z Z { p <*‘). Кольцо эн д о м о р ф и зм о в  Е ( д )  группы  G  имеет 
вид

E ( G ) J E { A )  н о т ( Л ,  Z5)\
{ 0  E ( D )  Г

П усть

.  ( J  * ) е £ ( 0 , , г д е

<р Р пЛ А\ 0, а ф е Н о ш ( Л  D )

действует по следующему правилу: если зафиксировать  сис­
тему образующих Сь с2, с „ кваэициклической группы D, то 
Д 1Я любого а е Л

И а '  0.ф а =  т
I k cn , гд е

а  ( а \  k a x)\ а ' е Л ' ;  0 k < p n.

Ясно, что отображ ение г|) есть гомоморфизм с ядром 
Кегт|) =  /Г  и образом  1 ш г | ) = < с я > .

Рассмотрим уравнение

X *  Z,  ( • )

где  г — (0, c „ ) e D .  И м еем

< « » . ° ) ( ;  li4Q ) = ^ я а 1’ + a i ) = ( ° -  с« ) = 2 ,

т. е. уравнение (*) имеет решение в группе G. В то  ж е  время 
уравнение (*) не имеет реш ения в подгруппе D: 
если (0, с ( ) е Д  то
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(0,оГ)( / 0 U  о ) - (0’ 0)¥=г'

Таким образом , D  не является чистым £-подмодулем м о ­
дуля  G e  и тогда Ge — чисто простой модуль. Действительно, 
если N — чистый подмодуль модуля G Е , то N  есть сервант- 
ная вполне характеристическая подгруппа группы G. И з 
строения группы G следует, что  единственная собственная не­
нулевая сервантная вполне характеристическая подгруппа 
группы G —  делим ая часть D  группы G. Но, как  показано 
выше, D  не является чистым £нподмодулем. Следовательно, 
N  =  О или N = G ,  т. е. G Е— ч'нсто простой модуль.

С л у ч а й  4. А ф О, r ( D ) ^ 2.
Если зафиксировать  прямое слагаем ое Z ( p  °°) в подгруппе 

D, то рассуждениями, совершенно аналогичными, приведен­
ными в случае 3, мож но показать, что G E — чисто простой 
модуль.
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А Б Е Л Е В Ы  К - С Е П А Р А Б Е Л Ь Н Ы Е  Г Р У П П Ы

С. В. Рычков

Д ан н а я  работа продолж ает начатое автором ранее (см. 
II]) исследование A-сепарабельных абелевых групп д ля  произ- 
вочьныч кардиналов А. В [1] это  изучение проводилось в 
к т а с  е р-групп, что да л о  возможность построить в каждой не- 
счетн и регулярной «е  слабо компактной мощности k  такое 
А-эндожесткое семейство, состоящее из 2* А-сепарабельных 
р  групп мощности к и финальных рангов к,  что к аж д ая  из 
этих групп неразлож им а в прямую сумму д а ж е  двух своих 
подгрупп финальных рангов к. И з  результатов работы, в част­
ности, будет следовать возможность построения в каждой не- 
счет юи регулярной не слабо  компактной мощности к  такого 
А-эндожесткого семейства, состоящего из 2* А-сепарабельных 
групп без кручения мощности к,  что к а ж д а я  из этих групп 
не может быть р азлож ен а  в прямую сумму д а ж е  двух своих 
подгрупп мощностей к. Результаты  (так  ж е  к ак  и данные
[ 1]) получены в предположении справедливости аксиомы кон­
структивности V = L  теории множеств. Д о  сих пор неразложи­
мые k  свободные абелевы группы б е з  кручения мощности к 
строились в классе т а к  назы ваем ы х сильно А-свободных 
групп, причем эти группы не бы ли  А-сепарабельными в силу 
метода их построения (см. (2, 3, 4] и др .) .  Результаты  работы 
б ь п и  долож ены на научном семинаре по теории абелевых 
групп и модулей (Московского государственного педагогиче­
ского института им. В. И. Л енина в ок тяб ре  1985 т.

В монографии Л. Ф укса [5, с. 145] сказано  следующее: 
«Непосредственным обобщением понятия сепарабельности 
является  понятие А-сепарабельности, где k  —  бесконечное кар­
динальное число. Группа А  назы вается  А-сепарабельной, если 
каж дое  ее  подмножество мощности < А  м ож ет бы ть  вложено 
во вполне разлож им ое прям ое слагаем ое  группы А.  Никаких 
серьезных результатов, к асаю щ и хся  этих грушп, пока нет». 
Фактически ситуация с изучением А;сепарабельньгх трупп без
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кручения д л я  мощностей выше со,* не изменилось. (Следует 
отметить, что в классе р-групп изучение (ог сепарабельных 
групп бы ло начато  в [7] и продолжено автором для  /г-сепара- 
бельных групп в примарном случае при любом несчетном ре­
гулярном не сл а б о  компактном кардинале  k в {1]) Отметим, 
что из полученных данных следует и отрицательное решение 
тестовой проблемы Капланского в классе А^сепарабельных 
абелевых групп без  кручения. Полученные результаты я в л я ­
ются та кж е  продвижением в  решении 5-й проблемы из {6], так  
как  класс Л-сепарабельных групп является, несомненно, са ­
мым обозримым подклассом групп мощности k  из выш еупо­
мянутой 5-й проблемы Л . Фукса. П од словом «группа» в этой 
работе понимаются слова «абелева группа».

О п р е д е л е н и е  1. Пусть А  и В  — абелевы группы без 
кручения. Будем назы вать  гомоморфизм f :A—*B  /г-малым, 
если | I m f | < £ .  Если Е ( А ) — кольцо эндоморфизмов группы 
без кручения А,  то через £*  (Л) будем обозначать его идеал 
ft-малых гомоморфизмов.

О п р е д е л е н и е  2. Кольцо Е ( А )  является расщ епляю ­
щимся расширением кольца R  с  помощью идеала Е  к (А) ,  если

а 9
существуют такие  кольцевые гомоморфизмы R  -*■ Е ( A ) - * - R ,  
что Р * = 1 д  и E k{ A )  Кегр.

О п р е д е л е н и е  3 (ом., например, (8]). Если k  — несчет­
ный регулярный кардинал , то множество E ^ k  называется 
разреж енным, если £  П а нестационарно в а  при любом пре­
дельном a < k .

Принцип E ( k ): «Существует разреж енное стационарное 
подмножество £  в k  такое, что c f ( a ) = o  для  всех о е £ » .

Опметим, что принцип E ( k ) ,  как  показал  Енсен [9], не з а ­
висит от  ZFC.

Теорема Енсена ([8, 9]). Если k  — регулярный не сл а б о  
компактный кардинал , то V = L  влечет выполнимость прин­
ципа E ( k ) .

Т е о р е м а  1 ( V = L ).  Пусть k  —  несчетный регулярный не 
слабо  компактный кардинал  и Z  —  кольцо целых чисел. Тог­
да  существует ^-сепарабельная  группа А  без кручения мощ ­
ности k  т акая ,  что кольцо эндоморфизмов Е ( А )  является р а с ­
щ епляю щ имся расш ирением кольца Z  с помощью идеала
£ * И ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м а я  нам группа А  б у д ет  
получена  к а к  о б ъ е д и н е н и е  стр о го  возрастаю щ ей  цепи групп

* Через шо (aii) обозначается счетное (первое несчетное) кардиналь­
ное число
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| i4v |v k ). Б удем  ч ерез  Z<“> обозначать  п р я м у ю  сумму 
счетного  числа копий  группы  Z. Д л я  к а ж д о г о  о < £  йоло- 
жим С 0 Z<u> и возьмем G П С „ . Н ео б х о д и м а я  нам груп-

9 к
па А  б у д ет  п остроена  к ак  н е к о т о р а я  п о д гр у п п а  группы G.  
Д л я  к а ж д о г о  т А пусть  С7,+ 1= П С , , а д л я  предельны х |i

т  С

п; сть Gp U От ]. И сп о л ь зу я  в ы ш е п р и ве д ен н у ю  теорему

Енсена, м ож н о  вы брать  т а к о е  стац и он арн ое ,  костационар- 
ное,  состоящ ее  из пред ельн ы х  орд и н а л о в  подм н ож ество  Е  
в  А, ч т о с / ( о )  о) д л я  всех  о е £ .  О п ред ели м  индукцией  по 
ординалам  v k  та к у ю  глад кую  цепь п о д гр у п п  А ,  в G , , что

С '  ^ А ,  и д л я  всех  j i O O j  вы п о л н яе тс я :
0 < V

1) П Ар.
2) если v̂ zt E ,  то  Л , \ Л„ С , ;
3) если  Х е Е ,  т о  с у щ е ст в у ет  сч етн ая  во зр а ст аю щ ая  пос­

ледовательность ,  с х о д я щ а я с я  к  X, о р д и н а л о в  ( т „ |я е « > ) ,  и 
элем енты  х  , е  П  С , е С /  i со счетными носителям и  такие,

п О
что  Х\п п - \ - \ ) - х  п i (m od  Л т ); при  этом  Л +1- Л х + 2 < Л х я > ,

"6
где < х и > — группа, п о р о ж д е н н а я  в Су элем ен том  Хи.

Так  как  аб елева  г р у п п а Л — U Л ,  я в л я е т с я  Z -модулем , то
> к

м о ж н о  о т о ж д е с т в и т ь  кольцо  Z  с подкольцом  в  Е ( А ) .  Возь­
мем ц ( Е ) —  бри лли ан товую  п о с л е д о в а те л ьн о ст ь  (см., на­
п рим ер , [8 или 10]) ф у нкций  \h\  : Л* —<«Л* | Х е £ ) .  П ри  по­
строении  групп  Л ,  в озм ож н ы  сл е д у ю щ и е  случаи:

а )  Если ч —  п редельны й  ординал ,  то  п о л агае м  Л ,  рав­
ной U -Ар .

р *
б) Если ч Х+1 и Х ^ Е ,  то  полагаем  Л ,  р ав н о й  Л* - f  С*.
в )  Если v—X + l ,  X s f ,  с у щ е с т в у е т  т а к а я  строго  возрас­

т а ю щ а я  последовательность  с х о д я щ и х с я  о р д и н а л о в  ( t j / i e * ) ,  
что т„qtE  и А х ( Л я ) ^ Л Тя п р и  всех  йе<о, к р о м е  того ,  д ля  
л ю бого  я е »  н ай д ет ся  т а к о й  z„ е  Л*п+1\ Л Т/1 с  конечным 
н о си тел ем , что Z(Ax (z„)— r - ’’„ e A t(i+i Возьмем
в этом  сл у ч ае  в г руп п е  G  с л е д у ю щ и е  элем енты :
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где бесконечные сум м ы  б е р у тс я  в дек артов ом  произведении  
< ? = П С ,  и при этом sup ( z t) П sup ( г у ) = 0 пои i ^ j .  О тм етим ,

9<k
что носитель  к а ж д о го  и з  э л е м е н т о в  х  „ счетен.

Возьмем в качестве  A  i группу  А  + 2 < - ;с я > и пок аж ем ,
леш

что в этом  сл у ч ае  не су щ е ст в у ет  эн дом орф и зм а  <р: А  г-*- 
—»Лх 1, п р о д о л ж а ю щ е го  ф ункцию  Ах: Л х - >Лх.  П р е д п о л о ­
жим проти в ное  и рассмотрим ф а к т о р -гр у п п у  Лх i Л х. Ясно, 
что Лх J A x ^ Q  и, следов ательн о ,  E n d  ( Л х i M x) ~ Q .  К ром е 
того, т. к. йх(Лх) у ( Л х) и А (Л  ) = и  ( Л т ) е  U Л ,  = Л х ,

П ш п Л со Л
то  <рЛх)^Лх д л я  лю б о го  эн д о м о р ф и зм а  <р: Л х 1->-Лх t . С ле­
довательно , л ю б о й  эн дом орф и зм  9 : Л i—>Л i и н д у ц и р у е т  
некоторы й эндом орф изм  ф группы  Л i/Л  , где <?(х,„ А  ) =  
=  <р (.*>„) + Л*. Т. к .  E nd  (Л  j Л )— Q, то  най д утся  такие

взаимно просты е числа t, / g Z ,  ч т о  <p(jcxi) ~  ■ ; t x i ( m o c L 4 x ) ,

т .  е .  t - < p ( j c x i ) = / - x  i  а - { при некотором / < « > ,  где о , ( е Л ,  

Т .к .  <f(x I ) у -л:>*(тойЛх), то i ) — l - x  i + a ^  при некото ­

ром j  <  и», где  в .  е  Л у  Но JC1 — г! Х и  е  А-{ и<р(ЛТ() =  
= А х (Л Т/) ^ Л ^ ,  а значит, a  — i[  a j t -<s(x i — г! x  t ) — l  ( x  i — 
— t! X u )  e  A-{. С л едо вател ьн о , т. к. мы находимся в группе 
без к р у ч е н и я , / ^ i , и мы можем (для определенности) даже 
считать j  =  i, т. е. что t - < p ( x  /) 1 - Х и  < Далее, т. к. x>t  —  

—( i + l )  x u  i е  Лх<+1 и <р(А ^  t) Ах(Л.( , ) ^ Л - ( ,, то (i +  l ) X  
— t  <?(Х)[ j ) ] — t  <p(X/j  — ( /  l ) X  д/ l )  — l ( X ) i — (t —|— 1) - 

• «m +i)—й -(е Л - |+р а значит (учитывая то, что мы находимся 
в группе без кручения), нмееМ t <p(xt \ ) = l - X u  i я Т(+1 для



н которого а ( , е  ^т(+1. Р асс у ж д ая  аналогичным образом, 
можно ппкячять, что \ / т  Щ ’?(Х\т) — 1х\т-\-а.чт при некото­
ром Но тогда, учитывая <p(AZm) ^ A ~ m и взяв фик-
сфованноеот г, будем иметь при любом натуральном числе 
j  равенство t J■^l (x-l.m) = l l -Хут b['l, где 6(-;>е Л т Т. к. в‘ т т т
силу выбора элементов z m,2 m+i ,2 m+2,...,sup(A:x/n)nsup(6,T'(; ) - 0 , 
то из взаимной простоты чисел I и t следует делимость не­
нулевого элемента х  т е О  =  П С , на любую сколь угодно

о  k
большую степень t J ч и с л а / .  Но С , =  Z<“> при любом о<А , а 
значит, t  1. Итак, мы доказали , что при всех т. i  имеем 
Ы х  т) I х  т и-  при некотором а  е Л  .Т о гд а ,  учитывая 
z m х  т— ( т  l )  JCxm 1, получим

? ( - / )  t  z ,  l )  a- t j) ,
<р(г/ :)  l - z i  1+ ( а ^  , - ( i  2 ) - a - l 2),

? ( Zm )  l  z m+ ( a - m- ( m + \ ) - a , m ,) ,
(Zm l )  I ' Zm  i (^ -m j (ttl

По предположению элементы [zm\i m < w \ выбирались такими, 
что <р ( г я ) - / ' г , л е Л ш+1 А  Следовательно, первое равен­
ство сист мы (**) д а ет  ( /  1)-(я- ,  , — а-' ,  второе р а ­
венство системы ( * * ) — a t j ( t + 2)  (a-l j  (■ А-1+1) ч  т. д. Но 
тогда а Т( должен делиться на любое число, большее чем ( / +  
- f l ) ,  a a  t , — на любое число, большее чем ( i + 2 ) .  Учитывая 
редуцированность группы G,  получаем, что а-{ =  0  — а-, 
С ледоват льно, <р ( г , )  — l  z t= 0  £ A - t г\ А - г  что противоречит 
выбору элемента Этим самым д о к а зан а  невозможность
продолж ения функции А*: А д о  эндоморфизма 
-*-Л j.

г) В случае, если v=X 1, Х ^ Е ,  и на выполняются усло­
вия пункта в ) ,  то по последовательности ординалов [xnq £ E \ n ^  
е ш } ,  сходящейся к X, строим группу Лх + 2  < • * « > ,

" е”где элементы Х щ ^  П С ,  со счетными носителями выбира»
'п я<х

ются произвольным образом, но так, чтобы выполнялось 
^ л = ( я + 1)-«хв 1 (m od  Л Тя).

Возьмем А  =  U А ч и покажем, что д ля  любого <р е  Е ( А )
V к
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найдется такое  / e Z ,  что <р— l ^ E k( A ) .  (Отметим, что в А 
все элементы имеют счетные носители, если на А  смотреть 
как  на подгруппу в G.) П редположим противное для  неко­
торого < р е £ ( Л ) .  Тогда V / e Z V '  * 3 г е Л  Л ^ ( ^ ( г )  l - z ^ z  
<£А-).  Б олее того, т. к. <?— l g : E k( A ) ,  то при любых / e Z  и 
*< А  мощность множ ества | г н Л  A  \<p(z) — l z g : A  ) равна k.

П окаж ем , что множество { г е Л  Л - | |5 и р ( г ) |  о>0А ? (  ) — 
—l z £ . A x\ имеет мощность k. Если бы это было не так, то 
при некотором непредельном р k  имели бы ( I  <р)((Л 
\ Л Р) * ) ^ Л Т, а значит, и ( /  <р)((Л Л р)*) ^  А  , где через 
( Л  Л р) * обозначено множество элементов из Л Л р с конеч­
ными носителями. Кроме того, т. к. |Л | k,  то при н котором 
непредельном v < £  имеем ( / —ср)(Л Л у. Тогда очевидно, 
что множество Л* элементов из Л с конечными носителями 
таково, что ( / —< р )(Л * )^ Л 11. , где fi — max( p ,  v). Будем д о к а ­
зывать, что тогда У э  к  ( ( / —< р )(^ р )е Л 11 ) индукцией п о Р < £ .  
Заметим, что наш е индукционное построение цепи групп 
|Лл|Х<£) было таково, что либо Л 1= Л ^  Z<m>, либо А к ! 
= Л х +  2  < х  п > , при этом х  l )  x  „ i(mod Л ). В пер­

ле
вом случае из ( / —<р)( Л х) S  Л^ и ( / - i p )  ( Л » ) с  Л ,  следует 
{ I — <р)(Лх+1) с Л ц ,  т. к. носители в Z<"> конечны. Во втором 
случае, учиты вая непредельность р, имеем Л = Л ^ .  (Л  А^ ). 
Пусть при этом

( / —<р)(лгх1)—rfn + r f 12, где d n ^ A ^  и </12е Л  А^ ,

( /  СР)(*^Х2)= = ^ 21 ^22, ^ 2  ^  Ау.  И ^ 2 2 ^ А  Л^ ,

( l - < ? ) ( x x „ ) = d nl+ d n2, где й пх<=Ау. и а(л2е Л  А ^ ,

Т а к  к ак  ( /^ < р ) ( х  i —п\ Ххп ) { d n - n \ d n )-\ - (dn — n \ d ni), то, 
учитывая дгх1 — п\ х  яе Л » ,  ( / —ер)(Л ) ^ Л 11, d n — п\ d ^ ^ A ^ . , 
получим d n — п\ 4 пг^ . А ^  f) (Л  Лц ) 0. Следовательно, э л е ­
мент rf12 делится на п\  при любом п < ш ,  а т. к. Л редуциро­
вана,  то получаем d n  0. А налогично доказы вается ,  что 
d „ i = 0  при любом п  а>. Следовательно, ( /  — <р)(Л* 1) ^ Л ц ,  
что и требовалось  доказать .  Но тогда ( I  — ? ) ( Л )  = ( / —<f)( U

v к
Л , ) ^ Л |1, т. е. 1— <? е  £ 4(Л ),  что протипоречит тому, что у / е  
e Z ( / - ? ^ f * ( ^ ) ) .  Полученное противоречие и доказывает,  
что мощность м н о ж ес тв а  {г е Д  Л ^ в и р г !  <и>0 А  <р(-)— 

— / г ^ Л т }  рав н а  к.
Н о  т о гд а ,  т. к. 1— < р ^ Е к( А )  и Л — Л т (Л  А-)  при  не-
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р е д е л ь н о м  т < £ ,  д л я  лю бы х A e Z  и непредельного т< А  
найдется такое z * ( т, к )  е  Л  Л х с конечным носителем, чт.о 
<р(г*) l z * ^ A  А

П окаж ем , что множество С = ( | л < Л | У ^ ^ \ / ,*<|А3 2 е Л |1 
Л ,г  ( с конечным носителем и <р(г)— /  z e Л ц \ Л , ) )  является 

кубом в k  (см , например, [7]).
О Зам кнутость  множества С в А очевидна. 
ii) Д л я  того чтобы показать  неограниченность С в к , возь­

мем произвольный ординал р < £ .  Выбираем  так ,  как  это бы­
ло указано  выше, множество элементов \z* (р, k)\ k<v>\.  Пусть 
при этом z*(p,  4 ) е Л , ( чк). Возьмем р! U т(р, к) .  Д алее  вы-

к  <0
бираем  множество элементов |z* (p t , к)\к  со , где z * ( pt , £ ) е  
е  Л *), и берем р2 U x(pi, А). З атем  берем множество

k ш
^*(р2, о) и рз и ■=(Р2, k )- П р о д о л ж ая  действовать таким

k
образом, мы ■построим цель ординалов р pt р2 . ..  р„< .. .
(При этом все ординалы р и {“с(pit к) i u>, k  ш можно вы­
брать  непредельными.) Возьмем 8 (J pt .

I ш
Так ка c f i k )  <о, то 5 к , при этом, очевидно, выполняется 

/ e Z y t  о£ z  Л 0 Л (<p(z)—/ - г е Л 5 Л-), т. е. б е С .  Т. к. 
р < б ,  то этим н ограниченность С в £ доказана .

Так как  множество Е  костационарно, то замыкание мно- 
ж е  гва к — Е  тоже муб в k.

П окаж ем , что м.нож ство К  (v А |< р (Л ,) е Л ,  тоже куб 
в к. Замкнутость  в к множества К  очевидна. Д л я  того что­
бы показать  неограниченность в к множества К,  возьмем 
про 1звотьное р < & .  Тогда, т. к. | Л Р| <А,  существует рг р 
такое, что <f( А  ) е Л р , где p i < f c .  Аналогично существует р2<А 
такое, что pt рг и <р ( Л (|) g  Л . П р о д о л ж ая  действовать 
таким  образам , мы построим последовательность ординалов

Р Pi Р2 Р« ••• 

такую, что \ / i  и>(<р(А ) е  A f/ ). Но тогда, взяв 8 =  (J Pt ,
* 1<Q)

■получим <р(Л0) <р( и A f ) -  [} (р(Лр ) Е  и А  ( , = Л 8, т. е. Ь ^ К .
I  ш  * I  ш  I  ш

Т ак  к ак  c f ( k ) ^ о>, то 8=£Аи 8 р, что и д оказы вает  неогра­
ниченность м ножества К  в k.

Н о  тогда т. к. с / ( к ) ф 1о, то С П ^ П А 1— тож е куб в k. 
Следовательно, в силу принципа бри л л и а н та  0 * ( Е )  (ом-. 
например, [8 или 10]) найдется Х .еС(1 Р ? \ К { \ Е .  Но еслй Х е  
е / ^ П ^ . т о ,  учитывая с / (о )  ш д ля  всех o e f ,  мы оказываемся 
при построении группы Лх i в условиях пункта в) нашего
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индукционного построения цени групп (Л,|у k \ .  С ледователь­
но, Лх совпад ает  с ограничением эндоморфизма у на Л х.

П о к а ж е м ,  что если <р(Лх)^Лх, то <р(Лх О ^ Л +1. П р е д ­
положим противное. Тогда, т. к. Л х 1 = Л х + 2 < * л  ,? ( Л х )=

^ Л х  и Л = Л х  1+ ( Л  Лх i), имеем

<p(-*i) * п + * и ,  гДе ^ е Л »  i и <п е Л  Л ,,
?(•* г)— г де <21е Л х  х и / 22е Л  Лх+1,

<р(-« я ) = ^ я 1+ ^ л2> г д е  t nl^ A  , и / л2е Л  Л х j,

Напомним, ч т о Х\„ ( п+  1) лг„ l(modЛтя). Т ак  как<р(;сх1—я!- 
•X я) = ( * п — nl  fm) + ( / i 2— п\ t n2), то, учитывая лгхх — П \ х „ е  
е Л Т([с ^  , t \ \ — n\ t n l ^ A  и <р(Л ч) = Л х ,  получаем t 12 — п\- 
• / ^ е Л х  i f | ( ^  i) . След вательно, элемент t X2 делится на
л! при лю бом  й < о) ,  т. е. <12 0. Но тогда t l2= 0 при любом 
! < “>, следовательно, <р(Л ] ) ^ Л  j.

Итак, мы получили, что гомоморфизм ф : Л х—>Лх, с одной 
стороны, продолж ается  до гомоморфизма <р : Лх i Лх i , a  с  
другой стороны, ф совпадает с  функцией Ах. Но это 
противоречит построению пункта в) индукционного ш а га  
цепи групп { Л ,< |м < А ( .  Полученное противоречие и п оказы ­
вает, что д л я  некоторого / e Z  будет / — <ре£*(Л), т. е. коль­
цо £ ( Л )  является  расщ епляю щ им ся расширением кольца Z 
с помощью идеала  E k(A) ,  т. к. очевидно, что Z [ \ E ^ A ) — 0.

В заключительной части док азательства  теоремы 1 мы бу­
дем док азы вать  й-сепарабельность построенной группы Л. 
Д л я  этого, учиты вая  Л  Л +1 (Л Л р ^ п р и  р^ £ £ ,  достаточно 
показать, что к а ж д а я  из групп А х (при X< .k )  является с в о ­
бодной группой. Д ок азательств о  этого утверждения проведем 
индукцией по К. П редполож им , что все Лр при р < Я , являю тся 
свободными группами.

А) Если А,= р + 1  и р <££, то Л х— Л р + С х —свободная гр у п ­
па, т. к. Лр свободна и Сх 2<">.

Б) Если Л =  р-Н1 и р е £ ,  то по построению Л х-= Лр -(- 
+ 2 < * Р в > -  П усть  (т„ |леа>) — последовательность ординалов,

/IgUI

сходящ аяся  к р, определенная при построении Лр+1 в случае 
Р е £ .  Т. к. t ^ £ ,  то Л р+1= Л Т1 +  (Л р+1 ft П  С,) 'и Л р = Л х, ®

0 ( Л РП П  С,). П ри  этом объединение м ножества всех носи-
т, «<р
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телей (в декартовом произведении С?г =  П  С 0) группы Лр+|
' |  • I

всего лишь оченно, следовательно, счетная группа 2  < * р в >
B g o i

содержится в декартовом произведении D  лиш ь счетного 
числа групп, изом орф ны х Z.  Если L  — п рям ая  сум м а тех 
групп, изоморфных 2 ,  декартово  произведение которых есть 
D , то группа £  +  -* р « >  л и ш ь  ©четна и, следовательно,

" 6 " „будет свободной группой (т. к. £ ) ~ П  Z, является ш ^ в о б о д -
ш

ной группой по теореме Б э р а — Ш пекара) .  Напомним, что
все элементы ’•„(р) \п  ш), использовавшиеся при построении 
элем нт в х$п « < 1»), имели конечные носители. Кроме того, 
ecai  v < P .  т°. учитывая lirn т„ — найдется такое /e W ,

Л 00
что n e V ( /  п.—*у т„). Следовательно, д ля  каж дого кон­
кретного v < P  имеем

|( (J sup ( jct„))  Л ( U sup ( jcp„))| I U su p (zm(P))|<o>0,
r i£  A g u i  т  1

т е. ( £ + 2  - * v « > ) n ( £ + 2  х 9п> ) ^ L ,
Л£о Я£со

т . к .  | ' e Z + 2  <х?п | | su p (O I< “»ol L -

Н о  тогда очевидно, что

( и  ( £ + 2  Х ля ) ) П ( £ + 2 < * ? п > )  =  £ .
<т Pitg-c-> л е ш пе

Следовательно, группа

А Ш = А ^  и + Ж х ц  ) [ Л П ( (  П  С .)  £>)]
Л6Ш 0<р

является свободной группой, т. к. по индуктивному предполо- 
.женлю таковы Ар и Л т,.

В) Если к  — предельный ординал , меньший k,  то  тогда в 
силу  разреж енности множества Е,  использовавшегося при по­
строении группы А ,  множество £f |A ,  не стационарно в  А,, а 
значит, существует норм альная  ф у н к ц и я / :  область  зн а­
чений которой я е  пересекается с Е.  Тогда А \  является  объе­
динением гладкой  цепи подгрупп {5? | Р < Х ) ,  гд е  через Вр 
обозначены группы к а ж д а я  из которых п о  индуктив­
ному предположению свободна. Т. к. / ( р )&.Е,  то  выделя­
е т с я  прямым слатаем ым  <в А ,  следовательно, д л я  доказатель­
ства свободы группы Лх достаточно показать  свободу групп 
Bf+i/B? при  всех ?<Х . И з  / ( Р ) ^ £  следует А = В $  ® ( Л  Л

J 18



A П  С.).  Значит, B$ J B f  изоморфна подгруппе  В , , П ( Л П  

П П  С„)свободной группы Вр ь  т. е. Вл i /Вя сама свободна, 

что и требовалось  д оказать .  Теорема 1 доказана .
С л е д с т в и е  1 ( V  — L ) .  Д л я  любого несчетного регуляр­

ного не сл а б о  компактного кард инала  k  существует fe-cena- 
рабельная  группа без кручения А  мощности к,  не р азло ж и м ая  
в прямую сум м у д а ж е  двух своих подгрупп мощност i k

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Взять группу А  из теоремы 1 и 
учесть, что кольцо Z неразлож им о в прямую сумму. С лед­
ствие доказано .

С ледую щ ее утверждение показывает, что при V = L  для  
несчетных регулярны х не сл а б о  компактны х кардиначов в 
классе А-сепарабельных групп без кручения тестовая пробле­
ма Капланского  реш ается отрицатепьно.

С л е д с т в и е  2 ( V = L ) .  Пусть k  — несчетный регулярный 
не слабо компактный кардинал. Тогда для  любого целого по­
ложительного чи сла  q существует т а к а я  A-сепарабельная 
группа без кручения G, что д л я  п, l ^ N  группы р  и G

изоморфны тогда и тотьк о  тогда, когда n = l ( m o d  q).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Использовать  теорему 1 и идеи 

Корнера [11].
О л р е д е л е н и е  4. Семейство групп без кручения ( G J i e  

е / }  назовем  А-эндожесткнм, если любой гомоморфизм 
(при i¥=i)  является A-малым и при любом i e /  

кольцо E ( G f )  является  расщ епляю щ им ся расширением к о ль ­
ца Z с помощью и де ат а  E k{G,).

Т е о р е м а  2 ( V = L ) .  Пусть А — несчетный регулярный не 
слабо компактный кардинал . Тогда существует А-эндожесткое 
семейство jO t | t e / } ,  состоящее из 2* А-сепарабельных аб е ­
левых групп без кручения мощности А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Получается модификацией д о к а з а ­
тельства теорем ы 1 с  использованием соответствующих мето­
дов из [8].

В заклю чение отметим, что результаты  работы (по край ­
ней мере,  в полном объеме) не могут быть получены толь ко  
в  аксиоматике Z F C  теории множеств, т. к. П ауль  Эклоф к  
Алан М еклер  установили, что в аксиоматике Z FC  -f- МА +  
+  2" > а>!) л ю б а я  -сепарабельная группа мощности «в; яв-  
является разлож им ой .
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О КЛ АС САХ  А Б Е Л Е В Ы Х  Г Р У ПП С Н Е К О Т О Р Ы М  
С В О Й С Т В О М  Э Н Д О М О Р Ф И З М О В

Е. В. Тараканов

В последнее врем я  в литературе широко изучаются свой­
ства абелевых групп, рассм атриваемы х как  модули над сво­
им кольцом эндоморфизмов (см., например, работы [1, 2]). 
Естественно, возникает вопрос об изучении абелевых групп, 
обладаю щ их следующим свойством: для  любых элементов а ь 
а2  а„  из абелевой группы А  существует Ь е Л  и эндомор­
физмы фЬ ф2, ..., ф „ гр у п п ы  А  такие, что ф i b = a i для  i = l ,  
2, ..., п  (такие группы назовем локально  разреш аем ы м и н ад  
своим кольцом эн д о м о р ф и зм о в) . Отметим, что всякая  л о к а л ь ­
но циклическая группа и в с я к а я  группа, являю щ аяся  ло ка л ь ­
но циклическим модулем над своим кольцом эндоморфизмов, 
локально разреш аем ы . В данной работе показано, что лю бая  
периодическая группа о б л а д а е т  этим свойством. В случае без 
кручения найдены широкие классы групп, являю щ иеся л о ­
кально разреш аем ы м и  над своим кольцом эндоморфизмов 
(вполне разлож им ы е,  инъективные, сепарабельные).  Вместе 
с  тем показано, что для  любого n e Z +, л >  1, существует груп­
па без кручения ранга  п,  не являю щ аяся  локально  р азр еш ае­
мой.

О п р е д е л е н и е  1. Абелева группа А  называется ло ка л ь ­
но р азреш аем ой  над  своим кольцом эндоморфизмов £ ( Л ) ,
если д ля  лю бы х а и а2, ..., существует Ь е А  и ф 1, фг.......
<ря е £ ( Л )  такие , что <р{b = a , , i  1 , 2 , . . . , я.

Л е м м а  1. Группа А  является  локальн о  разреш аемой над 
Е ( А )  тогда и только  тогда, когда д ля  любых а\,  а 2е Л  суще­
ствуют Ь е Л  и ф1, ф г е £ ( Л )  такие, что <pib=ai, фФ =  а2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия очевидна, 
достаточность проверяется по индукции.

Л е м м а  2. В с як ая  локально  циклическая  группа Л я в л я ­
ется л о к альн о  разреш аем ой  над  Е ( А ) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  а  и b — два произвольных 
элем ента из А  Тогда, в силу локальной цикличности А,  су­
ществует с е Л  такой, что а = т с ,  Ъ = пс. О тсю да непосредст­
венно следует локальная  разреш имость А  над  Е ( А ) .

Л е м м а  3. Пусть А =  is r A t , где А ,  является локально 
разреш аемой над Е ( А ,) группой для любого / е / .  Тогда А 
локатьно  разреш аем а над Е ( А ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  Л [ 0 Л 2, где Л , — локально 
р азреш аем а  над E ( A , ) ( i  1,2). Учитывая лем му 1, достаточно
показать, что для л ю б ы х # ,  Ь£  А  существует с е Л  и <1<1.ф2е  
е £ ( Л )  такие, что с ц, Ф2 с Ь. П усть а  а х-\-аг, Ь Ь^+Ь^ 
где а х, 6 , е Л , ,  а 2, Ь2 е  Л 2. П о условию, существует 
е Л  и <р,, <р2^ Е ( А 1) такие, что <ргсг а г, = 6 , .  Аналогично 
существуют с2е Л 2 й tp4 Е ( А 2) такие, что 93с 2— а 2. <р4с2=  
— Ьг. П усть  и ^ — естественные проекции Л на Л 1 и Л 2 
соответственно. Рассмотрим следующие эндоморфизмы груп­
пы А:  ф1=ч»1е1-(-Ч>зеа. Ф *=<Р Л + ? 4 е2- И м еем  <W(Ci+c2)=<Wc1+  
+ Ф Л — 'Р1е1̂ 1+ 'Р зе2с1+ 'Р 1еЛ +  <РзеЛ  =  ? 1С 1 +  Чъс г =  а \ + а г а \ 
Фа( + ^ 2  ) = = + 2 ^ 1 + ФаС’* —  Ч»2®1 Cl ? 4 ^ 1 + ' ? 2 £A + ' P 4S2C2 W x + 4 a P i =  
= b x-\-b2— b. Вы брав в качестве с элемент с , + с 2, лоотучим 

а ,  ty2c = b ,  что и требовалось. Н а  случай Л = ф | 6/  А,  
доказательство  перенооится непосредственно.

Т е о р е м а  1. В сякая  периодическая абелева группа А 
является локально  разреш аемой над Е ( А ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно [3, с. 26в] всякая  р-груп- 
л а  является локально разреш аемой. В силу леммы 3 это же 
справедливо и для  любой периодической группы.

Рассмотрим теперь абелевы группы без кручения.
Л е м м а  4. В сякая  группа без кручения G ранга 1 явля­

ется локально  разреш аемой над  E ( G ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В сяк ая  группа без кручения ранга 

1 изоморфна некоторой подгруппе полной рациональной груп­
пы Q, следовательно, является локально циклической груп­
пой. Согласно лем ме 2 т а к а я  группа локально  разреш аема 
над своим кольцом эндоморфизмов.

С л е д с т в и е  1. В сяк ая  вполне р а зло ж и м а я  группа без 
кручения G является локально  разреш аемой  над E ( G ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверж дение непосредственно вы­
текает  из лемм 3 и 4.

С л е д с т в и е  2. В сякая  инъективная группа G является 
л окально  разреш аем ой  над E ( G ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверж дение следует из теоремы о 
строении инъективных абелевых групп.
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Т е о р е м а  2. В сякая  сепарабельная  группа без кручения 
С является  локальн о  разреш аемой над E ( G ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G — сепарабельная  группа 
без  кручения, а и b — произвольные элементы из G. Тогда 
существует разлож ение G =  H  К, где Н  — вполне р азло ж и ­
мая подгруппа G, а, Ь ^ Н .  Поскольку Н  является локально 
разреш аемой  группой над Е ( Н )  согласно следствию 1 из 
леммы 4, то существуют элементы h=H,q>u ф 2^ Е ( Н )  т а к и е ,  
что q>\h =  a, q>j/i =  b. П усть е естественная проекция G на 
Н.  Р ассмотрим  эндоморфизмы ipi=<pie, — фге (грь ^  е  
^ E ( G ) ) .  И меем г|?,/г =  a, ^ J i  =  b, следовательно, G локально 
разреш аем а над E ( G ) .  Теорема доказана .

Итак, как  мы показали, достаточно широкие классы абе­
левых групп без кручения являю тся локально разреш аем ы м и 
над своими кольцам и эндоморфизмов. Вместе с  тем, в отли­
чие от периодического случая, существуют группы без кру­
чения, не обладаю щ ие этим свойством. Более того, справед­
лива следую щ ая теорема:

Т е о р е м а  3. Д л я  данного целого л ^ 2  существует груп­
па без кручения G ранга п, не являю щ аяся  локально  р азре­
шаемой над E ( G ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно [3, с. 153] для  любого це­
лого л ^ 2  существует группа без кручения G ранга п, коль­
цо эндоморфизмов которой E ( G )  изоморфно кольцу целых 
чисел Z. Т ак  к ак  ранг G не меньше двух, в G существует по 
крайней мере д в а  независимых элемента а и Ь. Пусть G яв ­
ляется локально  разреш аем ой  над E ( G ) .  Тогда существуют 
c e G ,  ф|,  ф2^ E ( G )  такие, что а =  у 1с, Ь = ц>2с. Но поскольку 
E ( G ) ^ Z ,  то а =  шс,  Ь =  пс  д ля  некоторых m, n ^ Z ,  следова­
тельно, na =  mb.  Получено противоречие с независимостью 
элементов а  и Ь. Таким  образом , G не является локально р а з ­
решаемой над  E ( G ) .

Автор в ы р а ж а е т  глубокую  благодарность А. В. Михалеву, 
а та кж е  А. А. Туганбаеву  за  постановку задачи и внимание 
к  работе.
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О М О Н О И Д Н Ы Х  К О Л Ь Ц А Х

А. А. Туганбаев

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненуле­
вой единицей. Дистрибутивным модулем называется модуль 
с дистрибутивной структурой подмодулей.

Пусть А  — кольцо, Т  — моноид, т. е. полугруппа с едини­
цей. Бели Т — коммутативный моноид с сокращениями, А — 
коммутативное кольцо, то известно [1], когда кольцо А\Т\ 
дистрибутивно. В [2] д л я  любого кольца А  и  произвольного 
моноида Т  выяснено, когда моноидное кольцо А[Т\  является 
дистрибутивной справа областью. Основным результатом дан­
ной работы является теорема 1, реш аю щ ая  зад ач у  описания 
дистрибутивных справа моноидных колец д л я  произвольного 
моноида с сокращениями Т  и любого коммутативного кольца 
А.  Рассмотрен та к ж е  случай, когда А  — не коммутативно.

Д л я  формулировки основного результата  потребуется ряд 
определений. Моноид Т  называется моноидом с сокращения­
ми, если для  любых его элементов а, Ь, с, d  каж дое из ра­
венств ас be, da  =  db влечет равенство а =  Ь. Гамильтоновой 
группой называется группа G, удовлетворяю щ ая следующим 
двум эквивалентным условиям:

(1) G — неабелева группа, у которой все подгруппы нор­
мальны;

(2) группа G изоморфна прямому произведению группы 
кватернионов порядка 8, элементарной абелевой 2-группы и 
периодической абелевой группы, все элементы которой имеют 
нечетные порядки. Если Т —  коммутативный моноид с сокра­
щениями, G — его абелева группа частных с периодической 
частью t ( G ) ,  причем t ( G ) ^ T ,  то через робознач им  отношение 
в T:apb-4 >a =  bf,  где f e t ( G ) .  Отношение р является конгру­
энцией и Tip — моноид с сокращениями, обладаю щ ий  абелевой 
группой частных Glt (G)  (ом. [1]). Через Н ( А )  обозначается 
обы чная алгебра кватернионов над  коммутативным кольцом
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А. Ч ерез  F (e „ )  обозначается поле, получаемое присоединени­
ем к  полю F  примитивного корня е„ степени п  из единицы.

Т е о р е м а  1. Пусть А  —  коммутативное кольцо, Т — мо­
ноид с сокращениями. Тогда п равая  дистрибутивность коль­
ца А{Т] равносильна выполнению одного из следующих трех 
условий:

(а) Т  —  коммутативный моноид, обладаю щ ий абел вой 
непериодической группой частных G и содерж ащ ий периоди­
ческую часть t ( G )  группы G, причем моноид Т р изоморфен 
либо подгруппе аддитивной группы рациональных чисел, ли­
бо конусу неотрицательных элементов такой подгруппы, 
А  — регулярное кольцо, в котором обратимы порядки всех 
элементов из t ( G ) \

(б) Т  —  периодическая абелева  группа, А — дистрибутив­
ное кольцо, причем если М  — такой максимальный идеал 
кольца А,  что  char(/4  М)  = р > 0 ,  Т рф  1, то кольцо частных 
А м  является  полем и р-прим арная  компонента группы Т  л и ­
бо циклична, либо  квазициклична;

(в) Т  — гам ильтонова  группа, А — дистрибутивная справа 
алгебра над  полем рациональны х чисел Q, причем д ля  лю бо­
го нечетного числа п, являю щ егося порядком элемента груп­
пы Т, алгеб ра  кватернионов над  кольцом >4®q Q (e„)  дист­
рибутивна справа .

Т . е о р е м а  2. П усть  А — кольцо, Т  — моноид с сокращ е­
ниями, не являю щ ийся  периодической абелевой группой Тог­
да п рав ая  дистрибутивность кольца А[Т\  равносильна тому, 
что либо А  —  коммутативное регулярное кольцо и выполнено 
условие (а) теоремы 1, либо Т  —  гамильтонова группа, А  — 
дистрибутивная справа  алгеб ра  над  полем рациональных чи­
сел Q, причем д л я  лю бого  нечетного числа п, являющегося 
порядком элем ента  группы Т, кольцо A ® Q H ( Q ( e n))  дистри­
бутивно справа .

Л е м м а  1 [1]. Если А  — коммутативное кольцо, Т  — ком­
мутативный моноид с сокращениями, то дистрибутивность 
кольца А[Т] равносильна  выполнению одного из условий (а) ,
(б) теоремы 1.

Л е м м а  2 [2]. П усть  А  — кольцо, Т — моноид с  сокращени­
ями, причем кольцо А[Т] дистрибутивно справа. Тогда:

(а) если Т  не является  периодической группой, то А  — 
коммутативное регулярное кольцо, моноид Т  о б л а д а ет  не­
периодической правой группой частных G и кольцо /4[G] 
дистрибутивно справа ;

(б) ли бо  А  —  алгеб ра  над  полем рациональных чисел Q
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и Q[7’]'— дистрибутивное справа кольцо, либо множество Р  
в с е х  п р о с т ы х  ч и с е л ,  не обратим ы х в кольце А,  не пусто и для  
л ю б о г о  р ^ Р  кольцо (Z pZ)[T),  где Z  — кольцо целых чисел, 
д и с т р и б у т  ibho справа;

( в )  е с л и  G — н е е д и и и ч н а я  группа без кручения, то Л — 
к о м м у т а т и в н о е  р е г у л я р н о е  кольцо, а моноид Т  изоморфен 
л и б о  п о д г р у п п е  аддитивной группы рациональных чисел, ли­
бо к о н у с у  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  элементов такой подгруппы.

Л е м м а  3 [3]. Дистрибутивность модуля М л  « а д  кольцом 
А  равносильна тому, что для  любых элементов х,  у ^ М  най­
дутся такие элементы а, Ь ^ А ,  что  1 = а + Ь ,  х а е х А ( ]  уА,  
уЬе. хА П  уА.

Л е м м а  4 (4]. Пусть А — дистрибутивное сп рава  кольцо, 
Л/ его правый идеал. Если t — такой элемент кольца А,  что 
д т я  некоторого п ^ О  t n+' N ^ 2 "  0t ‘ N,  то t N ^ N .

Л е м м а  5. Пусть А  — кольцо, G — группа. Тотда равно­
сильны следующие условия:

(а) кольцо A[G] дистрибутивно справа;
( б )  д л я  л ю б о г о  ф актора-кольца А кольца А  и каждой 

ф а к т о р г р у п п ы  G г р у п п ы  G кольцо A[G] дистрибутивно 
с п р а в а ,

(в) для любой подгруппы Н  группы G кольцо А[Н\  дист­
рибутивно справа;

(г)  для любой конечно-порожденной подгруппы Н  группы 
G кольцо А[Н\  дистрибутивно справа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность условий (а) и (б) 
следует из того, что кольцо Д[С] изоморфно фактор-кольцу 
кольца A[G], И м пликация (а)-> -(в )  вы текает и з  того, что 
структура правых идеалов кольца А[Н)  изоморфно вкладыва­
ется в структуру правых идеалов  кольца Л[С?]. Импликация
(в) > (г) тривиальна.

(г)->-(а) .  По лем ме 3 достаточно д оказать ,  что д ля  любых 
элементов x , y ^ A [ G ]  найдутся такие  элементы а, Ь, с, d e  
е Л [ 0 ] ,  что 1 = a + b ,  х а = у с ,  y b = x d .  П усть  Я  —  подгруппа в 
в G, порожденная объединением носителей элементов х, у. 
Т ак  как  кольцо А[Н] по условию дистрибутивно справа, то 
по лем ме 3 искомые элементы найдутся уж е  в подкольце 
А[Н] кольца A[G].

Л е м м а  6. Пусть А  — кольцо, G —  группа, Т  —  множест­
во всех периодических элементов из G, причем A[G\  —  дистри­
бутивное справа кольцо. Тогда:

(а) д ля  любого и любой подгруппы Я  из G верно, 
что Н  —  норм альная  подгруппа пруппы < # ,  / > ;
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(б) Т  —  подгруппа группы G, причем Г — либо абелева, 
либо  гам ильтонова  группа;

(в) Т  —  н орм альная  локальн о  конечная подгруппа груп­
пы G, причем G Т  — группа без  кручения;

(г) если Н  —  произвольная подгруппа без кручения груп­
пы G, то < Г ,  Н >  =  Т Х Н \

(д) Т  — либо гам ильтонова группа, либо центральная под­
группа труппы С;

(е) если группа G сод ерж ит элемент t порядка 8, то Т  — 
центральная подгруппа группы G;

(ж) если группа G содерж ит элем ент g  бесконечного по­
рядка, то Т  —  ц ен тральная  подгруппа группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а) Пусть =  л = | < < > | ,
Л е # ,  д с е < < > ,  f = x h x ~ l. Д остаточно доказать  вктючение 
/ е < А > ,  равносильное включению 1— f ^ (  1— h ) R  [5, с. 235]. 
Так  к ак  х п =  1, то х ( 1 —Л ) е ( 1 — h ) R  по лемме 4. Поэтому

(б) По лем м е Ц орн а  среди периодических подгрупп груп­
пы G найдется подгруппа Н,  м аксим альная  относительно это­
го свойства. П о лем ме 5 кольцо А[Н] дистрибутивно справа. 
По пункту ( а ) ,  примененному к  Н,  все подгруппы мз Я  нор­
мальны в Н ,  откуда Н  —  либо абелева ,  либо  гамильтонова 
группа. О стается  д оказать ,  что t e W  д ля  любого t ^ T .  Так  
как  по пункту (а) Н  < ] < # ,  < > ,  то < Н ,  t >  — периодическая 
группа, по выбору Н  получаем, что < Н ,  t > = H ,  откуда

(в) У тверж дение следует из пункта ( б ) .
(г) П о  пункту (в) Т < ] < Т ,  / / > .  П о  пункту (а) Я < ] < 7 \  

Я > .  Кроме того, Т П Н =  1.
(д) П усть  Т  —  негамильтонова группа. Д остаточно д о к а ­

зать, что t g = g t  д л я  лю бого  g ^ G .  Это вытекает из  пункта
(б), если  | g |  < о о ,  и пункта (г) ,  если | g | = ° ° .

(е) Т ак  к а к  / е Г ,  то утверж дение следует из пункта (д) 
и того, что гам ильтонова группа не содерж ит элементов по­
рядка 8.

(ж) П усть  Н  =  c g > ,  N { =  < T ,  / / > ,  H = H / I < : g s> ,  N =  
=  T X H ,  N = T ' X . R .  Т ак  к ак  по пункту (г) N  = N t, то группа 
N  изоморфна фактор-группе группы N\.  По лемме 5 .кольцо 
A[R] дистрибутивно справа ,  причем R  содерж ит элемент по­
р яд ка  8. П о  пункту (е) ,  примененному к N,  эта  группа аб е­
лева. Тогда Т  —  аб елева  и, следовательно, негамильтонова 
группа. П о  пункту (д) Т  —  ц ентральная  подгруппа группы G.

Л е м м а  7. П усть  S  —  моноид с  сокращениями, д л я  кото­
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рого существует такое кольцо А,  что кольцо i4(S] дистрибу­
тивно справа. Тогда S  — либо гамильтонова группа, либо  ком­
мутативный моноид с абелевой непериодической группой част­
ных,  либо периодическая абелева группа.

Д о к а з т е л ь с т в о .  По лемме 6 (6 )  можно считать, что 
S  не является периодической группой. П о лем ме 2 (a )  S  об­
л ад ае т  непериодической правой группой частных G,  причем 
кольцо A[G] дистрибутивно справа. Достаточно доказать  абе­
левость группы G. Пусть g e G ,  | g | = ° ° ,  Г — множество всех 
периодических элементов из G. По лемме 6 (ж) Г — централь­
ная подгруппа группы G. Пусть В  —  произвольная конечно- 
порожденная подгруппа группы G, N = < z T ,  В  g > , G ^ G I T ,  
N N T .  Тогда G — наединичная группа без кручения и по 
лемме 5 кольцо Л[<7] дистрибутивно справа .  По лемме 2 (в) 
G — локально циклическая группа. Тогда Я  —  бесконечная 
циклическая группа. Поэтому найдется такой элемент h бес­
конечного порядка, что N = < T ,  Н > ,  где / / = < Л > .  По лем­
ме 6 (г) N = T X H .  Тогда группа N  и, следовательно, ее 
подгруппа В  являю тся абелевыми группами. Поэтому G — 
абелева группа.

Л е м м а  8. Пусть А  — алгебра над полем рациональных 
чисел Q, G — конечная гамильтонова группа, G =  / C X # X 5 ,  
где К  —  группа кватернионов порядка 8, Д  —  абелева группа 
нечетного порядка, В  — прямое произведение т  групп поряд­
ка 2, Е  — циклическая подгруппа порядка п  группы Д.  
Тогда:

(а) алгебра кватернионов над полем Q (e „ )  изоморфна 
кольцевому прямому слагаем ом у кольца Q(/CX£];

(б) кольцо Q[G] изоморфно прямому произведению конеч­
ного числа полей и алгебр кватернионов над  поля !М И  Q  (е л(<> ), 
где n ( i ) — некоторые нечетные порядки элементов группы G;

(в) правая  дистрибутивность кольца A[G\  равносильна то­
му, что д ля  любого нечетного ч^сла л, являю щ егося поряд­
ком элемента из G, 'кольцо A ® Q H ( Q ( e „) )  дистрибутивно 
справа, где # ( Q ( e „ ) )  — алгебра  кватернионов над полем 
Q (е „);

(г) если кольцо А  коммутативно, то правая  дистрибутив­
ность кольца A[G)  равносильна тому, что д л я  любого нечет­
ного числа л, являю щ егося порядком элемента из G, дистри­
бутивна сп рава  алгебра  кватернионов над кольцом Л®<з<3(ея).

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а) Известно [6], что если F — поле 
нулевой характеристики, то кольцо F[K\ изоморфно прямому 
произведению четырех экзем пляров л о л я  F  и алгебры ква­
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тернионов над F. Кром е того, кольцо Q[£] изоморфно прямо­
му произведению поля Q ( e n) и ещ е конечного числа полей. 
Тогда применяем изоморфизм Q { / ( X £ ] =  (Q[£])[K].

(б) Кольцо Q[G] изоморфно прямому произведению 2 т 
копий кольца 0 { / ( х Ь ] .  П овторяя рассуж дения из д о к а зате л ь ­
ства пункта (а) ,  проверяем, что кольцо Q[/CXD] изоморфно 
прямому произведению четырех копий кольца QfD] и конеч­
ного числа алгебр кватернионов над полями Q ( e n(/)), где 
n ( i ) — некоторые порядки элементов группы D.

(в), (г) Утверж дения вытекаю т из пунктов (б) ,  (в) и
кольцевых изоморфизмов.

Л е м м а  9. Пусть А  —  кольцо, Т — некоммутативный мо­
ноид с сокращениями. Тогда п равая  дистрибутивность кольца 
А[Т] равносильна невыполнению условия (а) теоремы 1 при 
выполнении утверж дения теоремы 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из леммы 
8 (в).  При доказательстве  достаточности ввиду лемм 2 (а) и 
7 можно считать, что Т —  гамильтонова группа. По лемме 5 
можно считать, что Т  конечна. По лемме 8 (в) достаточно 
доказать, что А  — алгебра  над полем рациональных чисел. 
Допустим противное. П о  лем ме 2 (б) найдется такое простое 
число р,  что кольцо / г{7’] дистрибутивно справа, где F —  поле 
из р  элементов. По лем м е 5 дистрибутивно справа кольцо 
.F1/C], где К  — группа кватернионов порядка 8. Случай р > 2 
невозможен, т а к  к ак  согласно [6] кольцо /-'t/C] в этом случае 
изоморфно прямому произведению четырех копий поля iF и 
кольца м атриц второго порядка над f  и, в частности, не дис­
трибутивно справа. Пусть р  =  2. Т ак  как  группа Т имеет ф а к ­
тор-группу G, изоморфную прямому произведению двух групп 
второго порядка,  то по лем ме 5 кольцо /•'[G] дистрибутивно 
справа, что  противоречит лем ме 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем 1 и 2. Теорема 1 вы текает  
из лемм 1, 8 (г) ,  9. Теорема 2 следует из лемм 1 и 9.

Автор бла го д ар е н  А. В. М ихалеву  за  ряд  полезных со­
ветов.
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А Б Е Л Е В Ы  C S -Г Р У П П Ы  Б Е З  К Р У Ч Е Н И Я

А. Р. Чехлов

Все группы в данной работе предполагаются абелевы м 1 
редуцированными без кручения. Здесь  рассм атриваю тся груп­
пы (назы ваемы е C S -группами), в которых все замкнутые в 
Z -адической топологии сервантные подгруппы выделяются 
прямыми слагаем ы м и. Отметим, что C S -группы изучатись 
такж е в  раб отах  [1—6]. В частности, в работах  [3 5] рас­
сматривались C S -группы из довольно широкого класса R 
групп. О казалось ,  что все C S -группы из R, не имеющие эле­
ментов бесконечной p -высоты д ля  некоторого простого числа 
р, являю тся либо связными, либо р-однородными пруппами 
(см. § 1), что позволило охарактеризовать  C S -группы в ряде 
классов групп (в частности, в классе групп конечного р ан ­
га) .

В данной статье исследуются произвольные C S -груп­
пы. О казы вается ,  что изучение C S -групп сводится к изу­
чению квазиоднородны х C S -групп, а последние являю тся ли­
бо Qp-модулями (при достаточно большом р -р а н г е — алгеб­
раически компактны ми группам и),  либо конечными прямыми 
суммами связных групп. В § 1 вводятся необходимые поня­
тия и док азы ваю тся  вспомогательные результаты. Основные 
результаты  излож ены  в § 2.

§ 1. О пределения и вспомогательные результаты

В дальнейш ем  R  буд ет  обозначать  класс групп без эле­
ментов бесконечной p -высоты; Q P( J p) — кольцо (группу) ц е ­
лых р-адических чисел; г р( А )  — р-ранг группы А,  т. е. ранг 
фактор-группы А / р А \  П ( Л )  —  множество всех простых чисел

оо

р  со свойством р А ф А \  р т А = { ]  p nA ; G  ( G ~ ) — зам ы кание
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в Z -аднческой (р-адической) топологии подгруппы G; <d0 — 
счетное кардинальное число; h * ( a )  — p -высоту элемента а  в 
группе А.

Группу называю т связной, если все ее фактор-группы по 
ненулевым сервантным подгруппам делимы. Группу называ­
ют квазноднородной, если характеристики лю бы х ее нену­
левых элементов содерж ат символ оо на одних и тех ж е мес­
тах.

Напомним, что р-характаристикой Н * ( а )  [7] элемента а 
группы A e R  р называется множество { £ | | е . /  и | а  определе­
но}, где под %а понимается элемент группы А,  являющийся 
пределом в р-адической топологии последовательности s„(S )a  
\ п  =  0, 1, 2, ...), s n ( l ) — п -я частичная сумма числа £, запи­
санного в виде формального степенного ряда, р-характерис- 
тика элемента является р-сервантной подгруппой группы J р 
[7, лем м а 1]. Класс эквивалентных р-характеристик  {4—5] на­
зывается p -типом. Элемент а группы A ^ R p будем называть 
ее р-образующим, если любой элемент группы А  представим 
в виде | а  для  некоторого | е / р. Согласно [7, теорема 3] груп­
па обладает  р-образую щ им тогда и только тогда, ког­
да г р (А)  =  1. Группу A ^ R  р назовем р-однородной, если р-ти­
пы любых ее ненулевых элементов )эавны. Если Н  — р-харак- 
теристика, то для  группы A ^ R  обозначим А ( Н )  =  { а \ а ^ А ,  
Н ^ Н ? ( а ) \ .

Л е м м а  1.1. Если R p3 A  =  B- \ -G  —  C S -группа, то для лю­
бого элемента О Ф Ь ^ В  существует гомоморфизм q>:B->-G та­
кой, что <р(6) =/=(). Если к тому ж е  В — связная группа, то ф 
можно выбрать так, чтобы q>(B) б ы л а  р-сервантной подгруп­
пой группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М ож но предполагать, ч т о f t e S  рВ,  
и пусть g e G \ p G .  Имеем H A( b+ p % ) < = , H * ( g ) .  Т ак  как  А* 
(b-^-pg)— 0, то b +  p g  является р-образую щ им прямого с л а г а ­
ем о го  < b  +  p g > ~  группы А  [7, доказательство  теоремы 3]. 
Т ак  как  р-ранг этого слагаем ого  равен 1, то согласно [7, 
лем м а  7] существует гомоморфизм ф : < Ь + Р £ > “  -+-G
такой, что ф(&+р&) = g .  Д л я  проекции 8 : A-+G  имеем в<р 
( b + p g ) - b ? ( b ) + ^ ( p g ) - g .  Тогда если в(р (* )=0 ,  то 0 ? ( р # ) =

P®y(g)  Противоречие с выбором элемента g.  Пусть
Ь — р-образующий связной группы В  и Н р ( b ) s f f *  (g)
для  некоторого g e G  (такой элемент найдется, поскольку

132



гомоморфизмы не понижаю т р-характеристики элементов). 
Т а к  к а к  Н p( g )  H p( p ng )  (^-характеристика является р-сер- 
вантной подгруппой в J р ) д ля  каж дого  нат>рального п, 
то можно считать, что g ^ G  pG.  Пусть <р: 5->-<7 гом о­
морфизм со свойством фb = g.  Всякий элемент группы ф(В) 
м ож но  зап и сать  в виде lg ,  где Если Р’х  Zg, то л : е

— р-образую щ ий группы < £ >  , поэтому .v r\g 
для  некоторого т] е / р. О т с ю д а '  р"г\.  Значит, ц<=Н*(Ь) .  
Откуда <р : - nb ^- ^ g ,  т. е. л: i i£ e < p (S ) .

Л е м м а  1.2. Е сл ч A ^ R р связная  группа, то для  тюбого 
элемента 0 ф а ^ . А  аддитивная группа Е ( А )  кольца Е ( А )  
изоморфна группе А ( Н * ( а ) ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу р-сервантности р-характе- 
ристики в J р Н р ( р па )  Н рА( а )  д т я  любого натурального п. 
П оэтому можно предполагать, что а ^ А  рА.  Тогда о есть 

р-образующнй группы А,  значит, д ля  каж дого  А е Л ( Я ^ ( а ) )  
существует единственный <вь^ Е ( А )  со  свойством у ь( а ) = Ь  

[7, лем м а  7]. О тображ ение Ь-*-уь есть искомый изоморфизм 
А(Н*р( а ) ) ~ Е ( А )  .

Л е м м а  1.3. Если А  — т а к а я  группа, что зам ы кание сер- 
вантной оболочки каж дой  счетно-порожденной ее подгруппы 
является алгебраически компактной группой, то А - алгебраи­
чески компактна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  ' Z n l i X j  =  a l , i ^ I ,  а ^ А ,
ie-f

| / | = ш о — оистема уравнений (где п 1} — целые числа, кото­
рые при фиксированном i почти все равны нулю) такая ,  что 
лю бая  ее конечная подсистема разреш им а в  А.  Достаточно 
показать, что исходная система разреш им а в А  [8, с. 187]. 
В силу сервантности  подгруппы < а ,  | i e / > ,  в А  лю бая  ко­
нечная подсистема рассм атриваемой системы им еет решение 
в этой лодгруппе [8, с. 144]. Разреш им ость  всей оистемы с л е ­
дует из того, что  такие подгруппы группы А  алгебраически 
компактны.

Л е м м а  1.4. Д л я  любого кардинального  числа п > ш 0 су­
ществует несвободный редуцированный Qp-модуль без  кру­
чения, порожденный системой элементов мощности п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  A  =  @ J  + + J  , г д е £ ) = 0 /  —
<и Р П

р-адическое пополнение группы Q ) J р. А  является Q^-модулем.
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Р г одуля D>(i)o, a D/ pD  есть Qp-модуль счетного ранга. 
Ср в 1ение рангов модуля D  и модуля D /p D  показывает, что 
D  несвободный Q^-модуль. Если п ^ 2 “*, то, так  к ак  |£ J * *  
2 , А  является искомьим модулем. Если ж е п < 2  , то в
м уле D выберем линейно независимую систему элементов 
м цн ти п. Эту систему можно влож ить в  сервантную под- 
гр ппу группы D мощности п  (8, с. 137]. Пусть G — под- 
моду ь модуля D,  порожденный элементами этой подгруп­
пы Поскольку G — сервантная подгруппа в D,  то G/pG —  
счетно-порожденный Q p -модуль. Существование в G линейно 
незав 1спмой системы элементов мощности >о>о показывает, 
что ч дуль G не свободен.

Л е м м а  1.5. Пусть Л =  й  G группа без элементов бес- ,  
ко и высоты с проекциями л, 0 и пусть Я — подгруппа 
группы А  такая ,  что H f \ B  — Н  [}G — 0, причем я  Я — замкну­
тая, а 0 Я — сервантная подгруппа в группах В  и G соответ­
ственно, и существует натуральное число т  такое, что 
h (х)  h TpH ( х ) ^ т  ( о о — оо =  0) для  всех х е л Я  и прос­
тых чисел р. Тогда Я  замкнута в А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существует изоморфизм ф:яЯ-МЭЯ 
так и, что <р(ла)— 0а д л я  каж дого  элемента а е Я .  Предпо- 
« жим,  что последовательность o „ g W  ( п =  1, 2, ...) сходится 
к пределу а е Л .  Тогда п а „ ( п = \ ,  2, ...) является последова- 
тельн стью Коши в группе я Я .  В силу замкнутости я Я  эле­
мент л а е л Я .  Тогда 0 а е 0 Я .  Таким образом, а е Я ,  т. е. Я  — 
зам кнута в А.

§ 2. C S -группы

Ц ель  следующих двух теорем — получить общ ую  инфор­
мацию о  строении C S -групп и, в частности, свести задачу изу­
чения C S -групп к изучению квазиоднородных CS-групп. 

Т е о р е м а  2.1. В сякая  C S ^ p y n n a  А  представима в виде

S  +  А  ^ Л ^ П  А  = 5 ,

(*)

реп р реп р
где А  — сервантная подгруппа в 5 ;  П  —  некоторое мно­
жество  различных простых чисел; П ( A Pl) П П(Лр,) =  0  
п р и р ! = ^ р 2, Р\, Р г ^ П ,  а Ар— кваэиоднородные C S-груп­

пы из соответствующих классов R p , однозначно опреде­
ляем ы е группой А.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  р  А  — зам кнутая  сервант-  
н а я  п о д гр у п п а  в Л, то Л Л р  А  д л я  н екоторой  п о д ­
группы А р А / р  А .  П р ед п о л о ж и м ,  что q  е  П (Л р ) Щ р  А) .  
П оск о л ьк у  q А  — вполне х арак тери сти ческ ая  п одгруппа в 
Л ,  т о ?  Л q А  Л р q А р  Л , А р q А  А р А  'р А

q ° A f \ p ° ‘ A  A q. Так как  q А  А р и q А  р  А — q -делн  1ые 
подгруппы , то  Ар, Л '  0. Цалее, А  ~ Л ;' A q~ A / q  А.  С о ­
гласно лем м е  1.1 Н о т ( Л )?, А р ) 0. С д р у го й  сторон i из 
А'р(=Яр, А'ч pA'q сл е д у е т ,  что Н о т ( Л ^ ,  Л ' ) = 0 .  П р о т и в о ­
речие. И так ,  П ( Л р) П(/> 4 ) =  . В ч 1Стности, А —  вп лне 
хар а к те  истические п одгруп п ы  в Л , поэтом у  о н и  о п р е д е ­
л я ю т с я  группой Л однозначно.

Обозначим чер^з  5  подгрупп  в Л , п о р о ж д ен н у ю  U А

Покаже-м, что 5 =  Л д л я  нек оторого  м нож ества  П  раз- 
реп

личных просты х чисел. 3  метим сначала, что д л я  л ю б ы \  р , 
Я либо А р ^  А д> ли бо  А р q А .  В самом д е л е ,  А р 
= A p f \ A (j  A p [ \q  А .  О т к у д а ,  как  и вы ш е, п о л у ч  ем, что 
А р А д О-и А р q А  0 приводит  к  противоречию : с одной 
стороны, Н о т ( Л р Г|? A,  A  A q) 0, а с д р у г о й — Н о т ( А  П 
П ?  A,  A p { \ A q) = 0 .  Д а л е е ,  если  А р Л ?, то  и А д^ А р< т. е. 
А р A q. Д ей с тв и т ел ь н о ,  если  А р ^  Л ?, но A q <£Ap, то  
A p^ A t ^ p  А ,  противоречие .  С ледовательно , д л я  л ю б ы х  р  
й q  ли  о А р А  , либо  A p^ q  А.  В частности, все п о д гр у п ­
пы А р я в л я ю т с я  к вазиоднородны м и. Если теперь  А р ЛР; 0
( i  1, п) ,  то  А р ^ р  А.  О тк у д а  А р { \ ( А р - \ - ... ЛРп) — 0. 
С ледовательно, н й дется  т  кой набор  П  п росты х  чисел р,  
что 5 =  Л . 

реп
Эпим орфизм ы A -у А  индуцирую т гомоморфизм Л-»-П Л — З

реп
с я д р о м  D =  П А  П о ск о л ьк у  D —д е л и м а я  гр ппл, то D = 0 .

реп
Поэтом у это т  гом ом орф изм  о су щ е ст в л я ет  влож ен и е  Л  в S .  
Д а л е е ,  S —се р в а н тн ая  подгруп п а  в 5, а А / S  как  делим ая  
подгруппа  сервантна  в S / S .  П о это м у  А  —  с ервзн тн ая  п о д ­
группа в S .

С л е д с т в и е  2.2. В с я к а я  C S -группа Л  е  R p я в л я е т с я  
кв^зиоднородной .

И дем п отен ты  it, 0 кольц а  эндом орф и зм ов  Е { А )  группы 
А  назовем  эквивалентны м и , если  тсЛ 0Л.
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Т е о р е м а  2.3. Д л я  группы Л, представим ой  в виде (*,(  
эк вивалентны  след ую щ и е условия:

1) А  —  C S - rp y n n a ;
2) д л я  к аж д о го  п рям ого  р а з л о ж е н и я  5 = В  G  подгруп ­

па  А  п В  я в л я е т с я  прям ы м  слагаем ым  в А;
3) Е ( А )  вк лад ы вается  в кольцо  Е ( 5 )  и со д ер ж и т  хотя  

бы один эл ем ен т  из  к аж д о го  класса эк вивалентны х идем- 
п отентов  кольца  Е ( 5 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 5 = B 0 G ,  то  А { ] В  является  
зам кнутой  сервантной  подгр  ппой в А.  П о это м у  1)=*-2).

2 ) = > 3 ) .  Если < р е £ ( Л ) ,  то ясно, что  t p ( 5 ) ^ 5 .  Пусть 
<рр=<рU . Тогда г|>=(..., <pp, . . . ) e £ ( S )  п р о д о л ж а е т  <р|5 ,причем  
в силу делим ости  групп S / S  и А / S  это  п р о д о л ж ен и е  един­
ственно и у.  П оэтом у  Е ( А )  вк лад ы вается  в £ ( 5 ) .  
П усть  5  В  G.  И меем А  =  A  f| В  N  д л я  некоторой  под­
группы N ^ A .  Д а л е е ,  А р А р { \ В  A p [ \ N  и 5 = П ( Л р П В ) +

Щ ^ . П -V). Так  как  ( А  [ \ В ) =  В  и Щ А  [\ В ) + { А  [\ В),
р  р  р , р

В  ( А  П В )  — делим ы е группы , то  B  =  Y l (Ap [ \B) .  Пусть
Р _  Р

ж ,: S - + B  и тс : А-*- А  П В  п роекции  групп 5  и А  соответст­
венно в р а з л о ж е н и я х  5  В + р  и A = A f ] B  -)- N .  Так как 
*( (Л Л А ))—0, * (+ (Л  (]В)) 1 (д п«).то«(П(Л ПуУ))=0,

р  р р р р
* |в 1д, т. е. я  — п р о е к ц и я  группы  5  на В  в разлож ении
S — B  П М  (1 V). С ледовательно ,  и д ем потент  itx кольца

р
E ( s )  эквивалентен  я.

3) => 1). С огласно [5, п р е д л о ж е н и е  2.1] 5  есть  CS-rpyn- 
па. П оэтом у  если  В  — зам к н утая  сервантная  подгруппа 
группы  А ,  то  S = B  0 G ,  где В  — зам ы кание подгруппы В  
группы  S .  П усть  я  — п р о ек ц и я  груп п ы  5  на В  и ^  е  
е . Е (  А ) —  идем потент,  эквивалентны й  идем потен ту  ■*. Тогда 
5  В  @ Gj, где В  =тс. 5  и С?г= (  1 — S  [8, с. 61]. Имеем 
^ Л е Л  и (1 —tcj) Л ^ Л .  Отсю да А = А [ \ В  Л р О р  Так  как 
А { \ В  = 5 ,  то  В  —  п р я м о е  сл а га ем о е  в Л  и, следовательно, 
Л  — C S -группа.

Рассм отрим  т е п е р ь  к вази од н ородн ы е C S -группы .
Л е м м а  2.4. Если Л е  R p —  C S -гр у п п а  бесконечного 

р -ранга,  то  Л я в л я е т с я  Q ' -м одулем .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о к а ж е м  сначала, что Л  есть 

Qp-м одуль,  где  Qp —  кольцо  всех  рациональны х чисел со 
зн ам ен ателям и ,  взаимно просты м и с р.  П у ст ь  В  — р - базис-
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н а я  п о д гр у п п а  группы  А .  Так  как  В  —  свободная  группа 
ранга и>0, то  она им еет  в качестве гомом орф ного  образа 
ад дитивную  г р у п п у  Qp кольца Qp, т .  е. В  H~~Qp д ля  н е к о ­
то р о й  п одгруппы  H c z B .  Так как  Н — р-се вантная поагр>п-  
п а  в А ,  то  Н  я в л я е т с я  ее  сервантной  п о д г р \п п о й .  П о э т о ­
му Л / / - +  V и А Щ  Н  ! Н  ( N  Н ) ! Н .  П оскольку  5 / Я — 
р -серван тная  п одгруппа в А / Н ,  не им ею щ ая элем ентов  
бесконечной  p -высоты, то  В / Н  qt  Н  / Н .  О тк уда  вытек ет, 
что ( N - \ - Н ) 1 Н ~ N  им еет  элем енты  с бесконечной ^-вы  о- 
той  д л я  к а ж д о г о  простого  числа q р .  Так как Л квазиод- 
нородна, т о  д А = А  д л я  к а ж д о го  простого  числа q^=p,  т. е. 
А  я в л я е т с я  Q^-м одулем .

И меем А =  а  Л ' ,  где а  “  — с в язн а я  гр \п п а .  
В группе А '  т а к ж е  им еется  связное  п р ям о е  слаг  ем ое С.  
В силу  л ем м ы  1.1 с у щ е ст в у ет  гомом орфизм  a  -*G  т а ­
кой, что его  о б р а з —р -се р в ан т н а я  подгруппа в С?, а так к ж  
A  —  Qp-м одуль, то  это  се р в а н тн а я  подгруппа .  В силу б е с ­
конечности  р -р а н г а  группа Л '  им еет  сервантную  подгруппу

а»
G =  +  A lt где  A t ~  а >  ( Н * ( а ) ) .  С огласно л е м ^ е  1.2

Е { А 1) * ~ А 1. С л ед ователь н о ,  G  м ож н о  рассм атрнв!ть  к ак  с в о ­
бодный м о д у л ь  н ад  кольцом К ~ Е ( А , )  ( К —подкольцо  коль-

СО
ца Q*), G =  где  Ej, г2, ...} — базис м о д у л я  G.  П усть

те п ер ь  Z = r 0-\-rlp  +  ... — произвольное целое  рл--адическое 
число. П о л о ж и м  b , = r i  1 ^ + 6 *  1— рг/ 2( / = 1 ,  2 , . . . ) .  Система 
элем ентов  \ЬХ, Ь2,...} независим а над К.  Поэтому подмодуль 
В  модуля G, порожденный этой системой, имеет вид В  =

СО

=  К Ь , .  Н етрудно проверить, что ei, e2? t f i  и что В  — сер-
I 1

вантная подгруппа в G.
П редполож им , что В  — замкнутые в р-адической тополо­

гии группы G. И з e2e < e i ,  B > + p nG для  любого нату­
рального  числа п  следует, что r p (G В )  =  1. Имеем А ' / В  В  IB 
+ N I B .  Т ак  к ак  G В — сервантная  подгруппа в А '  В  без эле­
ментов бесконечной p -высоты, а В  В — делим ая  группа, то 
G / B f )  В  / 5 - = 0 .  П оэтому N B  можно так  выбрать, чтобы 
G I B ^ N I B .  Д ал е е ,  Л ' = В Л F  д л я  некоторой подгруппы F ^  
s N IB . Д л я  любого элемента g- \ -B  группы GIB имеем 
H p B ( g + B ) ^ f t % ( g ) ^ H £ ( a )  . С другой стороны, группа GIB 
изоморфна некоторой подгруппе в А' ,  которую можно вло-
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ж  ь в связнре прямое слагаем ое  С группы А '  (таким пря- 
мь ч тагаемым будет замы кание этой сервантной подгруппы 
группы А ' ) .  Гомоморфизм С-*- а >  индуцирует гомамор-
ф м G В—► а ( И р ( а ) ) .  Таким образом, G B  можно вло- 
ж  ть в группу D / В ~  а >  ( Н ^ а ) ) .  П о ск ольк у /)  В  —  цик-  
л I ск1 й К  модуль, то D  =  В  D  . Пусть D ’ К х .  Имеем 

ХЬ  . . . +  Х„ Ьп+ Х х ,  -2 — а {Ь . . .  атЬт+ * Х ,  где X, Xit а,
а j e / f  ( i 1, л; j  1, /л) Если т  п,  то а « (Х ^-)- . . .
+ К Ь  ) Ц *2 * Ь — .. - атЬт) Ха ) b x . . .  +  (аХя —
— Хяп)Ьп— Хап 1 bn 1 — Xam6„j. Получи пи противоречие с не- 
завис м тью с 1стемы е , . 2. b , й2,. . Следовательно, В не 

ам ) а в р ад 1ческой топ ою ги и  группь G 
П ть X '  1-/2' , е й  . Тогда для  любого натурального л 

раз  шимо уравнение Хг st Х2е2 В  р пх - \ - В  Существуют
а( К  ( / = 1 ,  т),  а т 0 такие, что X,s Х2е2 ay(r  Ej е2—рг3)-1- 

. . . +  oim(/'m j £ + s m i — 2 ) — Рпх .  И м еем  (Xj-f-*i г  д -j- ...4- 
+ am r m i ) s ,  ( ^ - j - X j )  s2 -f- (а2 а ^ ) с + . . . + ( а т  ^ а т  , ) Е га ! —

а тР=т 2 Р ПХ.  Откуда а ,  Х2 ( р  ), а2 Х2р ( р  , а =
—Х р т l ( p )  I, значит, ( ^ —>2(лп Г\ Р . ..  '"m-i р т 1)) 0(рп), 

т. е. / £Х2. Пусть В  — зам ы кание в р-адической тополо-
I п дгруппы В  группы G. Имеем G B  — B  В  R  В. Так 

к ак  е - \ - Bg i B  В  и В В  делим ая  группа, то выберем R В 
так, чтобы е + В е  R В.  Так  ж е  как  и выше, F В F  для 
нек т р й группы F  такой, что R a F  и F i есть циклический 
/(^модуль. Им ем fci =  6 + g ,  где b ^ B ,  g e / v  Тогда g  е — 

b X (/•„&! Е2 Pi ) ... X„(rn_iE14-2n 1 pin  2) (1 •••
— ^nr п i ) si Xj е2+ (Х  р — Х2) s3-j-...- |- (Xn_i р  — Х, )е„ 1 + Х я /7е„ j. 
Из этой формы аписи следует, ч т о ^ е О  p G и что если г \ ^ } р 
и определено, то Действитепьно, если rl ^ H p (g),
то >)Х...... ^Хле / С ,  т](1—Х^о— Xn r „ _ , ) e / T .  Откуда
Имеем G c i T  F u  е 2 bx— g u Ь ^ В ~ ,  g 1̂ F l и g ,  Xg для 
некоторого Х е К .  Тогда Xej е2 Х Ь + Ь ^ В ~ .  В силу дока э н ­
ного выш е X — т. е. И так, H p i h )  К  J р. Т ак  как
К г ^ < а  ( Н * ( а ) )  и а —  произвольный элемент группы А,  
то, следовательно, А  является Q^-модулем.

Л е м м а  2.5. Пусть А  =  В  G— C S -rpynna , являющаяся 
Qp -модулем, и G вклады вается  в В в качестве плотной сер­
вантной подгруппы. Тогда В  тажже вклады вается  в  С в  каче­
стве плотной сервантной подгруппы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В ' —образ  группы С при 
этом вложении, Н  — подпрямая сум м а групп В' ,  pG.  Соглас-
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но лем ме 1.5 Я — зам кнутая  сервантная подгруппа в А.  П о ­
этому А  =  Н  N.  Зд есь  B ( ] N  — 0.. В самом деле,  в п ю п в н о м  
сл у ч ае  д л я  любого элемента N  со свойством h A b)  0
подгруппа < & >  Я  явпя тас ь  бы р-сервантной в А В с н у  
плотности В '  в  В  существуют элементы Ь ' ^ В ' ,  Ь' е В  такие, 
что b —b ' - \ -pb" .  Д ал е е ,  6 ' +  g Н  для некоторого i м нта 
g e G .  Отсюда b — ( b ' + p g )  p b  p g <= b /  ит,
h * ( b — (b '  p g ) )  0 .  С другой ст роны, h } ( b )  h ' ( b  ) h (b' - \ -  
+ p g )  0. О ткуда A" (b +  ) 0 , нач i t ,  b (b +  /

H),  i t o  np t i b  p i i t  p рвантности b H  в 
А .  Итак, В  П V 0.

Пусть Я] и N | — образы проекции группы Б  на р м ье
слагаем ы е Я  и N  со тветств нно. Имеем В  Н  Н  \  и
А / ( В  4 ) ~ G / p G ~ \ / \  j .  Отсюда p N ^ N ^ N .  П окаж  м, то 
Ni =  pN.  Допустим про в ое и пусть x e iV ,  pN.  Тогда N  — 

< * >  есть р-сер ан ная подгруппа в N.  Значит, Я  \  ' —
— р-сервантная подгруппа в  А Так  как  Н  V '  Н  В  ( Н

N ' ) ,  то Я  р-сервантная подгруппа в А  дпя в с я ­
кого элемента b e  В  ( Н  iV '),  Ар(6) 0 , что противоречит 
у ж е доказанном у выше. Следовательно, N x= p N .

Имеем В  Н  =  Н pN.  Поэтому проекция группы В  на 
прямое слагаем ое Я  не повышает р -высоты элементов. З н а ­
чит, о б р а з  этой проекции Н\  является сервантнон подг уппой 
в Я . Зам ы к ан и е  Н\  сть прямое слагаемое в Я, ск аж  м Я  =  

Я 1 Н 2. Т огда  В с = я ,  N\  и Н 2 В  — прямое стагае -
мое в А.  Однако, т а к  ж е  как  и выше, можно показать, что- 
для  лю бого  элемента х е Я  p H  < * >  В  не является 

/>-сервантной подгруппой в А.  Следовательно, Я 2 =  0. Д алее ,  
H ^ p G ~  G, В [ 1 N  — 0. Поэтому В ^ Н \  вкладывается в G в 

качестве плотной сервантнон подгруппы.
Т е о р е м а  2.6. Если R p^ A  = B  G — C S -группа, гдё В  — 

алгебраически ком пактная  группа бесконечного р-ранга, то 
А  — алгебраически компактна.

Все C S -группы из R р р -ранга не меньше мощности кон­
тинуума являю тся  алгебраически компактными группами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  к а к  В  — алгебраически ком­
пактная  группа, то она имеет прямое слагаемое N ^ J  р . Со­
гласно лем м е 1.1 существует ненулевой гомоморфизм 
< р д л я  всякого 0 ¥ = g ^ G  такой, что <p(JV) — р-сер- 
рантная подгруппа в < g > . .  <p(N)— прямое слагаемое е  
< g > ~ ,  а так  к ак  < g > ~  — связная  группа, то < g > ^ =
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— ф (jV) ~ J p. Отсюда вытекает, что А  является Qp-модулем. 
Если r p ( G ) < wo, то А  к ак  прям ая  сумма двух алгебраически 
компактных групп алгебраически компактна. Поэтому будем 
предполагать, что р ранг группы G бесконечен, и в В  и G 
выделим прямые слагаем ые В\  и F  одинакового р-ранга. Д л я  
простоты будем считать, что В\  =  В.  Тогда F можно вложить 
в В в  качестве плотной сервантной подгруппы. П о  лемме 2.5 
В  та кж е  изоморфна плотной сервантной подгруппе группы F. 
В силу алгебраической компактности эта плотная сервантная 
подгруппа совпадает с F. Поскольку F  —  произвольное пря­
мое слагаемое бесконечного р-ранга в С, то из леммы 1.3 вы- 
тека т, что G — алгебраически компактна, значит, и сама 
груп а А  является таковой.

Если теперь А  — C S -группа и В  — ее р-баэисная подгруп­
па ранга ^ 2  ' о . то В  имеет подгруппу Н  такую, что B IH  — 
р-адическая алгебраически компактная группа бесконечного 
/?-ранга. Т ак  как  В / Н  — сервантная подгруппа в А /Н,  то 
А Н = В Н  N H  для некоторой подгруппы N  H czAI H.  Как 
замкнутая  сервантная подгруппа N  выделяется в А  прямьгм 
слагаемым A = N  G, где G ^ B  Н.  В силу доказанной части 
теор мы А  — алгебраически ком пактная  группа.

С л е д  с т в и е 2.7. Пусть А  Л Д Л  П  Л ,) ,  где Л , е / ? _
ie'  1е/

и | /  | ю0. Группа А  является C S -труппой тогда и только
тогда, когда А ~  Jp {A —  алгебраически ком пактная  группа).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  Л П  А , утверждение вытекает
|£/

из предыдущей теоремы, так  как  г р( Л )  2 .
Пусть теперь А =  А , .  Необходимость. В оилу леммы 

.  •*'
2 4 А  является Q p -модулем. Поэтом у в к аж дой  группе А,  
можно отщепить прямое слагаем ое G , ~ J p. Пусть J ^ I ,  | / |  =  
=  ш0 и G G Имеем Л =  0  В. Согласно лем ме 2.6 всякое 

ie-f
прямое слагаем ое в В  со счетной p -базисной подгруппой изо­
морфно некоторой подгруппе группы G, а та к  как  Qp явля­
ется кольцом главных идеалов, то это прямое слагаем ое изо­
морфно У .  П редположим, что А Ф  /  . Тогда п = г  (В )>е»0.

“» "о
П оэтому группа В  содерж ит плотную сервантную подгруппу 
£ =  J р . Согласно лем м е 1.4 свободный Q p -модуль Е  имеет

П
В качестве гомоморфного о б р а за  несвободный Q p-модуль F, 
причем р-ранг группы F  счетен. П усть  E I H s z F  и В1Н=
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= Я М Я  ЮН,  где Е1Н<=ЮН.  Имеем В =  Я  С, где C s z K  Я. 
Следовательно, В  имеет прямое слагаемое С, которое содер­
ж ит плотную сервантную подгруппу, изоморфную группе 
EIH.  В частности, ф  +  J  а г р (С )=<о0. Полученное противо-

<*>о
речие доказы вает,  ч т о Л ~  J  .

“о
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если Л =  J p и Я — замкнутая  сер-

tu
вантиая подгруппа в А,  то А  Н — редуцированный Qp -модуль 
без кручения ранга ^<оо- Известно, что такой модуль я в л я ­
ется свободным (ом., например, [9, с. 184]). Поэтому подмо­
дуль Я  выделяется в А  прямым слагаемым.

С л е д с т в и е  2.8. Группа А  мощности < 2  является 
C S -труппой тогда и только тогда, когда она представима в 
виде Л =  ®  А  , где П  —  некоторое множество различных 

/>еп
простых чисел, П (Л А ) П П ( Л Р ) 0  при p i¥=p2, Р\, Р г ^ П ,  а А р
есть C S -группы, являю щ иеся конечными прямыми суммами 
связных групп.

Д  о к а  з а т е  л ь с т в  о. Согласно теореме 2.1 А  ^  А  ^
Р£ п

^ П  А  . П редполож им , что + А рф А ,  пусть а  ( , . . , а  , . „ ) е Л  

\ $ v  где а . е ^  . Обозначим  через П ' — носитель [8, с. 54]
р

элемента а. И меем |П ' |= * о о -  К а ж д о м у  подмножеству П "  
множества П '  поставим в соответствие идемпотент я е £ (  П

р
А  ) ^ П Е ( А  ), те= (. . . ,0р .......  1Р , . . . ) ,  где О,, и 1 Pt — соответст-

р
венно нуль и единица кольца E { A p t ) ,  а носитель элемента 
я  есть П " .  Зам етим , что если П], П 2^ П '  и П ^ П г ,  то для 
соответствующих идемпотентов щ ,  яг имеем я ^ ^ л г а .  В си­
лу  вполне х ар ак тер и сти ч н о сти  дополнительное прямое 
слагаем ое П  А  к  П  А  = * ( П Л  ) определяется однозначно 

Р е п \ п '  р р е п "  р р  р 
[8, с. 61]. Следовательно, если 0 — эквивалентный я  идемпо­
тент, то 0 =  я .  П оэтому в  силу  теоремы 2.3 я  е £ ( Л ) .  О тку­
д а  я а е Л .  Т аким  образом, каж дом у  подмножеству множест­
ва П '  мож но однозначно поставить в соответствие некоторый 
элемент группы А.  М нож ество  этих элементов .имеет мощ­
ность континуума, а это противоречит тому, что | Л | < 2 ™ ° .  
Следовательно, Л =  ® Л  Д ал е е ,  всяк ая  группа, являю щ аяся

р
Qp -модулем, имеет мощность ^ 2 " » ' .  Поэтому Л^ н е  являю тся
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Q p  м о iy  л я м и Ссылка на лемму 2.4 заканчивает  д о к а зате л ь ­
ство

Известно, что если В р p -базисные подгруппы группы А  
д я каж дого простого числа р,  то | А  | ( 2  I В р \ )ш [8, с.

р
с 172] Поэтому, учитывая теорему 2.6, получаем

С л е д с т в и е  2.9. Квазиоднородная C S -группа мощности 
> 2  является алгебраически компактной.

Рассмотрим теперь  C S  группы  из R  конечного р -  ранга. 
Д л я  этого введе 1 след ую щ и е п он яти я .  Если *1, х2—/7-типы, 
Н  х2, то под  х, Птг(т 1 UT2) будем  поним ать  /7-тип,
с о д ер ж ащ и й  р  характеристику  Н х Н г( < . Н г- \ -Нг р, где 
че р ез  Г  о о з ш ч е н а  р  сервантная  оболочка  подгруппы О 
группь Jp ). Будем  писать ^  -► х2, если  д л я  /7-характерис- 
тнк Н  е х  И  е т г сущ е ст ву ет  ненулевой  гомоморфизм 

П оскольку  д л я  группы  A e R p /7-ранга 1 и а е  
е Л  р А  А ~  1А( а )  (лю эой  эл ем ен т  а е Л  р А  является  
р  о разую щ им группы А )  то x ^ X j  означает,  что д л я  групп 
B , ( j  <=RP, r p{ B ) — r p(G)  1 таки х ,  что t 1s 7 ’p(B ),  т2<=Tp(G),  
су щ  ствует  х Т  ( О ) со свойством х, х. О бозначим  через 
Т р( А )  м нож ество  всех различны х /7-типов ненулевы х эле- 
к ентов группы  A ^ R p, Н р( А )— м н ож ество  всех  различных 
р  х арактеристик  её  ненулевы х элем ентов ,  ( а ) — /7-тип эле­
мента а е Л  в группе A,  A ( i ) — а  | а е Л ,  х ^ (а )  х .

Л е м м а  2.10. П усть  А  В  G, г  ( В )  r  (G)  1 и Н  =
~ < b + g  , где b +g<=A р А \  0  =£ Ь е  В,  0  ^ g  е  G.  Тогда
\ ( b + ' i )  *p( b) {J tp(g).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  а - \ - Н — ^(Ь-\ -Н)- \ -Ч.  А  Н — 
группа /7-ранга 1. Д л я  лю бого  п  им еем  a = s „ ( E ) ( H - A „ ) +  
+ h „ ' + p na n, где А„, А „ ' е Я ,  о ле  А.  П усть  a = b ' + g ' ,  А„= 
=Чп(Ь g ) ,  A„'=y]n' ( b + g ) ,  а п b „ + g n, b', Ьп е  В,  g \  g„<=G, 
fj, т)„' е  J р. Если k  hg(b) ,  то  р кЬ' г\’Ь, g ' — v['g д л я  н ек ото ­
ры х ti', r i"«=•/,.  Т о г д а  р кЬ’ p ksn( l ) ( b + r \ nb ) + p krta' b + p n+kb„, 
g ' — S n ( l K g + r \ n g + P ag- О тсю да V  =  ^ „ (5 )+ /7 * s„ (5 )7 ]n+/7* 
r\ n + P " /ln< n ' ' = s n( ? H . + V + / > ' ,V  где  V  V , e  J p< значит, 
y( — P kl\"— sa( \ ) p k- \ -pn(r(n— /7*ri"), С ледовательн о ,  V —Z’*7f  
я в л я е т с я  п ределом  последовательн ости  p ks n( \ )  в  группе 
H „ ( b ) + H p(g) ,  т . е .  t < = < H p( b ) + H p( g ) > p.

Т е о р е м а  2.11. Группа A ^ R p конечного р-ранга ,  имею­
щ ая  связную подгруппу 0 = < а > ^ ( 0 = т ^ а е Л )  с наследствен­
ным кольцом E ( G ) ,  является  C S -группой тогда и толькотог-
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да, когда она представим а в виде А  — А , где А,  связные
I 1

группы со  следующ ими свойствами:
1) д л я  лю бы х  I, j  1, п  и xt ^ T p( A t ), • z j ^ T  ( Aj )  х( г - *  

-+xi> 'е7->'г1 П ^ 2 П . . .П ' 'л;
2) существуют такие ненулевые гомоморфизмы А —>-G—► 4, 

что отображ ение ф—мр| л(о) осуществляет в ю ж е н и е  Е ( А )  
E ( A ( G ) ) ,  при котором Е ( А )  содерж ит хотя бы о щ  t идемп - 
тент из каж дого  класса эквивалентных идемпоте т
Е ( А  ( G ) ) ,  где A  (G) — одна из следующих групп А ( Н  ), А (  ),

А '  < Л ( х )  | х е  T p(G)  *; Н 0, х — некоторые (р в 
сильно любые) р-характеристики, соответствен! о р ти , \ 

соответственно из Т р (G) .
Д  о к а з а т е  л ь с т в о. Необходим ость.  Пусть^ , A ,  p \ t . 

И м еем  A G В,  где G , р а 2+ . . . + р а п  . Тогт,а В

П А  0. В противном  случае А . ± В  А х [ А  В ,  р  4-
'/  2

+ . . .  +  Р  n^ G  А  , но а 2 ,..-\-anqLG А  ■ С ледовательно, 
если я : (7 B-+G—п р о ек ц и я ,  то  it А ХФ 0. О ткуда  х р ( а х )— ► 

+ Р а г + — + Р а п) V f l i ) n % ( a 2) n . . .  *р( а п). Как  п р я ­
мое слагаем ое А  А 2 есть  C S -группа, п усть  G а х-\- 

2

- \ - р а 2>  , A t= G  В.  С огласно л ем м е  2.10 х ( a j  х ( 2 ) е

2
е Т р( В ). Д л я  пр екции  i t :  А ^ А 2 имеем it 5 - ^ 0 .  О тк уда

В качестве G возьмем А |. Ясно, что кольцо Е ( А )  вк лад ы ­
вается в E ( A ( G ) ) .  Пусть теперь, например, А ( Н ) = Е  N  и 
П \ \ А ( Н ) - * - Е  —  проекция. Тогда зам ы кание Е  в р-адической 
топологии р-сервантной подгруппы Е  является сервантной 
подгруппой в А,  поэтому А =  Е~ F  д ля  некоторой подгруппы 
f c z A  И меем А ( Н ) = Е  (Н ) F ( H ) ,  где Е ~ ( Н ) = Е .  Проекция
я е с т ь  искомый идемпотент кольца £ ( Л ) ,  эквивалент­
ный идемпотенту л\ .

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Рассмотрим  сн ачала  случай п =  2: 
A = A i  А 2 и пусть В  —  за м к н у та я  в р-адической топологии 
сервантная подгруппа 'группы  А  т акая ,  что В{] А { = В (]А2= 0 .  
Заф иксируем  элем ент g e G  p G  и рассмотрим подгруппу 
A ( H ) = A i ( H )  +  А 2 (Н ) ,  где  H = H ° ( g ) .  И з условий на G сле­
дует, что А  ( Я ) ,  А 2( Н ) ф 0. П о лем м е 1.2 G ( H )  можно рас-
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с м а т р и в а т ь  к а к  ц и к л и ч е с к и й  Я - м о д у л ь  н а д  н е к о т о р ы м  к о л ь ­
ц о м  R, и з о м о р ф н ы м  п о д к о л ь ц у  к о л ь ц а  Qp . Н а  А  (Н)  т а к ж е  
м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с т р у к т у р у  /? - м о д у л я .  Л ,  (Н ), к а к  р - с е р -  
в а н т н ы е  п о д г р у п п ы  в  Л , , и м е ю т  р - р а н г =1 («=1, 2). П о э т о м у  
А ( Н )  В ( Н )  я в л я е т с я  - г р у п п о й  р - р а н г а  1 т а к о й ,  ч т о  с о г л а с н о  
л е м м е  2.10 с у щ е с т в у е т  м о н о м о р ф и з м  A(H)IB(H)-*-G(H). С л е ­
д о в а т е л ь н о ,  R м о д у л ь  А ( Н )  В ( Н ) м о ж н о  в л о ж и т ь  в  ц и к л и ­
ч е с к и й  R м о д у л ь  F В ( Н ) .  О т к у д а  F=B(H) Ft и  А ( Н )  = 
- В ( Н )  Fl (]A(H)=B{H) Е.

П у с т ь  тс, 0 п р о е к ц и и  г р у п п ы  А { Н )  в  р а з л о ж е н и и  Л ( / / ) =  
В { Н )  Е. Е с л и  £ ( Л ) э  TCt—э к в и в а л е н т н ы й  тс и д е м п о т е н т  

(Е(А)<= Е ( А( Н ) ) ) ,  т о  Л  Т С [ Л  (1—тс^ Л ,  г д е  ( т с , Л ) Г ) Л ( / / ) =  
В(  1) и, з н а ч и т ,  *! Л  В.
П о к а ж е м ,  ч т о  п р я м о е  р а з л о ж е н и е  А ( Н ) = В ( Н )  Е  м о ж н о  

п р о д о л ж и т ь  д о  п р я м ы х  р а з л о ж е н и й  Л ( т )  B(t)jp^x rffg)), 
А  В '  G2, г д е  В '  B{i) | х ^Tp(G) *. Т о г д а ,  т а к  ж е  к а к  
и  в ы ш е ,  б у д е т  с л е д о в а т ь ,  ч т о  В —п р я м о е  с л а г а е м о е  в  А .  
И м е е м  Л ( т )  Л ( Я )  *, г д е  т  *%(g)- П о к а ж е м ,  ч т о  Л ( т ) =  

В { Н )  ' £ > *  =  D. П у с т ь  qa^A(H), qa—2x+a2, 
я ,  е  £(//), а 2<=Е, q—п р о с т о е  ч и с л о .  Т о г д а  H°(g)^H$(qa) 
и  с у щ е с т в у е т  г о м о м о р ф и з м  <р :0 ->-Л с о  с в о й с т в о м  <р(g)=qa. 
П о э т о м у  H°(g)^Hg(qa)K h1(g) hq(qa)( п р е д п о л а г а е м ,  ч т о  
A^Rq, т а к  к а к  в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  qA - А  и  а е Л ( Я ) .  
П о с к о л ь к у  Haq(g)^Hq(a), т о ,  е с л и  h°(g) hq(a), с у щ е с т ­
в у е т  г о м о м о р ф и з м  <р: 0 ->-Л с о  с в о й с т в о м  <р(£)=а, о т к у д а  
а ^ А ( Н ) .  Е с л и  ж е  hq(g) hQ(qi), т о ,  т а к  к а к  g п е р е в о д и т с я  
н е к о т о р ы м и  г о м о м о р ф и з м а м и  в а , и в  a2, hq(ax) и  й ^ ( а2)>  

1, о т к у д а  й ё Д  И т а к ,  Л(т)=£>.
П у с т ь  т е п е р ь  gx eG  pG и  Н х H°(gx). Т о г д а ,  т а к  ж е  

к а к  и  в ы ш е ,  А ( Н Х) = В ( Н 1) Е х. И с п о л ь з у я  у с л о в и я  н а  А и  
Л 2, G, л е г к о  п о к а з а т ь ,  ч т о  с у щ е с т в у е т  b^G pG т а к о й ,  ч т о  
Н ,  Н х ^ Н г- Н ° ( Ь ) .  Т о г д а  А ( Н г) = В ( Н г) £ Е г<= А ( И ) ,  А ( Н Х). 
П о к а ж е м ,  ч т о  д л я  л ю б ы х х , у е  А ( Н г) Н ^ н ’\ х ) ' = Н ^ н '>(у)<~>- 
■< ^ Н^ '^ ( у ) .  Я с н о ,  ч т о  и з  Н ^ н \ х ) ^ Н ^ и  ̂ (у)=>-
> н м н  >(jc)s f iy Ht4y). П у с т ь  Н ^ н,\ х ) ^ Н ^ н \ у )  и  i j je e  

е Л ( / / ) .  И м е е м  b Zg д л я  н е к о т о р о г о  pJJb,ge
<=G pG). О т к у д а  Н ^ Н р{Ь) =  Н  p(lg)=l~'H Sg) =  \~lH. 
Д а л е е  Н —\ Н 2̂ Н  р(yjjc). О т с ю д а  и
Е ^ /Д у1У ) = ^ /, Ш - 10 11У )  Н р(ЛУ).  т. е. m e //^ w>(y), з н а ч и т ,  
Н ^ н \ х )  П у с т ь  т е п е р ь  х ^ А { Н г ) и  ( х )  =
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^ f - f - 4tw)(y), у ^ А ( Н ) .  П окаж ем , что у  ^ A ( H  2). Д ействитель­
но, из Н 2^ Н р ( х )  следует, что Н = \ Н 2^ . \ Н  ( х )  Н р(1 ' х ) ,  
значит, Я s / / ; J ( S - ,y ) = S / / ^ ( y ) .  О ткуда  I 1 Н  Н 2<=Н$(у),  
т. е. у ^ А ( Н 2). Следовательно, А ( Н 2) вполне х ар ак тер и сп  - 
чеюкая подгруппа в  Л ( Я) .

Имеем А ( Н 2) = В ( Н 2) Е [ \ А ( Н 2) В ( Н 2) Е х (] А  ( Н 2). 
Обозначим Е ( \ А { Н 2) Е' ,  Е х Г \ А ( Н 2) Е х . Согласно [8 ,с .61] 
существует гомом орфизм  <р: Е Х'^>-В(Н2) такой, что Е  (9 — 
—тс<р0) А ( Н 2), где те, 0 проекции группы А ( Н 2) на В ( Н 2), 
Е х' соответственно. Т ак  к а к  Н р н \ х ) ^ Н ^ н \ ^ ( х ) \ ц , л я  л ю б о ­
го j t e £ , ' ,  то ф можно продолж ить до гомоморфизма ср: £,->■ 

О ткуда  А { Н Х) В { Н Х) (Si— ■гс1ср01) Л ( Я 1), где те,, 
0!— проекции А ( Ч Х) на £ ( / / , ) ,  Е х, и £ ,' s ( 9 1— itj <р0А) Л(/Р/ 1)— 
=£■3. Но тогд а  £ 3^ ( £ ' )  = £  и £ 3 (Е  X /Y J ,  т. е. А ( Н Х) =  
= £ ( / / 1) ® ( £ _ ) ( / / 1) д л я  любой р-осарактеристики Н х е / /  (G).  
Имеем Л (т1) = 5 ( ' с 1) + £ '  ( x j ,  Д алее ,  5 ( t  ) и Е
( t j ) — связные группы и В(чх) fl B(z ) ,  Е  ( t j H ^  ('с) ^ 0 .  П о э ­
том у f i ( t1) = B ( t )  , Е  (t[ ) ^ ( £  (т))  =  < £  . . г д е / 7 — замы-  
кание в Z -адической топологии подгруппы F группы А.  
Нетрудно проверить, что если D  D x D — прямое разлож ение 
сервантной подгруппы D  группы А,  то D x D 2 — сервантная 
подгруппа в А.  П оэтому В ( т) < £ > ,  — сервантная под­
группа А.  П о  доказанном у  выше д ля  любого ( G ) A ( z x) =
= B (*i )®E~(xx), где  В  t , ) c S ( t ) : £ >  . О ткуда
A ' = < B ( z ) \ z t = T p(G)  ,  < Е - ( х )  t « = 7 y O ) > , .  *

П усть  п ^ 2 .  Е сли  п р ям о е  сл !гаем о е_ гр у п п ы  А  я в л я е т с я  
прям ой  сум м ой св язн ы х  групп  B , ( i= l , / r e ;  ш  я) ,  то  группы 
B t т а к ж е  у д о в л е т в о р я ю т  у сл о в и ям ,  наклады ваем ы м  на А {. 
Д ей с тви тел ьн о ,  пусть  b ^ B , ,  bt -  a i j + . . . + a „ , i ,  t — 1,/re, , j e  
е Л у, j = 1, п.  Т о г д а  *p(bx) \Jzp(b2) • е Д с х л + а ь г ) ^ ^ * , ) .  Д а л е е ,  

V fti ) n - n  ^ ( 6я.)_ %( * 1 + - + * < » ) =,е/ а1- 1 + - а 1 , т + - + 0 / . д  +  
+ . . . - | -3’B, f n ) = * D( +  ^ l , m )  Л  Л  Тд(а п Д “Ь . . .  +  Ua,m) t-
К ь у м .

П о к а ж е м  теперь , что в с я к а я  за м к н у та я  в /7-адической 
топологии  се р в  н тн эя  п одгруп п а  В  груп п ы  А  вы д ел я е тс я  
в А  п рям ы м  слагаем ы м . Д о к а за т е л ь с т в о  будем вести  ин-

п I Л 1
д у к ц и е й  по  п.  С лучай  1. В х В ^ + А ^ О .  Тогда  Л, В хQ  

® F ,  Л = В 1Э £ ф Л я, В==ВХ ( F  1А п) П В,  где ( F + A n) ( ] B -
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сер ва н тн ая  п дгруппа группы  F  А п зам к н у та я  в е&
я  1

/7-адической топ логии. F  как  п р я м о е  сл агаем ое  в  ̂ A t

я в л я е т с я  п р я  ю й  суммой связны х  групп и г  ( F  А„) п —  1. 
Случ н 2. Д л я  в як ого  набора ь  где j % = i  д л я

л 1
н ек о  рого i 1 В [ ) A s =  0. Т о г д а ,е с л и  g ^ G  pG,  то

к I
g  . . . + а п 0ф  ^ А ^  g">~— B.  П усть  F =  а , + а 2> - ,

И »ее 1 А х A  — F  V и  В, В  ( F  A t ) От к у д а  F
i 3

п
А ,  В, Е,  г Е  м ож но  п р ед  тавить  в виде прям ой

/ з
су I ы связи  IX г р )п п .  Д а л е е  В  В  В { ] ( Е  N ) ,  где В{ \
П( )— за м к н у та я  серван тн ая  подгруп п а  в Е  N ,  и 

г р( Е  ) и 1.
Е В  зам кнутая  в Z - адичеокой топологии сервантная

п гру а группы А,  0 Ф Ь ^ В ,  то A = < b > ~  Е,  где
< Ь >  связная группа и, значит, < & >  ^ В .  Имеем В  =

< Ь  В  Е, а В  ЛЕ —  зам кнутая  серван тн ая  подгруп­
па в Е  Отсюда в силу конечности р-ранга следует, что В  — 
прям е слагаем ое в А.  Теорема доказана .

Я
Следствие 2 12. Пусть группа А =  A l e R p , где Л , —

св я зн ь е  группы, причем существуют связная  группа G с  на­
следственным кольцом E ( G ) ,  ненулевой гомоморфизм 
и А  — < Л  ( т ) \ i ^ T p (G)  >  (так ая  группа G существует, ес­
ли, например, А , — изоморфные группы с наследственными 
£ ( Л , ) )  Группа А  является C S -группой тогда и только тогда, 
когда д я нее выполнено условие 1) теоремы 2.11.

В (5] рассм атривались  C S -труппы А  такие ,  что всякий го­
м оморфизм  объединения любой счетной возрастаю щ ей цепи 
прям ых слагаем ы х группы А  в саму группу продолж ается  до 
эндом орф изм а группы А.  Т ам  таки е  группы назывались  
Q C S -группами. В сякая  р-однородная Q C S -группа бесконеч­
ного р-ранга является алгебраически компактной [5, теорема 
2.1]. И зм еняя  немного док азательство  теоремы 2.2 из [5], по­
лучаем  следующее утверждение.

Теорема 2 13. Группа А  является  Q C S -грулпой тогда и 
только торда, когд а  А  е Л  =  П Л  где  А — сервантная  

/>еп геп

146



вполне характеристическая  подгруппа в П А р , П  — н которое 
множество различных простых чисел; П ( А  ) П ( Л  ) — 0  
при Р1Ф Р 2, к а ж д а я  A p ^ R p и есть либо связная группа, ли­
б о —  CS-irpynna, являю щ аяся  конечной прямой суммо" связ 
ньгх групп, либо — алгебраически компактная групп
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О Р А З Р Е Ш И М О С Т И  Г Р У П П  А В Т О М О Р Ф И З М О В  
А Б Е Л Е В Ы Х  Г Р У П П

А. 3. Ш ляфер

В данной работе изучаются абелевы группы А ,  группы 
автоморфизмов А иМ  которых разрешимы. Случай делимой 
гр>п ы А  не представляет трудностей (предложение 7). П о­
этому (см. лемму 3) остается исследовать случай  редуциро­
ванной группы А.  Периодические абелевы группы Т  с разре­
шимыми группами AutT" описаны в предложении 10. Такие 
периодические группы — это в  точности периодические части 
смешанных абелевых групп А  с разреш им ыми группами 
А иМ  (теорема 12). В предложении 13 охарактеризованы  рас- 
щепл ющиеся абелевы группы А  с разреш им ыми группами 
Auty4. Изучаются такж е абелевы группы А  с  периодическими 
разреш имыми группами А иМ : д ля  случ ая  периодической 
группы А  (следствие 11), д ля  расщ епляю щ ейся абелевой 
группы А  (теорема 15), для  абелевой группы А  с конечным 
числом ненулевых примарных компонент (следствие 16). 
В следствиях 17 и 18 получена характеризация  абелевых 
групп А с конечными разреш им ы ми пруппами А иМ .

Используемые определения и обозначения в  основном 
стандартны {1— 2]: Р  — множество всех простых чисел, t A — 
периодическая часть абелевой группы А.  Фактор-группу A  tA 
называем  частью  без  кручения абелевой группы А.  В д а л ь ­
нейшем потребуются несколько лем м , носящих технический 
характер .

Л е м м а  1 [2, с. 295]. Пусть А  =  В  С, где В  — вполне х а­
рактеристическая подгруппа группы А.  Тогда А иМ  —  полу- 
прямое произведение стабилизатора  S ^ H o m ( C ,  В )  цепочки 
О ^ В ^ А  и подгруппы A u tB X A u tC .  (Здесь автом орфизмы груп­
пы В  (группы С)  отож дествляю тся с  их продолжениями 
до автоморфизмов группы А,  доопределенными тождественным 
действием на подгруппе С (соответственно В )  группы А ) .

Л е м м а  2. Пусть В  — характеристическое прямое слагае­
мое абелевой группы А,  А  =  В  С. Тогда группа А иМ  р а з р е ­

148



ш им а тогда и только тогда, когда разреш имы группы AutB 
и AutC.

Действительно, по лем ме 1 группа А иМ  является расш и­
рением группы S “ H om (C , В )  с помощью группы AutB X  
X A u t C .  Т ак  к ак  группа Н ош  (С, В) абелева,  то разрешимость 
группы Aut/4 равносильна разреш имости группы A u tB X  
X A u tC ,  что в свою очередь равносильно разрешимости групп 
AutB и A utC. Следующие два  ф акта  непосредственно следу­
ют нз леммы 2 .

Л е м м а  3. Группа автоморфизмов абелевой группы р а з ­
решима тогда и только тогда, когда разреш имы группы авто­
морфизмов ее редуцированной и делимой частей.

Л е м м а  4. Группа автоморфизмов расщ епляю щ ейся абе­
левой группы разреш им а тогда и только тогда, когда р азр е ­
шимы группы автоморфизмов ее периодической части и части 
без кручения.

Л е м м а  5. П усть  р-простое число, Л =  Л 0 ... А т>, где 
i4(~ Z ( /?* i) ,  i — 0 ,1 ,. . . , /п ;  0 k 0 А, ... k m\ т  2"; п  0. 
Тогда п -й член ряда  коммутантов группы А иМ  нетривиален.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х\,  х 2, .... х 2* i — элементы 
некоторой г р у п п ы G. О бозначим 60(*i) = * i  и 8„ . . . , х2п •)
= [ 8n(Jci , x 2n), 8„ (* 2n i , . . . , J r2n i ) j  д л я  я  0. В этих обозна­
чениях д л я  доказательства  лем мы  требуется найти такие

t,*. ,xm ,что Пусть Л^  ̂ о^ , i 0 ,1 ,. . . ,  tn.
Д л я  0 обоз на чим через b , j гомоморфизм группы 
А,  действующий тож дественно на группах Л ^  $¥=/, и пере­
водящий a j  в а , .  П олож им  t l l=s. - \ - t i ; ^ . k \ x i A  (здесь е — 
тождественный автоморфизм группы Л ) .  Непосредственная 
проверка показывает,  что t j k \ t lh д л я  0 £ < у  i
<>и. Поэтому, положив j c ,= * 01, * 2 ^ 1 2  x m= t m имеем
^ n ( x x, . . , x m) = t 0m^ e . .  Л е м м а  доказана .

В дальнейш ем  потребуется следую щ ая простая лемма.
Л е м м а  6 . Если группа автоморфизмов А иМ  абелевой 

группы А  периодическая, то Л — группа  редуцированная.
П р е д л о ж е н и е  7. Группа автоморфизмов А иМ  дели­

мой абелевой группы А  р азреш им а тогда и только тогда, ког­
да Г о С Л )^1  и г Д Л ) ^ 1  при лю бом  простом числе р. (Здесь 
г0( А ) — р а н г  части  б е з  кручения группы Л; г р( А \  — ранг ее 
p -компоненты, р е  Р ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  Л =  Л „ О О Л  , где Л 0~ ф  Q,
Р ' { М

A g^ <3 )Z (p *‘) . П о  лем ме 4 группа AuL4 разреш им а тогда
ГрМ)
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i только тогда, когда разреш имы группы А и Ы 0 и A u t(  А р)
р

пя всех простых чисел р. Кроме того, A u t(  A  ) ~ F l A u t  А
р р

Если группа А иМ  разреш им а, то группы А иМ  ( разреш и­
мы (i О, 2, 3, 5, Н о это возможно лиш ь при г ( А ,  ) ^ 1 .  
Деи  твительно, A u t  A 0~ G L ( r ( A 0), Q ),  A u t  A p~ G L ( r p( A) ,  
Q ) (p  2 ,3 ,5 , . . . , ) .  Но группа G L( n,  R ) ,  где R — кольцо, при 
n ^ 2  содерж ит подгруппу E ( n , R ) ,  порожденную всеми эле­
ментарными матрицами, которая совпадает со своим комму­
тантом. Значит, группа GL( n,  R)  неразреш има при п ^ 2 .

Обратно, если л0( Л ) ^ 1  и r p ^ ) ^ l ,  р е Р ,  то группы 
Ап Л и A ut(  Л ) ~ П А и 1  Л коммутативны и, значит, 

р v
разрешимы. Остается применить лем му 4. Предложение 
доказано.

Ввиду предложения 7 и леммы 3, изучение абелевых групп 
Л с разреш им ыми группами автоморфизмов Aut Л сводится 
к случаю редуцированной группы Л.

О п р е д е л е н и е  8. В-группой называем  д л я  краткости 
абел ву группу, изоморфную группе А р , где д л я  некоторого

р N
целого N > 0 (не зависящ его  от р) А  ~  Z ( p kip), причем

'  1 mip
О к Хр к 2р .. . Адгр при любом простом р и т 1р = 0 ,1  или 2 
при р = 2 ,  3, tnip— 0  или при р ^ 5 .

П р е д л о ж е н и е  9. П усть  Л —  редуцированная абелева 
группа и А иМ  — разреш им ая группа. Тогда периодическая 
часть tA  группы Л является В-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем простое число р. Если 
группа Л имеет прямое слагаемое порядка р,  то Л = В 11)® С { , \  
где в Г ’й ^ С р ) .  Вы деляя (если это возможно) прямое слагае­
мое порядка р в группе С}1’, получаем C i l)= 5 a 1) С У \  В ^ =  
~ Z ( p ) ,  то есть А  =  В \ ) B ^ + C f t * .  П р о д о л ж ая  этот процесс, 
нас ко л ь ко  это возможно, получаем на t -м ш аге А  =  В \ )@  
С В [21) .. . В \ х) С (Л  где Покажем,
что этот процесс обры вается  не позднее чем на третьем 
шаге. Действительно, если t ' ^ 3 ,  то группа  А иМ  содержит 
подгруппу, изоморфную группе A u t ( B iU . . . - \ -B<i1)) ~ G L ( i ,  р) ,  
которая при 3 не является  разреш им ой. П оэтому Л = В < * > 0  
P C * 1*, где В*1*— конечная  элем ентарная  р-группа, а группа 
С (1) не содерж ит прямых слагаем ы х порядка  р. Аналогично
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вы деление в группе С*1* прямых слагаемых, изоморфных 
Z ( p 2) ,  приводит к прямому разлож ению  Л — В<2> С< > , где 

В<2> — к о н еч на я  прям ая  сум м а циклических  групп порядков 
р  и р 2, а группа С<2> не имеет р-примарных прямых слагае 
мых порядков, меньших р3. И терация этого процесса на / - м 
шаге приводит к разлож ению  Л — В< > С , где В — 
конечная р-группа , а С ( 1 не имеет циклических прямых 
слагаем ых порядков, меньших р  1 . Пусть ступень р азр е ­
шимости А иМ  равна п. Тогда по лемме 5 указанный р ц сс 
обрывается не позднее чем на N -м шаге, где N  2 , ть 
А =  В  С,  гд е  В — конечная р-группа, а С не содерж цик­

лических р-примарных слагаемых. Ввиду редуцированно ти 
группы Л имеем С р 0. Действительно, если в р-группе 
всякий элемент порядка р имеет бесконечную высоту, то эта 
группа д ели м ая  [1, с. 118], но всякий элемент порядка р и 
конечной высоты можно влож ить  в циклическое прямое 
слагаемое группы [1, с. 139] Итак, А р= В р — конечная

р -гр у п п а ,  то  есть  Л ~  Z ( p ki ), причем 0 < & 1 < 6 2< - - < & у
р / 1 mi

по лемме 5 где п — ступень разрешимости группы
AuM , т ,  0 —  целые числа. В частности, А р выделяется 
в Л прямым с л а га е м ь м  [1, с. 140]. Поэтому группа А иМ р 
изоморфно вк лад ы вается  в группу А иМ  и, следовательно, 
группа А и М р разреш им а

Рассмотрим  следую щ ую  цепочку подгрупп группы А Р  з
= Я 1^ . . . э Р у у — 0, гд е  Р ,  р 1 А р[р  J i 0 ,1 ......А: . Д л я  к щ -
дого t = l ,  ..., N  группа A u t ( P i  i lPt ) — гомоморфный образ 
группы А и М р [2, с. 301] и A utfP*  i I P t ) изоморфна полной 
линейной группе G L ( m l , р)  степени т , над полем порядка 
р. Но известно, что группа G L ( m , p )  разреш им а тогда и 
только тогда, когда либо т  =  0, 1 или 2 при р =  2, 3, либо
т  =  0 или 1 при р ^ 5 .  И так, М =  А р является В-группой.

р-
Л ем м а доказана .

П р е д л  о ж е н и е  10. Р едуцированная  периодическая абе­
лева группа А  имеет разреш им ую  группу автоморфизмов 
АиМ то гд а  и только тогда, когда Л является В-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из предло­
ж ения 9. Д о к а ж е м  достаточность. Пусть Л является В-груп- 
пой, то есть Л =  Л „  и сущ ествует такое целое число N > 0 ,

р
что д л я  каж дого  простого числа р  р^компонемта А р группы
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N
А изоморфна Z ( p kiP) , причем 0 < f t i  < к 2р< .. . .< .к \

i 1 m lp
и m lp 0, 1 или 2 при p = 2, 3, m lp= 0  или 1 при p ^ 5 .  Р ас­
смотрим снова цепочку подгрупп группы Л /, : Р 0 ^  Р i = . . .  3  

Я /v 0, где P t р 1 А ^ р ]  i -  0,1,... ,ЛЛ Группа А и М ,  
является расширением стабилизатора  С этой цепочки с 
п мощью группы Gp~ Y [  A u t(P /  1/Я,)[2,с.  301]. Т ак  как

A u t ( P |  j / P , ) ~ G L ( m lp, р ) ,  ограничения на т 1р в определении 
В-группы показывают, чтоО ^  разреш им ые группы с ограни­
ченными в совокупности (по р)  ступенями разрешимости.

Из (2, с. 304] можно вывести, что группы С р т а к ж е  разре­
шимы и их ступени разрешимости та кж е  ограничены в сово­
купности (по р)  числам, зависящ им  только от N.  Поэтому 
А иМ р разреш имые группы с ограниченными в совокупнос­
ти ступенями разрешимости. Следовательно, группа А и М ^  
~  П АиМ разреш има. П редлож ение доказано.

р
С л е д с т в и е  11. Д л я  периодической абелевой группы А  

следующие условия эквивалентны:
(1) А и М — разреш им ая периодическая группа;
(2) А и М — разреш им ая  конечная группа;
(3) А  — конечная В-группа.
Д оказательство  проводится по схеме (1)=>-(3)->-(2) -=► (1), 

причем импликация (2) >-(1) очевидна, (3) >-(2) проверяется 
непосредственно, а (1) >-(3) следует из предложения 10 и 
леммы 6.

Т е о р е м а  12. Д л я  редуцированной периодической абеле­
вой группы следующ ие условия эквивалентны:

(1) группа A u t7  разреш им а;
(2) Т является периодической частью редуцированной сме­

шанной абелевой группы А  с  разреш имой группой автомор­
физмов А иМ ;

(3) Т  является В-лруппой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность (1 )-«->-(3)— это в 

точности предложение 10. Ввиду предлож ения 9 (2) влечет
(3).  Д о к аж е м ,  что из (3) следует (2). П усть  Т  является бес­
конечной В-группой, то есть 7 = ®  Тр, где д л я  некоторого це-

р

л о г о Л / > 0  7' ~ +  +  Z(p*tp),  где 0  <  k lp< k 2p<.... <  kNp
I 1 mlp

при любом р, и ш 1р = 0 ,  1 « ли  2 (при р = 2, 3, m l p = 0  или 1 
при р ^ 5 .  Рассмотрим  группу Л = П Г „ .  Непосредственно лро-
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вернется, что A u L 4 ^ A u t7 \  Т ак  к ак  группы AutTp являются 
разреш им ыми группами с ограниченными в совокупности сту­
пенями разрешимости, то группа АиМ  разреш им а Очевидно, 
что А  является  редуцированной нерасщеплякмцейся смеш ан­
ной абелевой группой, причем tA =  T. Если теперь Т конеч­
ная группа, то, очевидно, всякая  группа с t A ~ T  расщ епляет­
ся. Тем не менее д л я  любой В-группы Т группа A F T  
удовлетворяет условию (2),  если в качестве F выбрана реду­
цированная абелева группа без кручения с разрешимой груп­
пой автоморфизмов, например F ~ Z  (это следует и л ем ­
мы 4).

Замечание 1. К а к  следует из доказательства  теоремы ес­
ли группа Т бесконечна, то группу А  в условии (2) можно 
выбрать нерасщ епляю щ ейся с A u M  =  A u t7 \  Обратно, если 
группа А в условии (2) нерасщ епляю щ аяся, то группа Т бес­
конечна.

Замечание 2. Конструкция, использованная в д ок азатель ­
стве теоремы 12 д ля  случая бесконечной В-группы Т, пока­
зывает, что группа автоморфизмов части без кручения F =  
= A / t A  абелевой группы А  с разрешимой группой автоморфиз­
мов не об язательно  разреш им а. Действительно, в рассм ат­
риваемой конструкции F =  A  t A — делим ая  группа бесконечно­
го ранга и по предложению 7 группа A utF  не является р а з ­
решимой.

Следующее предложение непосредственно вытекает из 
леммы 2 и предложения 10.

П р е д л  о ж е н и е  13. Р асщ еп ляю щ аяся  редуцированная 
абелева группа А  имеет разрешимую группу автоморфизмов 
АиМ тогда и только тогда, когда ее периодическая часть яв ­
ляется В-группой, а часть б е з  кручения F имеет разрешимую 
группу автом орфизмов A u t/7.

С л е д с т в и е  14. П усть  А  —  редуцированная абелева 
группа и множество * ( А )  ( / ? е  Р  | t  ( А ) ф 0 \  конечно.
Группа А и М  разреш им а тогда и только тогда, когда перио­
дическая часть tA  группы А  является (конечной) В-группой, 
а часть без кручения F = A  tA  имеет разреш имую  группу ав ­
томорфизмов A u tF .

Действительно, достаточно заметить, что в рассм атривае­
мом случае периодическая ' часть  tA  группы А  конечна, так  
как  согласно пред лож ен и ю ' 9  t A — В-группа и множество 
* (А)  конечно. Поэтом у А  —  р асщ епляю щ аяся  абелева груп­
па и применимо предлож ение 13.
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Т е о р е м а  15. Пусть А  — расщ епляю щ аяся  абелева груп­
па с периодической группой автоморфизмов А иМ . Группа 
А иМ  разреш им а тогда и только тогда, когда периодическая 
часть М  группы А  является (конечной) В-группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ввиду леммы 6, группа А  редуци- 
d ванная По предложению 13 группа А иМ  разреш им а тогда 
и только тогда, когда ее периодическая часть tA  есть В-груп- 
па, а часть без кручения F группы А  имеет разреш имую  груп­
пу автоморфизмов A utF. Так  как  группа А и М — периодиче­
ская, то и ее подгруппа (при очевидном отождествлении) 
A u tF  п риодическая. И з свойств периодических групп ав- 
т морф мов абелевых групп без кручения, установленных 
Ч 1 Хиршем [2, § 116], следует, что группа Aut F локаль-
н конечна (И. X. Б еккер) и что лю бая  конечная подгруппа 
гр \  ппы Aut F изоморфна подгруппе прямого произведения групп 

т дующих типов: циклические группы 2 ( 2 ) ,  Z ( 4) ,  Z ( 6) по­
рядков 2 , 4 , 6 , группа кватернионов Qs =  < a , b \ a 2 =  b2 =  ( ab) 2> ,  
дищ  клическая группа D C l2=  a , b  a 3 b2 ( b)2 . б и н а р ­
ная группа 1етраэдра  B 7 24 < « ,  b a  b = (  b)2 . Т ак  как
все эти группы  разреш имы со ступенью разрешимости, не 
превосхо ящен 3, то и сама группа A u t F  разреш им а Таким 

образом, периодическая группа автоморфизмов A u tF  абелевой 
группы без кручения разреш им а. Очевидно, что бесконечная 
В-группа имеет автоморфизмы бесконечного порядка. Поэтому 
гр у п п а  М  конечна. Теорема доказана .

С л е д с т в и е  16. Пусть А  — абелева группа и множество 
л  ( А)  — р  P t  ( Л )  0 конечно. Группа А и М  является перио- 
дич ской разрешимой группой тогда и только тогда, ко да 
пери тиче кая часть tA  группы А  является  (конечной) 
В-группои, а группа A u t F  (F =  A tA  — часть без кручения 
группы Л) периодическая.

Действительно, группа tA конечна и выделяется в группе 
А  прямым слагаем ы м , A  —  tA F. Т а к  как  из леммы 1 выте­
кает, что в данном случае периодичность A u t Л эквивалентна 
периодичности группы AutF , то остается применить теоре­
му 15.

Т ак  как  абелева группа Л с конечной группой автомор­
физмов расщ епляется ,  то с помощью лем мы  1 получаем т а к ­
ж е  следующие следствия.

С л е д с т в и е  17. Группа автоморфизмов А иМ  абелевой 
труппы Л является  конечной разреш имой группой тогда и 
только тогда, когда периодическая часть  tA  группы Л —  ко-
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нечиая В-группа, а группы Aut F и H o m (F ,  tA)  ко 1ечпы
(здесь F ^ A  tA  — часть без кручения группы А ) .

С л е д с т в и е  18. Пусть А  абелева группа с конечной 
группой автоморфизмов Aut/l.  Группа Aut  Л разреш има тогда 
и только тогда, когда tA  конечная В-группа.

Автор благодарит И. X. Беккера за в i 1маине к работе
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Р Е Ф Е Р А Т Ы  НА О П У Б Л И К О В А Н Н Ы Е  СТАТЬИ

У Д К  512.541

Б е к к е р  И.  X.,  Н и к и ф о р о в  В. А. Когомологическая характериза­
ция абелевых FN-групп без кручения.— iB кн.: Абелевы группы и модули 
Томск: И зд-во Том. ун-та, 1988, вып. 7, с 3— 19

А белева группа без ненулевых нильпотентных эндоморфизмов назы­
вается fW -грулпой. Установлены как необходимые, так  и достаточные ус­
ловия равенства нулю групп Н1 (Ф, G), где G — не 2-делимая F \  p \ nna  

без кручения; Ф  —  конечная группа автоморфизмов группы G, Ф Aut G 
или Ф — периодическая группа без бесконечных 2-групп, a G имеет к в а ­
зиразложение с  сервантными и сильно неразложимыми квазнстагаемыми 
Если Ф  содерж ит бесконечные 2-группы, то вычисление И (Ф, G), сводится 
к случаю Н'(Ф',  G ), где Ф  s Z ( 2 ° ° )  или Ф — Q2 “ — бесконечная сообщ ен­
ная группа кватернионов Существуют такие fW -rp ^n n n  G без 1̂ ч е н и я ,  
для которых группы Я ' ( Ф ' ,  G) как  равны нулю, т а к  и отличны от нуля.

Библ. 5.

У Д К  512.55
В е ч т о м о в  Е. М. Определяемость Е-компактных пространств частич­

но упорядоченными множествами идеалов колец непрерывных функций.— 
В кн.: Абелевы группы и модули. Томск- И зд  во Том ^ - т а ,  1988, вып 7, 
с. 20—30.

Д л я  широкого класса топологических тел £ ,  включающего непрерыв­
ные по П онтрягину тела, подполя топологического поля действиге^ ьных 
чисел и конечные поля, доказано , что каж дое  £  компактное пространство 
X, т. е. произвольное подпространство некоторой тихоновокои степени прост­
ранства £ ,  однозначно с точностью до  гомеоморфизма определяется любым 
из следующих частично упорядоченных множеств идеалов кольца С(Х, £ )  
всех непрерывных £-зиачны х функций на X: частично упорядоченным мно­
жеством всех главных (главных правых) идеалов, полурешеткои всех ко­
нечно-порожденных (правых) идеалов, решеткой всех (правых) идеалов 
Отсюда следует, что для  любых пространств X  и У изоморфизм предупо- 
рядоченных множеств делимости (значит, и полугрупп С{Х,Е ) и C(Y,E),  
а такж е М орита-эквивалентность колец С (Х, Е ) и C(Y,E)  влекут изо­
морфизм самих этих колец. Получены другие приложения

Библ. 15.

У Д К  512.55.

Г е н е р а л о в  А. И. Индуктивные чистоты над кольцами конечного 
типа представлений.—  В кн.: Абелевы группы и модули. Томск: Изд-во 
Том. ун-та, 1988, вып. 7, с. 31— 41.

Пусть R — кольцо конечного типа представлений. Устанавливается 
взаимно однозначное соответствие м еж ду индуктивными чистотами в ка­
тегории M od R правы х унитарных /{-модулей и  подмножествами множест­
ва  всех почти расщ епляемых последовательностей. Доказано , что любая 
индуктивная чистота в  M od R: а) инъективно порож дена; б) проективно 
порождена; в) плоско порождена.

Библ. 18.
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УДК 512

К о м а р о в  С. И Функтор HF в категории абелевых групп.— В кн.:
Аб руппы и модули Томск- Изд-во Том. ун-та, 1988, вып. 7,
с 42 63

Рассма ривается функтор H F  из категории А Х  А в категорию А  всех 
аб л вых групп, который возникает при рассматривании всех гомоморфиз­
мов ф' А — >-В абелевых групп, которые можно провести через любое на- 
крь тие G— *-В— >-О Изучаются свойства этого функтора. Затем  вводится 
функтор H H F, где H H F  (А, В)  =  Н ош  (А, В) / H F(/1, В),  т ак ж е  обладаю ­
щий ря м хороших свойств. Д оказы вается, что абелева группа без кру­
чения А вляется узкой тогда и только тогда, когда H H F (P ,  А)  =  О, где 
Р П Z Абелева группа А О /.-проективна тогда и только тогда, когда

ш
HHF(/1 ) О для  любой группы L e L  

Б 1бд 7

У Д К  512 541
К о м п а н ц е в а Е  И О кольцах на абелевых группах без кручения.—

В А вы группы и модули Томск Изд-во Том ун-та, 1988, вып. 7,
с 64 8 3

По чено описание абсолютного радикала Дж екобсона и абсолютного 
ниль-ра и ала для  двух классов абелевых групп без кручения: вполне раз- 
л жимых групп и векторных сепарабельных групп.

Б  б 3

У Д К  512 541
К р ы л о в  П А Некоторые примеры квазисервантно инъективных и 

транзитивных абелевых групп без кручения.— В кн.: Абелевы группы к 
мод\ пи Томск- Изд во Том. ун-та, 1988, вып. 7, с. 81— 99.

11 севд од околем абелевой группы G без кручения называется сервантная 
подгруппа, порож денная в G всеми ее минимальными сервантными вполне 
характер стическими подгруппами (обозначение— S o c G ) .  Д о казана тео- 
р ч П ть G — редуцированная группа без кручения с  циклическими 
/j-базиснычи подгруппами и G =  SocG . Тогда G — 2  G/ , где кольца

lei
эндоморфи мов всех групп G; сильно однородны. Строится связн ая  квази­
сервантно инъективная группа без кручения, множество типов всех нену­
левых элементов которой не содержит максимальных элементов. Сущест­
вование таких групп ранее не было известно Затем  показывается, что 
суперразлож им ая группа, построенная автором в  РЖ М А Т, 1977, 4А156, 
является вполне транзитивной и транзитивной. О тмечаются и другие свой­
ства  этой группы Например, замы кание л  Z -адической топологии всякой 
сервант ои подгруппы конечного ранга этой группы выделяется прямых 
слагаемым 

Библ. 25.

У К Д  512.541.32
М а к с и м о в  С. Ю. Об изоморфных квазипродолжениях прямых раз­

ложений абелевой группы.— В кн.: Абелевы группы и  модули. Томск: 
И зд-во  Том. ун-та, 1988, вып. 7, с. 100— 105.
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Рассм атривается вопрос о существовании и оморфных продо жений и 
квазлпродолж ении прямых разл  жений абелевой р пы

Пусть /С— произвольный класс абелевых групп Абел ва группа G 
назы ваетс я  квази  гп К-малон, ели для лю  о гом мор изма 

• где G k£K.  сущ ст ует подм ш ж  с во /-— А- та ое, что

| L\  п. и G S .O )-1^  G ) Д  . для  любо о ласса редуцирован ых

абелевых групп К  строится а смеш нных m К  ма ы р пп
А ( т  ,К)  и доказы вается , что если А — А ,Л е-4( , К  ) К  , где К  — асс

редуцированных абелевых групп, периодические ч стм горых я ются 
прямыми суммами периодически полных групп, то бые д а р  ия
группы А в прямую с>мму гр ( ЧТ1 ) О) с он т оч м н ч 
ульмовскими инвариантами облад ют изоморфными (кв зи ) про о  жени 
ми. Кроме того, показано, что и оморф ыми квазипр должениями облад т 
любые разлож ения абелевой группы в прямую сумму ру п конечного ран а

Библ 12

УДК 512 541 +  512 553

Р о с о ш е к С  К , Т у р м а  в М А. Периодические абелевы группы, 
чисто простые как  модули над своими кольцами эндоморфизмов. В н 
Абелевы гру пы и м ду  Т И Т ч  1 88 7
с 106 109

Описаны периодические абел вы группы, которые явл ю Л  чи то рос- 
тыми модулями над св им кольц м эндоморфи мов ч а пон ш ает  я в 
смысле П Кона)

Библ 3

У Д К  512 541

Р ы ч к о в  С В Абелевы ^-сепарабельные группы. В кн Аб левы 
группы и моду и Т м И Том у н т а ,  1988 i 7, с 110 120

Д л я  любого несчетно о не слабо компактного кардинала k вводится и 
изучается (в предположении аксиомы конструктивности) понятие ^-малого 
эндоморфизма сепарабельных абелевых групп без кручения. Основным 
результатом (для выш еуказанных кар иналов) является доказательство 
существования й-эндожесткого семейства, состоящего из 2 * ■ k сепара­
бельных абелевых групп без кручения мощности к В качестве следствий 
получено отрицательное решение тестовой проблемы Капланского в классе 
А-сепарабельных групп без круче «я  и существование квазинеразложимых 
А-сепарабельных грулп.

Библ 12

У Д К  512.541
Т а р а к а н о в  Е. В. О классах абелевых групп с некоторым свойством 

эндоморфизмов.— В кн • Абелевы группы и модули. Томск. Изд-во Том 
ун-та, 1988, вы п 7, с  121— 123.

Абелева группа G называется локально разрешаемой над  своим коль­
цом эндоморфизмов E(G),  если д л я  любых g t, ga,..„ g n из С существует
a g G  и ф , .  ф2  q > „ g £ ( G )  такие, что  g,<Pi а*для 1= 1 ,2 ,  , п Показано,
что всякая  периодическая абелева <ftgi G локально разреш аема над
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с  (О) Д л я  случая групп без кручения справедливы следую щ ие утверж-
де ия
^ ^ 1 )  в якая  вполне р азл о ж и м ая  группа А локально разреш аема над

2) я ая  сепарабельная группа без кручения В локально разрешаема
на £ ( S ) ,

3) д  я любого натурального л > 2 ,  сущ ествует группа без кручения 
р га п е являю щ аяся локально разрешаемой над  своим кольцом эндо-
м рфи м в 

Библ 3

У Д К  612 55

Т у  н б а е в А  А О моноидных кольцах.—  В кн  : Абелевы группы 
и м у Томск И зд во Том. ун-та, 1988, вып. 7, с. 124— 130.

Н ы условия на коммутативное кольцо А и моноид с сокращениями 
Т р ильные тому, что моноидное кольцо А [Г] обладает  дистрибутив-
н руктурой правых идеалов.

Би л 6

У Д К  512 541

Ч е х л о в  А. Р. Абелевы C S-группы без кручения.— В  к н : Абелевы 
гр ы и модули Томск Иэд-®о Том ун-та, 1988, вып 7, с  131— 147.

И ч ются абелевы редуцированные группы без кручения (названные 
CS- руппами), в  которых все замкнутые в  Z одической  топологии сервант- 
ны л дгругшы выделяются прямыми слагаемыми. В сякая т ак ая  группа 
пр ставима в виде сервантной межпрямой суммы некоторого семейства 
однозначно определяемых квазиоднородных групп. Квазиоднародная 
GS- рупп является или конечной прямой суммой связны х групп, или мо­
дулем д кольцом целых р-адических чисел, а  при р-ранге не  меньше 
мощ континуума — алгебраически компактной группой.

Библ 9

У Д К  512 541
Ш л я ф е р А  3  О разрешимости групп автоморфизмов абелевых 

групп.— В к н . Абелевы группы и  модули. Томск: Й зд -в о  Том. ун-та, 
1988, в п 7, с 148— 155

И учаются абелевы группы А, группы автоморфизмов A u t Л которых 
разрешимы Описаны периодические абелевы группы Г с разрешимыми 
группами A ut Г. П оказано, что такие периодические группы —  это в точ­
ности периодические части смеш анных абелевых групп А с  разрешимыми 
группами Aut/4. Охарактеризованы расщ епляющ иеся абелевы группы с 
разрешимыми группами автоморфизмов. И зучаю тся т а к ж е  абелевы группы 
с периодическими разрешимыми группами автоморфизмов. В качестве след­
ствия получается характеризация абелевых групп А .с конечными разреши­
мыми группами автоморфизмов A ut А.

Библ. 2.


