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Самым главным в профессии программиста является умение со
здавать хорошие программы. Все же остальное (знание языка про
граммирования, транслятора, операционной системы, умение бы
стро работать за компьютером) необходимо лишь постольку, по
скольку помогает писать хорошие алгоритмы и, тем самым, разра
батывать хорошие программы.

К сожалению, большинство учебников по программированию ма
ло внимания уделяет алгоритмизации — науке об алгоритмах. Э та 
книга предназначена для тех, кто уже познакомился с языком про
граммирования, умеет работать за компьютером и успел понять, что 
этого мало для настоящего программиста.

В книге используется язык Паскаль, который хорош как для на
чинающих, так и опытных программистов. Для чтения книги доста
точно знать такие основные элементы Паскаля, как:

1) целые, вещественные и символьные типы данных;
2) одно- и двумерные массивы, символьные строки;
3) присваивания и формулы, арифметические операции;
4) условные операторы if  и case, операции сравнения и логи

ческие операции;
5) циклы w hile и for;
6) процедуры и функции, их описание, вызов, подстановка пара

метров;
7) стандартные процедуры и функции.
В настоящее время используется много разных компьютеров и 

еще больше различных трансляторов Паскаля. Большинство алго
ритмов можно реализовать на любом из них. Однако в некоторых 
алгоритмах (их совсем Пемною) приходится учитывать специфику 
коцкретного транслятора, [акие алгоритмы в книге написаны для 
транслятора Turbo Pascal 5.5 и более поздних версий.

При написании книги ставились следующие цели:
1) научить читателя методам проверки алгоритмов, в том числе 

аналитическому доказательству правильности;
2) научить методам исслшювания качества алгоритмов;



3) познакомить со многими интересными и важными классами 
алгоритмов, предназначенных для решения разных задач;

4) научить разрабатывать новые алгоритмы из рассмотренных 
классов.

От читателя требуется знание элементарной математики; алге
бры, геометрии, а также элементарной логики (изучаемой в школь
ном курсе информатики). Основные рассматриваемые алгоритмы 
базируются на идеях дискретной математики — фундамента ин
форматики. В то же время в книге намеренно обойдены вопросы 
построения численных алгоритмов, например, приближенные вы
числения, решения систем уравнений и т.п. Дело в том, что как раз 
эти задачи довольно широко представлены в литературе по програм
мированию.

Первая глава посвящена проблеме аналитического доказатель
ства правильности алгоритмов и исследованию их качества. Без это
го невозможно научиться создавать хорошие алгоритмы. Последую
щие главы посвящены изучению различных классов алгоритмов, от 
самых простых до более сложных. Для многих алгоритмов приво
дится подробное доказательство и исследование. В принципе книгу 
можно использовать просто как сборник полезных алгоритмов, про
пустив все доказательства, однако такой метод ее изучения мало что 
даст читателю для роста профессионального уровня.

Каждая глава снабжена заданиями для самостоятельной рабо
ты. Желательно большинство из них реализовать на компьютере и 
испытать на тестовых данных.

Приведенные в книге алгоритмы имеются в компьютерном вари
анте на дискете. Они рассчитаны на Turbo Pascal в операционной 
системе MS DOS. На этой же дискете располагаются алгоритмы за
даний с пояснениями, а также дополнительные задачи. О приобре
тении дискеты справляться по телефону (382-2) 23-24-53 или пись
менно по адресу:

634050, г. Томск, пр. Ленина, 36, ТГУ, фякупысг информатики.

Просьба по указанному адресу присылать отзывы и замечания 
по книге.



Глава 1. Р А З Р А Б О Т К А  А Л Г О РИ Т М О В  
И П Р О В Е Р К А  ИХ П Р А В И Л Ь Н О С Т И

Природа алгоритмов и сложна и проста одновременно. С алго
ритмами человек сталкивается всюду » своей повседневной ж и я1и; 
любое сколько-нибудь сложное действие чeJюнeкa, которое можно 
разделить на этапы, является алюрнтмом. Однако сама попытка 
строгого выделения этапов, их осмысления, выявления всех сопут
ствующих условий у неподготовленного человека (у непрограмми
ста!), как правило, вызывает затруднения. Иными слова.ми, боль
шинство люден понимают алгоритмы лишь интуитивно.

В обыденной жизни этого достаточно: если действия ’’алгоритма” 
выполняет человек, то он, руководствуясь здравым смыслом н сво
им опытом, по ходу дела уточняет детали и в конце концов получает 
задуманный результат. Однако програм.ч»ист должен рассчитывать 
на механического вычислителя, лишенного фангазии, для которого 
”нонятны” только абсолютно определенные, фор.малнзованпые алго
ритмы. Что же значит создать алго1>итм?

Во-первых, для этого необходимо ог [)еделить исполнителя — ра
ба, робота, называйте как угодно, — .ого, К'ю будет выполнять дей
ствия, записанные в алгоритме. Важно лишь, чтобы любое действие 
исполнитель понимал с 1[)(Ло одношачно и исполнял его абсолют
но точно по определению иого действия. Например, исполнитель, 
который необходим нам, эю  компьютер с языком Паскаль, точ
нее, с транслятором Паска.чя и с1)едство.м выполнения паскалевских 
программ - -  операционной ( ис к .'.юй.

Во-вторых, програм.мис 1 лолжон вычленить отдельные действия 
и связать их между собой 1аким 06[ut30M, чтобы выполняющий эти 
действия исполнитель получил результат, задуманный программи
стом. Как правило, ал10[)и1м  должен быть универсальным, т.е. та
ким, чтобы для него .можно было задавать различные входные 
данные. Обычно количесз но всевозможных входных данных огром
но, все их невозможно перебрать просто физически. Несмотря на



лто, программист должен быть уверен, что при любых допустимых 
входных данных алгоритм вычислит правильный результат.

1.1. Тестирование

Как показывает опыт разработки алгоритмов, даже при весь
ма аккуратной и тщательной работе в первоначально составленном 
алгоритме неизбежны ошибки. Обычно чем больше алгоритм (чем 
длиннее его запись) и чем сложнее его логика, тем больше бывает в 
нем ошибок. Из-за этих ошибок исполнитель, действуя буквально, не 
в состоянии получить ожидаемый результат, т.е. алгоритм оказыва
ется неправильным. Конечно, если бы исполнитель обладал фанта
зией, он, быть может, иногда и сумел бы догадаться, что ожидается 
от алгоритма и в чем состоит ошибка, но такого "исполнителя” пока 
никто не придумал.

Поэтому важное значение в разработке алгоритма имеет про
верка правильности. Обычно такую проверку осуш1ествляют путем 
пробного запуска алгоритма на исполнение. Пробный запуск состоит 
из двух этапов: 1) трансляции, при которой выявляются синтаксиче
ские ошибки в формальной записи алгоритма; 2) собственно выпол
нения, когда делаются вычисления по конкретным входным данным. 
Для хорошей проверки алгоритма второй этап необходимо много
кратно повторять с различными вариантами входных данных. Эти 
варианты входных данных называют тестами, а сам второй этап — 
тестированием.

Как правило, всех возможных тестов столь много, что при те
стировании нельзя испытать алгоритм на всех или сколько-нибудь 
заметной части общего количества тестов. Пусть, например, требу
ется проверить алгоритм умножения двух 10-значных неотрицатель
ных десятичных чисел. Количество различных значений для каждо
го сомножителя равно 10^°, а количество различных пар сомножи
телей — 10^°. Даже если выполнять по 10® тестов в секунду, для 
полного тестирования потребуется более трех миллионов лет! Если 
вы испытали свой алгоритм на ста тестах й все 100 раз получали 
правильный результат, нет никакой гарантии, что правильный ре
зультат вы получите и в сто первый раз. На основе подобных рассу
ждений Э.Дейкстра сформулировал закон: тестированием можно 
доказать наличие ошибок в программе, но никогда — их отсут
ствие.



К счастью, на практике ситуация не столь безнадежная. Суще
ствует наука, называемая технологией программирования, кото
рая дает рекомендации относительно того, как разрабатывать и как 
проверять алгоритмы. Оказывается, что если тесты тщательно под
бирать, а не брать наугад, то можно значительно улучшить ситуа
цию. Прежде всего следует учесть, что задача тестирования состоит 
в том, что тест должен выявлять максимум ошибок! Тогда для 
обнаружения (и последующего исправления) большей части ошибок 
в программе можно обойтись малым числом тестов.

Если при выполнении какого-либо теста обнаружен неправиль
ный результат, то поиск причины ошибки может оказаться непро
стым делом, ведь требуется полностью переосмыслить алгоритм! В 
этом случае часто помогает бумажное тестирование, когда тест, 
давший ошибочный результат на компьютере, повторно выполняют 
вручную. При этом на бумаге последовательно выписывают значе
ния переменных на каждом шаге вычислепий. Если проделать та
кую работу аккуратно, то можно вовремя обнаружить, когда неко
торая переменная получит неправильное значение, и тогда можно 
догадаться о причине ошибки. Конечно, такую работу можно вы
полнить лишь для тестов очень небольшой размерности, поэтому 
при обнаружении ошибочных результатов для большого теста необ
ходимо попытаться подобрать такой маленький тест, чтобы на нем 
проявилась аналогичная ошибка, и только потом проводить бумаж
ное тестирование.

Многие трансляторы позволяют выполнять программу в режиме 
отладки по шагам, причем.на каждом шаге можно увидеть значение 
переменных. И тогда можно сравнить значения переменных, полу
ченные в ходе бумажного тестирования, с значениями, полученными 
на компьютере, это даст еще одну возможность поиска ошибки в ал
горитме.

Тем не менее полной гарантии, что в оттестированной программе 
отсутствуют ошибки, конечно же, нет: закон Э.Дейкстры верен!

1.2. А налитическое доказательство правильности

Казалось бы, выхода нет и мы должны смириться с тем, 
что в любой программе всегда есть необнаруженные ошибки. Но
Э.Лейкстрой и рядом других великих программистов был разрабо
тан принципиально иной метод доказательства правильности алго



ритмов — анали I ичоский, который пошоляет проворить правиль 
ность алго])итма но для одного конкретного набора входных значо- 
ний, кик при обычном тестировании, а для бесконечного количества 
наборов входных значений. 11о>тому такой метод в принципе может 
решить проблему правильности алгоритмов. Конечно, этот метод 
сложнее ni)ocroio тести1)ова1!ия, поэтому его можно рекомендовать 
тому, кто достаточно хорошо умеет программиров'ать, умеет гра
мотно подбирать тосты и, кро.ме того, не боится математических 
рассуждений. Начинаюте.му программисту в первый раз лучше про
пустить разделы 1.2 и 1.3, а при чтении следующих разделов можно 
пропускать доказательства.

Идея доказательства правильности заключается в следующем. 
Любой алгоритм в процессе своего исполнения использует и изме
няет значения переменных. Для таких переменных составляют два 
логических условия, называемых пре/^условием и постусловием. 
Предполагается, что предусловие должно быть истинным перед ис- 
полпение.м алгоритма, а постусловие — после исполнения.

Доказательство правильности содержит два этапа:
1) доказательство завершимостпи алгорит.ма, т.е. доказатель

ство того, что при любых значениях переменных на входе алгоритма 
он когда-нибудь закончит свое выподнение;

2) доказательство истинности постусловия после завершения 
алгоритма.

Для проведения доказательства следует знать свойства отдель
ных операторов алгоритма, которые определяются языком програм
мирования.

Доказательство завершимости бывает оч^нь простым, почти оче
видным, например, если алгорит.м состоит из послоловатольности 
операторов присваивания или из цикла for. li го же время иногда 
приходится прибегать к громоздким рассужл1И!'ям. папрпмер д;гя 
цикла w hile, особенно если переменные, вхолхтис в условно этого 
цикла, из.меняются сложным образом. В лк»бом г.1учао необходимо 
определить, при каком условии алгори гм lain'piiii! гея: это условие 
будет частью постусловия.

Доказательство истинности постусловия, noi .io завершения алго
ритма, как правило, не очевидно. Для его пров<‘дония игполыуют 
следующие .методы:

1) перечисление ьариантоь. когда вся об .ькц . имчоний поре



менных, входящих в предусловие, разбивается на несколько частей, 
и тогда для каждой части доказательство проводится отдельно;

2) метод математической индукции, широко используемый в 
математике;

3) инвариант, когда из предусловия и постусловия выделяется 
общая, неизменяемая часть;

4) метод эквивалентов используют, когда есть два разных ал
горитма с одинаковыми пред- и постусловиями, и Torjyia для дока
зательства правильности второго алгоритма доказывают правиль
ность первого алгоритма и эквивалентность первого и второго;

5) абстракция, применяемая при доказательстве сложных алго
ритмов.

Применение различных методов доказательства рассмотрим на 
нескольких простых примерах.

Алгоритм 1.1. Пусть для числовых переменных х, у вынолиено 
предусловие г > О, у > 0. (В такой записи запятая подразумевает 
логическую связку ”и” .) Требуется доказать, что после выполнения 
алгоритма

i f  X < у th e n  begin  г := у, у := х\ х := г en d  •

будет справедливым постусловие i  > у > 0.

Доказательство. Завершимость алгоритма очевидна. Доказа
тельство истинности постусловия проведем перечислением двух вариан
тов;

О ^  2/1 условие оператора if будет ложным, поэтому больше никаких 
действий в алгоритме выполняться не будет; из этого условия и предусло
вия следует справедливость постусловия;

2) X < у, условие оператора if будет истинным, поэтому в алгоритме 
будут выполнены присваивания, в результате которых переменные х и у
об.меняются своими значениями, что приведет к смене условия х < у ил 
противоположное, т е. на х > у, а. из этого условия и предусловия снова 
следует справедливость постусловия.

Во втором случае предполагалось известным то, что операторы z ;= у; 
у := X, X := г обменивают значениями переменные х и у. Докажем это. 
Предусловие, х = а, у = Ь. После первого присваивания г Ь, х = а, у = 
Ь, после второго: г — Ь, х = а, у = а, после третьего: г =  6, х = Ь, у -  а, 
что и требова-'юсь доказать.



Доказательство правильнооти — мохшюе средство для обнару
жения ошибок в алгоритме. Предположим, что присваивания в ал
горитме 1.1 записаны в виде х := у; ij := х.  Тогда после первого 
присваивания 2 =  6, у ■= Ь, после второго ничего не изменилось, 
т.е. вместо обмена значениями получилось присваивание обеим пе
ременным первоначального значения переменной у.

А теперь рассмотрим метод математической индукции. Метод 
позволяет доказывать утверждение, зависящее от параметра индук
ции — целого числа. Утверждение доказывается для всех значений 
параметра, больших или равных некоторому начальному значению.

Доказательство методом математической индукции состоит из 
трех этапов: 1) базиса, 2) предположения, 3) вывода.

Этап базиса заключается в проверке того, что доказываемое 
утверждение Р{п) относительно параметра индукции п спра
ведливо при П = По.

На втором этапе делается предположение, что утверждение 
Р{п) справедливо для всех значений п, не больших, чем к > щ.

Наконец, на третьем этапе доказывается, что Р{п) будет спра
ведливо при п = А: 4- 1 > По- Из этого следует, что утверждение 
Р{п) справедливо для любого п > по-

Действительно, проверим, что утверждение Р{п) справедливо 
при некотором п = М ,  таком, что М  > щ .  Вначале положим 
к = По'. Согласно третьему этапу доказательства утвержденте бу
дет справедливо при п = по -f 1. Применив еще раз третий этап 
доказательства при п = Пд +  1) получим справедливость утвержде
ния Р{п) при п =  По + 2 и т.д., пока не дойдем до и = М.

Проиллюстрируем применение метода математической индук
ции на примере алгоритма вычисления факториала.

А л го р и тм  1.2. Вычисление факториала п. Доказать, что если 
справедливо предусловие п = М, М  > О, то на выходе алгоритма

/  =  1; fo r i := 1 to  п do /  ;= /  ♦ г; 

будет справедливо постусловие /  = М\.

I > Доказательство правильности. Завершимость алгоритма оче
видна, так как цикл for при границах hjmphpiihh парами’гра цикла от I



до г» > О исполнится ровно п раз. Справедливость постусловия докажем 
методом математической индукции

Базис. Если jVf = О, то после того, как переменная /  примет значение
1, 6ольи1е ничего выполняться не будет (цикл от 1 до О не проработает пи 
разу). Как известно, О! = 1, т  е. базис справедлив.

Предположение. Предполагаем, что при \ /  = к, к > О справедливо 
постусловие f  = к\.

Вывод Все отличие выполнения алгоритма при М = к + 1 от вы
полнения при М — к состоит в том, что вначале алгоритм выполнится 
в точности так же, как при М = к, а затем цикл будет обязательно 
исполнен euie один раз для i = к + 1. Так как по пртдположенню перед 
последним выполнением цикла f  ■=■ к\, то после последнего выполнения 
цикла /  = к\{к + 1) = ( i  + 1)! = М\, что и требовалось доказать.

Метод доказательства с помощью инварианта состоит в следую
щем. Пусть предусловие записано как {Р  a n d  Q), постусловпе — 
как (S  and  Q), т.е. в них имеется общая часть Q, которая и на
зывается инвариантом. Доказательство состоит в пронерке истин
ности инварианта после выполнения алгоритма. Обычно инвариант 
применяют при доказательстве правильности оператора цикла. Екли 
доказать, что однократное исполнение цикла сохраняет истинность 
инварианта, то отсюда и из завершимости цикла следует истинность 
инварианта после завершения цикла.

Применение инварианта рассмотрим на примере вычисления 
факториала, но алгоритм немного изменим.

Алгоритм 1.3. Вычисление факториала п. Доказать, что если 
после выполнения начальных присваиваний » ;= 1; /  := 1; спра
ведливо предусловие п = М , М  > 0 ,  » =  1, /  = (» -  1)!, то после 
выполнения алгоритма

w hile » < =  п do  beg in  f  := f  * i, i := i + I end 

будет справедливо постусловие t = Af -(- 1, /  = (г -  1)!.

[ > I Доказательство. Заьершимость здесь также очевидна, так как до 
выполнения цикла i = 1, « > О, внутри цикла i увеличивается на 1, а 
когда цикл закончи гея, » = те . цикл проработает ровно г» раз.

Ипвариалтом здесь является условие f  — {i— 1)!. Действительно, по
сле начальных присваиваний инвариант справедлив, а после однократного



исполнения цикла / '  = / * t  = t! i' = t-)-l, где / '  и t' обозначают новые 
значения переменных /  и t.

После окончания цикла t = п + 1, откуда следует, что /  = ML | < |

Доказательство методом инварианта предполагает инвариант 
заданным. Но как же его задавать? Общих рецептов для это
го нет, здесь часто необходима догадка. Например, для алгоритма 
вычисления факториала нужно было догадаться, что постусловие 
i =  п + 1, /  =  п! можно представить в виде г = М + 1, /  =  (г -  1)!, 
а предусловие t =  1, /  =  1 — в виде t =  1, /  =  (j -  1)!.

Применение метода эквивалентов рассмотрим на примере алго
ритмов 1.2 и 1.3 вычисления факториала. Так как алгоритмы хоть 
немного различаются, то для них эквивалентность можно доказать 
относительно отдельных переменных. Докажем эквивалентность 
алгоритмов 1.2 и 1.3 относительно переменной / .  А именно дока
жем, что для обоих алгоритмов при любом п > О значения этой 
переменной будут одинаковы после завершения алгоритмов.

Доказательстпо. Вначале докажем, что циклы в обоих алгорит
мах выполнятся одинаковое число раз. Для первого алгорит.ма цикл for 
при границах изменения параметра цикла от 1 до п > О исполнится ровно 
п раз. Для второго алгоритма до выполнения цикла t = 1, а при каждом 
выполнении после всех других действий в конце цикла i увеличивается 
на единицу. Поэтому цикл закончится после того, как i = п -Ц , т.е. цикл 
проработает также п раз.

А теперь докажем, что после завершения алгоритмов переменные /  в 
них будут равны. Используем метод математической индукции.

Базис. Если п = О, циклы в обоих алгоритмах ни разу не выполнятся, 
/  =  1

Предположение. Предполагаем, что при п — к > 0  значения перемен
ной /  в обоих алгорит.мах равны между собой.

Вывод. Все отличие выполнения алгорит.мов при и = it -)- 1 от вы
полнения при п = Jk состоит в том, что вначале каждый из алгоритмов 
выполнится в точности так же, как при п — к, а затем цикл будет обяза
тельно исполнен еще один раз для « = Jk+ 1. Так как по предположению 
перед последним выполнением цикла /  в обоих алгоритмах равны, то при 
последнем выполнении каждого из циклов переменные /  умножаются на 
одинаковые значения t = А: -(-1, т.е. остаются равными.

Теперь, если известно доказательство правильности алгоритма 12, го 
отсюда следует правильность алгоритма 1.3



Применение метода абстракции для доказательства правильно
сти сложных алгоритмов будет объяснено в разделе 1.4.

На практике аналитическое доказательство не заменяет, а до
полняет машинное тестирование. Имеется ряд причин, по которым 
нельзя ограничиться только аналитическим доказательством.

Во-первых, очень трудно учесть все ограничения, связанные с 
конкретным представлением дан1{ых в компьютере. Так, например, 
при использовании н качестве целых переменных двухбайтовых ма
шинных слов правильный результат в алгоритме 1.2 получится, 
только если О < п < 7, так как для значения 8! = 40320 уже 
недостаточно 16 бит. Если использовать четырехбайтовые целые, 
то можно правильно вычислить 12!, однако 13! =  6227020800 пра
вильно вычислить не удастся. Подобные ограничения сложно учесть 
потому, что они долны быть справедливы как для окончательного 
результата, так и ecez промежуточных значений переменных.

Во-вторых, при выполнении реального алгоритма на компьюте
ре трудно заранее учесть все нюансы взаимодействия алгоритма со 
стандартными программами, операционной системой.

В-третьих, в доказательстве могут быть ошибки!
Поэтому только при сочетании тестирования и аналитического 

доказательства правильности можно добиться того, чтобы алгоритм 
был действительно безошибочным.

Следует также отметить, что наибольшая практическая польза 
от доказательства состоит в том, что оно заставляет программиста 
писать ясные и понятные алгоритмы.

1.3. Д оказательство правильности просты х  
алгоритмов

Рассмотрим правила построения пред- и постусловий для основ
ных конструкций языка Паскаль. Обозначим через S  некоторый 
алгоритм, через Р  — предусловие, а через R — постусловие для 
него. Сокращенно мы это буде.ч записывать так;

{ F ) S { R } .

1, Присваивание. Если имеется некоторое условие Р(х),  в запись 
которого входит переменная х, то



{P(tv}} X := w {P(x)}, 
гле P(w) есть то же самое услоино, в котором каждое вхождение 
переменной х заменено на правую часть присваивания w.

2. Последовательность операторов. Если 51 и 52 — операторы, 
для которых выполняются условия;

{ P } S l { Q }  и {(?}52{Л },
то

{Р} 51; 52 {R}.

3. Условные операторы- Если 51 и 52 — операторы, для ко
торых выполняются условия:

{Р  an d  В}  51 {Q} и {Р  an d  not В}  52 {Q},
то

{Р}  if  В  th e n  51 else 52 {Q}.
Если к тому же 52 — пустой оператор, то 

{Р} if  i? th e n  51 {Q}.

4. Оператор цикла. Если 5  — оператор, для которого выпол
няется условие

{Р  a n d  В )  5  {Р},
то

{Р}  w hile  В do  5  {Р  an d  not В  }.
Условие Р  здесь является инвариантом цикла.

Используя эти правила, можно значительно облегчить вывод 
пред- и постусловий. Л теперь рассмотрим несколько взаимно экви
валентных конструкций в Паскале.

5. Эквивалентность последовательных операторов. Если 51 и 
52 — операторы, в которых используются различные переменные, 
то эквивалентны последовательности операторов:

51; 52 и 52; 51

6. Эквивалентность операторов цикла. Если .9 — оператор, не 
изменяющий переменную г, то эквивалентны циклы:



г а; w hile i <= Ь do  beg in  5; t := г + I end
и

for I ;= a to  6 do  5

7. Эквивалентность условных операторов i f  и case. Эквива
лентны операторы:

case i o f  a l  : 51; a2 : S2 e lse  S3 en d
и

if i -  e l  th e n  S I e lse  if  i = c2 th e n  S2 e lse  S3

Эквивалентности 5 и 7 доказываются методом перечисления ва
риантов, а эквивалентность 6 — методом математической индукции. 
Их правильность читателю предлагается доказать самостоятельно.

Приведенный список взаимно эквивалентных простых алгорит
мов далеко не самый полный, его необходимо постоянно пополнять 
по мере создания новых алгоритмов.

1 .4 . О б  э ф ф е к т и в н о с т и  а л г о р и т м о в

Любой алгоритм для своего выполнения требует двух основных 
ресурсов — пространства и времени. Пространство измеряется объ
емом памяти для входных и выходных данных, переменных внутри 
алгоритма, а также памятью, необходимой для размещения самого 
алгоритма. Память для вхбдных и выходных данных определяется 
условиями задачи, мы не можем ее произвольно изменять. Память 
для размещения алгоритма определяется длиной алгоритма, а также 
транслятором и никак не зависит от размера данных. Обычно она 
много меньше, чем память для данных, являющихся массивами.

В то же вре.мя объем памяти для размещения внутренних пере
менных в алгоритме может различаться для разных алго{1ИТмов, ре
шающих одну и ту же задачу. Алгоритм, которому требуется мень
ше памяти, более эффективен по памяти. Пусть объем памяти 
зависит от целочисленного входного параметра п. Если для рабо
ты алгоритма потребуется массив размерностью 20п элементов, 
то говорят, что такому алгоритму требуется линейная память, а 
если п^/2 элементов -— то квадратичная память и т.п. При разных



функциях об1.ема памяти более эффективен тот алгоритм, у кото
рого функция с ростом п растет медленнее. Например, для всех 
п > 40 функция п^/2 больше, чем функция 20п.

Время работы алгоритма определяется количеством выполняе
мых в нем действий и их сложностью, а также временем выполнения 
на данном компьютере отдельных элементарных действий. Однако 
при анализе алгоритмов важно лишь, во сколько раз один алгоритм 
будет выполняться быстрее другого при одних и тех же входных 
данных на одном и том же компьютере. Поэтому для каждого ал
горитма необходимо определить функцию зависимости количества 
элементарных действий от входного параметра. Эту функцию на
зывают трудоемкостью алгоритма. Так же как и функция объема 
памяти, функция трудоемкости может быть линейной, квадратичной 
и т.п. Исследование алгоритма и состоит в выводе функций объема 
памяти и трудоемкости.

Если для двух алгоритмов, решающих одну и ту же задачу, полу
чены функции объема памяти и трудоемкости, то как определить, 
который из алгоритмов более эффективен? Типична ситуация, ко
гда первый алгоритм более эффективен по памяти, зато второй — 
по трудоемкости. В этом случае, как правило, предпочитают алго
ритм, более эффективный по трудоемкости. Дело в том, что у боль
шинства алгоритмов функция объема памяти растет медленнее, чем 
функция трудоемкости. Кроме того, при выполнении алгоритма на 
компьютере время является более дефицитным ресурсом. Это свя
зано прежде всего с тем, что с развитием техники объем па»мяти в 
компьютерах растет быстрее, чем быстродействие процессоров. Так, 
за последние 20 лет объем памяти ’’среднего” компьютера увеличил
ся примерно в 1000 раз, а быстродействие — ”всего” в 100 раз.

В качество примера проанализируем алгоритм 1.2 (вычисление 
факториала). Объем требуемой памяти и нем — константа, так как 
в нем используются лишь несколько вспомогательных переменных 
и не используются массивы, размер которых зависит от п. Трудо
емкость определяется количеством умножений в цикле, которое, в 
свою очередь, равно количеству выполнений цикла, т.е. п.

Мы предполагали, что для алгорит.ма функции объема памяти 
и трудоемкости зависят только от одного пара.мстра п. Однако



для очень многих алгоритмов ситуация оказывается гораздо слож
нее. Пусть, например, алгоритм обрабатывает числовой массив ич п 
элементов. Часто бывает, что время работы алгоритма зависит не 
только от п, но и от конкретных значений элементов и от их взаим
ного расположения. Тогда надо постараться аналитически получить 
функции объема- памяти и трудоемкости для наихудшего случая. 
Пессимист был бы доволен: он все предусмотрел. Однако оптимисту 
это вряд ли понравилось бы, так как в большинстве случаев оказа
лось бы, что алгоритм работает гораздо быстрее или тратит гораздо 
меньше па.мяти, чем предсказано выведенными функциями.

Что касается объема памяти, то потакать оптимисту не стоит: 
даже если в одном случае из ста программе не будет хватать выде
ленной памяти (быть может, всего нескольких байтов!) и программа 
из-за этого будет аварийно прекращать работу, то это в конце концов 
не понравится даже оптимисту. В то же время если изредка для по
лучения результата придется подождать подольше, то чаще всего с 
этим можно смириться. Но для этого необходимо знать среднее вре
мя работы алгоритма, т.е. функцию трудоемкости от п в среднем. 
Получить аналитически такую функцию очень непросто. Поэтому 
для алгоритма, реализова}шого в виде конкретной’программы, про
изводят экспериментальные испытания, так называемое моделиро
вание, с целью вычислить среднее время работы для различных п. 
При этом достаточно надежные численные результаты можно полу
чить, лишь применив теорию вероятностей и математическую 
статистику. К сожалению, изучение этих интереснейших матема
тических дисциплин выходит далеко за рамки нашей книги. Тем не 
менее, не претендуя на точные численные характеристики времени 
работы алгоритма, мы при необходимости все же будем проводить 
для него пробное моделирование, чтобы получить хотя бы прибли
зительное представление о времени его работы.

1.5. Р азработка слож ны х алгоритмов и 
доказательство их правильности

Понятие сложности алгоритма неоднозначно. Опьпный програм
мист может считать алгоритм из 10 страниц текста простым, а для 
начинающего бывает, что алгоритм из 20 строк текста кажется не
постижимо слож}1ым. KpoMf; того, на сложность алгоритма влияет



его структура. Если, например, п алгоритме кроме c i рого последова
тельных вычислений по формулам ничего нет, то его можно считать 
простым независимо от длины. Конечно, и и этом случае его необхо
димо проверять и тестировать. Однако здесь все определяется сами
ми формулами: если формулы правильны и записаны в алгоритме 
без ошибок, то и сам алгоритм правильный, поэтому проверка необ
ходима лишь для того, чтобы убедиться, что при переписи формул 
п алгоритм в них не в]1ссли новых ошибок.

Любая конструкция в алгоритме, изменяющая строго последова
тельное выполнение операторов, значительно усложняет структу
ру алгоритма и, соответственно, усложняет его проверку. Особенно 
"вредным” является оператор goto , для которого к тому же не 
существует удобных методов доказательства правильности. Часто 
бывает, что алгоритм с двумя -  тремя go to  оказывается гораздо 
сложнее алгоритма с многими десятками операторов if  -  th en  -  
else. Имен1Ю поэтому на языке Бэйсик, на котором не обойтись 
без go to , практически невозможно программировать правильные 
сложные алгоритмы.

Простой алгоритм можно придумать сразу весь, разработать 
более-менее сложный алгоритм таки.м ’’способом” не удается. Наи
более удобен для сложных алгоритмов метол сверху -  вниз, пазы 
ваемый также методом поэтапной разработки алгоритма. Идея 
состоит в том, что внутри сложного алгоритма отдельные его ча
сти представляют как вспомогательные алгоритмы второго уровня. 
И поэтому вначале придумывают структуру из операторов (верх), 
связывающую алгоритмы второго уровня, которые еще не написаны. 
После этого переходят к детальной разработке и написанию отдель
ных алгоритмов второго уровня (низ). Конечно, уровней может 
быть и больше двух, большая программа может содержать, напри
мер, 8 - 1 0  уровней. Основное преимущество при этом состоит 
в том, что на любом промежуточном этапе разработки приходится 
иметь дело с относительно небольшим алгоритмом независимо от 
сложности всей программы. При этом про другие части алгоритма 
нужно временно "забыть” , абстрагироваться от них.

При создании сложного алгоритма никакие полезные советы не 
помогут, если программист не накопил достаточного опыта разра
ботки хотя бы простых алгоритмов. Этому, в chokj очередь, мож
но научиться, лишь тщательно изучив больтог ко.чичегтво "типо



вых” алгоритмов, не слитком сложны.^, но очень широко всгреча- 
юшихся, как алгоритмы второго уровня, во многих больших про
граммах. Квалифицированный программист всегда пытается раз
работать болыиую программу и виде структуры операторов, связы
вающей инвестные ему алгоритмы. Эти алгоритмы приходится, как 
правило, моди({)ицировать, подгонять под конкретные условия. J'a- 
ким образом, чтобы успешно разрабатывать сложные ал[оритмы, 
програм.мист должен:

1) знать и понимать большое количество типовых алгоритмов;
2) у.меть модифицировать типовые алгоритмы;
3) у.меть из типовых алгоритмов собирать, как из ’’кирпичиков” , 

сложные алгоритмы.
13 принципе не обязательно, чтобы программист умел придумы

вать нобые типовые алгоритмы. Как этому научиться, не знает 
никто. Создание принципиально нового алгоритма с{юдни откры
тию, а открытия, как известно, делаются не каждый день.

Тестирование сложного алгоритма также является непростым 
делом. Его можно значительно облегчить, если придерживаться 
структуры алгоритма. Можно, например, начинать тестирование с 
неполного алгоритма, содержащего часть операторов первого уровня 
и один из алгоритмов второго уровня. Конечно, этот неточный ал
горитм должен выдавать осмысленный результат, чтобы его можно 
было проверить. Па следующем этапе к тестируемому алгоритму 
необходимо добавить еще один алгоритм второго уровня и т.д . То
гда при обнаружении ошибочной р а ^ т ы  алгоритма ошибку следует 
искать в операторах, добавленных на последнем этапе.

Что касается доказательства правильности сложных алгорит 
мов, то основной метол для этого — абстракций. Предваритель
но для алгоритма первого уровня и для каждого алгоритма второго 
уровня задают предусловия и постусловия. После этого доказатель
ство проводят отдельно для каждого алгоритма второго уровня, аб
страгируясь от остальных операторов алгоритма. Наконец, при до
казательстве правильносаи а.'[горитма первого ypoBiLH абстрагиру
ются от структуры алгоритмов второго уровня и используют только 
предусловия и постусловия для них. Примеры таких многоэтапных 
доказательств будут приведены в следующих разделах.

Многие алгори гмы второго (и более) уровнй являются модифика
циями типовых алгоритмов с известным доказательством прамиль-



ности Поэтому в основном правильность модифицированных алго
ритмов доказывается методом эквивалентов.

При тестировании большой программы полезен еще один при
ем — машинная проверка условий. Его суть состоит в том, что для 
каждого алгоритма второго уровня добавляют вспомогательные опе
раторы проверки предусловия на входе и постусловия на выходе, ко
торые должны сигнализировать в случае нарушения 9тих условий. 
При этом записывают логическое отрицание проверяемого усло
вия, Проверки помогут выявить ошибки в доказательстве, иногда 
даже позволят вообще обойтись без доказательства. В качестве при
мера рассмотрим алгоритм 1.1 с машинной проверкой условий.

А л го р и тм  1.4. Машинная проверка условий. Предусловие для 
числовых переменных х, у до выполнени* алгоритма; х > О, у > 0. 
Постусловие после выполнения алгоритма: х > у > 0.

if  ( i  < =  0) o r  {у < =  0) th e n  
writeln{'Ошибка предусловия  : x = ',x , '  y = ',y ) ;  

if  X < у th e n  beg in  z y, у := x\ x := г end  
if  (x < y) o r  (y <= 0) th e n  

wTiteln{'Ошибка п о ст условия  : x = ',x , ' y= ',y ) ;

Вопросы и задания для самостоятельной работы
1. Что подразумевается под универсальностью алгорит.ма?
2. Что является задачей тестирования и почему?
3. В чем состоит доказательство правильности алгоритма?
4. Какие существуют методы доказательства правильности алгоритмов 

и в каких случаях целесообразно применять тот -или иной метод?
5. Доказать эквивалентности 5, 6 и 7.
6. Для цикла repeat построить эквивалентную конструкцию из цикла 

while. Доказать их эквивалентность.
7. Что значит; "первый алгоритм эффективнее второго”?
8. В чем заключается разработка алгоритма ”сворху-вниз”?
9. Как доказывать правильность сложных алгорит.мов?
10. Для алгоритма 1.3 (вычисление факториала) записать .машинную 

проверку условий.
11. Записать алгоритм вычисления суммы квадратов чисел от 1 до 

п и доказать его правильность методо.м математической индукции и с 
помощью инварианта.



К однопроходным относят обычно алгоритмы, в которых основ
ной конструкцией является цикл с параметром, изменяющимся по за
кону арифметической прогрессии. Примерами являются алгоритмы 
вычисления факториала из предыдущего раздела. Часто однопроход
ный алгоритм работает с массивом. Доказательства правилыюсти 
таких алгоритмов обычно очень просты и строятся на основе метода 
математической индукции или инварианта при очевидной заверши- 
мости.

Исследование эффективности для них также несложно. Объем 
требуемой памяти определяется используемыми массивами. Трудо
емкость определяется количеством выполнений операторов в цикле, 
т.е. является линейной.

Приведенные ниже алгоритмы, несмотря на всю их простоту, 
являются полезными "кирпичиками” для построения сложных про
грамм.

А лгори тм  2.1. Вычисление суммы s всех п элементов мас
сива А.

S : =  0 ;

for i ;=  1 to  п do S := S 4-

А лгори тм  2.2. Заполнение массива Д из п элементов цело
численными случайными значениями из диапазона от О до 4999.

randomize;
for i := 1 to  n do  /l[i] := random (5000);

А лгсф итм  2.3. Вычисление максимального значения max  сре
ди всех п элементов массива А.

max  := Л[1];
for I := 2 to  п do  i f  max < Л[г] th e n  max  := A[i|;



А лгори тм  2.4. Вычисление номера h элемента массива Л с 
максимальным значением среди всех п элементов.

к := 1 ;
for г := 2 to  гг do if  Л[А] < ^[i] th en  к := i;

Доказательство правильности этнх^горитмов предлагается вы
полнить в качестве упражнения.

2.1. Рекуррентны е последовательности и 
однопроходны е алгоритмы

On ределение-2.1. Числовая последовательность {г*} называет
ся рекуррентной ранга р, если

Г X* = Ot, к = 0, 1, • • • , ? -  1,
\  X* = ,Xk-p), к = р ,р +  1, . . .

где — константы, а /  — функция.

Определение рекуррентной последовательности само является 
алгоритмом, поэтому для вычисления ее элементов это определение 
надо просто ’’переписать” на ПаскаЛе.

Алгоритм 2.5. Массив А с нумерацией от О до р -  1 со
держит константы Оо, а в массив X  с нумерацией от О 
до п будут записываться элементы последовательности; Функция 
/  представляет собой формулу, в которой используются элементы 
массива А' с номерами от к ~ р  до к —

for fc := О to  р -  1 do := Л[/г);
for к := р to  п do  Х[А-] := f{k,X)-,

Локаэательство правильности этого алгоритма излишне, достагоч- 
но лишь убедиться в том, что алгоритм работает в строго.м соответствии 
с опр*>лелснием рекуррентной последозательности Первая строчка в алго
ритме соответствует первой строчке определения 2.1 и вычисляет элемен
ты последовательности с номерами 0 , 1. Вторая строчка алго
ритма вычисляет последующие элементы с номерами р, p-f- 1, . . . ,  п. '<



Заметим, что алгоритм 2.5 на самом доле яьляется ’’полуфабри
катом”, во ьторой строчке вместо f { k , X )  надо записать конкрет
ную формулу, зависящую от величин к, Л'(А:-1], А '[/:-2 ],.. . ,  ЛГ(А:-р].

Таким образом, вычисления по рекуррентной последовательно
сти будут правильны, если последовательность задана корректно. 
Поэтому на самом деле необходимо доказывать правильность опре
деления конкретной рекуррентной последовательности. Иногда уда
ется вывести формулу, непосредственно выражающую п-й элемент 
последовательности. Доказательство правильности такой формулы 
можно произвести методом математической индукции.

Например, сумма квадратов чисел от 1 до п задается следую
щей рекуррентной последовательностью:

f So -  О,
\ S* = *: = 1,2,...,тг;

Докажем, что для нее справедлива формула

(2 . 1)

(2,2)

^  Доказательство.
Базис. При п = 0 сум.ма s„ = О, формула (2.2) верна. 
Предположение. При п > О формула (2.2) верна.
Вывод. При п -f 1 по формуле (2.2) получаем:

=  г (п + 1 )Ч З (п  +  1 )Ч (п  +  1) _  2n»i.3n.»J:n ^  ц. 1 )2 ^

что совпадает с определением рекуррентной последовательности (2.1).

Еще один пример рекуррентной последовательности — числа Фи
боначчи:

f /о =  О,
{ /1 = 1, (2.3)
I Л  =  Л -1  +  Л -2 , к - 2 , 3 , . . .

Числа Фибоначчи растут очень быстро. Вот несколько началь
ных чисел: О, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 . . .



А лгоритм  2.6. Вычисление п-го числа Фибоначчи /  для п > 0.

:=0; /:=  1; 
for i := 2 to  n do 

begin  h:=  y + f  - g ;= / ;  /  := Л end

Для чисел Фибоначчи справедлива следующая формула:

Доказательство.
Базис, /о = О, /] = 1 по рекуррентной формуле (2.3) и по формуле (2.4). 
Предположение. При к > 1 формула (2.4) верна.
Вывод. При ^ + 1 > 2 по формуле (2.4) получим:

+ 1) -  + О) =

-  ( Ч ^ ) ‘ -  = /. + /.-„
что совпадает с рекуррентной формулой (2.3).

Заметим, что для вычисления чисел Фибоначчи формула (2.4) не 
всегда удобна, ее целесообразно применять лишь для больших к. 
При этом из-за квадратных корней вычисления придется выполнять 
над вещественными (приближенными!) числами (типа real в Па
скале).

Мы здесь не обсуждаем вопрос о том, как придумывать такие 
формулы — эта весьма непростая прс^блема не всегда имеет реше
ние. Поэтому единственным универсальным методом вычисления 
элементов рекуррентных последовательностей, задаваемых в соот
ветствии с определением 2.1, является циклический однопроходный 
алгоритм.



2.2 . А л г о р и т м ы  с у п о р я д о ч е н н ы м и  м а с с и в а м и  
и м н о ж е с т в а м и

Целочисленный массив с расположенными по неубыванию или по 
невозрастанию значениями элементор называется упорядоченным. 
Использование упорядоченности позволяет создавать эффективные 
алгоритмы для решения многих интересных задач.

Задача слияния двух входных упорядоченных массивов А  и 
В  состоит в формировании упорядоченного выходного массива С, 
содержащего все элементы из входных массивов.

Рассмотрим алгоритм слияния для упорядоченных по неубыва
нию массивов. Вначале элемент Л[1] сравнивается с элементо.м В(1] 
и наименьший из них переписывается в массив С. Если наимень
шим был Л[1], то на следующем шаге сравниваются Л[2] и 5[1], а 
если наименьшим был В[1), то будут сравниваться Л[11, и В[2] и 
т.д. Если на очередном шаге окажется, что из одного входного мас
сива все элементы переписаны в С, то переписывается элемент из 
другого массива. На рис. 2.1 показан промежуточный этап работы 
алгоритма, когда сравниваются элементы A[il] и B[i2] и мень
ший из них пересылается в C[i]. При равенстве можно пересылать 
любой элемент.

1 а п1 1 г-2 п2

п 1 -f- п2

Рис. 2.1

Пример работы алгоритма слияния. В массиве А содержится 3 
элемента: {5,13,14}, а в массиве В  — 4 элемента: {7,9,10,12}. 
В табл. 2.1 по шагам показано изменение переменных » ,il,i2  и 
действия с массивами.



а i2 Сравниваются
Л[1] =  5 и В{\] = 7 Т 

А 2] = 13 и 5  1) =  7 
А[2] = 13 и В[2} = 9 
Л[2) = 13 и Б(3] = 10 
А[2] = 13 и В[4] = 12 

В  весь переписан 
В  весь переписан

7
9
10 
12
13
14

А л гори тм  2.7. Слияние. Zlanbi два входных упорядоченных по 
неубыванию массива, необходимо создать третий упорядоченный 
массив, содержащий все элементы из двух входиых. Входные мас
сивы А н В  содержат соответственно п1 и п2 элементов, 
результирующий массив С  будет содержать п 1 + п2 элементов.

tl ;= 1; i2 := 1; 
for 2 := 1 to  n l +  п2 do 

if  tl > n l th en  
begin  C[i] := B[t2\\ i‘2 := »2 +  1 end  

else if i2 > n2 th e n  
begin  Cfi] := Л(г1); il := t l  + 1 end 

else if i4{tl <  B\i2] th en  
begin  C[i := Л[П]; t l  := t l  +  1 end  

else
begin  Cft] := B(t2]; t2 := t2 +  1 end

{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}
{7}
{8}
{9}
{ 10}

I > Доказательство правильности. Согласно методу эквивалентов 
циклу Гог в алгоритме эквиваленген следующий цикл while, который 
мы и буде.м далее рассматривать;

I := 1; while t <= ;il + п2 do begin .. .  t := t + 1 end

Инвариан'го.м этого цикла будет следующее утверждение;

"ЭАе.«<!нто.« массива С : С(1) < .. < С[г -  1] присвоено значение 
il -  1 первых :?^ементов из массива А. и j2 — 1 первых элементов из 
масспеа В, при il < п1 : C [ i - 1] < прн t'2 < п2 : C [ i - 1) < Й(г2]”.



Злвсршпмость алгоритма очевидна, цикл выполнится ровно п1 + п2 
pasa, после его выполнения j = п1 + п2 + 1. Если инвариант справедлив, 
то после выполнения цикла в 7il + п2 элементах массива С окажутся 
улорядоченпые значения всех элементов из А и. В.

Дока.зал^т>ство инварианта. Перед выполнением цикла в инвариант 
входит нулевое количество элементов массива С, поэтому истинность 
инварианта очевидна. При каждом выполнении цикла возможен один из 
четырех случаев:

1) »1 = п1 + 1, Так как инвариант справедлив до выполнения тела 
цикла, то это значит, что все элементы из массива А переписаны в массив 
С, откуда следует, что элемент B[i2] не меньше любого из элементов 
массива А. Так как массив В упорядочен, то B[i2] не меньше всех 
элементов В, ранее переписанных в массив С, п не больше, чем элементы 
B[i2 + 1 ] , . . В[п2]. В алгоритме исполнятся присваивания в строчке {4}, 
в результате чего элементу C[i] будет присвоено значение B[i2], для 
которого С[« — 1] < B[i2] < B[i2 + 1]. Значения «2 и i после этого будут 
увеличены на 1, и инвариант опять будет справедлив, но уже для новых 
значений «2 и i.

2) >2 = п2 + 1. Рассуждения полностью аналогичны приведенным в 
п. 1) при замене «1 на »2, А на. В и обратно. Надо лишь проверить 
присваивания в строчке {6}.

3) «1 < п1, i2 < п2, Л[«1] < B[i2], Тогда Л[«1] — наименьший элемент 
из массивов А, В, который еще не переписан в С. Будут выполняться 
присваивания в строчке {8}, и именно перепишется в С. После 
увеличения il и t на 1 инвариант снова стаиет справедлив.

4) »1 < п1, |2 < п2, Л[«1] > В[«2). После симметричной замены в 
обозначениях рассуждения аналогичны п. 3).

Заметим, что невозможно, чтобы «1 > п1 + 1 либо «2 > п2 + 1 (дока
зать самостоятельно).

Следующий алгоритм из упорядоченного по неубыва1гию массива 
формирует упорядоченный по возрастанию массив.

А л гори тм  2.8 . Дан входной упорядоченный массив А длиной 
п. В массив С  по возрастанию переписываются неповторяющиося 
элеменл-ы, т — их количество.

т  1; d l ]  := Л[1]; 
for i := 2 to  n do 

if  C[m] < i4[j] th e n  
beg in  m := m + 1; C[m\ := Л[г] end



[1^ Доказательство правильности этого алгоритма несложно после пе
рехода к эквивалентному циклу while. Инвариантом цикла будет утвер
ждение:

’’Все т различных но значению элементов Л[1],. . . ,  v4(i — 1] перепи
саны в первые m элементов массива С по возрастанию.”

Тогда из постусловия г = п -f 1 немедленно следует правильность ал
горитма.

Особый интерес представляют упорядоченные целочисленные 
массивы с неповгоряющимися элементами (их можно получать ал
горитмом 2.8). Такие массивы можно интерпретировать как мно
жества.

Пусть задано N  некоторых объектов (множество объектов). Все 
объекты перенумерованы числа.ми от 1 до N ,  т.е. каждый, объ
ект полностью определяется своим номером, и любым двум объек
там приписаны различные номера. Все это множество объектов 
назове.м исходным. Некоторые из объектов исходного множества 
можно каким-либо образом выделить. Тогда образуется множество 
выделенных объектов, его мы также будем называть множеством. 
Множество выделенных объектов можно задать, перечислив номера 
этих объектов, т.е. множество задается целочисленным массивом с 
неповторяюшимися элементами. Для эффективности алгоритмов та
кой .массив должен быть упорядоченным.

П ри м ер  2. 1. Задано исходное множество учащихся и некоторые 
сведения о них:

N Учащийся Знает Паскаль Умеет плавать
1 Иванов Иван да да
2 Петров Петр нет да
3 Макаров Сергей да нет
4 Сергеева Ира да да
5 Мишина Мария нет нет
6 Устинов Илья да нет

Зададим множество А как множество учащихся, знающих Па
скаль, и множество В как множество учаишхся, умеющих плавать.



Тогда Д = {1 ,3 ,4 ,6 ), 5  =  {1,2,4}.

Над множествами можно производить некоторые операции.

О п ред елен и е 2.2 Объединением множеств А и В  называется 
такое множество С, С  — AKJВ,  содержащее все те элементы, кото
рые имеются либо в А, либо в В ,  либо в Л и в Л одновременно, 
и только эти элементы.

О п ред елен и е 2.3 Пересечением множеств А к В  называет
ся такое множество С, С = А П В, содержащее все те элементы, 
которые имеются одновременно в Л и в 5 ,  и только эти элементы.

О пределение 2.4 Разностью множеств А п В  называется та 
кое множество С, С  = А \  В, содержащее все те элементы, которые 
имеются в А, но отсутствуют в В, и только эти элементы.

О пределение 2.5 Симметрической разностью множеств А  н 
В  называется такое множество С, С  = А ®  В, содержащее все 
те элементы, которые имеются в Л, но отсутствуют в Л, и все 
элементы, которые имеются в J9, но отсутствуют в Д, и только 
эти элементы.

П р и м ер  2.2. Операции над множествами А к В  нз примера
2.1:

С  =  А и  В  = { 1 ,2 ,3 ,4 ,6} — множество тех, кто знает Паскаль 
или хотя бы умеет плавать;

С = АС\ В  =  {1,4} — множество тех, кто не только знает Па
скаль, но и умеет плавать;

С  = Л \  В =  {3,6} — множество тех, кто знает Паскаль, но не 
умеет плавать;

С  = Л = {2,3,6} — множество тех, кто знает Паскаль, но не 
умедт плавать либо умеет плавать, но не знает Паскаль.

Взяв за основу алгоритм 2.7 (слияние), можно легко реализовать 
любую из рассмотренных операций. В приведенных ниже алгорит
мах массивы А VI В  задают множества; А нз п1, В  из п2 
элементов. Результат — в массиве С  из m элементов.



А лгори тм  2.9. Объединение множеств. С = AU В.

il := 1; »2 := 1; гп := 0; 
w hile ( tl < n l)  o r (i2 < п2) do 
begin  m := m + 1; 

if j 1 > n l th e n  
begin  C[m] := B[i2]\ t'2 := i2 +  1 end  

else if t2 > n2 th e n  
begin  C[m] := il  := tl  +  1 end

else if ^ [il] < fi[j2] th en  
begin C[m] /1[»1]; il  := i l  +  1 end  

else if j4[tl] > 5[i2) th e n  
begin  C[m] ;= fi[i2); i2 := t2 +  1 end 

else
begin  С[ш] := i4[il); il  ;= i l  +  1; i2 ;= i2 +  1 end 

end

А лгори тм  2 .10. Разность множеств. С — A \ B .

il. := 1; i2 := 1; m := 0; 
w hile ( il  < n l)  do 

if  i2 > n2 th e n  
begin  m - . -m  + 1; C[m] := i4[il); i l  := i l  +  1 end 

else if  .4fil] < B\i2\ th e n  
begin  m := m +  1; C[m) := /l[il]; i l  ;= i l  +  1 end  

else if A[il) > 5[i2] th e n  i2 := »2 4- 1 
else begin  i l  ;= t l  +  1; i2 := i2 +  1 end

Доказательство правильности этих алгоритмов предлагается чи
тателю выполнить самостоятельно.

Рассмотрим еще одну задачу, в которой используется понятие 
упорядоченности. Задан числовой массив А, содержащий п элемен
тов. Требуется определить начало и конец упорядоченного отрезка 
в нем, имеющего максимальную длину. Заметим, что такие отрезки 
не могут перекрываться. Если нексторый отрезок заканчивается на 
} -и  элементе массива, то следующий за ним отрезок (имеющий хо
тя бы единичную длину) начинается с (jf + 1)-го элемента. Заметим 
также, что последний отрезок заканчивается концом массива. '



А л гори тм  2.11. Лан числовой массив А и количостпо элемен
тов в нем п. Результат работы: начало а и конец Ь унорядоченно-' 
го отрезка максимальной длины. Переменная с обозначает начало, 
j  - - конец очередного просматриваемого в цикле отрезка.

а := 1; Ь := 0; с := 1; 
for j  1 to  n do 

if  ( j  = n)or(i4(j] > A\j  + 1]) th en
begin  {обнаружен конец очередного отрезка}

if {j -  с) > { Ь -  a) th en  
begin  a := с; b := j  end; 

с := j  + 1 
end

Доказательство правильности 'алгоритма после перехода к эквива
лентному циклу while можно провести с помощью следуюН1его инвари- 
аитиого утверждения; ”а — начало, 6 — конец упорядоченного отрезка 
максимальной длины среди элементов массива Л[1],. . . ,  А[с— 1] ”. При этом 
следует отдельно рассмотреть два случая: 1) j  — конец отрезка макси
мальной длины; 2) j  — не конец отрезка максимальной длины.

2,3. Алгоритмы  с файлами

Обычно в программе предусматриваю! ввод исходных данных с 
клавиатуры и вывод вычисленных результатов на экран. Если вход
ные данные имеют большой объем, то удобнее эти данные заранее 
подготовить и записать в внде файла на диске (или на дискете). По
сле этого можно многократно запускать программу на высголнение, 
используя этот файл как набор входных данных. Предварительный 
ввод данных в файл можно произвести с помощью любого подходя
щего текстового редактора. Полученный при этом файл называется 
текстовым, каждый байт в нем задает определенный символ.

Паскале предусмотрены средства работы с файлами, одна
ко они несколько различаются для разных компьютеров и разных 
трансляторов. Далее мы рассмотрим работу с файлами в Турбо- 
Паскале для компьютеров типа IBM PC и им подобных.

В программе текстовый файл определяется как особая перемен
ная, имеющая специальный файловый тип text. Описание для этого, 
например, такое:



var F : text;
Ниачале необходимо связать переменную F с файлом, находя

щимся на диске (пусть имя этого файла danl.dat). Связь устана
вливается процедурой assign (назначить): 

assign{F, ’danl.dat');
Затем необходимо открыть файл для чтения. Для этого предна

значена процедура reset (установить): 
resei{Fy,
После этого можно читать данные в память процедурой read: 
read{F, ...) .
В конце работы файл нужно закрыть процедурой close: 
close{F)-,
Рассмотрим простой пример чтения данных из файла.

Алгоритм 2.12. В файле 'danl.dat' записано количество чи
словых значений, а затем сами числа. Программа вводит эти числа, 
вычисляет их сумму и выводит результат на экран.

var F  : text; 
n , i :  integer; 
s, a : real; 

begin
assign{F, 'danl.dat');
reset(F);
read{F,n); s := 0; 
for t := 1 to  n do  

begin  read{F,a);
a := s + a; 

end; 
close(F);
игг1<е/п(’Сумма \ n , '  чисел; ’, s :1 0 :4 ) ;  

end.

Если количество входных данных ь файле заранее неизвестно, 
го перед вводом очередной порции данных можно проверить, не до
стигнут лн конец файла. Это можно сделать функцией eof (F) ,  ко
торая выда^'т значение истина, если файл прочитан весь, и л ож ь 
ь противном случае. Л.чя текстового файла конец определяется либо



фи ишески, когда очередных данных для чтения в файле больше нет. 
либо (ТО специальному симнолу с кодом 27. Во втором случае остаток 
файла (югле этого синвола читаться не будет.

Мы рассмотрели действия с входным файлом. Выходной файл 
следует открывать процедурой rewrilc{F). Если файл с указанным 
(в процедуре assign) именем уже существует, то все имеющиеся в 
нем данные уничтожаются. Если же такого файла нет, то он сочда- 
ется. П обоих случаях данные будут записываться с самого н.гчала 
файла. Иеносредственно запись данных из памяти в файл произво
дится нроцедурой write{F, ...) .

В качестве примера рассмотрим алгоритм чтения символьных 
данных из файла в массив и одновременного копирования их в дру
гой

А л гори тм  2.13, В файле ’d a n 2 .d a t’ записаны произвольные 
си.мволы (текст). Программа анодит их в массив t, отображает на 
экране, записывает в файл ’d a n 3 .d a t’ и, кроме того, вычисляет 
количество символов в файле.

var F, D : text-, 
п : integer-, 
с ; с/гаг;
t : a rra y [1..10000]of char\ 

begin
assign{F, ’dan2 .d a t ') ;  
assign{D, ’d a n 3 .d a t’ ); 
reset{F); rewrite{D); 
n ;= 0;
w hile  not eof{F)  do 

begin  read(F,c); write{D,c); 
brite(c);
n := n +  1; t[n] ;= с 

end;
closf.{F); closc{D);
UTtteln; шгг<е/п(’Длина текста: \ n ) ;  

end.

Ин(1|0])мацня, записываемая в файл, не всегда бывает текстовой.



Например, целые числа во внутреннем предо гавлении занимают по 
два байта. Бессмысленно каждый из этих байтов и1гтернретировать 
как некоторый символ, хотя символ записывается как раз в одн<»; 
байте. В этом случае файл должен быть нетекстовым. В програм- 
ме такой файл описывается как переменная типа f i le  (нетипизи' 
рованный файл). Работа с ним несколько отличается от работы с 
текстовым файлом.

В процедуре reset или rewrite при открытии файла указыва
ется второй параметр — длина блока (логической единицы) считы
ваемой или записываемой информации в байтах.

Для чтення и записи используются процедуры blockread и 
blockwrite соответственно. В них указываются по три параметра: 
файл, переме1{Пая для чтения или записи, длина читаеыой или запи
сываемой информации в байтах.

В качестве примера рассмотрим алгоритм копирования произ
вольной двоичной информации из одного файла в другой.

А л гори тм  2.14. В файле ’dan2 .d a t ' записана произволь
ная двоичная инф^>рмация. Программа всю ее переписывает в файл 
•dan3.dat* .

var F, D : file;
с : char\ 

begin  
assigTi{F, 'dan2 .d a t ') ;  
assign{D, ’d a n 3 .d a t’); 
reset{F,l)] rewrite{/?, 1); 
w hile not t o f ( F )  do 

begin  blockread{F^c,l)\ 
blorktvrite{D,c,l) 

end;
cloae{Fy, c.lose{D); 

end .

Задания для самостоятельной работы

1 Доказать правильность алгоритмов 2.1 -  2.4.
2 Записать рекуррентную формулу суммы в целых чисел от 1 до n,i 

показать для нес правильность формулы s = ri(n -f 1) /2.



3. Доказать правильность алгоритм.1 2.6 (вычисление чисел Фибонач
чи).

4. Написать алгоритм, который в числовом массиве сдвигает ненулевые 
элементы в начало, а нулеиые — в конец массива. Доказать era правиль
ность.

5. Взяв за основу алгоритм 2.8, написать алгоритм удаления повторяю
щихся элементов непосредственно в упорядоченном массиве. Доказать его 
правильность.

6. Доказать правильность алгоритмов 2.9 -  2.10 {операции объединения 
и разности множеств).

7. Написать алгоритмы операций пересечення и симметрической раз
ности множеств и доказать их правильность.

8. Взяв за основу алгоритм 2.11, написать алгоритм поиска упорядочен- 
дого как по возрастанию, так и по убыванию отрезка максимальной длины 
в массиве. Доказать правильность алгоритма.

9. Дополнить алгоритм 2.7 (слияние) вводом данных из двух файлов и 
вывсиюм результата в третий файл.

10. Взяв за основу алгоритм 2.7 (слияние), написать алгоритм слия
ния упорядоченных наборов чисел, записанных в двух файлах, с записью 
результата в третий файл без испольэоввниж мвссшвов.

11. Налисать алгоритм, который из файла читает все записанные в 
яем числа, подсчитывает их количество, сумму чисел и сумму квадратов 
чисел.



Алгоритм, который переставляет элементы в массиве таким 
образом, что массив становится упорядоченным, называется алго
ритмом сортировки. Необходимость упорядочения массивов возни
кает при решении самых разных задач, и очень часто компьютер 
более половины полезного времени своей работы тратит именно на 
сортировку. Известно очень много самых разных алгоритмов сорти
ровки, как простых, так и сложных, обладающих различной эффек
тивностью.

3.1. П росты е алгоритмы сортировки

Самый простой алгоритм сортировки работает в соответствии 
с определением упорядоченного массива: проверяет все рядом стоя
щие эле.менты массива Л[г] и A(t + 1], и как только обнаружит, 
что условие упорядоченности не выполняется, меняет их местами и 
продолжает проверку с самого начала массива.

А л гори тм  3.1. Простейшая сортировка массива А из п эле
ментов.

i := 1;
w hile t < n do

if  /l[i] < =  A[i -f- 1] th e n  t := * + 1;
else begin  t ;= y4[t]; / l [ t ] Л[г + 1]; -f- 1] := t \ i  ;= 1 end

Доказательство правильности.
Завершимость алгоритма. Введем опр«уделение инверсии Инверсией 

иазывае'1х;я условие [̂ik] > A[i] при к < i. Подсчитаем максимально 
возможное количество инверсий лля всех пар к, г. Лля фиксиронанносо t 
MaKCHMajtbHo возможное количество инверсий равно t — 1, поэтому для 
всех t < n  общее число инверсии равно сумме чисел 1, 2, . . . ,  (и — 1). т е  
п(п -  lJ/2



В алгоритме при обнаружении инверсии элементы переставляются ме
стами, т.е. количество инверсий уменьшается на одну, поел» чего просмотр 
возобновляется с самого начала массива. Таким образом, если количество 
инверсий в массиве равно I, то массив будет начинать просматриваться 
от начала /  + 1 раз, в наихудшем случае 1 + п{п — 1)/2 раз и в лю
бом случае заканчивает работу, после чего в массиве не остается ни одной 
инверсии. После окончания цикла переменная » становится равной п.

Инвариант: ”Л(1] < А[2] < < A[i]” (проверить самостоятельно). 
Так как после окончания алгоритма » = п, то массив окажется полностью 
упорядоченным.

Трудоемкость алгоритма 3.1 в наилучшем случае, когда массив 
уже упорядочен по возрастанию, составляет п -  1 шагов, а тру
доемкость в наихудшем случае будет, если массив упорядочен по 
убыванию, когда число инверсий п(п -  1)/2. Оценим число повто
рений цикла в наихудшем. В соответствии с инвариантом рассмо
трим ситуацию, когда Л[1} < Л{2] < • ..  < 4{t], но одновременно 
Л[г) > A[i +  1]. Чтобы выполнялось условие Л(1] < . .  ■ < + 11, 
алгоритму потребуется i -  1 шагов цикла, чтобы дойти до сравне
ния (t -  1)-го и t-ro  элементов массива, затем еще t -  2 шагов 
цикла, чтобы дойти до сравнения (t -  2)-го и (t -  1)-го элементов 
и Т.Д., всего около i^/2 шагов. Таким образом, чтобы массив стал 
полностью упорядоченным, алгоритму потребуется около

1V2 +  2V2 -I-. . .  -I- (п -  1 )72  «  п ^ б

шагов (здесь использована формула (2.2)). Это, конечно, слишком 
много, поэтому модифицируем алгоритм 3.1.

Алгоритм 3.2. Сортировка обменом массива Л из п элемен
тов.

t .= 1;
w hile t < n do
. if  4(i} < =  A\i + I j.th e n  i := t + 1; 

else begin  i := y4[ij := A\i +  1]; A\i -f- 1] := f;
if  i > 1 th e n  i := i -  1 

end
Для этого алгоритма инвариант в точности такой же, как и 

для алгоритма 3.1. Однако чтобы для наихудшего случая ситуацию



Л[1] < А[2] < . . < yl[i] > Л[» + 1] превратить в ситуа
цию А(1] < . . .  < Л[г + 1], алгоритму 3,2 потребуетсй всего около 
2t шагов, т.е. суммарная трудоемкость упорядочения массива из п 
элементов будет около шагов.

Это намного лучше, чем п*/6, однако все равно алгоритм 
3.2 делает лишнюю работу. Действительно, перестановка элемента 
i4[t + 1] на первое место потребует г шагов, но чтобы после этого 
перейти от сравнения элементов Л{1] и Л(2] к сравнению элементов 
Л(г + I] н A[i + 2], алгоритму потребуется выполнить г заведомо 
бесполезных шагов. Поэтому представляет интерес улучшенная вер
сия сортировки обменом, имеющая трудоемкость п(п -  1)/2 шагов 
цикла в наихудшем случае.

Алгоритм 3.3. Улучшенная сортировка обменом массива А из 
п элементов.

for i := 1 to  п -  1 do 
beg in  j  := г; 

w hile  ( j  > 0) and  (Л(7] > A[j -f 1|) do 
beg in  t A[j]-, A{j] := A[j + 1); A[j + 1] := <; j  := j  -  1 end  

end

Рассмотрим еще один алгоритм сортировки — сортировку выбо
ром. Этот алгоритм основан на идее алгоритма 2.4, вычисляющего 
номер элемента массива с максимальным значением. Затем макси 
мальный элемент переставляется с последним в массиве. Такие дей
ствия повторяются в цикле сначала для п 3JteMeH гов массива, затем 
для п -  1 первых элементов и т.д. до двух элементов.

Алгоритм 3.4. Сортировка выбором массива Л из п элемен
тов.

for i ;= п dow nto  2 do 
beg in  k : -  ]; 

for j  ;= 2 to  i do  if  A[j] > Л{/:} th e n  к := j; 
t := Л[А:]; Л[А| := Л[г); Л[1] .= t 

end

Для этого алгоритма количество сравнений в наихудшем и б  паи



лучшем случаях одно и то же --  п{п -  1) / 2.

Известно много других простых алгоритмов сортировки. В каче
стве самостоятельного задания предлагаем запрограммировать ал
горитм '’пузырьковой сортировки” . Свое название алгоритм получил 
лз-за аналогии движения переставляемых в конец массива элемен
тов, имеющих наибольшее значение, с всплыванием пузырьков пара
3 кипящей воде.

Алгоритм ’’пузырьковой сортировки” состоит из двойного цикла 
просмотра и сравнения пар соседних элементов. Если некоторая пара 
элементов расположена jte по возрастанию, то эти элементы обме
ниваются значениями.

3.2. С ортировка слиянием

Добиться гораздо меньшей трудоемкости сортировки можно, ис
пользуя идею слияния двух упорядоченных массивов (алгоритм 2.7). 
Для работы алгоритма сортировки кроме входного массива из п 
элементов потребуется еще один вспомогательный массив такой же 
длины. Вначале предполагается, что входной массив содержит п 
упорядоченных кусков, каждый из которых содержит по одному эле
менту. Слияние производится поэтапно.

На первом этапе слияние производится отдельно для первого и 
второго куска, затем для третьего и четвертого, и т.д. При слиянии 
образуются упорядоченные куски по два элемента, которые перепи
сываются последовательно во вспомогательный массив. По оконча
нии этапа во вспомогательном массиве сформируются упорядочен
ные куски по два элемента.

На втором этапе входной и вспо.могательный массивы меняются 
мес'.ами и слияние продолжается. После второго этапа упорядочен
ные куски будут содержать по 4 элемента, после третьего — по 8 
эл<;ментов и т.д. Наконец, наступит момент, когда весь массив бу
дет представлять собой один упорядоченный кусок, и тогда алгоритм 
закончит работу..При этом упорядоченный массив может оказаться 
как на месте входного, так и на .месте вспомогательного массива.

Для использования алгорит.ма слияния 2.7 в сортировке его необ
ходимо .модифицировать следующим образом;



1) вместо входных массивов сливаться должны соседние куски 
в массиве Л, начало первого куска Ы, конец первого куска e l, 
начало второго куска с1 + 1, конец второго куска е2;

2) выходным массивом должен быть кусок массива 5 ,  его начало 
Ы, конец — е2;

3) алгоритм слияния должен быть оформлен в виде процедуры, 
вызов которой следующий: 5(Л , В,  61, el,  с2).

Алгоритм 3.5. Сортировка слиянием. Входной массив А из п 
элементов, В  — вспомогательный массив, р — признак размеще
ния результата, если р = 1 ,  результат в массиве А, если р = 2 — 
результат в В.

/ ; = 1; р = 1; {1}
w hile I < п do  {2}
beg in  Ы = 1; {3}

w hile  Ы < =  п do  {4}
beg in  e l := Ы + / - 1 ;  {5}

if  e l >  n th e n  el := n; {6}
W ;= el +  1; e2 := e l - f {7}
if  e2 > n th e n  c2 ;= n; {8} 
i fp  =  1 th e n  S { A ,B ,b \ ,e l ,e 2 )  else S{B, A , b l , e l , e 2 )  {9}
b l:= e2+ l  {10}

end; {11}
p : = 3 - p ;  / : = /  + / {12}

end  {13}

Переменная I в алгоритме содержит длину упорядоченных кус
ков. Цикл с заголовком в строчке 2 управляет переписыванием со 
слиянием из массива в массив, переменная р определяет направле
ние переписывания: при р =  1 из Л в 5 ,  при р =  2 — наоборот. 
В конце цикла (строчка 12) изменяется значение р и удваивает
ся значение /. Условие прекращения цикла: I > п, когда массив 
полностью упорядочен.

Цикл с заголовком в строчке 4 перебирает пары упорядоченных 
кусков для слияния. Переменная 61 (начало первого куска) упра
вляет работой этого цикла. В конце цикла (строчка 10) ее значение 
становится на 1 больше, чем конец второго куска (переменная е2). 
Цикл прекращается, когда очередной пары кусков нет (61 > п), т.е.



массив полностью переписан. В начале цикла (строчки 5 - 8 )  на 
основе значения Ы вычисляется конец первого куска (e l) , нача
ло второго (62) и конец второго куска (е2). Проверки (строчки 6 и 
8) обеспечивают правильные значения этих переменных на грани
це массива, когда длина первого или второго куска меньше, чем I. 
Второй кусок может иметь нулевую длину, тогда е2 = 62 -  1. Соб- 
стшжно слияние двух кусков производится через вызов процедуры
S  (строчка 9).

Полное доказательство правильности предлагается читателю 
провести самостоятельно.

Для вычисления трудоемкости алгоритма заметим, что после 
т - г о  этапа величина I равна 2"* (доказать самостоятельно!). 
Работа заканчивается, когда / > тг, поэтому количество переписы
ваний m = [logjTi], где угловые скобки отмечают округление до 
ближайшего целого сверху. Так как трудоемкость одного переписы
вания равна п, то общая трудоемкость С будет равна в шагах 
цикла слияния;

С = n flo g jn l. (3.1)
Сравним трудоемкость алгоритма сортировки слиянием с алго

ритмом 3.4 (с Сортировкой выбором) и с алгоритмом 3.1 (с простей
шей сортировкой). Следует учесть, что в наихудшем случае один 
шаг в цикле сортировки слиянием, в котором выполняется три срав
нения, по времени примерно соответствует трем шагам в цикле сор
тировки выбором. Таким образом, бу^;ем сравнивать значения функ
ций 3nflog2n], п ( п - 1 ) / 2  и тг^/6.

Таблица 3.1. Число сравнений в трех алгоритмах сортировки

п 3nfbg2 «] 7i(7i -  1)/2 тг̂ /6
10 120 45 166

100 2100 4950 1.6 6 - 10®
1000 3-10^ 5 - 10^ 1.66 - 10®

10000 4.2-10® 5-10^ 1.66 • 10“
100000 5 - 10® 5 -10* 1.66 • 10*̂

Из таблицы видно, что для малых размерностей выигрывает бо
лее простой алгоритм сортировки выбором, однако с ростом п кар-



тина р'^ико меняется: И|)И п = 100000 алгоритм сортировки сли
янием быстрое в тысячу раэ! Что касаотся алгоритма простейшей 
сортировки, го он плох всегда, а при п = 100000 медленнее алго
ритма сортировки слияииом в 30 миллионов раэ. Как легко, оказыва
ется, мощный комп).ютер Н|)гвратить в неповоротливого тугодума, 
если безлум}|0 использовать плохие алгоритмы! Но ничего не дается 
даром: алгоритму сортировки слиянием требуется дополнительный 
массив из п >леме1пов.

3.3. Поиск

Задача поиска формулируется следующим образом. Задан массив 
А из 71 элементов и поисковое значение р. Требуется найти такой 
номер I лломепта массива, для которого Л[г] =  р. В результате 
поиска может получиться одна из трех ситуаций:

1) существует единственный элеменг с номером г, для которого 
Л(г] = р;

2) АЩФ р при любых t = l , 2 ,
3) существует несколько элементов с номерами та

ких, что .4[»i) = р, Л(1Ч) =  р, . . =  р.
В нервом и третьем случае поиск считается успешным, причем 

в третьем случае очень часто достаточно ипйти хотя бы один эле
мент, равный поисковому значению. В лал1.нс йтсм будем считать, 
что если поиск успен1ный, то 1 < i < п, а если нет, то г = 0.

Для неупорядоченного массива задачу поиска одного элемента 
решает следующий однопроходный алгоритм.

А л го р и тм  3.6. Поиск в неупорядоченном массиве Л из ?t эле
ментов нс])Вого среди значении 4[i], равного р. Если такого зна
чения пет, то 1 =  0.

I := 0; к := 1:
w hile к <= п do  

if  Л[А) = р th e n  beg in  i ~  к] к :=■ п + I end  
else k: = k-J-l;

t> Доказательство правильности.
Зяпортимость алгоритма очевидна, т.к. i при к.чжлом 11ы т1Л1кч1ии 

никла i уво;1ИЧИвается либо на 1, либо сразу яо т) + 1. Иогле окончания 
никла = п 1.



Правильность постуслоиия. Предуслаьне: i =.• 0,А' — 1. Рассмочрны 
д в а  случая:

1) поискового значения и массиве нет, ачз! ли И|ял1ерка .4[А;] = р всегда 
будет давать ложь, поэтому постусловие г = О, = п + 1;

2) пусть Л[1) ф р, Л[‘2] ф р, . . А[1 -  I] ф р, Л[/] = р, тогда проверка 
j4[t] = Р будет давать ложь для всех к < I., инкл будет продолжаться, 
и только для к = I проверка даст истину, после чего цикл закончится с 
постусловием t = /, t  = » + 1.

В алгоритме 3.6 для наихудишго случая цикл поиска будет б ы - 
иолкяться п раз.

Оказывается, иоиск можно значительно ускорить, если массив 
упорядочон. Идея быстрого алгоритма поиска состоит в том, что 
в массиве выделяется область ’’подозрительных” элементов, т.е та 
кнх, что если искомый элемент в массиве сун1ествует, он обязательно 
будет внутри этой области. Каждое сравнение выполняется таким 
образом, чтобы область сокрашалас!, вдш)е. Пусть область ’’подозри 
тельных” элементов Л[6], + 1 ), . . . ,  Вначале 6 =  1, е =  п. 
Сравнение поискового значения р производится с элеме11том .4(с], 
где с = (о -f b)div 2, т.е. с элементом в се1̂ едине области. При этом 
возможны два исхода (см. рис.3.1);

1) Aft’] < р. Искомый элемент, если он существует, расположен 
среди Л ( с + 1] , . . . ,  Л[е].

2) А[с] > р. Искомый элемент, если он существует, расположен 
среди Л [Ь],..., Л[с],

Л[с) < р .-1[с] > р

Ь с с И  е

Гис. 3.1

В первом сл>чае можно положить Ь -  с + I, ао втором е -  с. 
('равнения следует нродолжагь, пока ’’подозрительная” с^бласть не 
сожмегся до одного элемеша. После i io io  придется провести срав-



пение с этим елинственным элементом, так как может оказаться, 
что в массиве нет ии олного элемента, равного р.

Так как каждое сравнение уменьшает область в два (или почти 
в два) раза, алгоритм получил название ’’дихотомический поиск” , 
или ’’поиск методом деления пополам”.

А л гори тм  3.7. Дихотомический поиск в упорядоченном массиве 
А из п элементов значения Л[г], равного р. Если такого значения 
нет, то г = 0.

Ь := 1; е := п; 
w hile Ь < е do  
beg in  с := (6 +  e)d iv  2;

if  А[с] < р th e n  b := с + 1 e lse е := с 
end;
if  A[b] = p th e n  i := b e lse i ;= 0;

Доказательство правильности.
Заверишмость алгоритма. Если область содержит более двух элемен

тов, то Ь < с < е и при любом варианте сравнения размеры области 
уменьшаются. Если же область содержит ровно два элемента, то с =  6 
и в этом случае при любом варианте сравнения становится Ь ~ е, после 
чего цикл пре.краньчртся.

Инвариант цикла "область элементов Л [6], Л[6+1],. . . ,  .4[е] подозри
тельна”. (Доказать самостоятельно.) После окончания цикла эта область 
занимает только один элемент Л[4], поэтому при истинности проверки 
Л[6] = р результат i будет равен номеру искомого элемента, а в против
ном случае, когда искомого элемента в массиве нет, г = 0. <

Оценим трудоемкость' дихотомического поиска. Пусть целое т 
таково, что 2'"“ ‘ < п <2"'. Так как при четном п размеры обла
сти уменьшаются в два раза, а при нечетном в два с округлением 
в f̂ . -пьшую или меньшую сторону, то понадобится не более т срав
нений для того, чтобы длина области стала равна 1. Учитывая еще 
одно сравнение после цикла, получим обшоо количество сравнений 
С  в наихудшем случае:

C = \\og,n] + l. (3.2)

1'аким образом, алгоритм дихото.мическои) поиска работает на



много быстрее последовательного upocMOjpa. 1 ак, С = 5 при 
п = 10, С = И при п = 1000, С  = 18 при п -  100000.

На практике чаще всего массивы сортируют как раз для TOin, 
чтобы ускорить последующий многократный поиск. Заметим, что 
если поиск будег проводиться всего идии раз, то, сортируя массив, 
мы получим не ускорение, а замедление работы, так как трудоем
кость лучших алгоритмов сортировки п log^ тг гпагов, что намного 
больше трудоемкости поиска в неупорядоченном массиве.

Оба рассмотренных алгоритма поиска находят только один эле
мент массива, равный поисковому значению, причем с наименыхгим 
номером. Для алгоритма последовательного просмотра это очевидно, 
для дихотомического поиска это легко доказать. Иногда требуется 
найти все такие элементы. Нетрудно догадаться, что в упорядо
ченном массиве они будут располагаться подряд, поэтому их легко 
найти просмотром после дихотомического поиска,

3.4. К освенная упорядоченность и поиск в таблицах

Иногда необходимо так упорядочить массив, чтобы сохранить и 
исходный порядок элементов. Решению этой задачи поможет косьен- 
ная упорядоченность, когда в дополнение к массиву А создается 
вспомогательный массив индексов S,  содержащий такую переста
новку чисел 1, 2, . . . , п ,  что

Л(5(1]]< Л[5(2]]< ...Л (5(п]). (3.3)

Алгоритмы сортировки и поиска легко переделать для косвенной 
упорядоченности. Для этог о, во-первых, задается массив индексов 5 , 
элементам которого вначале присваиваются числа 1, 2,.. . ,т г ,  так 
чго 5[а] =  I .  Во-вторых, все срав)гения с элементом Л(г] заменяют
ся на сравнения с элементом /l[5(i]], а вместо обмена значениями 
элементов /1[г] и А[]\ при сортировке делается обмен значениями 
элеме)гго» 5[г] и 6'(j]. Поэтому при модификации алгоритма сор- 
чировки слиянием для косвенной упорядоченности кроме исходного 
массива сортируемых элементов понадобятся два массива ссылок.

Ос1>бенно удобно использовать косвенную упорядоченность при 
работе с данными, представляющими таблицу (не путать с масси
вом!). Таблица содержит данные, размещенные по строкам и столб
цам, и в этом походит'на двумерный массив. Данные в одном столбце



должны быть одного и того же типа, в разных же столбцах данные 
могут быть различных типов. Например, в одном столбце - целые 
числа, в другом — строки символов. Столбцам в таблице приписы
вают названии (имена), строки таблицы обычно нумеруют целыми 
числами. Пусть, например, задан список учащихся (табл. 3.2).

Т аб л и ц а  3.2. Список учащихся

Учащийся
Иванов Иваи 
Петров rie i i- 
Сидоров Сергей 
Макарова Мария

Рост
170
190
168
176

Вес
68.5
61
79

61.4

История
5
4
4
5

Алгебра

4
5 
3

Данные таблицы можно разместить в нескольких массивах: ка 
ждый столбец в своем массиве. Список учащихся разместим следую
щим обра,юм: данные столбца "учащийся” - имасгипе Л, ’’рост” - 
в В, ’’вес” - -  в С\ ’’история” -  в I), “алгебра” -  в Е. Номера 
строк размеихать нигло но нужно, так как перестав-чять строки в та
блице мы не будем. Данные строки номер i представляются набором 
следующих значений этих шссивов; {г, Л[*]> Л[г],

11рн практической работе с таблицами возннка<^т множество за
дач. Вот некоторые примеры для таблицы ”С'лисок учащихся” :

1) выдать фамилии и имена учащихся, получивших пятерки но 
истории,

2 ) выдать фамилии и имена учащихся, имеющих четверки и пя
терки по всем предметам;

3) вычислить С1)едний вес учащихся;
4 ) 1)ычи(.1ить средний балл по истории J^ля тех. кто имеет "че

тыре” и ”пять” по ;ииебре.
г>) выдать фамилии и и.мена учащихся, рост коюрых находится 

в npejRUiax от 170 до 180 гм.

В рос гой алгорит.м решения какой либо и » ио1>ечислепн1>1х задач 
можно написать в виде однопроходного с ол)1им циклом, трудоом- 
KOI'I ь ею онрелоляется числом cipoK в гаОлиие. 1 с.ти таблица за- 
нимлс! и<' 4, а, нанримрр. -ШПО строк, то для 6i.n i|>uin иписка п



ней данные каждохо столбца следует косвенно упорядочись, исполь
зуя вспомогательные массивы индексов, для каждого столбца свой 
индекс. Тогда можно проводить быстрый поиск но данным k h k o i o -  

либо столбца. Следует лишь учесть, что в большинстве задач нельзя 
ограничиться поиском только одного элемента массива, как правило, 
необходимо отыскивать все элементы, удовлетворяющие условию 
задачи.

Возможности косвенной упорядоченности рассмотрим на приме
ре следующей задачи.

З а д ач а  ’’спортивное д во еб о р ье” . Входные данные;
1) таблица спортсменов (строка содержит порядковый номер и 

фамилию спортсмена), количество строк в таблице н;
2) таблица результатов соревнований по первому виду двоеборья 

(строка содержит номер спортсмена согласно первой таблице и его 
ба//лы по первому виду спорта), количество строк в таблице п 1, 
причем п1 < п;

3) таблица результатов соревнований по второму виду двоеборья 
(строка содержит номер спортсмена согласно первой таблице и его 
баллы по второму виду), количество строк в таблице п2, п2 < п.

Вторая и третья таблицы могут содержать меньше строк, чем 
первая, потому что некоторые спортсмены могли не участвовать в 
каком-либо из видов соревнований. Кроме того, строки во второй и 
третьей таблицах не упорядочены!

Требуется определить места, занятые спортсменами в двоеборье, 
по минимальной су. ме мест в отдельных видах.

Иримечлиия.
1) Считается, что чем больше баллов по одному из видов набрал 

спортсмен, тем более высокое место по этому виду он занял.
2) Определять победителя по сумме баллов двух видов нельзя: 

Э1Х) все равно, что к килограммам прибавлять метры.
3) В общий зачет должны входить только те спортсмены, кото

рые участвовали в обоих видах,
4) Если несколько спортсменов набрали одинаковое число баллов 

По одному из видов, то им следует приписать одинаковое среднее 
*^есто по этому виду. Например, четыре спортсмена, занявшие ме



ста после второго, ннбрали олно и то же число баллон. Тогда следует 
считать, что исо они имеют место (3 + 4 + 5 + 0)/4 = 4.5. Место 
следук)и!его гл ними спортсмена — 7.

5) Если у нескольких споргсменоп одинаковая сумма мест по обо
им г»идам, то им следует приписать одинаковое среднее место по 
двоеборью.

6) Все данные о спортсменах сведем в одну таблицу, см. пример 
в табл. 3.3.

Теперь, П1)ржле чем продолжать чтение, дапробуйте самостоя
тельно составить алгоритм решения задачи.

Т аб л и ц а  3.3. Пример сорепнонаний но двоеборью

N Спортс
мен

Балл 
вид 1

Балл 
вил 2

Мссю 
вид 1

iMecTo 
вид 2

Сумма
.viecT

Общее
место

1 .Абрамов 10.5.5 8 3.5 2 5.5 о

2 Волков 110 7.2 2 3 5 1
3 Зайцев 120 6.3 1 5 6 3.5
4 Иванов - 7.1 - 4 - -
5 Петров 99 11 5 1 6 3.5
fi Г идоров 105.5 - 3.5 - -
7 Тимофеев 83.5 4.3 6 6 12 5

Р еш ен и е  зад ач и  "сп орти вн ое  двоеб орье” . Чтобы было про
ще работать с пропущенными значениями в гаПлицг, условимся счи
тать, что;

1) нуль баллов означает, что спортсмен но учл( чвопал по одному 
из видов спорта;

2) очень большое занятое место (больше чем п, например, 10000 
и больше) означа*п-, что спор1смен выбыл из Г)ор1>бы

Ланные столбцов таблицы разместим в следующ их массивах; ф а
милии спо[)Тсменов —  в массиве F ,  баллы по 1 .му виду в В \ ,  
ост;и!ьны€'ланные — соответственно в мпс<и»а,х П2,  ;V/1. , \ /2 ,



Ms, МО. Длина массивов должна быгь достаточна для paiMeme- 
ния п элементов. Пусть тип данных для этих массивов определен 
как

ty p e  mreal = a rra y [l . . 1000]of real;

Алгоритм запишем ”по частям” , вначале — ввод данных.

{Ввод исходных данных. Конец ввода — по значению ”0” }

п := 0; р := 1;
и-'Г1<е/п('Введите фамилии спортсменов '); 
w hile р =  1 do 
begin  re.adln{str)\ 

if  str 0' th e n  p := 0 
e lse  begin  n := n + 1; F[n] str  end  

end;

for г ;= 1 to  n do  {заполнение баллов нулями) 
begin  r i [ i ]  := 0; B2[i] ;= 0 end 

end;

p:=  1;
югг<е/п('Введитс баллы ng 1-му виду'); 
while p = 1 do
begin юг1<е('Номер спортсмена, баллы: '); readln{i,b);

if г = О th e n  p := О else Й1(г) := b 
end;

p:= 1;
^гг<р/п('Введите баллы по 2-му виду'); 
while р = ] do
begin г1)п7е('Помер спортсмена, баллы; '); re.adln{i,b)] 

if г = О th e n  р := О else  U2[i] := Ь
end;



Для косвенной сортировки нам потребуется вспомогательный 
массив ссылок S.  Его тип определим как

ty p e  m int  =аггау[1 . . lOOOjof integer^

Будем считать, что имеется процедура косвенной сортировки по 
возрастанию: .ssortl{A,S,n),  гдо А  — массив значений^ S  — 
массив ссылок, п — их длина. Имеется также процедура косвен 
ной сортировки по убыванию s soTt2{A ,  S,n) .  Кроме того, имеется 
процедура вычисления мест place{A,S, М,п) ,  которая из массива 
значений А, отсортированного ссылками S,  формирует в массиво 
М места, занятые каждым спортсменом.

for t := 1 to  п do  5[:] := i; {первоначальное заполнение ссылок} 
s s o r t2 { B l ,S ,п); {косвенная сортировка по убыванию} 
place{B\,S ,  Л/1,га); {подсчет мест по виду 1}

for i ;= 1 to  71 do  5[j] := t; {первоначальное заполнение ссылок} 
ssort2(B2, S, n); {косвенная сортировка по убыванию} 
place(B2,S,  М2, га); {подсчет мест по виду 2}

for 1 := 1 to  га do Ms[i] := М1[г] +  M2[i];
{вычисление суммы мест}

for г := 1 to  га do  5[i] ;= г; {первоначальное заполнение ссылок} 
ssor t l (Ms ,  S, п)\ {косвенная сортировка по возрастанию} 
place{Ms, S, МО, п); {подсчет общих мест}

Рассмотрим алгоритм процедуры place.{A,S,M,n). Если бы не 
было одинаковых и пропущенных значений и Л, то было бы доста
точно присвоить Л/[5[А:)} ;= к для всех к ~  1, 2, . . . ,  ?t.

В алгоритме внешний цикл w hile  выделяет очородпую группу 
одинаковых элементов массива баллов А по косноннои упорядочен
ности 5. Переменная Л отмечает нач;!.^ этой группы, переменная
1, увеличивая значение но пну грен1К!»1 цикле w hile, о тмечает конец 
:т>й группы. Далее в пикле Гог элементам массива Л/, которые 
соответствуют этс)й ipyune, присваивается срс-дисе хк.что. Особо вы



деляется случай, когда количество баллов нулевое: тогда присваи
вается место 10000.

p ro c e d u re  p/ace(var А : тгеа1;\ат S : mint;
var М  : mreal; п ; integer)-, 

var i, i l , k  : integer] 
beg in  i := 1; 

w hile  i < =  n do 
beg in  i l  ;= г;

w h ile  (i < n)and(i4(5'(f]] = A[5[i + 1]]) do i := i + 1;
{выделена группа с одинаковыми местами с г'1 по г]

for к := i l  to  г do 
if  A[S[il]] > О th e n  M[S[k]] := ( il  + i)/2.0; 
e lse M[5[fc]] := IdOOO;

i := i +  1 
end  

end

Задания для самостоятельной работы

1. Доказать правильность алгоритма 3.3 — улучшенной сортировки 
обменом.

2. Какой из алгоритмов сортировки (3.3 или 3.4) работает быстрее в 
наихудшем случае ч почему? Обосновать ответ.

3. Записать алгоритм ’’пузырьковой сортировки” , доказать его пра
вильность и определить трудоемкость. Сравнить с другими алгоритмами 
соргировки.

4. Записать на Паскале текст процедуры S для алгоритма сортировки 
слиянием.

5. Написать на Паскале три программы, каждая из которых вводит 
размер п, генерирует массив из п случайных чисел и сортирует eix> 
(первая — алгоритмом 3.1, вторая — алгоритмом 3.4, третья — алгорит
мом 3.5). Испытать на компьютере эти алгоритмы при различных п (на
пример, для п = 100, п = 500, п = 1000, п =  10000) и сравнить между 
собой время их работы. Для определения времени в Турбо-Паскале можно 
использовать процедуру gettime из библиот'еки Dos

6. Доказать, что алгоритм дихотомического поиска отыскивает элемент 
массива с наименьмим номером среди всех, равных поисковому значению.



7. Преобразовать алгоритм лихотомического поиска так, чтобы он 
отыскивал ■члемент массива с наибольшим номером среди всех, равных 
поисконому значению. Доказать правильность алгоритма.

8 Дополнить алгоритм дихотомического поиска так, чтобы он отыски
вал все элементы массива, равные поисковому значенн”). Доказать пра
вильность алгоритма.

9. 1} массиве из п элементов требуется т раз произвести поиск. 
Опрслелить, что лучше: 1) выполнять поиск беэ упорядочения массива;
2) вначале упорядочить массив улучшенной сортировкой обменом, а затем 
выполнять поиск.

10. Рениггь залачу 9 для сортировки слиянием.
11. Преобразовать одии из простых алгоритмов сортировки так, чтобы 

он осуществлял косвенную сортировку.
12. Модифицировать алгоритм сортировки слиянием так, чтобы он осу- 

1нествлял косвенную сортировку.
13. Преобразовать алгоритм дихотомического поиска так, чтобы он 

о1Ъ1скивал элемент в массиве с косвенной упорядоченностью.
14. Преобразовать алгоритм задания 8 так, чтобы он отыскивал эле

менты в массиве с косвенной упорядоченностью.
15. Написать алгоритм решения понравившейся вам задачи для табли

цы "Список учашихся” .
16. Доказать правильность процедуры place.
17. Дописать на Паскале программу решения задачи "спортивное двое

борье”: вставитъ ввод исходных данных из файлов, вывод результатов в 
удобной форме. Определить -^оулоемкость алгоритма в зависимости от п.



Глава 4. Р Е К У Р С И В Н Ы Е  А Л Г О Р И Т М Ы  И 
Б Э К Т Р Е К И Н Г

Алгоритм можно всегда записать в виде процедуры (или 
процедуры-функции), зависящей от входных параметров. Более- 
менее сложный алгоритм содержит в себе алгоритмы второго уров
ня, которые внутри него можно записать в виде вызовов процедур.

Алгоритм можно записать даже так, чтобы он вызывал сам себя! 
Такой алгоритм называют рекурсивным. На первый взгляд кажет
ся, что получится порочный круг и алгоритм на компьютере никогда 
не выполнится до конца. Действительно, при выполнении алгоритм 
вызывает сам себя, при выполнении этого вызова ои снова вызыва
ет сам себя и так далее. Чтобы последовательность вызовов когда- 
нибудь закончилась, предусматривают, чтобы при каждом вызове 
хотя бы один вход:;ой параметр изменялся. В алгоритме произво
дится проверка этого параметра для того, чтобы при определенном 
значении повторный вызов не исполнялся.

Алгоритмы решения многих задач можно записать в рекурсив
ном виде. Часто одна и та  же задача может быть решена как ре
курсивным, так и нерекурсивным алгоритмом. Для некоторых за
дач рекурсивный алгоритм, можно легко придумать, в то время как 
нерекурсивный алгсритм просто не удается создать.

Существуют задачи, для решения которых необходимо просма
тривать большое количество вариантов. Рекурсивный алгоритм ре
шения такой задачи после выбора и проверки некоторого варианта 
отбрасывает его, чтобы выбрать другой вариант. Это действие — 
ход назад (по-английски backlraking) определило название класса 
алгоритмов: бэктрекинг.

4.1. Р екуррентны е последовательности  и 
рекурсивны е алгоритм ы

Рекурсивный алгоритм можно записать непосредственно п о  о п р е 
делению рекуррентной последовательности. Для примера рассмо



трим определение факториала:

п! =  1, п = О,
п! =  п(п  -  1)!, п > 0.

А л гори тм  4.1. Рекурсивный алгоритм вычисления факториала.

fu n c tio n  F(n : integer) : integer-, {1}
b eg in  {2}

i f n  =  O th e n  F : =  1 {3}
else  F  n*  F(n -  1) {4} •

en d  {5}
Заметим, что в записи рекурсивного алгоритма оператора цикла 

нет, хотя вычисления носят циклический характер.
Доказательство правильности подобного алгоритма основывает

ся на доказательстве корректности самого определения рекуррент
ной последовательности. Требуется лишь удостовериться, что при 
записи алгоритма в пего не привнесли ошибок.

Записать рекурсивный алгоритм легко, однако чтобы выяснить 
его эффективность, необходимо разобраться, как этот алгоритм вы
полняется исполнителем. Пусть в программе имеется вызов:

d := F (3 ) ;

Вычисления будут следующими;
1) вызывается функция F  и переменная п заменяется на 3;
2) проверка в операторе {3} дает лож ь, вычисляется {4}, в ходе 

чего вызывается F{2)\
3) проверка в операторе {3} снова дает лож ь, вычисляется {4}, 

т.е. вызываотся /■’(Oi
4) проверка в операторе {3} еще раз даст лож ь, вычисляется 

{4}, и теперь вызывается F(0);
5) проверка в сюраторе {3} дает истина, пычнсляотся F  ;= I;
6 ) F{n -  1) =  1 при п = 1 подстлвля»’т< я в формулу F := 

п *  F ( t j  -  1), в результате F  =  1;
7) lencpb F(t) - 1) = 1 уже при п = '2 поде таилягтся в формулу 

F := п*  F{n -  1), в результате новое F  -  2;
8 ) новое F ( t j - 1 ) =  2 n;iti ti = 3 »олг|;шля»пся в формулу 

F  := п * F(n 1), окончательный результат F  -  6;



9) наконец, вычисленное значение f  = 6 присваивается пере
менной d при первом вызове.

В первых четырех шагах вычисления как бы идут ’’вглубь” , а в 
следующих четырех — возвращаются ’’вверх” .

Для запоминания промежуточных значений в последовательно
сти рекурсивных вызовов исполнителю требуется память. В каче
стве такой памяти используется стек — структура данных со 
специальным доступом. Стек можно представить как Массив неогра
ниченной длины и переменную — указатель стека. Со стеком можно 
производить операции двух видов: записывать в стек и извлекать из 
стека некоторое зяаяенве. Бсяи мдссив стека обозначить как L, а 
указатель стека — как р, то операции будут выглядеть следующим 
образом:

1) р := р +  1; L[p] := i ;  — запись в стек значения х;
2) X := jL(p); р := р - 1; — извлечение из стека значения и запись 

его в переменную х.
До начала выполнения алгоритма р = О, т.е. стек считается 

пустым.
При вычислении F(3) в стеке размещаются те значения п, 

для которых вызывается F{n),  а также вычисленные значения F.  
Заполнение стека и извлечение значений из него показано на рис. 4.1.

1) р=1 2) р=2 3) р=3 4 )р = 4
п 3 п 3 2 п 3 2 1 п 3 2 1 0
F F F F

5) р=4[ 6) р=3
п 3 2 1 0 п 3 2 1
F 1 F 1

7) р=2 
п

8) р=1 
п

F

Рис. 4.1

Итак, для выполнения рекурсивного алгоритма требуется допол
нительная память для стека, хотя программист может и не знать
об этом. Если вылелённая исполнителем память для этого недоста
точна, то ал1оригм не может быть выполнен до конца: произойдет



его аварийное завершение и результат вычислений не будет полу
чен. Поэтому важно уметь оценивать объем памяти, необходимой 
для стека.

При каждом рекурсивном вызове требуется разместить в стеке 
следующую информацию;

1) значения параметров процедуры,
2) возвращаемое значение,
3) внутренние переменные в процедуре (если они есть),
4) адрес возврата — номер команды в программе, которая рас

положена сразу за командой вызова процедуры, и куда следует вер
нуться после выполнения процедуры.

Число таких размещений равно глубине рекурсии — количе
ству рекурсивных вызовов до получения первого результата проце
дурой. Общий объем памяти равен произведению глубины рекурсии 
на количество памяти, необходимой для выполнения одного вызова 
процедуры. Так, например, для рассмотренного алгоритма глубина 
рекурсии равна n-f-1, поэтому требуемый объем памяти в несколько 
раз больше, чем память для целочисленного массива длиной п -|- 1. 
Особенно много памяти потребуется, если внутри рекурсивной про
цедуры определен массив большого размера.

Что касается времени пыполнения рекурсивного алгоритма, то 
ясно, что оно пропорционально количеству рекурсивных вызовов. 
Например, для алгоритма вычисления факториала время пропорци
онально п -I- 1. Если сравнить его с временем выполнения нере
курсивного (циклического) алгоритма вычисления факториала, то 
фактически время работы рекурсивнохо алгоритма окажется в 2-3 
раза бол1>1ие, так как каждое повторение цикла требует от испол
нителя меньше действий, чем рекурсивный иыюв процедуры. Из 
рассмотрен! iro  примера видно, что при прочих ранных условиях 
рекурсивный алгоритм менее эффективен, чем цикли'к'ский, и един
ственным его преимуществом является лаконичное i ь онределония.

А теперь [>асс.мотрим рекурсивный алгоритм для Гюлее сложной 
рекуррентной последовательности на приме[)о чисел «Рибоначчн (см. 
фо1>мулу (2.3)).

•Алгоритм 4.2. Рекурсивный алгоритм вычис.чеиия чисел 
наччи.



function  Fib{n : integer) : integer-, {1}
beg in  {2}

if n = 0 th e n  Fib := 0 {3}
else if  n = 1 th e n  Fib 1 {4}
else Fib := Fib{n -  1) + Fib{n -  2) {5}

end  {6}
Глубина рекурсии алгоритма при n > О равна п, так как 

рекурсивный вызов в строке {5}: F i b { n - 2 )  происходит после ■ja- 
вершения вычисления F ib {n -  1). Поэтому объем требуемой памяти 
пропорционален п.

Обозначим количество рекурсивных вызовов R{n).  Из алгорит
ма видно, что числа R{n)  подчиняются следующему рекуррентному 
соотношению:

Г R{n)  = 1, я =  О, я =  1
{ R { n ) = l  + R { n - l ) + R { n - 2 ) ,  п > 1 .

Числа R{n)  растут гораздо быстрее чисел Фибоначчи. Сравни
те начальные числа Фибоначчи с начальными числами R{n): 1, 1,
3, 5, 9, 15, 25, 41, в7, 109, 177, 287, . . .  Таким образом, время вы
числения оказывается катастрофически большим! Это происходит 
потому, что при вычислении R{n -  2) ме используются промежу
точные результаты, полученные при вычислении R{n ~  1).

Из всего этого можно сделать вывод о том, что рекуррентную 
последовательность следует вычислять с помощью цикла, а не ре
курсии!

4.2. Рекурсивная сортировка слиянием

Тем не менее использование рекурсии вполне оправдано тогда, 
когда дополнительные расходы памяти и увеличение времени ра
боты алгоритма относительно невелики. Для примера рассмотрим 
рекурсивный вариант алгоритма сортировки слиянием.

Предположим, что алгоритм слияния 2.1 оформлен в виде проце
дуры S{A,  В,Ы, е \ , е2)  так, как это описано в разделе 3.2 (алгоритм 
копирует со слиянием два упорядоченных куска из массива А с но
мерами от 61 до el й о т  el-f-1 до с2 соответственно в массив В 
с номерами элемрчтов от 61 до е2). Тогда алгоритм сортировки 
можно определить очень просто:



1) если длина сортируемого массива 1, то ничего не делается;
2) в противном случае массив делится на две одинаковые (или 

почти одинаковые) части, к каждой части применяется алгоритм 
сортировки, после чего эти упорядоченные части сливаются в один 
упорядоченный кусок.

А л го р и тм  4.3. Рекурсивный алгоритм сортировки слиянием. 
Константа N  определяет максимгшьную длину массивов. На вход 
процедуры сортировки iiocrynaeT неупорядоченный кусок массива А 
с номерами элементов от Ь до е, на выходе — тот же кусок, но 
упорядоченный. Массив С  — вспомогательный.

ty p e  mas =array[l..A ^]of integer] 
ppocedure  rsor<(var A, С : mas,b,e : integer);

v a r i ,d  : integer; 
beg in  

if  6 < e th e n  
beg in  d := {b + e)div 2;

rsort{A,C,b,d); rsort{A ,C ,d  + l ,e );
S{A ,C ,b ,d ,e);
for i := 6 to  e do  i4(i] := C[j] 

end  
end

Правильность алгоритма легко доказать методом математиче
ской индукции, применив постусловие, что на выходе алгоритма ку
сок массива А с номерами от Ь до е упорядочен.

Вызов процедуры rsort для упорядочения массива X  из п 
элементов (У — вспомогательный массив):

rsort{X,Y,  1,п);

Из сравнения алгоритмов 3.5 и 4.3 видно, насколько рекурсивный 
алгоритм проще нерекурсивного (в котором два вложенных цикла!). 
Но не слишком ли велика плата за простоту? Оценим требуемую 
память и время выполнения рекурсивного алгоритма по сравнению 
с нерекурсивным. Нетрудно видеть, что глубина рекурсии алгорит
ма 4.3 равна flog2 n]. Действительно, если 2"*“ ’ < п < 2"*, то, 
чтобы размер упорядочиваемого куска массива в очередном рекур
сивном вызове процедуры уменьшился до одлого э.че.мо1гга, погре-



буется т  вложенных рекурсивных вызовов. Даже с учетом гого, 
что для каждого рекурсивного вызова требуется память для значе
ний 6 переменных, т.е. объем памяти для рекурсии имеет порядок 
bnogz^li ДЛЯ больших п это намного меньше, чем объем памяти 

массивов X  или У.
Время выполнения состоит из времени работы всех вызовов про

цедуры слияния 5, времени собственно рекурсивных вызовов про
цедуры rsort и времени обратного копирования из массива С в 
массив А. Общее время работы процедуры слияния 5  совпада
ет с временем работы этой же процедуры в алгоритме 3.5, котороо 
примерно равно Snflogjn] (см. раздел 3.2). На каждую пересылку 
при слиянии приходится по одной пересылке при обратном копирова
нии, поэтому общее время на это копирование — nflogj п ] . Подсчи
таем общее количество рекурсивных вызовов. Пусть для простоты 
п ~ 2"'. Тогда при перчом вызове rsort, когда длина куска масси
ва 2"*, выполнится два вызова процедуры с длиной кусков по 2'”"*, 
при всех вызовах с длиной кусков по 2'"“  ̂ — четыре вызова и т.д. 
Общее число вызовов:

1 -I- 2 +  2 4  2  ̂+  . . .  +  2'" =  2'"+* -  1 = 2п -  1,

что намною меньше, чем nflogj п], — общего количества копирова
ний элементов массива при всех отдельных слияниях. В целом время 
выполнения рекурсивного алгоритма оказывается больше, чем у не
рекурсивного, процентов на 40-50.

Таким образо; , эффективность рекурсивной сортировки слияни
ем не так уж и плохч по сравнению с нерекурсивной.

4.3. Б эктрекинг

Существует ряд задач, которые без рекурсии решить практиче
ски невозможно. К ним относятся, в частности, комбинаторные зада
чи, в которых ищется решение, состоящее из комбинации значений 
некоторых переменных. Иногда требуется найти не одно, а несколь
ко, быть может, даже все воз.можные решения. В качестве примера 
рассмотрим задачу нахождения ^сех перестановок натуральных чи
сел от 1 до п. Как известно, количество перестановок равно п!. 
Задачу будем pei ать следующим образом:

1) в качестве первого числа выбираем любое из чисел 1, . . . ,  ?i;



2) в качестве второго числа выбираем любое из чисел 
кроме того числа, которое выбрано первым;

3) третьим числом выбираем одно из чисел, которое не выбрано 
первым или вторым;

Этот процесс продолжаем до тех пор, пока не выберем послед
нее, п-е число для перестановки. Чтобы получить все возможные 
перестановки, надо на каждом этапе выбора к~го числа последова
тельно перебирать все допустимые числа, однако перейти к следу
ющему варианту можно, только если найдены полные перестановки 
для всех предыдущих вариантов. Такой процесс можно представить 
схемой типа изображенной на рис. 4.2 для т» =  3. Кружками на 
схеме обозначены "состояния” процесса, стрелками — переход к вы
бору очередного числа. В каждом из кружков записано выбираемое 
число.

к=1

к=2

Рис. 4.2

В соответствии со схемой вначале будет Bbi6paiia перестановка



1-2-3, затем 1-3-2, 2-1-3  и т.д. При выборе очередного числа дви
жение по схеме идет пс стрелке вниз, а при отказе от этого выбора 
(чтобы выбрать другое число) — обратное движение (бэктрекинг). 
Этот процесс легко реализовать рекурсивным алгоритмом.

А л гори тм  4.4. Рекурсивный алгоритм генерации перестановок. 
Перестановки генерируются в глобальном массиве Р, содержащем 
п элементов. Массив R  (тоже из п элементов) содержит признаки 
включения чисел в перестановку: если ^(tj =  1, то число » включе
но в перестановку, а если Л[г] = О, то нет. Рекурсивная процедура 
рег(к) выбирает для перестановок все оставшиеся числа, начиная 
с А:-й позиции. Вспомогательная процедура out(P,n)  выводит п 
элементов массива Р. Вначале всем элементам массива R  присва
ивается нулевое значение, после чего вызывается рег{1).

p ro ce d u re  р е г { к  : integeT);
v ar г : integer-, 

beg in  
fo r I := 1 to  n do 

if ^[i] = 0 th e n  
begin  i?[i] := 1; P[k] := i;

\{ к = n th e n  out{P, n) 
else per{k + 1); 
i?[i] := 0 

end 
end

Правильность алгоритма нетрудно доказать методом математи
ческой индукции. Заметим лишь, что присваивание Л[г] : -  О после 
рекурсивного вызова обеспечивает обратный ход — бэктрекинг для 
поиска другого решения.

Глубина рекурсии алгоритма равна п, так как при каждом вло
женном рекурсивном вызове параметр к увеличивается на единицу, 
а возврат из рекурсии происходит при к = п. Величина п не .может 
быть большой из-за огромного количества перестановок (например. 
10! = 3628800), поэтому затраты памяти в алгоритме невелики.

Время выполнения алгоритма .яфеделяется, прежде всего, коли
чеством сгенерированных перестановок. Правда, алгоритм доляот и 
’’лишнюю” работу: при к = 2 из п ш а г о в  цикла один булс1 П«'сио-



лезным, а при к =  п только один шаг цикла из п будет полезным. 
Однако при к =  п этот один шаг перевешивает все бесполезные 
п -  1 шагов, так как при нем выводится вся перестановка из п 
чисел. Практически эта ” лишпяя” работа увеличивает общее время 
выполнения незначительно.

Методом бэктрекинга можно решать многие интересные зада
чи, например, головоломки. В качестве примера рассмотрим одну 
из них.

Задача ’’ магические числовы е квадраты ” . В квадратнч>й 
таблице п Х п  так расставить числа 1,2, чтобы суммы по
всем строкам, столбцам и главным диагоналям были одинаковы. На 
рис. 4.3 приведены примеры магических квадратов для п =  3 и 
п =  4. Задача имеет решение лишь для п >  3.

* 2 7 6

9 5 1

4 3 8

8 1 6

3 5 7

4 9 2

1 2 15 16

12 14 3 5

13 7 10 4

8 11 6 9

Рис. 4.3

Будем искать все возможные магические квадраты для заданно
го п. Квадратную таблицу ’’ вытянем” в одну строку с нумерацией 
ее элементов от 1 до п^. Тогда решением будет такая перестанов
ка чисел 1 ,2 ,...,п^ , которая удовлетворяет условию магического 
квадрата. Поэтому за основу ^горит.ма можно взять алгоритм 4.4 
генерации перестановок, дополнив его проверкой условия.

А лго р и тм  4.5. Рекурсивный алгоритм генерации магичсски.х чи
словых квадратов. Квадраты генерируются в виде перестановок 
чисел в глобальном массива Т.  Массив f i  из элементов содер
жит признаки нключ«'ния чисел в перестановку: еглн /?(«] = 1 ,  то



ЧИСЛО г включено в перестановку, а если Д [ « ]  =  О, то нет. Рекур
сивная процедура sq{k)  выбирает для перестановок все оставшиеся 
числа, начиная с к~й позиции. Вспомогательная процедура-функция 
test{T,  п )  проверяет условие магического квадрата и выдает едини
цу, если условие выполняется, а процедура o u t { T , n )  выводит 
элементов массива Т  в виде квадрата. Вначале всем элементам 
массива R  присваивается нулевое значение, после чего вызывается 
59(1).

procedure sq{k : in teger ) ;
var i : integer-, 

begin 
fo r t :=  1 to  n ♦ n 

i f  fl[t] =  0 then 
begin  Д[г] :=  1; T [ f  ] :=  t; 

i f  к =  n *  n then 
begin

i f  t e s t {T ,n )  =  1 then o u t { T ,n )  
end
else sq{k -f 1);
R[i\ := 0  

end 
end

Величину суммы для проверки условия определим из следующих 
соображений. Сумма всех чисел квадрата равна

1-|-2-|-3-|-... +  п  ̂ =  п^{п^ +  1)/2.

Эта сумма делятся на п одинаковых частей (по количеству с рок 
в квадрате). Таким образом, искомая сумма ^ля проверки условия 
равна n{ri^ -f 1)/2. Ниже приведена процедура-функция проворки 
условия магического квадрата. Тип mas —  массив целых чисел.

В отличие от алгоритма 4.4 здесь решениями будет лишь не
большая часть всех сгенерированных перестановок. Так, для п =  3 
только 8 перестановок из 9! =  362880 будут решениями, а для 
п =  4 — только 7040 из 16! ^ 20922789888000. На компьютере 
средней мощности (типа ЛТ-286) для п =  3 алгоритм булот ны- 
полняться несколько минут, а для п = 4 несколько го(ги л<ч !



function test (var  T  : mas, n : in teger )  : integer-, 
var b , i , j , s , s l : integer-, 
begin 

6 := 1 ;
s/ := n ♦ (n * n +  l )d iv  2;
t ;= 1; {проверка строк}
w h ile  (t < =  n)and(6 =  1) do
begin

s :=  0;
fo r j  :=  1 to  n do 

s :=  я +  T [ ( i -  l ) * n  +  j]\ 
i f  s < >  si then b :=  0;

end;
j  ;=  1; {проверка столбцов}
w h ile  { j  < =  n)and(6 =  1) do 
begin  s :=  0; 

for г := 1 to  n do s :=  3 +  T [( i  -  1) ♦ n +  j] ;  
i f  3 < >  si then b :=  0; 
j  := J +  1 

end;
i f  6 =  1 then
begin  s := 0; {проверка диагонали слева-направо} 

fo r  i := 1 to  n do s ;=  s +  T [ ( i  -  1) ♦ (n +  1) +  l]; 
i f  3 < >  s/ then b :=  0; 
i f  6 =  1 then
begin 3 := 0; {проверка диагонали справа-налево} 

fo r i :=  1 to  n do s := 3 +  T [ ( i  -  1) ♦ (n -  1) +  n]; 
i f  s < >  si then b 0; 

end 
end; 
test ;= b 

end;

Попробуем ускорить работу алгоритма. Заметим, что по мере по 
строения очередной перестановки, когда выбраны несколько первых 
чисел, появляется возможность проверки того, что все перестанов
ки, начинающиеся на эти числа, бесперспективны, и тогда отсечь 
все эти варианты перестановок. Это соответствует тому, что при



движении по схеме (см. рис. 4.2) мы из некоторого состояния на од
ном из верхних уровней сразу же делаем ход назад. В алгоритме .-ке 
при бесперспективности перестановки просто не вызывается ре
курсивно процедура s7 (/ :+ l ) .  Рассмотрим, как реализовать такие 
проверки. Во-первых, проверку очередной строки квадрата можно 
делать сразу, как только она сформирована, условие того, что про
верка нужна: к m od п =  0. Аналогично проверку сформированного 
столбца квадрата можно делать при к >  •п} -  п. Наконец, проверку 
диагонали справа-налево можно делать при к =  — п +  I. В ре
зультате полных перестановок будет формироваться гораздо мень
ше. Так, для п =  3 при первой проверке вместо 362880 будет 
формироваться 2592 перестановки, при первой и второй — 72, а 
при всех трех проверках —  только 24 перестановки. В результате 
время работы алгоритма сократится в тысячи раз. При этом стано
вится реальным вычислелие всех магических квадратов и для п =■ 4. 
К сожалению, этих усовершенствований недостаточно для решения 
задачи при п =  5, число 25! w 1.55 • 10̂ ® останется непомерно 
большим, даже если его разделить на миллион или миллиард!

Можно изменить задачу: искать не все, а только т  первых ма 
гических квадратов. Тогда требуется после нахождения т  первых 
решений прекратить поиск других решений, для чего произвести за
вершение всех вложенных рекурсивных вызовов. Это можно сделать 
следующим образом:

1) завести глобальную переменную г  и до вызова процедуры 
s^ (l) присвоить ей нулевое значение;

2) в процедуре sq, как только будет найдено решение, у i лнчить 
г  на единицу;

3) в процедуре sq цикл fo r выбора следуюиато числ» заменить 
на эквивалентный цикл w h ile  с условием: (г < =  п + п)апс1(г <; inj .

Это соответствует тому, что при движении по схеме рис. 4.2 
после нахождения m решений обратный ход будет вынолня гы я 
подряд вплоть до выхода «а  самый верхний уровень и ::aiK‘piH<"iHi« 
самого первого вызова s^ (l).

А  теперь кратко рассмотрим общие принципы метода бж  грекнн 
га для решения задач переборного характера:

1) вначале следует определит такие структуры данных (ма< 
сивы, переменные), которые обеспечат возможность перечисления 
в г г г  во»можных варнантов решения задами;



2) затем записать основную рекурсивную процедуру с циклом, 
в котором производится перебор вариантов движения вниз на одну 
ступень по схеме из текущего состояния, либо выдачу сгенерирован
ного очередного варианта;

3) в процедуре предусмотреть проверку корректности полного 
сгенерированного варианта м по возможности проверку бесперспек
тивности частично сгенерированных вариантов и их отсечения.

В заключение рассмотрим использование метода бэктрекинга 
для решения еще одной головоломки.

Залача  ’’ поиск пути  в лаби р и н те” . В прямоугольном масси
ве Т  из п строк и т  столбцов задан лабириит. Если T [ i , j ]  =  О, 
IX) в этой позиции проход есть, если T [ i , j ]  = 1  —  то нет (стенка). 
Двигаться можно только в соседнюю клетку по горизонтали или вер
тикали, если есть проход. Найти путь из некото^й начальной пози
ции r[tO ,jO ] в конечную T [ i k , j k ] ,

А лго р и т м  4.6. Рекурсивный алгоритм поиска пути в лабирин
те. В глобальном массиве Т  из п строк, m столбцов эаписа]{ 
лабиринт, путь запоминается в виде координат клеток в глобальных 
массивам P i  и P j ,  текущая длина пути вычисляется в переменной
I. Путь также отмечается двойками в массиве Т .  Вспомогатель
ная процедура out выводит найденный путь. Процедура l a b { i , j )  
вычисляет путь от клетки r [ t , j ]  до клетки T [ i k , j k ] .

procedure l a b { i , j  : integer) ;  
b e g in T { « , j ] : = 2 ;  I I +  V, P i [ l ]  ~  i-, F j [/ ] ;= j ;  

i f  (t =  i k ) a n d { j  =  j k )  then out 
else begin

t - l , j ]  =  0) then  l a b { i - l , j ) ;
t '+  2 ,j 
i , j - l

=  0) then lab{i +  l , j ) ;  
=  0) then l a b { i , j  -  1);

'[», j  +  1] =  0) then l ab { i , j  -f 1);

i f  (t > l )a n d (T  
i f  { i  <  n )and (T  
i f (>  > l )a n d (T  
i f  ( j  < m )and(j 

end

end

BiuiOB этой процедуры в главной программе: lab{iO, jQ).  Перед 
аыювом необходимо счетчику длины пути I присвоить нуль. В про



цедуре производится перебор всех возможных вариантов движения, 
на каждом шаге их не более четырех. При выборе очередной клетки 
для движения проверяется, нет ли там стенки или края поля лаби
ринта, а также не проходит ли через эту клетку текущий вариант 
маршрута. Поэтому исключаются маршруты с самопересечениями 
или с повторением движения по одним и тем же клеткам. Тем са.мым 
исключается зацикливание маршрута. Длина любого из найденных 
маршрутов не превышает количества свободных клеток в лабирин
те, которое, в свою очередь, не больше чем п • т.  Этой же величиной 
определяется и максимальная глубина рекурсии. Однако общее ко
личество вариантов маршрут? может быть очень велико; верхняя 
граница их количества равна (п  • т ) ! .  Заметим, что существует 
принципиально другой алгоритм, гораздо более эффективный. Но 
он очень сложен, поэтому здесь не обсуждается.

4.4. Логические игры с противником

В алгоритме игры компьютера против человека обычно содер
жатся следующие три части;

1) диалог с человеком;
2) оценка игровой ситуации;
3) выбор лучшего хода.
При реализации третьей части можно исхгользовать метод бэк 

трекинга. В качестве примера рассмотрим одну знаменитую игру.
И гр а  крестики-нолики 3x3 . Рабочее поле игры представим в 

виде массива Т  из девяти элементов. Первые три элемента соответ
ствуют первому ряду клеток поля, вторые три —  второму, третьи 
три — третьему ряду. Пустая клетка отмечается числом О, крестик 
(ход человека) —  числом 1, нолик (ход компьютера) —  числом 2.

Главная часть алгоритма —  диалог с человеко.м —  состоит ni 
цикла, в котором вначале делает ход человек, затем произпошпся 
нроьерка игровой ситуации и, если игра не завершена, делает ход 
компьютер. Переменная <1 управляет работой цикля. Если <1 =  0. 
игра продолжается, если d =  I — выиграл человек, если «/= 2 
выиграл компьютер, если rf =  3 — ничья. Переменная s содержит 
количество заполненных клеток.

Вспомогательные проиеду[»ы алгоритма:
in {q )  —  вводит ход человека, переменная q —  номер элемента 

T\q]. куда человек ставит крестик;



out{q)  — ВЫВОДИТ ХОД T[q\, сделанный человеком или компью
тером, на экран;

test{q) — вычисляет оценку ситуации после хода Т[д]: О —  если 
игра не закончена, 1 —  если выиграл человек, 2 — если выиграл 
компьютер, 3 —  если ничья;

step{g ,g ,k ,d )  — выбирает лучший ход T[q ]  для игрока д {д =  I 
длх человека, д =  2 для компьютера), d —  прогноз ситуации (как 
в процедуре test),  к —  количество оставшихся ходов для прогно
зируемой ситуации.

Алгоритм диалога 
for i ;=  1 to  9 do T [i] :=  0; 
d :=  0; s ~  0; 
w h ile  d — 0 d o  
begin tn (9 );

T [9 ] : = l ;  s : = s + l ;  
out{qy, 
d :=  test(q) ;  
i f  d =  0 then 
begin  siep(2 , q, k, d);

T[q]  : =  2; s := s +  1;
obt{q)\
i f  A: >  1 then <f :=  0 

end 
end;

От реализации процедур *n(g) и out{q)  зависит внешний вид 
игры, удобство ее практического применения. Здесь читатель может 
воплотить самую смелую фантазию: сделать экранный ввод-вывод 
»  графическом режиме с управлением клавишами стрелок или даже 
мышью, дополнить диалог различными звуковыми и динамическими 
э<14|ектами и т.п.

Процедура test{q) вычисляет номер игрока, сделавшего ход Т[д], 
определяет номер строки и столбца, куда был сделан ход, и проверя
ет на;1ичис выигрышной для этою  игрока комбинации. Если таковой 
нет и все клетки заняты, то результатом работы процедуры будет 
ничья (число 3).

Лля выбора очередного хода можно использовать самые раз
н ы е ’.ировые стратегии. Наука теория игр в качестве иаилучшей 
(оптимальной) предлагает минимаксную стратегию. Эта стратегия



очень проста; необходимо жихимизпровать л(а\'сималыю вочмож- 
ный выигрыш протипнпка.

В процедуре step минимаксная стратегия реализуется мею/юм 
бэктрекинга. Работу процедуры можно проиллюстрировать иго юй 
же схемой на рис. 4.2, В начальном состоянии последовательно пере
бираются псе незанятые клетки поля. Лля к.гждого воз.можного .хода 
в незанятую клетку может быть одна из двух ситу|1ций: 1) иг ра за
кончена; 2) игра продолжается. Во втором случае вызывается проц<'- 
дура step, но уже для определения иаилучшего хода с точки зрения 
противника. Иаилучший ход определяется по правилам:

1) если среди возможных хс.ов есть такой, после которого гаран
тируется выигрыш, то выбирается ход, при котором пыи1'рыиг Пуде г 
достигнут за наименьшее число последующих ходов;

2) если среди ходов есть только такие, после которых может быть 
ничья или проигрыш, то выбирается ход, гарантируюиши ничью с 
максимальным числом последующих ходов;

3) если среди ходов все проигрышны , то выбираеюя ход с .мак
симальным числом последующих ходов.

При рекурсивном вызове процедуры для определения наилучше- 
го хода с точки зрения противника при.меняется такая же стратегия, 
т.е. всегда игроком выбирается наилучший ход для наилучн1его го 
стороны противника оТвета.

В теории игр доказано, что минимаксная стратегия оптимальна; 
игрок, придерживающийся этой стратегии, получит лучший ])сзуль- 
тат, чем игрок, от нее отклоняющийся. Однако для больпппи тпя игр 
такую стратегию применить не удается. Для игры крестики-нолики 
3 x 3  минимаксную стратегию можно реализовать только потому, 
что перебор сравнительно невелик: после первого хода человека i.iy 
бииа рекурсии просмотра ответного хода 8. поэтому общее ';1[гло 
просматриваемых комбинаций 8! =  10320. Такой перебор мож(П 
занять несколько секунд времени иа компьютере срел1Н'й .-ю[ЦНосП1.

Ксли мы попытаемся нрим»;нить минимаксную стратегию  для 
более сложной игры, то  сразу же сто.чкие.мся с так 1[,чи о гр 1>мными 
числами комбинаций, что реализация игры нотеряег всякий смьи-ч 
и никакие супермошные компьюч. pi,i Hf’ спасут полч^.ппь'. П о 'Г о  
,му обязательно следует' мридумагь и реа.чизовать споС(>Г)ы скч-'г- илн 
заведомо плохих вариантов ответны х ходов, К < 1>ж.*.!еиик), yfiitiv ])



сальных способов отсечения не существует, для каждой игры нужно 
придумывать свои.

Длгоритм оценки ситуации **♦♦*♦♦+♦ } 
function tcst{q : in teger )  : integer;

var i i , i , j , g , t e  : integer;  
begin g :=  T[q\, {кто сделал ход?}

г := (9 + 2 jd iv  3; j  :=  (q  -  l)m o d  3 +  1;
12 := (i -  1) * 3 +  1; { i  — строка,; — столбец)
te := 0;
i f  (T [ i2) =  g ) a n d ( T i i i  +  1] =  g ) a n d { T [ i i  +  2] =  g)  
then te ;= g {если строка занята игроком д }
else i f  (7 ( j ) =  g ) a n d { T [ j  +  3] =  g ) a n d { T [ j  +  6] =  p) 
then te :=  g {если столбец занят игроком
else begin 

i f  {q =  l )o r (g  =  5 )o r {q  =  9) then 
begin  {проверка диагонали слева-направо)

i f  (Т[1 ) =  5)and('r[5] =  5)and(T[9] =  у)  then te :=  g 
end;
I f  {q =  3 )or(g  =  5 )or(g  =  7) then 
begin  {проверка диагонали справа-на-’ево}

i f  (T[3 j =  ff)and(T[5 ] =  (/)and(r[7] =  g )  then te :=  g 
end; 

end;
i f  {te =  0)and(5 =  9)then te ;=  3; {проверка ничьей.} 
te.4t :=  te 

end;

Часто даже с отсечениями обычно остается слишком много пе
ребираемых комбинаций, поэтому для ограничения времени расчета 
ответного хода необходимо искусственно ограничить глубину рекур
сии (с помощью глобальней переменной —  счетчика) Качество стра- 
чегик от этого, конечно, пострадает, но зато и у человека появится 
шанс выиграть!

Иногда для некоторой игры удается провести тонкий анализ 
игровой ситуации, оценивая ее в баллах. Тогда мо;кно или совсем 
огкача1 ься от рекурсии, или после нескольких рекурсивных вызо
вов использовать оценку ситуации. Тем самым можно при ограниче
нии глубины просмотра ул.. чшить качество выбора ответного хода.



Именно так реализуют, например, шахматные программы.

Алгоритм выбора лучшего хода 
procedure step{g : integer ,var  j , q , d  : integer)-, 

var : integer-,
begin :=  3 -  d := p i; q :=  0; 

fo r  t := 1 to  9 do 
i fT [ t ]  =  O then 
begin

Tfi] g\ 5 ;= 5 +  1; {пробуем сделать ход}
d\ := test(i)-, q l  :=  0;
i f  =  0 then {не конец игры, пусть ходит пр0 1 ивиик) 

s t ep {g\ , j l , q\ ,d iy ,  '
{ * * *  анализ хода противника
i f  (/li= д then {наш выигрыш)
begin

i f  d о  d\ then {выигпыш, которого не было}
beg in  d := d\-, q q l  +  1; j  := i end 

else i f  q l  1 <  q then {выигрыш был, сейчас быстрее} 
begin  q q l  -j- 1; j  :=  i end 

end
else i f  dl =  3 then {ничья}
begin

i f  d < >  g then {ничья и не было выигрыша}
begin

i f d  =  g l  then {ничья, был прюи1 ыш)
begin  d :=  d l ;  q q l  -j- I ;  j  i end 

else i f  +  1 >  9 then {ничья была, но сейчас дольше) 
begin  q -.= q l  +  I ]  j  :=  i end 

end 
end
else {проигрыш)

i f  (d =  ^ l)a n d (7 l +  1 >  7 ) then {но сейчас больше холоп} 
begin  q ;=  ql  4- 1; j  :=  i end 

{* ♦ *  заномнен лучший вариант хода
T [ i ]  0;  ̂ :=  .s -  1; {ход назад}

end 
end



Задания д ля  сам остоятельной  работы

1. З а тк а ть  рекурсивный вариант однопроходных алгоритмов 2.1 — 2.4.
2. 1Ч-ализуйте рекурсивный варнант алгоритма дихотомического поис

ка (см. алгоритм 3.6).
3. Лснолните задание 5 главы 3 алгоритмом 4 3 (рекурсивной сорти

ровкой слиянием).
4. Молифицпруйте au;iropiiTM 4.3 (рекурсивную сортировку слиянием) 

для получения косвенной упорядоченности
5. Рекурсивный алгоритм вычисления значения максимального эле.мен- 

та в массиве методо.м дихотомии.,Если в массиве один элемент, то резуль
татом будет его значенне. И противном случае массив делится пополам, для 
каждой его части вычисляется значение макси.малыюго элемента, макси- 
му.м из которых и будет результатом. Доказать правильность алгоритма. 
Полсчи'1агь количество сравнений и глубину рекурсии.

6. Игра ’’ Ханойские башни” . Даны три вертикально укрепленных 
стержня На первый стержень нанизаны п дисков, все разного  диа
метра, в виде башни: внизу лежит самый большой диск, иа нем второй 
диск поменьше и т.д. Требуется переложить всю башию из дисков с пер
вого стержня на третий (второй используется для промежуточных пере
кладываний), не нарушая следующих правил: 1) за один шаг переклады
вает я один диск; 2) диск можно класть либо иа пустой стержень, либо 
на диск большего диаметра. Запишите рекурсивный а;.:оритм перекла
дывания башни. Докажите, что и дисков можно переложить за 2" -  1 
перекладываний.

7. Реализуйте всевозможные отсечения и усовершенствования в алго- 
рит.ме решения задачи ’’ магические квадраты” и попытайтесь получить 
хогя бы по одному квадрату для п =  5 и п =  6.

8. Реа,-шзуйте в алгоритме поиска выхода из лабиринта нахождение 
самого короткого пути. Что будет, если в этом алгоритме убрать присваи
вание 7 '[t._/]:=0 п конце процедуры l a b { i , j ) ?

9. Прелус.могрпте сокращение перебора в алгоритме поиска самого ко
роткого пути в лабиринте.

10. На шах.матной доске п у. п клеток поставлено п ладей так, ч'ш 
никакие две из них не ” бью г” друг друга. Написать а;и^^ритм получения 
нс-х перестановок, доказан, его правильность. Чему равно количество ne
per ганопок для любого

11. Задача 10, но вместо ладей — ферзи. Написать алгоритм и вычи- 
с-'нпь количество перестановок для нсех н вплоть до п =  10.

12. Зап)>о1 раммируйте и отладьте игру ’’ крестики-полики” 3x3 с удоб
ным (рафическим диа^югс/м. Приду.манте сокрашение перебора для уско- 
роннч работы а-'поритма

13 Разработайте и запрог,.а.ммируйте алгоритм вашей любимой игры.



Важное значение в современной информатике имеют сп мвольпые. 
данные и алгоритмы их обработки. В Паскале такие данные пред
ставляют как массив символов: array  o f  char.  Кроме того, имеется 
и специальный тип str ing,  с которым можно производи гь операции 
целиком, без выделения отдельных символов. Строки можно присва
ивать,, склеивать (операцией + ) ,  сравнивать (операциями = < и 
т.п.). Иногда приходится иметь дело и с.массивами элементов ти
па str ing,  т.е. с массивами строк символов. Пример такого массива 
— список фамилий спортсменов в задаче ’’ спортивное двоеборье” из 
раздела 3.4.

Чаще всего входные си.мвольные данные сохраняют на диске 
в виде файлов, поэтому желательно предусмотреть ввод исходных 
данных из одного файла и вывод обработанных данных в другой 
файл (см. пример в алгоритме 2.13).

5,1. С о р ти р о в к а  и пои ск  в м асси в а х  с т р о к

При описании переменной типа str ing ,  так же как и при опи
сании любого другого массива, указывается количество элементов. 
Иногда это количество не пишется, но всегда подразумевает
ся, обычно это 255 символов. Это значит, что под строку выделя
ется память указанного размера. В отличие от других массивов при 
выполнении действий над строками автоматически контролирует
ся текущая длина строки, которая не может быть больше указан
ной л описании и которая вначале paBita нулю. При сравнении прок 
используется принцип лексикографического порядка. Его можно 
представить в виде следующего алгоритма.

А лго р и тм  5.1. Лексикографическое сравнение строк .ч1 и .*>2. 
Результат: г -  О при si =  s2, г =  I при 51 > s2, г =  -1  
при ,sl < s‘2. Строки сравниваются посимиольно, с первых (и.\гио- 
л.)в. Если очередные символы совпали, то срав(гиваются следующие.



и т.д. Если обо строки закончились, то они считаются равными, а 
осли закончилась, например, только 51, то считается, что si <  s2. 
Ксли очередные символы не совпали, то меньшей считается та стро
ка, код символа у которой меньше. Стандартная для Паскаля функ
ция l ength вычисляет текущую длину строки, а ord —  код символа.

п1 ;= l engtk{sl )\ п2 :=  le.ngth{s2)\ 
г —  0; i : = l ;
w hile (е <  r il)an d (: <  n2)and (or(/(sl[i]) =  orc/(s2[i])) do 

i := г +  1; 
i f  ( :  < n r)an d (i < n‘2) then 
begin

i f  orrf(s l[i)) <  ord{s2 [%\) then r  :=  -1  
else г := 1 

end
else i f  (t < Til) then г :=  -1  
else i f  (j < n2 ) then r := 1

Транслятор Паскаля автоматически использует этот алгоритм 
при выполнении операций сравнения строк, поэтому строки можно 
сравнивать так же, как, например, целые числа. Аналогично число- 
во.му массиву массив строк может быть упорядоченным или нет. При 
этом а,1Горитмы сортировки массивов строк внешне ничем не отли
чаются от аналогичных алгоритмов для числовых массивов. То  же 
са.мое относится и к алгоритмам поиска.

Однако при работе со строками возникает следующая пробле
ма. Как известно, в текстах на естественном (русском, английском) 
языке имеются как строчные (малые), так и прописные (большие) 
буквы. Н алфавите символов им приписаны различные коды, однако 
результатом сравнения, например, ” а” и ” А ” должно быть совиаде- 
н«г!

Эту П1>облему будем решать с по.чощью таблицы перекодиров
ки, которая задается как массив целочисленных констант с нумера
цией элементов от О до 255 (что соответствует кода.м символов 
длиной 1 байт =  8 бит). Если некоторый символ с кодом не 
mp(uytmcM отождествлять ни с каким други.м, то элемент массива 
noMt'p dl  должен содержать значение dl .  Если же символ с ко
дом J2 необходимо отождествить с символом, имеющим код rf3, 
то :>ло'.1енг .массива помер а2 должен содержать значение d'i. При



обычном сравнении символон сЛ и с2 фактически сравниваются их 
коды, получаемые функцией Паскаля nrd: o r d { c \ )  и ord{ c2 ) .  При 
использовании таблицы перекодировки 7 'сравниваются Т\отЛ{с\)] 
и T [oTd{c2 ) ] .

Для отождествления всех больших и малых букв латинского и 
русского алфавитов (а  также букв ” ё” , ” е” , ” Ё” и ” Е” )в коле ,\8СП 
(см. приложение 1) таблица перекодировки Т  должна быть слецу- 
ютей:

const T:aTTay{ { ) . .255]o i  inieqe.r =
(О , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14,15,
16,17,18,19,20,21.22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,
32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,
48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,58,59,60,61.62,63,
64,65,66,67,68,69,7G, 71,72,73,74,75, 76,77,78, 79,
80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90,91,92,93,94,95,
96,65,66,67,68,69, 70,71.72,73,74,75. 76,77,78, 79,
80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87,
88, 89, 90,123,124,125,126,127,
128.129.130.131.132.133.134.135,
136,137,138, 139,140,141,142,143,
144.145.146.147.148.149.150.151,
152,153,154,155, 156,157,158,159,
128.129.130.131.132.133.134.135,
136,137,138,139,140,141,142,143,
176,177,178,179,180,181,182,183,
184,185,186.187,188,189,190,191,
192, 193,194,195,196,197,198,199,
200,201,202,203,204,205,206,207, 
208.209.210,211,212,213,214,215,
216,217,218,219,220,221,222,223,
144.145.146.147.148.149.150.151,
152, 153, 154,155,156, 157,158,159,
133,133.242.243,244.245,246,247,
248,249,250,251,252,253,254,255);

' )  гу табли цу буж'М испо.'п.зопа п. для сравш^ния п р о к  и a^untHi! 

М(' 5.2 (функиия .^ гот р ).



А л 1ч>ритм 5.2. Лексикографическое сраннение строк si и s2 
( 4)го/клествлснием больших и малых букв с помощью таблицы не-
1)екодировки Т.  Результат равен нулю при s i = s2, единице при 
,sl > s2, минус единице при s i < s2 .

function scompivar  s i, s2 : st r i ng )  : integer]  
var i, T, n l ,  Ti2; 

begin 7il := l enyih {3 l } ;  u2 :=  l eng lh{s2 )\ 
r := 0; i := 1;
w h ile  (: < n l)a n d (i < Ti2)and (7'[or<i(sl[i])] =  2’ [«r(i(s2 [i])j) do 

i :=  i +  1; 
i f  (> < n l)a n d (: < ?i2) then 
begin

i f  7'(or</(.sl[:])] < T(ord(s2[:])] then г ;= -1 
else г := 1 

end
else i f  {i  <  n l) then r  ;=  —1 
else i f  ( i  < n2) then г :=  1 
scomp :=  r 

end

С применением процедуры scomp вместо операций сравнения 
алгоритм дихотомического поиска будет следующим (см. алгоритм 
3.G).

А л го р и тм  5.3. Дихотомический поиск в упорядоченном массиве 
строк А  И1 п элементов. Ищется значение Л[г], равное строке р. 
Если такого :шачения нет, то : =  0. При cpaBHeutin строк исполь
зуется функция scornp с отождествлением 6'ольших и малых букв.

6 := 1; с := п; 
w h ile 6 < с do 
begin  с :=  (Ь + c )d iv  2; 

i f  scomp{A [c ] ,p )  <  О then Ь ;= с +  1 
else t := с 

end;
i f  f comp{A [b ] ,p )  =  0 then i := b else i ;= 0;

Функцию scomp можно применить в других алгоритмах ноис 
ка. а также сортировки для массивов строк с прямой или косвенной



упорядоченностью, см. задания 7-11 главы 3.

5.2. Контекстный поиск

Если приходится иметь дело с символьным массивом большо
го размера, то в Паскале его нельзя представить как строку (тип 
string), его приходится определять как array o f  char. Такой мас
сив будем называть про. го текстом. Задача поиска состоит в том, 
что в тексте необходимо найти подстроку, совпадающую со строкой- 
образцом. Такой поиск называется контекстным.

Рассмотрим простой алгоритм контекстного поиска. Пусть 5 — 
текст длиной п символов, d —  строка-образец. Вначале ищется 
символ текста 5[г], равный первому символу образца d [l]. При со
впадении сравниваются следующие си.мволы: S'fi +  l] и 42], 5[|-Ь2] 
и rf[.3] и т.д. до конца образца. Если для всех пар обнаружится со
впадение, то поиск завершится успешно, если нет, то г увеличится 
на единицу и сравнение будет продолжаться. В общем случае воз
можны три ситуации:

1) нет ни одного полного совпадения с образцом;
2) есть только одно совпадение с образцом;
3) существует боАее одного  совпадения с образцом, при этом 

возможно даже их перекрытие, как, например в тексте ”мамама'’ 
для образца ”мама”.

Приведенный ниже алгоритм находит только >̂дно (первое) со
впадение, но его нетрудно изменить для поиска всех совпадений.

А лго р и тм  5.4. Контекстный поиск в тексте 5 длиной п по 
образцу-строке d длиной т.  Результат: i  —  номер символа 5 [i], 
совпадающего с первым символом образца. Если полного совпадения 
нет, то 1 =  0.

т. • - lengih{d)\ р  О i :=  1; 
w h ile  (р  =  0 )and (i < =  n -  m -f- 1) do 

i f  (</[1] < >  then t :=  i -I- 1 
else begin j := l ;

w h ile  ( j  <  m } a n d (d [ j  -t- 1] =  5[t -h j ] )  do j  :=  j  +  1;
i f  j  =  m  then p I else i :=  j -f- 1 

end;
i f  p =  0 then i ;=  0;



Алюритм имеет трудск^мкость порядка п ■ т. Д е й с т в и  тельно, 
так как несовпадение может обнаружит ься при сравнении иоследне
IO , m -v o  символа обрата, то для перехода от сравнения первого 
символа образца с i -м символом текста к сравнению с (г +  1)-м 
символом текста потребуется от одного iio т  сравнений отдельных 
символов.

Иногда контекстный поиск можно выполнить гораздо быстрее. 
Пусть, например, текст содержит предложения на русском языке и 
образцом является слово русского языка. Тогда сойиадепне может 
начинаться с такой буквы русского языка, которая является самой 
первой в тексте либо стоит после пробела или знака препинания.

И JTOM случае в алгоритме поиска можно вначале выделить оче 
редиое слово в тексте, а затем сравнить его с образцом.

А л го р и т м  5.5. Поиск слова d в тексте S  длиной п. Слова 
разделяются пробелами и другими символами, не являющимися бу
квами или цифрами. Результат i —  начало слова d в тексте S. 
Если совпадения нет, то i =  0.

m := lenglh{d)\ р ;= О j  1; 
w h ile (р < 2 )an d (j < =  n -  m  +  1) do 
begin  с := S[j]\ 

i f  p =  0 then 
begin 

i f  >'[or<i(c)] =  1 then 
begin  rfl := c; p := 1; i := j  end 

end
else begin  

i f  У[о/ч/(с)] =  1 then dl  d l  +  с
else begin i f  scomp{d, d l )  =  0 then p :=  2 else p 0 end 

end;
i  := J +  1 

end;
i f  p =  0 then i :=  0
else i f  (p =  1) and ( s cou ip (d ,d i )  < >  0) then i :=  0;

i la «  определения вила символа иснг)льзуегся Btnot.ioi ачольний 
пассив У  с описанием, aнaJюrичным описанию таблицы j] 
массиве V элемент V'[i] =  1, если символ с кодом i мьляетсл



буквой или цифрой, II y [i ]  =  О, если символ с кодом » не яв.тсгпгя 
ни букион, ИИ цифрой.

Иоррмонная р в алгоритмо имеет смысл состояния лроиогса 
расноэиавания. Если р =  О, то еще не начато вылелеии'’ очород 
Ц010 слова, т.с. перед этим были обнаружены символы-ра^лсчители. 
Если /> =  1, 1о начато выделение слова и его начальны»- симво
лы П!1ме1дены в перем<Ч1ную dl .  Наконец, если полное выделенное 
слово совпало с образном, то р =  2 и никл прекратаетсч. Сравне 
ние с образцом осуществляется функцией scamp. Лоиолнительное 
сравнение с образцом после никла необходимо из за топ>, что иско
мое слово может находиться в самом конце текста без последующего 
раздел июля.

Алгоритм имеет трудоемкость порядка 2п. Действительно, 
основной цикл исполняется не более п раз (точнее, п -  ?7i +  1 
раз). Внутри цикла обычно производится не более двух сравнений, 
и только в случае полного вылгления очередного слова длиной /, на 
что предварительно потребуется /+1 шагов основного цикла, будет 
выполняться сравш'ние с образцом, на к'чорое будет затрачено не 
более / тагов (в процедуре scomp). Гаким образом, количество 
шагов вылелення очередного слова и его сравнения с образцом не 
больше, чем удвоенная длина этого слова.

Л  теперь рассмотрим более сложную задачу: распознавание в 
rcKCje слов по группе образцов (по словарю). В это.м случае после 
выделения очередного слова из текста требуется его сравнение '•о 
всеми словами-образцами. Если это сравнение производится последо
вательно, то ал)Х)ритм будет .иметь трудоемкость порядка п • (Аг -f I ). 
где к —  количество слов-образцов. Трудоемкость можно уменьшить 
по п (flogfc] +  2), применив дихотомический поиск выделенного 
слова в упорядоченном массиве образцов.

А л го р и т м  5.6. Распознавание слов в тексте S  длиной к. 
Слова-образцы записаны в массиве строк D ,  их количество 
к. Алгоритм распознает осе слова-образцы, информация о каждом 
распознанном слове выводится в виде:

1) распознанное слово;

2) )1омер слова-образпа в массиве D\

3) номер символа в тексте, с которого наминается слово.



P : =  О j  := 0; 
w h ile j  < — n do 
begin j  : = j  +  1-,

{проверка для последнего слова без разделителя в конце} 
i f  j  < =  п then с := 5 [j] else с 
i f  р =  О then 
begin 

i f  y [ord (c )j =  1 then 
begin 

d\ := c; p :=  1; i := j  
end 

end
else begin  

i f  Y[o rd {c ) ]  =  1 then dl  d l  +  с 
else begin {слово выделено, поиск совпадения} 

г : = 0 ;  / :=  1;
w h ile  ( г  =  0)and(/ < =  it) do 

i f  comp((/1, £)[/]) =  О then 
begin  r :=  1;

W T i t t l n ( D [ l ] , l , i )
end
else / :=/  +  ! 

end 
end 

end;

5.3. Редактирование текста

Самые распространенные программы для персональных компью
теров — текстовые редакторы. Они работают с текстом, представля
емым обычно в виде массива символов. Основные действия, которые 
им приходится выполнять, —  это ввод символов в текст, вставки, 
удаления, замены фрагментов текста, форматирование строк и стра
ниц текста. Иногда нужен контекстный поиск (рассмотренный в пре
дыдущем разделе).

Чтобы редактор был п р ак ти ч ески  полезным, з нем необходимо 
предусмотреть запись сформированного текста в файл, а также чте
ние из файла ранее созданного текста для его последующего редак
тирования.



Операции редактирования должны выполняться под конТ1)олем 
пользователя, т.е. в режиме диалога. Алгоритм диалога можно jie- 
ализонать в виде "бесконечного” цикла, на каждом шаге которого 
вначале прочитывается с клавиатуры код введенного символа, а за
тем выполняется одно из действий, в зависимости от того, что это 
был за символ. Записать алгоритм можно, лишь учитывая специфи
ку компьютера и транслятора Паскаля. Приведенный ниже пример 
предназначен для Турбо-Паскаля персональных компьютеров. Ис
пользуемые в алгоритме процедуры и функции входят в библиотеку 
процедур C r t ,  их смысл пояснен в комментариях. Некоторые из 
вводимых с клавиатуры специальных символов кодируются двумя 
следующими друг за другом байтами, при этом первый байт имеет 
нулевой код. Такие специальные символы вводятся побайтно двумя 
подряд выполняемыми операторами чтения символа с клавиатуры. 
В приложении 2 прив дены коды специальных символов для ком
пьютеров типа IBM PC.

В алгоритме 5.7 реализован диалог с отображением на экране 
вводимых символов и запоминанием их в массиве.

А л го р и т м  5.7. Диалог с пользователем. Вначале требуется вве 
сти имя файла для записи текста. Затем программа воспринимает, 
отображает на экране и запоминает в массиве tx  символы с кодами 
ASCn от 32 до 255. Запоминается 2000 символов, которые мОжно 
одновременно отобразить на экране (25 строчек по 80 символов). 
Символы управл( ния курсором (стрелки и перевод строки) переме
щают курсор на ЭК1 ане, символ ’’ Esc” прекращает цикл, после чего 
сформированный текст записывается в файл.

uses C r t ;  {к  программе подключается библиотека C r t }  
var ch : char-,

x , y , c , i : integer;  
tx :a rray [l . . 2000]of char;  {массив для текста}
ss : st r ing;  
f  : text; 

begin
u,’ri7e(’введите имя файла: '); readln{s.s);
fo r j ;= 1 to 2'. Э0 do  <x[i]
c trscr :  {очистка экрана}



windoiu{ l ,  1,80,25); {установка окна 25 строк, 80 столбцов} 
go to xy { l ,  1); {перемещение курсора в начало экрана)
X :=  1; у := 1; {запомнен столбец и строка курсора}
с := 0;
w h ile  с О  27 do {цикл прекращается по коду 2’’ ( ” Esc” ) }  
begin  ch :=  readkey, с :=  ord{ch)\ {чтение символа}

i f  с =  О then {если спецсимвол, то читается еще байт} 
begin  ch :=  readkey; с : =  300 +  ord{ch )  end; 

case с o f
13 ; {символ перевода строки} 

begin  X ;= 1; i f  I/ < 25 then j/ ;=  у +  1; gotoxy{x,  y)  end;
375 : {символ стрелка влево} 

begin  i f  I  >  1 then x :=  i  -  1; gotoxy{x,  y) end;
377 : {символ стрелка вправо} 

begin  i f  X <  80 then i  :=  i  +  1; g o to xy {x ,y )  end;
372 : {символ стрелка вверх} 

beg in  i f  у >  1 then y :=  у -  1; gotoxy{x ,  y)  end;
380 ; {символ стрелка вниз} 

begin  i f  у < 25 then у ;=  у +  1; gotoxy{x ,  у) end;
32..255 : {изображаемый символ} 

i f  X <  80 then
begin  tx [(y  -  1) * 80 +  i ]  :=  c/i; x := x +  1; wri te (ch )  end:

end;
ass ign { f ,ss ) ;  r e w r i t e { f ) ;  {запись текста в файл)
fo r t := 1 to  2000 do w r i t e { f , t x [ i ] ) ;  
close{fy,  

end.

Алгоритм 5.7 можно усовершенствовать. Во-первых, предусмо
треть в нем предварительное чтение текста из файла, если файл с 
указанны.м "менем уже существует. Во-вторых, включить в алго
ритм управление и другими клавишами ( ’’ Ноше", "End” и т.п.). 
Наконец, можно добавить и другие действия по редактированию; 
вставку, удаление (символов, строк) и т.п.

Рассмотрим ряд задач редактирования текста. Первая задача - 
замена фрагмента текста заданной строкой. Длина заменяющей 
строки может быть больше или меньше заменяемою фраг.мецта, по
этому текст, следующий после фрагмента, необходимо весь сдвигать 
вправо или влево.



Алгоритм 5.8. Замена фрагмента текста. В тексте S  длиной п 
фрагмент, начиная с fc-ro символа длиной I, заменяется на строку 
d длиной т.  Длина массива, где размещен текст, —  пО.

т  length{d)\ 
i f  пО -  п <  т  -  I then 

гигг<е/п(’Недостаточно памяти для текста’ ) 
else begin  

i f l  <  т  then 
begin

fo r i :=  n dow n to  к +  I d o  S{ i  -t m  -  I] : =  5 [i] 
end
else i f  m  <  I then 
begin

fo r i :=  к +  I t o  n d o  S [ i  m  -  /] :=  5[t] 
end;
fo r i :=  1 to  m do S[i +  A: -  1] :=  d[t] 

end;

A  теперь рассмотрим задачу построчного вывода текста, в кото
ром слова разделяются пробелами. В тексте после знака препинания 
обязательно должен быть пробел, сам же знак, следующий после сло
ва, как бы "склеивается” с ним. Сформированные для вывода строч
ки текста должны быть не больше максимально возможной длины, 
которая задается перед началом работы алгоритма. При переходе на 
новую строчку слова разрывать нельзя, в каждую строчку следует 
записывать максимально возможное число слов.

В алгоритме 5.9 переменнные jO, j l , j 2 ,  j3 , t отмечают фрагмент 
текста, который будет выводиться в виде очередной строчки: 

jO —  начало пробелов до первого слова в строчке; 
j  1 —  начало первого слова в строчке; 
j 2 —  начало пробелов после последнего слова в строчке; 
j3  —  начало слова, следующего после последнего слова в строчке; 
i —  номер очередного символа в тексте, при выводе строчки —  

начало пробелов после слова, следующего после последнего слова в 
строчке.

Переменная р содержит текущее состояние; р =  О, ег.'1и про
сматриваются р; зделители, р =  1, если просматривается слово.



А л го р и т м  5.9. Построчный вывод текста S  длиной п. Макси 
мальная длина строчек -- т. Разделители слов —  пробелы. Вспо
могательная процедура out{a,b)  выводит текст от символа 5[а] дс 
символа 5[Ь] в виде одной строчки.

р - 0 ;  jO :=  1; j l  :=  1; j2  := 1; >3 := 1; 
for t := 1 to  n do 
begin  с :=  5[i]; 

i f c = '  't h e n  
begin  

i f  p =  1 then 
begin

i f  i — jf 1 >  m then {надо вывести строчку}
begin  

i f  j l  =  j 2 then 
begin

out { j3 ,  i -  I ); >0 :=  t; j l  :=  i; j 2 :=  t; j i  :=  i 
end
else begin

o u t ( j \ , j 2  -  1); jO :=  j2 ; j l  :=  >3; >2 := i; j3  :=  t 
end 

end
else begin  j 2 :=  t; j3  :=  i end:

end
end
else i f  p =  0 then j3  := » 

end;
i f  n -  j l  4- 1 >  7П then {надо вывести еще одну сгрочку} 
begin 

i f  j l  =  jf2 then 
begin  out { j3 ,  n); j l  : =  0; j 2 :=  0; end 

else begin  o u t ( j \ , j 2 -  1); j l  ;=  j3 ; j 2 :=  n -( 1: end 
end;
i f  y i < =  n then {надо вывести последнюю строчку) 

u u t { j l , n ) ;

В ряде алгоритмов (вставка. зам€м1а, удалоние «tipai MOHTa тек
ста) приходится сдвигать значительную чаггь гекс га. Хо1я грудо-



емкость сдвига имеет порядок п, из-за большой длины текста на 
него может уйти заметное время, что недопустимо при диалоговом 
режиме. Значительно ускорить работу можно, организовав текст не 
в виде сплошного массива символов, в виде более сложной струк
туры.

Будем размещать текст, разделенный на строчки, в двумерном 
массиве символов Г , количество строк массива —  иО, длина строк 
массива (количество столбцов) —  /0. В массиве обычно не все стро
ки заняты текстом, текущее количество занятых строк —  и. Заня
тые строки не обязательно располагаются в начале массива, поэтому 
задается массив номеров строчек К  (длиной пО) и переменная и, 
при этом строчки с текстом располагаются последовательно в стро
ках массива: А '[1 ],. . . ,  А'(и], а незанятые строки в массиве имеют 
номера: 1 ], .. . ,  А'(иО]. Текущие длины строчек текста, вообще
говоря, различны, и содержатся в массиве L  (длиной пО). Вначале 
массив номеров К  заполняется числами 1,2, --,п0, и переменной 
U присваивается нуль. Это значит, что текст не содержит ни одной 
строчки. В процессе редактирования значения элементов массива К  
могут переставляться, однако в любой момент совокупность их зна
чений является перестановкой всех чисел от 1 до иО. А теперь 
рассмотрим основные действия по редактированию текста.

Последовательное заполнение текста. В цикле переменная и уве
личивается на единицу, новая строчка текста записывается в строку 
массива Т  с номером А'[и], длина строчки — в L[A^[u]], и т.д. Если 
требуется преобразовать текст из представления в виде сплошного 
массива символов 5, то для этого можно использовать алгоритм 
5.8 с соответствующей модификацией процедуры out.

Удаление строчки текста с номером j .  Эта строчка размеща
ется в строке массива Т  с номером A '[j]. Вначале запоминается 
номер K[j], затем номера A ' [ j + 1], • .., А'[и] сдвигаются ВЛ'но, после 
чего запомненный ранее номер h ' [ j ]  переписывается в А [«], а и 
уменьшается на единииу.

Вставка новой строчки л-лста д*осле строчки с номере j .  Эта 
строчка записывается в 1геза»ятую до то|чэ строку массива с номе
ром А '[и -Ц ], длина строчки - в  X[A '[w -|-1]], номер К [ и  1] запо
минается, после чего номера с трочек K [ j  I ] , . . , ,  A^[u] с, ягаются 
вправо. Затем запомнен1!ый ранее номер Л'[и-Ь 1] переп. ывается 
в 1], а и увеличннаогся на единицу.



Редактирование одной строчки текста с номером j  производит
ся независимо от других строчек. Эта строчка записана в массиве 
Т  с номером K [ i ] ,  ее длина —  в L [ K [ j ] [ .  Некоторые проблемы 
могут возникнуть лишь при вставке фрагмента в строчку, когда но
вая длина строчки может превысить максимально допустимую /0. В 
этом случае следует предусмотреть, например, вставку новой строч
ки текста и перенос части редактируемой строчки в новую.

Последовательный просмотр текста предполагает перебор строк 
массива Т  в следующем порядке номеров: А '[1 ],. . . ,  К[и ] .

Как видно, многие действия по редактированию будут выпол
няться гораздо быстрее, так как алгоритм будет перемещать сим
волы не во всем массиве, а только в одной строке либо перемещать 
только номера строк, но не их содержимое. Но за повышение скоро
сти придется платить увеличением расхода памяти- Пусть, напри
мер, максимальная длина строчек /О равна 200, а средняя длина —  
60 символов. Тогда 70% памяти в массиве Т  не будет занято и 
как-нибудь использовать ее будет невозможно! Кроме того, потре
буется память для массива номеров К  и для массива длин строчек 
L ,  правда, относительно небольшого объема.

5.4. Кодирование

Преобразование текста, изменяющее представление его символов, 
называют кодированием. Кодирование должно быть обратимым, 
т.е. таким, которое допускает обратное преобразование (декодиро
вание). Цели кодирования различны. Если кодируют с целью сделать 
недоступным текст для непосвященных, то его называют шифрова
нием или даже секретным шифрованием. Обратное преобразование 
называют тогда дешифрованием.

Рассмот] ;tM несколько простых методов шифрования. Один из 
них —  метод подстановки. Пусть требуется зашифровать текст, в 
котором встречаются любые из набора 256 символов. Задается та
блица шифрования К ,  похожая на таблицу нерекоднровки (см. раз
дел 5.1), но в ней все элементы ргиличны и имеют значения от О до 
255. Таким образом, таблица шифрования представляет собой одну 
из возможных перестановок 256 чисел. Шифрование состоит в том, 
что код исходного символа заменяется на кол, содержащийся в эле
менте таблицы К  под номером исходного гилшола.



А л го р и т м  5.10. Шифрование текста 5 длиной п методом 
подстановки по целочисленной таблице шифрования К . Зашифро
ванный текст Q  имеет такую же длину п.

fo r i :=  О to  n do
Q [i] :=  c/jr(A'[or<i(5[i])]);

Дешифрование осуществляется таким же алгоритмом, только 
вместо таблицы шифрования К  используется таблица дешифро
вания L.  Ее можно построить по таблице шифрования следующим 
образом. Вначале заполним таблицу L  числами 0 ,1 , . . . ,  255. Тогда 
элемент таблицы шифрования A '[i] с номером i -  L [ i ]  заменяет в 
зашифрованном тексте значение кода символа L [i] на A '[I [ i ] ] .  Если 
отсортировать массив К  с одновременной перестановкой элементов 
массива L ,  то L  к будет массивом дешифрования. На самом де
ле ничего сортировать не нужно: существует гораздо более простой 
алгоритм.

А л го р и т м  5.11. Построение таблицы дешифрования L  по та
блице шифрования К .

fo r  j  :=  О to  255 do

ц т ]  :=  j\

Таблица шифрования является ключом шифра, ее следует хра
нить в секрете. Угадать ее трудно; исего возможно 256! вариан
тов. Однако возникает другая проблема: вручную составить какой- 
нибудь вариант таблицы нелегко, на это может потребоваться не
сколько часов работы, а в нолученноп таблице могут быть ошибки. 
Поэтому напишем алгоритм генерации таблицы.

Таблица должна быть случайной, чтобы посторонний не смог ее 
воспроизвести. Поэтому для ген»’рацнн можно использовать датчик 
случайных чисел — функцию random.  Эта функция иснользует гло
бальную переменную raTubted,  вк.1Чале неременной должно быть 
присвоено некоторое начальное чначение. В Турбо-Паскале перемен
ной randseed приписан тин длинного целого (длиной 4 бай га), по
этому ее значение может быть лк>бым из диапазона от -2147483648 
до -f-2147483647. Каждый вызов функции random  вырабатывает 
новое значение этой переменной, которое на самом деле не с лучай-



ное, так как однозначно определяется предыдущим значением. Од
нако последовательность этих значений выглядит как случайная 
и повторить ее можно, лишь начав генерацию с т ого  же самого 
начального значения randseed. Вызов функции - -  датчика чисел 
выглядит так: random{256) . Это значит, что генерируется целое 
число из диапазона от О до 255.

Первое число в таблице может быть любым из заданного диа
пазона. Однако уже при генерации второго числа есть опасность, 
Ч1Х) новое число совпадет с ранее полученным. Поэтому в алгоритме 
необходимо сделать проверку и при необходимости сгенерировать 
новый экземпляр числа и т.д. Для проверки удобно использовать 
вспомогательный массив признаков.

Алгоритм 5.12. Генерация таблицы шифрования в виде пере
становки чисел 0 ,1 ,...,25 5  в массиве К .  Массив Р  содержит 
признаки генерации: если i'’[r] =  1, то число г уже было сгене
рировано, а если Р [ г ]  =  О, то нет. Перол выполнением алгоритма 
переменной randseed должно быть'присвоено начальное значение —  
ключ шифра.

fo r J :=  О to  255 do P [ j ]  ;=  0; 
fo r j  :=  0 to  255 do 
beg in  г := random{256) ;  

w h ile  P [ r ]  =  1 do г :=  random{256) ;
P { r ] : = l - , K [ j ]  : = r  

end

Второй из рассматриваемых методов шифрования — метод пере
становок. В нем испол?: зуются такая же таблица Л . Для шифрова
ния исходный текст разбивается на куски длиной по 256 символов, 
символы в куске нумеруются числами от О до 25-i. Ксли последний 
кусок короче 256 символов, то он дополняется, папример, пробела
ми. Каждый кусок текста шифруется отдельно. При пшфроиании 
j-й символ в куске записывается на А'[г]-е мег и> н з:иинф1)ованном 
куске. При дешифровании символ. нахоляшиГн я ii;i Я'[г]-м мосте в 
зашифрованном куске текста, переписыиается на i <■ место в исход
ном куске текста.

Еще один метол шифрования - логическое наложение. Секрет- 
НЫ15 ключ к должен быть нену.чевым c»MB<xnF,iii>ni колом и) восьми



бит, т.е. числом из диапазона от 1 до 255. Каждый из символов тек 
ста также рассматривается как 8-битовал последовательность. При 
шифровании к каждому i-му биту ключа и i-му биту очередного 
символа применяется логическая опер ция ’’ исключающее И ЛИ ” , 
называемая такжб сложением по модулю два, ее обозначение: ф. 
Шифрование проводится по формуле d — к ®  с, дешифрование — 
по формуле с =  к ф d. Несложное доказательство правильности 
формул наложения предоставляется читателю.

В Турбо-Паскале шифрование наложением можно выполнить 
оператором: d := char{ord {c )  x o r  к)-, При этом переменная к долж
на иметь тип byte (неотрицательное целое длиной 1 байт).

Можно улучшить метод наложения: сделать так, чтобы одина
ковые символы исходного текста в зашифрованном виде выгляде
ли по-разному в различных местах текста. Для этого к необходи
мо использовать как ключ только для первого символа текста, для 
(» +  1)-го символа секретным ключом должен быть зашифрованный 
t-й символ.

С точки зрения криптографии рассмотренные методы шифрова
ния не слишком стойкие от вскрытия прежде всего из-за небольшой 
длины ключа. В методах подстановки и перестановки при генера
ции таблицы шифрования исходным ключом фактически является 
начальное значение в датчике случайных чисел (в Турбо-Паскале 
оно имеет длину 32 бита). В методе наложения длина ключа еще 
меньше —  8 бит. Достаточно надежны»! же может быть ключ длиной 
по}1ядка 100 бит. Для повышения надежности рекомендуется исполь
зовать многоступенчатый алгоритм шифрования, когда на каждой 
ступени применяются различные методы с разными ключами. Т о 
гда полный ключ будет состоять из совокупности этих отдельных 
коротких ключей.

Другой вид кодирования —  сжатие текста, уменьшающее его 
длину, но допускающее однозначное восстановление. Такое на пер
вый взгляд фантастическое преобразование оказывается возможным 
почти для любого текс та. Использо) ание специальных очень слож
ных методов позволяет сжимать произвольные тексты в два-три ра
за и лаже более.

Расс.мотрим самый аросгой метод сжатия —  метод исключения 
попторяюшихгя символов. В эгом методе предварительно задают 
ОПИН из кодов символои - h как служебный. Символ с таким ко



лом должен встречаться в исходном тексте как можно реже. Группа 
многократно, п раз подряд встречающихся символов с кодом с за
меняется группой из трех кодов: ( h , n , c ) .  Если в исходном тексте 
встречается одиночный символ с кодом h, то он заменяется группой 
из двух колов; (Л ,0).

Алгоритм 5.13. Сжатие текста S  длиной п путем исключе
ния повторяющихся символов. Сжатый текст Q  имеет длину т .  
h —  служебный символ.

с1 :=  5[1]; m :=  0;
fo r г :=  2 to  n -f- 1 do 
begin  p :=  0; 

i f  i < =  n then с ;=  5 (i]; 
i f  ( i  < =  n )and(c =  c l )  then 
begin

i f  fc =  255 then p :=  1 e lse к :=  к +  I 
end
else i f  к > =  4 then p :=  1 
else i f  cl < >  h then
begin  {здесь A: < 4, символ просто повторяется} 

fo r j  :=  1 to  fc do Q [ m  +  j\ ;=  cl; 
c l ;=  c; к I; m  :=  m  +  k; 

end
else i f  A; =  1 then
begin  {кодируется одиночный служебный символ }

Q[rn +  1] ;=  Л; Q[rn +  2] :=  сЛг(О); 
cl :=  с; к : =  l\ пг :=  m -f-2; 

end
else p :=  1; 
i f  p =  1 then
begin  {кодируется повторение симнола }

Q [ m + l ] ; = / j ;  Q [ m - I - 2] : =  сЛг(А-); Q [ m  +  .3] ; =  c l ;  
c l ;=  c; fc := 1; m :=  m +  3; 

end 
end

В этом алгоритме переменная cl содержит значение предыду
щею символа текста, ее значение на каждом т а к ’ сравнивается с



текущим символом с =  5[i]. Переменная к coAt jj/KHi количество 
повторений одинаковых символов. В цикле выводится не очередной, 
а предыдущий символ, поэтому дополнительное выполнение никла 
при i =  п +  1 необходимо для того, чтобы вывести последний, 
п-й символ. Переменная р введена для облегчения проверки усло
вий: при ее значении 1 в выходной текст записывается группа кодов: 
( h , k , c ) .

А лго р и т м  5.14. Декодирование текста, сжатого алгоритмом 
5.13. Сжатый текст Q  длиной m декодируется в исходный текст 
5 длиной п.

г :=  1; п :=  0; 
w h ile  i < =  m do 
begin  с ;=  5[i]; 

i f  с < >  h then 
begin  n := n +  1; 5[n] ;=  c; i :=  i +  I end 

else beg in  c l :=  Q [ i  +  1]; 
i f  ( i  =  m )o r ((i =  m — l)a n d (o rd (c l) < >  0 )) then 
begin  шг1<е/т1('ошибка в символе номер ', i ) ;

end
else i f  o r d { c l )  — 0 then 

begin  n := n +  1; 5[n] :=  /i; t ;= t +  2 end 
else begin

f o r j  ;=  1 to  o r d { c l )  do 5[n +  j ]  :=  Q [ i  +  2]; 
n :=  n ord { c l ) ;  i i +  3; 

end 
end 

end

Другие методы сжатия, как правило, более сложны и специфич
ны. Пусть, напри-мер, в тексте содержатся неоднократно встречаю
щиеся слова Выделяя такие с.чоиа, можно сформировать из них сло
варь (заодно подсчитав и количество повторений для каждого сло
ва). После этого для наиболее часто встречающихся слов заменить 
их в тексте на специально выбранный служебный символ и номер 
этого слова в словаре. (Чтобы номер можно было записать в один 
символ, придется ограничи ться только 255 словами.) Чтобы такой



текст можно было декодировать, его необходимо сохранять вместе 
со словарем, поэтому выигрыш будет тем больше, чем чаще встре
чаются эти слова и чем они длиннее. Реализовать такой алгоритм 
предоставляется читателю.

5.5. Трансляция арифметических выражений

Под трансляцией понимают перевод текста с одного языка на 
другой. В информатике обычно имеют в виду перевод текста, запи
санного на языке программирования (например, на Паскале), в текст 
на другом языке, обычно на языке машинных команд. Мы рассмо
трим простейший вариант трансляции — перевод арифметических 
выраже}1ий со скобками в бесскобочную форму, называемую обрат
ной польской строкой. Ее применяют, например, в некоторых ми
крокалькуляторах.

Пусть арифметические выражения содержат целые числа, круг
лые скобки и четыре операции: + ,- ,/ ,* ■  В обычной формуле для 
каждой операции должны присутствовать два операнда; левый и 
правый. В бесскобочной форме это выглядит иначе: вначале записы
вается 1-й операнд, затем 2-й и только после операндов — операция. 
Порядок действий здесь получается однозначным и без скобок. Так, 
например, формула

3 ♦ ((12 2 -  54)/(314-f 2 8 *5 )) 

транслируется в бесскобочную форму:

3 122 54 -  314 28 5 » +  / *

Более удобным будет такой вариант бесскобочной формы, когда 
записываются не сами числа-операнды, а их номера, числовые значе
ния операндов помещаются в отдельную таблицу. Кроме того, знаки 
операций заменяются на их числовые обозначения, например 1001 
вместо ’’ -Ь” , 1002 вместо 1003 вместо " + ” и 1004 вместо
” /” • Для рассмотренного примера это будет выглядеть так;

1 2 3 1002 4 5 6 1003 1001 1004 1003

а таблица будет содержать опера}1ДЫ по порядку их сле/дования в 
исходной формуле. Тогда сама формула в бесскобочной форме будет 
записана в целочисленном массиве.



В бесскобочной форме формулу легко вычислить, или, как го 
ворят, интерпретировать. Алгоритм интерпретации основан на 
использовании стека для числовых значений операндов и результа
тов вычислений. Работа алгоритма состоит в следующем. В цикле 
просматриваются элементы массива, в котором записана формула. 
Если очередной элемент является операндом, го его числовое зна
чение из таблицы записывается в стек. Если же элемент MiiccHBa 
является операцией, то из стека извлекаются два верхних значения, 
над ними выполняется эта операция и результат снова записывает
ся в стек. Окончательный результат вычислений по формуле будет 
единственным значением в стеке.

Заметим, что результат операции деления может оказаться неце
лым даже при целочисленных операндах. Поэтому в качестве стека 
будем использовать массив вещественных, а при пересылке операн
дов из таблицы в стек производится их преобразование в веществен
ный тип.

А л го р и т м  5.15. Интерпретация формулы в бесскобочной фор
ме, записанной в целочисленном массиве Q  длиной тп. Числовые 
значения операндов записаны в массиве Т .  В качестве стека ис
пользуется массив R,  указатель стека —  переменная и.

и := 0 ;
fo r j  :=  1 to  т  do

i f  Q [ j ]  <  1000 then 
begin  u :=  u -b 1; Л[и] ;=  T[Q [ j\ ]  end 

else i f  Q [ j ]  =  1001 then 
begin  R[u -  1] ;=  R[u  -  l] -f Д[и]; и и -  I end 

else i f  Q [ j ]  -  1002 then 
begin  R[u  -  1] := R[u  -  1] -  Д(и]; и и — I end 

else i f  Q [ j ]  =  1003 then 
begin  R[u  -  1] :=  R[u  -  1] + R[u]\ u :=  u -  I end 

else i f  Q [ j ]  =  1004 then 
begin  ( i [u -  1] := /i[u -  1]/R[u] ]  u ;=  u -  1 end;

Л тепР1)Ь рассмотрим алгоритм трансляции арифметического вы
ражения н бесскобочную ф О [)м у .  Во-первых, операциям припишем 
прио})1гим ы; будем считать, что приоритет операций ” -f ” н ” —



равен 1, а операций ” + ” и ” /” равен 2. В этом алгоритме 
тоже используется стек, но совсем по-другому: здесь в пего записы
ваются операции и сковки. Алгоритм на каждом таге  просматри
вает очередной входной символ. При этом до выполнения цикла в 
стек заносится открывающая скобка, а после окончания просмотра 
всех символов формулы в качество дополнительного входного сим
вола используется закрывающая скобка.

i^eйcтвия алгоритма па каждом шаге определяются видом вход
ного символа. Если это цифра, то формируется числовое значение 
очередного операнда. Если это скобка или операция, то вначале в 
таблицу записывается сформированное значение операнда, а в вы
ходной массив записывается его номер из таблицы. Затем в цикле 
производятся следующие действия со стеком. Если верхний элемент 
стека— а входной символ — то скобка из стека удаляется. 
В других случаях либо входной символ (операция или ” ( ” ) запи
сывается в стек, либо операиия (точнее, ее числовое обозначение) из 
стека переписывается в выходной массив.

Запись в стек производится, еслн: 1) входной символ —  ” ( ” , 
или 2) верхний символ в стеке —  ” ( ” , или 3) приоритет опе
рации в стеке меньше приоритета операции -  входного символа. В 
остальных случаях идет перепись из стека в выходную строку.

Алгоритм заканчивает работу, когда все символы входной стро
ки просмотрены, а стек пуст. Из-за ошибки в т[)анслируемой форму
ле может случиться, что стек окажется пустым до конца просмотра 
либо просмотр закончен, а стек пе пуст.

Для проверки типа символа в алгоритме используется целочи
сленный массив D  с нумерацией от О до 2Г>5. Он о])ганичован по 
принципу таблицы перекодировки (см. раздел .5.1), в нем для кодов 
символов предусмотрены следующие значения:

1 — для колов символов ” -f- ” и
2 —  для кодов символов ” * ” и
3 —  для кода символа ” ( ” ;
4 — для кода символа ” ) ” ;
5 —  для кодов символов цифр от ” 0” до "9 ":
О — для кодов всех остальных символов.

А л го р и т м  5.16. Трансляция формулы, занисанпои в массиве 
символов S  длиной п в бесскобочную фор.му. Результат чаписы-



вается в целочисленный массив Q,  его длина —  в тп. Числовые 
значения операндов записываются в массив Т ,  их количество — в 
к. В качестио стека используется массив символов V,  указатель 
стека —  переменная и. Переменная р —  признак распознавания 
числа; р =  О, если распознается не число, р =  1, если были цифры.

и := 1 ;  V [l] Р :=  « ; m := 0; fc :=  0; i :=  0;
w h ile  i < -  n do 
begin  i :=  1 -f- 1; 

i f  г < =  n then с ;= 5(i) else с
i f  £>[ord(c)) =  0 then E r r o r ]  {недопустимый символ}
else i f  £)(ord(c)] =  5 then begin  {если цифра}

i f  p =  О then 
begin  p :=  1; x :=  ord{c )  -  ord(O) end 

else z :=  I  ♦ 10 +  { ord{c )  -  or<f(0)) 
end
else begin  {если скобка или операция}

i f  р >  О then begin
р := 0; fc := fc  +  l; Т [к ]  :■= х\ m :=  m +  1; Q[m] :=  fc 

end;
6 = 0 ;
w h ile  6 =  0 do {действия со стеком)

if (K [u ) = ' (')an d (c  = ') ' ) t h e n  
begin  u :=  u -  1; 6 = 1  end 

else i f  (c = ' ( ')o r (V (u ] = ' (')or(/> [ord (K (u ))) <  Z)[ord(c)]) then 
begin  u :=  u +  1; K[u] := c; 6 = 1  end 

else begin  ni ;=  m -f- 1; 
i f  V[u] = ' + ' then Q[m] := 1001 
else i f  V[u] = ' then Q[ni] :=  1002 
else i f  K[u] = ' ♦' then Q[m) ;=  1003 
else i f  V[u) = ' /' then Q[m] ;=  1004; 
u := u -  1
i f  li <  0 then Error- ,  {ли  лняя операция или ” ) ” }  

end 
end 

end;
i f  u > 0 then E r r o r ,  {не хватает закрывающих скобок}



Используомая в алгоритме процрдура E r r o r  должна выдавать 
диа! постическое гообщоние, номер символа во входной строке г, вы- 
5ва.вшего ошибку, а также присваивать переменной i значение п +  1 
для последующею окончания цикла. Желательно также выдавать 
несколько символов строки до и после ошибки.

Задания д ля  сам остоятельной  работы

1. Написать какой-либо алгорит.м сортировки строк символов с отожде
ствлением пропнспых и строчных букв, используя процедуру scomp.

2. Изменить алгоритм 5 4 для поиска всег совнадений с об1>азцом.
3. Модифипировать алгорит.мы 5.5 и 5.6 таким образом, чтобы они 

отыскивали ие только совпадения с образцом, но и более длинные слова, 
начало которых совпадает с образцом.

4. В алгоритм диалога 5.7 включить действия по нажатию клавиш 
’’ Delete” , ” Еп<1” , "Insert” .

5. В алгорнт.ме диалога 5.7 реализовать построчную запись в файл: про
белы в конце строчки не записывать, в концр каждой строчки записывать 
символы с кодами 13 и 10, как принято в обычных текстовых файлах.

6. В алгоритме, разработанном в задании 5, предусмотреть ввод файла 
перед редактированием.

7. В алт'оритм, разработанный в задании 6, добавить алгоритм построч
ного вывода текста 5.9.

8. В алгоритме, разработанном в задании 7, предусмотреть выравнива
ние текста по правому краю, при этом количество пробелов между словами 
одной строчки не должно отличаться более чем на один.

9. Написать программы шифрования и дешифрования файла каким- 
либо из рассмотре1шых методов. Программа должна требовать ввод ключа 
в виде числа и автоматически формировать необходимую ей таблицу.

10. Написать программу сжатия файла путем формирования словаря 
и програ.мму дешифрования сжатого файла. В начале сжатого файла дол
жен располагаться словарь, зате.м сжатый текст. Игхолт.1н текст может 
содержать то;1ько слова из букв (строчных) и пробелов.

11. Используя алгоритмы трансляцни фо1)му:1 5.16 и их 11нтерп1)егации' 
5.15. написать програм.му, которая: 1) вводит запись фор.мулы; 2) транс
лирует ее в бесскобочную фор.му, 3) вычисляет и выводит ее числовое зна
чение, При обнаружении ошибки в формуле программа лолжна выдавать 
гообшеиие и кусок текста с ошибкой.

12. И алгоритме, разработанном в задании И ,  добавпгь |>аспознаваиие 
ык'.ч с л''сягнчной точкой.



В этом разделе мы будем рассматривать алгоритмы, оперирую
щие геометрическими объектами, такими, которые можно изобра
зить на экране компьютера или на листе бумаги. Все современные 
трансляторы Паскаля включают библиотеки графических проце
дур, которые могут рисовать графические объекты на экране. К со 
жалению, в различных трансляторах Паскаля графические процеду
ры, выполняющие одинаковые действия, могут быть совершенно не 
цохожими друг на друга. Поэтому следует руководствоваться лите
ратурой по конкретному, иснользуемому вами варианту транслятора 
Паскаля.

В целом алгоритм вывода графического изображения должен вы
полнять следующие действия:

1) включение графики;
2 ) установку графических параметров;
3) вывод отдельных точек, линий, текстовых надписей;
4) временную задержку;
5) выключение графики.
При построении сложных изображений 2 -й  и 3-й этапы могут 

многократно повторяться.

6.1. Системы координат, векторы и отрезки

Изображение на экране компьютера - растровое, т.е. предста
вляет собой матрицу из точек (пикселей). Каждая точка жрана за 
лается дьумя неотрицательными целыми координатами (числами): 
хз,  уз. При ЭТО.М О <  < Л -  1 О <  ys <  В  -  I ,  где Л,  В — 
количество рядов точек па экране но вертикали и горизонтали соот
ветственно. Нумерация рядов слева цаираво и сверху вниз, поэто
му система координат экрана отличается от общеприня гой; нуль 
находится н wbom порхнем углу э(<рана, oci. X  нанравлена слева



направо, а ось Y  —  сверху вниз (рис. 6.1). Величины А, В  опре 
деляются типом компьютера и его графическим режимом. Так, на
пример, в компьютерах типа IBM АТ, при включении режима VGA, 
А =  G40, В  =  480.

В - 1

уз -

Рис. 6.1

Геометрические алгоритмы имеют дело с точками и отрезками 
прямых линий. Перед изображением точки ее математические коор
динаты преобразуют с округлением в координаты экрана. Отрезки 
изображаются в виде ступенчатых линий (рис. 6 .2 ).



Расчет (интерполяция) и изображение в виде совокупности пик
селей для отрезков линий производится процедурами графической 
библиотеки. Чтобы нарисовать отрезок, необходимо задать его на
чальную и конечную точки в координатах экрана.

При преобразовании математических координат х,  у в  коорди
наты экрана XS, ys требуется, во-первых, чтобы для всего изобра
жения хватило места на экране, а во-вторых, чтобы оно занимало 
возможно большую часть экрана. Для этого изображение необходи
мо сдвинуть к началу координат и масштабировать  —  умножить 
координаты по X  и У  на такой коэффициент к, чтобы размеры 
изображения совпали либо с горизонтальным, либо с вертикальным 
размером экрана. Обычно изображение занимает либо не весь вер
тикальный, либо не весь горизонтальный размер. Поэтому его необ
ходимо дополнительно отцентрировать либо по вертикали, либо по 
горизонтали.

А л го р и т м  6.1. Вычисление целочисленных экранных коорди
нат IS, ys по вещественным математическим координатам х, у. 
Заданы вещественные минимальные и максимальные координаты 
изображения; x m in ,  хт а х ,  ym in ,  утах ,  целочисленные размеры 
экрана: А, В.

кх  (Л  -  0 .01)/(а;ша1 -  x m i n ) ;  
ку ( В  -  Q M ) / { y m a x  -  утгп)\ 
i f  кх < — ку then к :=  кх  else к :=  ку\
XS { А  -  1типс{{хтах -  x m i n )  + fc ))d iv 2 +  

t r u n c ( ( x  -  x m i n )  + k)\ 
ys ;=  ( B  -  t ru nc { {ymax  -  y m in )  * fc ))d iv 2 -t- 

B  — I  — t runc{ {y  — y m in )  * k) ;

В алгоритме вначале вычисляются масштабные коэффициенты 
отдельно по X  и по К, а затем используется меньший из них. 
Размеры экрана для вычислений уменьшаются на малую величину 
( 0 .0 1 ), чтобы при последующем округлении функцией t r u nc  (с от
брасыванием остатка) для максимальных значений математических 
координат I  =  х т а х  и у =  утах  получались экранные коорди
наты IS и ys, не превыи1аюшие Л — \ и В — I соответственно.



Как известно, каждую точку плоскости можно считать векто
ром, начало которого находится в точке (0,0). Обозначим координа 
ты точки (в<;ктора) а через (a^Oj,), b = { b ^ ,b y ) ,  с ~ { с ^ , с у ) .  Для 
векторов определены следующие операции:

1 ) сумма: с =  а +  Ь, где +  Ь^,с^ -  йу +  Ь̂ \

2 ) разность: с =  а - Ь ,  где с, =  а, -  6^, Cj, =  Oj, -
3) умножение на число к : с -  к • а, где =  к ■ а,;

4) скалярное произведение; а ■ Ь =  ■ by-,

5) векторное произведение: а х  Ь =  by -  йу ■ Ь .̂

Заметим, что если начальная точка вектора а — (а^,,ау), а конеч

ная 6 =  (Ьх, by), то он является разностью векторов Ь -  а. Отрезок 
прямой линии в дальнейшем будем задавать как вектор, т.е. отрезок 
будет ориентированным.

Вектор а можно задать также в полярной системе координат 
через его длину (модуль) а и угол а  относительно оси О Х .  
Координаты полярной системы координат (а, а ) и прямоугольной 
декартовой (a,,C j,) связаны соотношениями (рис. 6.3):

Ох =  а cos а, a y = a s i n a ,  

а =  +  a j, tanQ =  aj,/aj.
(6 .1)



Для скалярного произведения векторов (а, а ) и ( 6 , 0 )  справед 
ливо соотношение

а ■ Ь =  • 6, +  Су • 6у =  (6.2)
а cosa ■ Ь-  cos /3 +  а • sin а  • 6 • sin /? =  п • Ь • cos(a -  /3),

а для векторного:

а X Ь =  ' by — Оу ■ — (6  3)
а • cos Q • 6 • sin /9 -  а • sin Q ■ Ь • сов ,0 =  а • 6 • sin(/3 -  а ).

Из этих соотношений следует:
1 ) скалярное произведение ненулевых векторов равно нулю тогда 

и только тогда, когда векторы перпендикулярны;
2) векторное произведение ненулевых векторов равно нулю тогда 

и только тогда, когда векторы параллельны;
3) при общей начальной точке у двух векторов скалярное произ

ведение больше нуля, если угол между векторами острый, и меньше 
нуля, если угол тупой;

4) при общей начальной точке двух векторов их векторное про
изведение больше нуля, если второй вектор направлен влево от пер
вого, и меньше нуля, если вправо.

Прямую линию на плоскости можно задать линейным уравне
нием от двух переменных. Если прямая проходит через две точки 
( х 1,Уу) и {х^.Уз) ,  то ее уравнение

(Ж; -  x i ) { y  -  2/i) =  (г/2 -  j ( i ) ( i  -  i i ) .  (6.4)

Действительно, это уравнение обращается в тождество в точке 
(а:,у) =  и в точке ( г , у )  =  (хг.Уг)-

К(»рдинаты точек отрочка можно задать двумя параметриче
скими уравнениями от одной не>ависимой переменной I:

Г Х =  X i +  (Х2 -  I l )< , /д с .

I  У\ +  (У2 -  yi )t -

При ( ) < < < !  ючка { х , у )  .'м^жит на отрезке, а при г < 0  или 
t 1 -  ьн« отрезка )i;i пу>ямой линии, иродолжаюшей отрочок.



А теперь рассмотрим задачу проверки пересечения двух отрез- 
кон. Пусть первый отрезок задан точками Д  и P j  =
( * 2,J/s), а второй точками Рз =  {хз,Уз )  и Р 4 ~  (х^,ул)  (рис 6.4).

Рз =  (-Тз.Ы  

Рис. 6.4

На рисунке точка пересечения отрезков обозначена как Р  =  
(r,j/). Отрезки пересекаются, если точки Рз и Л  расположе

ны по разные стороны относительно вектора Р 1Р 2, а точки Pi и

Р 2 —  по разные стороны относительно вектора РзР^ . Условие 
пересечения можно проверить с помощью векторных произведений:

= Р з Р 4 X Р jP i ,  V2 = РзР а  X Р зР 2  ̂ g j

V3 = P iP 2  X Р 1Р3, V4 = P iP 2  у Р 1Р4 .

1'гли V1V2 <  о, VaVi, <  О, то отрезки пересекаются. 1'гли VjJJj > О 
или V3V4 >  О, то отрезки заведомо не псресокаются. Особо следует 
рассмотреть специальные случаи:

1) если ^1^2 <  0. V.3 =  О ф О, то гочка Л, расположена на

отрезке Р1Р 2;
2) если V1V2 <  О, W4 = 0  Из ф О, то точка Р^ расположена на 

отрезке Р 1Р 2]
3) если <  О, г>1 = 0  V2 ^  О, то ючка Р, р;1Сположсна на 

отрезке /3 /4;



4) если i-'3V4 <  О, 1’2 =  0 Vi О, то точка расположена, на 

отрезке Р 3Р4;

5) если Г] = 0 ,  «2 =  0, ^3 =  О =  О, то отрезки Р , / ’2

и расположены на одной прямой, в этом случае требуются
дополнительные проверки для выяснения того, перекрываются они 
или нет.

Для пересекающихся отрезков можно определить точку пересе
чения. Для эю го нужно взять уравнение прямой (6.4), проходящей 
через точки Fi и и аналогичное уравнение прямой, проходящей 
через точки Р3 и Р4. Решив уравнения как систему относитель
но неизвестных х н у ,  получим координаты точки пересечения 
отрезков.

6.2. Геометрические фигуры. Выпуклость

Мы будем иметь дело с плоскими геометрическими фигура 
ми, причем такими, что их границы являются замкнутыми лома
ными линиями. Ломаная задается как последовательность точек: 
P i ,  Р ^ , . . Рп- Подразумевается, что каждая пара соседних точек 
задает отрезок, т.е. на самом деле ломаная представляет собой поело

довательность отрезков: Р 1Р 2: Pn - i Pn  ■ Для замкнутой
ломаной дополнительно задается точка P„+i =  Pi - Таким образом, 
под геометрической фигурой будем понимать часть плоскости, огра
ниченную замкнутой ломаной линией.

Под это определение попадает очень широкий класс фи1ур, по
этому выделим некоторые частные случаи;

1) треугольник, задаваемый тремя 7Х)чками: Р \ ,Р 2,Рз\
2 ) прямоугольник с горизонтальными и вертикальными сторона

ми, задаваемый двумя точками Pi  и Р^ — соответственно леы.1М 
нижним и правым верхним углами;

3) фигура с границей, являющейся замкнутой ломаной лнии' й 
без самопересечений (связная фигура);

4) фигура с границей, являющейся выпуклой замкнутой ломаной 
линией (выпуклая фигура).

Выпуклую ло.маную можно определить так. Если огрезкп в н'-й 
просматривать последовательно, передвигаясь по часоиой гтр<>лк#‘ . 
то будут получаться тол1.ко правые повороты.



При работе с фигурами возникает болыпо« число задач: пронср 
ка взаимного расположения двух фигур, фигуры и отрезка, фигурш 
и точки, перестроение фигуры и т.п. Фигуры в алгоритмах будем 
задавать слелующими структурами данных:

1) координаты точек — в виде массивов х и у длиной п;
2 ) границу фигуры (ломаную лини»о) —  в виде массива Т  из 

m номеров точек, являющихся начальны.ми точками m отрезков 
ломаной; при этом длина массива Т  должна быть не меньше чем 
m + 2 элемента.

Для начала рассмотрим задачу проверки расположения точки и 
связной фигуры. Требуется выяснить, расположена заданная точка 
внутри фигуры или вне ее. Эта задача, на перпый взгляд сложная, 
имее! простое решеиие. Проведе.м через точку (iq , З/о) горизонталь
ную линию (рис.6 .5). Линия пересечет граничные отрезки фигуры 
несколько раз (причем обязательно четное число раз!). Подсчтаем 
количество пересечений слева от точки. Если оно четно (не забу
дем, что нуль тоже четное число), то точка лежит снаружи фигуры, 
а если нечетно, то внутри.



Отдельно рассмотрим особые случаи;
1) точка лежит на г-м отрезке,
2 ) горизонтальная линия проходит точно через конец i - r o  отрез

ка и начало (г +  1)-го,
3) J й отрезок лежит на горизонтальной линии.
Для учета второго случая будем считать, что точек пересечения 

две, если г-й отрезок направлен вверх, а (t +  1 ) - й вниз, или г 
й отрезок направлен вниз, а (i +  1) й вверх. Если же оба отрезка 
направлены либо вверх, либо вниз, то будем считать, что точка пе
ресечения одна. На рис. 6.5 эти точки обозначены числами 1, . . . ,  6 . 
Третий случай аналогичен второму, только следует проверять на
правление (г -  1)-го  и (г +  1)-го  отрезков.

А лго р и тм  6.2. Проверка принадлежности точки с координа 
тами хО, уО связной фигуре. Массивы х , у  —  координаты точек 
фигуры, массив Т  —  граница фигуры, т  —  число отрезков гра
ницы. Результат: А: =  1, если точка принадлежит фигуре, к =  О, 
если нет, к — 2, если точка лежит на границе фигуры. И])оцелура 
te.st2 учитывает третий особый случай, а <es<3 —  второй.

Т [ т  +  1] := Т[1]; 
к :=  0; i :=  1;
w hile  {к <  2)and (i < =  n ) do 
begin  y l  :=  j/[T[i]]; y2 :=  t/[T[i +  1]]; 

p i := (t/1 < =  t/0)and(t/0 < =  y2 ); {отрезок вверх и пересекает) 
р2 :=  (t/1 > =  t/0)and(t/0 > =  t/2 ); {отрезок вниз и пересекает} 
i f  р1 or р2 then {отрезок пересекает линию Y  =  i/0}
begin  х1 := x[T [i]]; х 2 := г [ Т [ г  -f 1]]; 

i f  pi and p2 then tesf i  {учет случая .'{}
else i f  j/0 =  t/2 then te.st2 {учет случая 2}
else
begin  xp  :=  x l +  (j/0 -  t/l)/(»/2  -  t/1) * ( x 2 -  x l ) ;  

i f  ip  =  xO then к :=  2 {учет случая 1}
else i f  xp <  xO then к :=  I -  к {пересечение ленее точки} 

end 
end; 
i : =  t +  1 

end



Алгоритмы процедур, учитывающих особые случаи test2 и 
te.st'i, читателю предлагается написать самостоятельно,

А теперь рассмотрим задачу построения вьтуклоИ оболочки 
связной фигуры. Под выпуклой оболочкой понимается замкнутая вы
пуклая ломаная минимальной длины, ограничивающая всю фигуру. 
Для выпуклой фигуры выпуклая оболочка совпадает с ее границей. 
На рис. 6.6  изображен пример невыпуклой фигуры и ее выпуклой 
1>болочкн.

Рис. 6.6

Определим направление обхода по ломаной линии — границе 
связной фигуры. При переходе от i-ro  отрезка к (г +  1)-му напра
вление движения изменяется на некоторый угол но часовой стрелке 
или против нее. Если считать, что угол по часовой стрелке поло
жительный, а против часовой — отрицательный, то после полпого
об.хода и.возврата в начальную точку сумма всех углов будет равна 
±360°. Направление обхода будем считать правым, если сумма 
равна -ЬЗОО', и левыл* в противно.м случае. За.метим, что для вы
пуклой фигуры все углы поворота будут иметь одинаковые знаки.

Из этого определения сразу же следует алгоритм построения вы- 
п\клой оболочки. Пусть задато правое направление обхода. Про
сматриваем тройки точек P i , P , + i , P i + 2, начиная от г =  1.



Если обнаружим левый поворот от отрезка P iP i+ i ,  к отрезку

Pi+iPi+2, то удаляем точку P,^.i и переходим к просмотру точек 
Р , - 1, Р,, Р,+2- Если поворот правый, то следующими просматрива
ются точки Р, + 1, Pi+2, P i+3- При замыкании обхода после выбора 
т - й  точки требуется выбрать 1-ю, затем 2-ю точку и т.д. Нетруд
но доказать, что для правильного замыкания ломаной достаточно 
обнаружить самую первую тройку точек Рт'> Pt'+i с правым 
поворотом, где штрихами отмечена новая нумерация точек после 
первого просмотра. Проверить поворот соседних отрезков (векто
ров!) для тройки точек можно по знаку их векторного произведения-  
см. формулу (6.3).

А л го р и т м  6.3. Построение выпуклой оболочки связной ((>игуры, 
заданной ломаной с правым обходом. Массивы х , у  —  координаты 
точек фигуры, массив Т  —  граница фигуры, тп —  число отрез
ков границы. Выпуклая оболочка формируется в том же массиве Т, 
тп —  число отрезков оболочки.

г :=  1; j  ;=  3; /: ;=  m +  2;
w h ile  (г < =  к)  do
begin  Т

yl  : =  у 
х2 := X 
хЗ := X

. +  2 ]

'T{ i +  1 
T [ i  +  2

; 2/2::=2/(Г i +  1
; уЗ ::= у[Г *■ +  2

IL JU 1 ) W О у ----У А/
begin  t :=  t -f 1 j  :=  j  +  1 end {если тройка точек правая} 

else i f  г > 1 then г :=  i -  1 
else begin  Т[г -f 1] :=  T [i +  2]; j  : =  j  +  1 end; 
i f  j  >  m  th e n  {замыкание оболочки)

begin  j  1; fc :=  г -f 1 end; 
end;
m :=  к -  j  +  3; {новое значение m }
fo r t ;=  1 to  m do Г{г] :=  T [ i  +  j  ~  1]; {сдвиг в начало Т }

Рассмотрим пример работы алгоритма для фигуры на 1)ис. 6.6. 
Ниже по шага.м цикла выписаны номера просматриваемых точек в 
массиве Т ,  проверка выполняется для последних трех точек. Ре
зультаты проверки отмечены знаком ” +  если точки образуют



праный поворот, или ” -  если левый. Вертикальная черта отме
чает начальную точку оболочки. Для переменных i , j , k  указаны те 
значения, которые они принимают в конце цикла;

3 +  
3 4

1)1 
2)1
3)1
4)1
5)1
6)1
7)1
8)1
9)1 1 5  6 8
10) 1 1 5 6 8 9 
П Н  5 1 6 8 9
12) 1 5 1 6 8 9
13) 1 5 6 1 8 9 

Окончательно Т:

+

8 9

+

5 6

=  2. j  =  4, к =
= l , . j  = 4, к =
=  1, j  =  5, к =
= 1, j  = 6, к =
=  2, j  =  7, к =
— 3, J =  8, к —
=  2, j  =  8, к =  
=  3, j  -  9, к =
=  4, j  =  1, А: =  5
=  5, 3 =  2, к =  Ь
=  4, j = 2 ,  к - ^ Ь
=  5, ;■ =  3, fc =  5
=  6, j  -  А, к =  5

Трудоемкость алгоритма 6.3 линейная, так как он просматрива
ет каждую точку границы выпуклой фигуры не более двух раз.

< 'ледующая задача —  построение выпуклой оболочки множества 
дочек. В отличие от предыдущей задачи здесь нет какой-либо ис
ходной ломаной линии, заданы лишь координаты точек. Поэтому, 
Ч1'о6ы воспользоваться идеей алгоритма 6.3, вначале построим та- 
к>ю ло.маную, которая бы соединяла все точки и не имела самопере
сечений. Если не требовать от ломаной замкнутости, то построить 
се очень легко, достаточно лишь упорядочить все точки по одной из 
координат. На рис. 6.7 цифрами обозначены точки, упорядоченные 
по Л'. Для упрощения задачи вначале будем считать, что нет ни 
одной пары точек с совпадающилш координат.1ми по А'.

Ьуде.м строить оболочку из двух частей — верхней н ннжней. При 
постро«*инн верхней части будем просматривать точки от первой к 
последней, а при построении нижней части в обратном порядке.
II рк просмотре, так же как в алгоритме 6.3. йудем проверять на- 
пранлонир поворота для каждой тройки точек. Но так как первая и 
последняя точки обязательно входят в оболочку, здесь не требуются 
спвцихчьиыр действия по замыканию оболочки.
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Рис. 6.7

А лго р и тм  6.4. Построопие всрхноп части выпуклой оболочки 
множества точек. Массивы л ,у  — координаты точек, упорядо'нн-  
иые по X ,  п —  их количество. Массив Т  -  номера точек верхней 
части оболочки, т  - - и х  количество.

i : = l ;  j : = 3 ;  Г [1 ]:= 1 ; Т[2] := 2; 
w h ile  ( j  < =  n) do
begin  7 i Ь2] :=- j \

y i ~  У Т г]]; х1 ;=  х[Г[г ];
х 2 X Г [г+ 1 ]; у'  ̂ ■= у [Т г +  1]
гЗ :=  X Т i + 2 ]: y-'i :=  у т i +  2]
i f  ( x2 -  t I )  ♦ (уЗ -  у2) < =  (гЗ -  x2)  * (у2 -  y l )  then 

begin i :=  г +  1 j  ;= j  +  1 end {если тройка точек правая} 
else i f  j > 1 then i ;=  i -  1 
else begin T\i +  1] :=  T [ i  +  2]; j  :=  j  + 1 end 

end;
m  :=  i +  1;

Ha основе алгоритма 6.4 нетрудно написать алгоритм построе
ния нижней части выпуклой оболочки.

Алгоритм 6.4 обладает линейной трудоемкостью, в нем, т.ж ж-' 
как и в алгоритме (i.3, каждая точка просмагрива^-тся не 6o;ip<' лкух 
р;1я. Гакнм обраюм. общая трулсемкос гь pf'iiiemu чадлчи rii.ri|UK’



ния выпуклой оболочки для произвольного множества точек в основ
ном определяется трудоемкостью алгоритма сортировки и в лучшем 
случае имеет порядок n p og jn ].

6.3. Задача коммивояжера

В этом разделе мы рассмотрим задачу, которая известна как за
дача коммивояжера (бродячего торговца). Вот ее содержательная 
постановка.

Имеется гг городов, между каждой парой город1)в имеются до
роги. Ллины всех дсфог заданы. Коммивояжер должен разработать 
такой маршрут своего движения, чтобы, начав путь из какого-либо 
города, пройти по всем городам, побывав в каждом ровно по одному 
разу, и вернуться в начало пути. При этом суммарная длина марш
рута должна быть минимально возможной. Задача состоит в том, 
чтобы определить порядок обхода городов.

Задача коммивояжера имеет множество вариантов и интерпре
таций. В геометрическом варианте задачи под городами подразуме 
ваются точки на плоскости, под дорогами —  отрезки прямых между 
парами точек. Тогда маршрутом коммивояжера будет замкнутая ло
маная минимальной длины, проходящая через все точки.

Насколько сложна эта задача? Во-первых, заметим, что так как 
маршрут замкнутый, то неважно, с какого города начать движение. 
Поэто.му всегда можно считать, что маршрут начинается с города 
номер 1. Вторым в маршруте может оказаться любой из оставших
ся п -  1 городов, третьим — одни из оставшихся п -  2 городов и 
т.д. Таким образом, всего может быть (п - 1 ) !  различных маршру
тов, и обычно только один из них является минимальным. Из этого 
рассмотрения сразу же следует, что задачу можно решать .методом 
бэктрекинга. За основу возьмем £1ЛГоритм 4.4 генерации перестано
вок чисел.

А л го р и т м  6.5. Рекурсивный алгоритм решения задачи комми
вояжера. Варианты пути генерируются как перестановки в глобаль
ном .массиве Р  из гг эле.ментов. Массив R  (тоже из п элементов) 
содержит признаки включения номеров точек в перестановку: если 
i?{j] = 1 ,  то но.мер i включен в перестановку, а если /i[i] =  О, 
то нет. Рекурсивная процедура coni {k)  выбирает для перестановок



псе оставшиеся точки, начиная с k- i i позиции. Вспомогательная 
функция d l { i , j )  вычисляет расстояние между i-й и j -й точками. 
Вначале всем эле.ментам массива R  присваивается нулевое значе
ние, точка номер 1 включается в маршрут: Р[1] :=  1, минимальной 
величине пути sO присваивается очень большое значение, после 
чего вызывается с о т ( 2 ). Результатом является путь минимальной 
длины РО и его длина sO.

procedure сот (к  : integer ) ;  
var t , j  : integer;  

s : real; 
begin  

fo r i := 2 to  n do 
i f  //[?] =  0 then 
begin  Д[г] := 1; P[/:] :=  г; 

i f  fc =  rt then 
begin  s :=  dl (n,  1); 

for j  := 1 to n -  2 do s s +  d l ( j , j  + 1 );  
i f  5 < 50 then begin  {новый путь короче sO}

.sO := s;
for j  :=  1 to  n do PO[j] :=  P[ j ]\  

end 
end
else com{k  +  1);.

:= 0
end

end

Этот алгоритм, так же как и алгоритм генерацни перестановок, 
имеет чрезвычайно высокую трудоемкость, так как генерирует f>cf: 

возможные  варианты маршрутов вне зависимости от того, насколь
ко плох или хорош каждый из вариантов. При улучшении быстро
действия алгоритма возникает проблема отсечения перебора, ана
логичная тон, что решалась в алгоритме 4.5 генерации магических 
числовых квадратов.

Отсечение перебора в алгоритме 6.5 можно реализовать следую
щим образом. В алгоритме после проверки /?[г] =  О .можно преду
смотреть вычисление длины s частично построогного ма1)1Н1>ута, 
в который входят точки с номерами; Р[1), ^ [ 2 ] , . . Р[к ] ,  /’ [1]. При



этом к - ю  точку следует включать в маршрут только при s <  sO.
Если придумать более точную оценку минимальной длины пол

ного маршрута, который получился бы при достраивании частич
ного маршрута до конца, то можно добиться отсечения бесперспек
тивных вариантов на более ранних этапах работы алгоритма, ко
гда к невелико. Для этого предварихельно для каждой точки вы
числим расстояние до ближайшей к ней другой точки и занесем эти 
ближайшие расстояния во вспомогательный массив. Тогда к длине
S частично построенного маршрута необходимо для каждой точ
ки, не вошедшей в маршрут, добавить соответствующее ближайигее 
расстояние. Написать алгоритм вычисления ближайших расстояний 
предоставляется читателю.

Однако любые усовершенствования алгоритма не изменят саму 
природу этой задачи. Доказано, что для нее не существует алгорит
ма, выполняющегося быстрее чем за экспоненциальное время, т.е. 
быстрее чем за время порядка с", где константа с >  1. Рас
смотрим следующий пример. Пусть имеется алгоритм, решающий 
задачу коммивояжера на некотором компьютере за время 4" ми
кросекунд. Это значит, что при п =  10 задача будет решаться за 
одну секунду (4 ’ ° а  10®). Но уже для п =  50 на это потребует
ся 3,0 миллионов миллиардов лет! Для справки: возраст Вселенной 
’’ всего” около 10 миллиардов лет.

Существует два пути уменьшения времени решения задачи:
1) увеличение мощности компьютера,
2) улучшение алгоритма.

Попробуем первый путь. Будем решать задачу на компьютере, 
работающем в тысячу раз быстрее. Такие компьютеры уникальны 
и очень дороги, еще более скоростных компьютеров пока не создали. 
Тогда задача для п =  10 будет решаться за 0.001 секунды, однако 
для п =  50 — за 30 триллионов лет.

Второй путь более обнадеживающий. Пусть для примера алго
ритм удалось улучшить настолько, что задача стала выполняться 
за время 2" микросекунд. Тогда при п =  10 время решения со
ставит 0.001 секунды, а при п =  50 — ’’ всего” ллшь 30 лет. При 
выполнении такого алгорит.ма на компьютере, ь гысячу раз более 
М01Ш10М, потребуется тоже не.мало нременн: около 100 лнсй.



Это значит, что задачу нельзя решить, если п больше несколь 
ких десятков, и никакие наши сверхусилия не спасут положение.

Но что же делать, если задачу надо решать для п, равных, на
пример, 1000 или больше? В практических случаях ничего другого 
не остается, как вычислить такой путь, длина которого, быть мо
жет, не самая минимальная, но значительно меньше, чем у наугад 
взятого варианта пути. Такое решение называют приближенным. 
Существует много алгоритмов приближенного решения задачи ком
мивояжера. Рассмотрим один из них, называемый алгоритмом ’’бли
жайшего соседа” .

Основная идея алгоритма состоит в том, что в качестве очеред
ной, k -a  точки маршрута выбирается та точка, которая среди не 
включенных в маршрут находится ближе всех к (к  -  1)-й точке 
маршрута.

А л го р и т м  0.6. Приближенное решение задачи коммивояжера 
алгоритмом ’’ближайшего соседа” . Путь формируется в глобальном 
массиве Р  из п элементов. Массив R  содержит признаки включе
ния номеров точек в путь: если Д[г] =  1, то точка номер i включена 
в путь, если Д[г] =  О, то нет. Константа max  имеет максималь
но возможное вещественное значение. Функция dl{a,b)  вычисляет 
расстояние между точками с номерами а к Ь.

P 1 1 I 1;
fo r г :=  2 to  п do iZ[i] :=  0; 
fo r i :=  2 to  n do 
begin  sO := max-, 

fo r j  :=  2 to  n do 
i f i ? [7] =  0 th en  
begin  s :=  d l { P [ i -  l ] , j ) ;  

i f  .s <  sO then 
begin  

sO ;=  s; к ;= j  
end 

end;
R [ k ] : = l

end;



Нетрудно видеть, что трудоемкость алгоритма имеет порядок 
что позволяет решать задачу для п порядка десятков тысяч. 

Однако качество решения может оказаться заметно хуже оптималь
ного. На рис. 6.8 приведены примеры оптимального А и прибли
женного Б  маршрутов коммивояжера, построенных по одним и тем 
же точкам.

Рис. 6.8

Для алгоритмов, вычисляющих приближенное решение, важно 
знать, насколько полученное решение хуже  оптимального. Однако 
ответ на этот вопрос можно получить, лии1Ь точно зная оптималь
ное решение. Иногда для него удается вычислить оценку в виде 
неравенства. Получение подобных оценок для различных алгорит
мов является интересной и увлекательной задачей, однако выходит 
далеко за рамки данной книги и здесь не обсуждается.

Задания для самостоятельной работы

1 Вывести формулы для вычисления координат точки пересечения 
двух отрезков,

2. Написать алгоритм проверки замкнутой ломаной линии является ли 
она самопересекающейся,

3 Ланы два треугольника. Написать £1ЛГорн1 м посчроенпя замкнутой 
ломаной .'1III1HII, ограничивающей область, обшук? для обонх треугольни
ков Указание.' использовать формулы, полученные в задаче 1,

4 Лапы два прямоугольника со сторонами параллельными осям коор
динат. Написать алгоритм, определяющий их взаимное расположение Для 
случая, когда прямоуго.мьникк пресекаются, алгоритм должен вычислять:



1) замкнутую ломаную, ограничивающую область, объединяющую оба 
прямоугольника;

2) замкнутую ломаную, ограничивающую область, общую для обоих 
прямоугольников.

5. Исследовать работу алгоритма 6.3 для случая, когда в выпуклой обо
лочке находятся три точки, лежащие на одной прямой. Что изменится, если 
при проверке тройки точек в алгоритме (правая тройка или нет) HecTpoiw 
неравенство заменить на строгое?

6. Исследовать работу алгоритма 6.4 для случая, когда в выпуклой обо
лочке находятся три точки, лежащие на одной прямой. Что изменится, если 
при проверке тройки точек в алгоритме (правая тройка или нет) нестрогое 
неравенство заменить на строгое?

7. Используя алгоритм 6.4, написать алгоритм построения всей вы
пуклой оболочки.

8. В алгоритм 6.5 построения минимального пути коммивояжера доба
вить сокращение перебора, о котором упоминается в тексте. Эксперимен
тально (на компьютере) проверить, насколько программа стала быстрее 
работать.

9. Написать программу, которая генерирует точки со случайными ко
ординатами, после чего вычисляет минимальный путь коммивояжера алго
ритмом из задачи 8, а также приближенный путь алгоритмом 6.6 и выдает 
длины этих путей. Получить результаты цля разных п  и для разных 
наборов случайных точек.

10. Алгоритм ’’ближайшего города” . Похож на алгоритм "ближайшего 
соседа” , но есть отличия:

1) частичный маршрут всегда рассматривается как замкнутый;
2) в качестве очередной точки в маршрут включается та, которая бли

же всех других к какой-либо ( j -й ) точке маршрута, причем включается 
между j - v i  и ( j  -f 1)-й точками маршрута.

Написать алгоритм, включить в задачу 9 и экспериментально сравнить 
его работу с другими алгоритмами вычисления пути коммивояжера.

11. Вывести формулу трудоемкости в зависимости от п для алгоритма 
задачи 10. Нельзя ли для этого алгоритма добиться трудоемкости пор-тдка

в наихудшем?



Л И Т Е Р А Т У Р А

По языку Паскаль существует необъятное число книг и учеб
ников. Интересны книги автора языка Паскаль Н. Вирта [2, 9]. 
Для практической работы на компьютере потребуются книги или 
руководства по конкретному транслятору и операционной системе. 
Например, для работы с транслятором Turbo Pascal необходима 
какая-либо из книг по языку и транслятору [7, 8, 15), а также по 
операционной системе MS DOS или Windows [16].

В данной книге каждая из глав является введением в соответ
ствующий раздел информатики. Ниже приведена литература для 
более широкого изучения каждого из разделов. Литература, требу
ющая от читателя дополнительной математической подготовки, от
мечена звездочками.

К 1-й главе. Об основных идеях доказательства правильности 
алгоритмов см. {2, 5]. Проблемы тестирования и разработки боль
ших программ изложены в [И ]. Развитие теории доказательства 
правильности см. в [6].

К 2-й главе. О рекуррентных последовательностях и алгоритмах 
см. в [2]. Алгоритм слияния см. в (3, 10].

К 3-й главе. Об алгоритмах сортировки и поиска см. в {3, 10].
К 4-й главе. О рекурсивных алгоритмах и бэктрекинге см в. 

(1, 14]. В книге [12] приведены интересные задачи, логические игры, 
головоломки и обширный список литературы иа эту тему.

К 5-й главе. Алгоритмы контекстного поиска есть в книге [3]. 
Там же можно найти некоторые алгоритмы трансляции. О теории 
трансляции см. также [4].

К б-й главе. Алгоритмы вычислительной геометрии см. в [13]. 
Задача коммивояжера с алгоритмами ее решения подробно изложена 
в [14],
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Приложение 1 

КОДЫ  И З О Б Р А Ж А Е М Ы Х  С И М В О Л О В

В таблице код символа вычисляется как сумма номера строки (от 
О до 15) и числа, которым помечен столбец. Например, код символа 
” < ” равен 12+48 =  60. Коды символов с номерами о т 32 до 127 соот
ветствуют стандартным кодам ASCII. Коды с11мволов с номерами 
от 128 до 241, включающие русские буквы и символы псевдогра
фики, соответствуют так называемой ’’ альтернативной” кодировке, 
принятой для персональных компьютеров в России.
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Приложение 2

КОД Ы  С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Х  С И М В О Л О В  В IB M  PC

Клавиша Код +Shi^t + Ш ' +A lt
F1 0+ 59 0+ 84 0+ 94 0+ 104
F2 0+ 60 0+ 85 0+ 95 0+ 105
F3 0+ 61 0+ 86 0+ 96 0+ 106
F4 0+ 62 0+ 87 0+ 97 0+ 107
F5 0+ 63 0+ 88 0+ 98 0+ 108
F6 0+ 64 0+ 89 0+ 99 0+ 109
F7 0+ 65 0+ 90 0+ 100 0+ 110
F8 0+ 66 0+ 91 0+ 101 0+ 111
F9 0+ 67 0+ 92 0+ 102 0+ 112
F10 n+68 0+ 93 0+ 103 0+ 113

0+ 75 0+ 115
0+ 77 0+ 116

t 0+ 72
i 0+ 80
Insert 0+ 82
Delete 0+ 83
Home 0+ 71 0+ 119
End 0+ 79 0+ 117
PgUp 0+ 73 0+ 132
PgDn 0+ 81 0+ 118
Backspace 8 127
Tab 9 0+ 15
Enter 13 13 10
Esc 27 27 27
Space 32 32 32 32



Клавиш а T c t ? r +A lt Клавиша +T t?r +A lt
A
В
С
D
E
F
G
H
I
J
К
L
M
N
0
P
Q
R
S
T
и
V
w
X
Y 
Z

1
2
3
4
5
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7
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10 
11 
12
13
14
15
16
17
18
19
20 
21 
22
23
24
25
26

0+ 30 
0+ 48 
0+ 46 
0+ 32 
0+ 18 
0+ 33 
0+ 34 
0+ 35 
0+ 23 
0+ 36 
0+ 37 
0+ 38 
0+ 50 
0+ 49 
0+ 24 
0+ 25 
0+ 16 
0+ 19 
0+ 31 
0+ 20 
0+ 22 
0+ 47 
0+ 17 
0+ 45 
0+ 21 
0+ 44

0+ 3

30

31

28
27
29

0+ 120 
0 + 121 
0+ 122 
0+ 123 
0+ 124 
0+ 125 
0+ 126 
O f 127 
0+ 129 
0+ 130 
0+ 131
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