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1 Введение

Релятивистское уравнение Дирака для заряженной частицы во внешнем электромаг-

нитном поле - основа релятивистской квантовой механики и квантовой электродинамики.

Точные решения уравнения представляют особый физический интерес, так как они, опре-

деляя, в основном, картину движения частиц со спином 1/2 во внешнем электромагнитном

поле, являются в то же время базой для получения с помощью квантовой электродина-

мики точной картины движения такой частицы. В квантовой электродинамике точные

решения уравнение Дирака необходимы для построения взаимодействия с внешним по-

лем и взаимодействия фотонов в рамках картины Фарри.

Наиболее известные решения уравнения Дирака появились в такой последовательно-

сти: стационарная волновая функция в кулоновском поле - в 1928 году [1, 2], в постоянном

и однородном магнитном поле - в 1930 [3], решение в плоской электромагнитной волне - в

1935; а, когда волна распространяется вдоль постоянного и однородного магнитного поля

- в 1965 году [4].

Исследование точных решений уравнений Дирака в электромагнитном поле наиболее

полно представлено в монографии [5], а движение дираковской частицы в постоянном

магнитном поле анализировалось в сравнительно многочисленных публикациях, в том

числе в [6 - 9].

Уравнение Дирака в (2 + 1)-мерном пространстве-времени активно изучалось послед-

ние три десятилетия многими исследователями. Примем во внимание то обстоятельство,

что при исследовании его свойств симметрии возникают некоторые новые отличительные

моменты от уравнения Клейна-Гордона-Фока, связанные с многокомпонентностью волно-

вой функции. Способ описать симметрию на языке алгебр Ли позволяет добиться ясности

и математической строгости изложения с использованием относительно несложных вы-

кладок, а также пригоден для описания симметрии, не связанной с преобразованиями

пространства-времени.

В настоящей работе рассматривается уравнение Дирака в (2+1)-мерном искривленном

пространстве-времени с внешним электромагнитным потенциалом и исследуется алгебра

симметрии уравнения. Как известно, уравнение Дирака описывает частицу с массой m и

спином 1/2 - это массивный случай. Этот случай безошибочно формулируется на языке

теории представлений групп и алгебр Ли. Также известен случай, когда масса равна 0,

тогда уравнение описывает безмассовое поле со спиральностью ±1/2. Симметрия такого

уравнения оказывается более широкой, чем в случае с массой.
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Актуальной проблемой в релятивистской квантовой теории является самосопряженное

расширение гамильтониана Дирака во внешних сингулярных потенциалах. Уравнение Ди-

рака в магнитном поле соленоида лежит в основе теории Ахаронова-Бома и как в (3 + 1),

так и в (2+1)-мерном случае [10-12]. В [13] рассмотрено уравнение Дирака в (2+1)-мерном

пространстве для релятивистского заряженного безмассового фермиона в потенциалах

Кулона и Ахаронова-Бома в контексте самосопряжённого расширения. Задача самосопря-

женного расширения в квантовой механике подробно исследовалась Гитманом, Тютиным

и Вороновым [14]. Также уравнение Дирака представляет интерес для плоской гравитации

и черной дыры БТЗ [15, 16] (исследование поведения поля Дирака на фоне БТЗ [17]).

Новый интерес к различным эффектам в двумерных квантовых системах появился по-

сле успешного получения монослоя графита (графена). При низких энергиях динамика

электрона в графене описывается двухкомпонентным уравнением Дирака для фермионов

с нулевой массой, поэтому электроны в графене дают интересные реализации квантовой

электродинамики в (2+1)-измерениях. Можно отметить, что в физике конденсированных

сред (2 + 1) уравнение Дирака при наличии внешнего электромагнитного потенциала ис-

пользуется при теоретическом изучении электронных свойств графена [18-20], графеновых

квантовых точек [21].

Обобщая сказанное, мы видим, что разработка математических методов для обнару-

жения новых точных решений для уравнения (2 + 1) Дирака имеет важное значение в

связи с расширением применения релятивистских квантовых уравнений в актуальных за-

дачах квантовой теории. Данная работа основана на статье [22] и является ее логическим

продолжением.
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2 Уравнение Дирака в (2 + 1)-мерном пространстве Ри-

мана

2.1 (2 + 1)-мерное пространство-время Римана

Будем применять условные обозначения, используемые в уравнениях Дирака в искрив-

ленном пространстве-времени, которое описывается как (2 + 1)-мерное псевдо-риманово

многообразие (M, (gµν)), где gµν(x) - это ковариантные компоненты псевдо-римановой мет-

рики gµν в локальных координатах x = (xµ) = (x0, x1, x2) вM (µ, ν, α, ... = 0, 1, 2).

Контравариантные компоненты метрического тензора записываются в виде gµν ,

gµνgνα = δµα
1, где δµα - символ Кронекера (δµν = 1 если µ = ν и 0 в противоположном

случае).

Связность Леви-Чивиты в касательном расслоении TM описывается символами Кри-

стоффеля

Γµνα =
1

2
gµβ
(
∂gβν
∂xα

+
∂gβα
∂xν

− ∂gνα
∂xβ

)
. (2.1)

Тензор кривизны Римана выражается с помощью символов Кристоффеля и представ-

ляется в виде выражения

−Rσ
.ανµ =

∂Γσαµ
∂xν

− ∂Γσαν
∂xµ

+ ΓσβνΓ
β
αµ − ΓσβµΓβαν . (2.2)

Тензор Риччи Rνµ и скалярная кривизна R записываются

Rνµ = Rα
.ναµ, R = Rµ

µ. (2.3)

Тензор кривизны (2.2) в (2+1)-мерном многообразииM однозначно определяется через

метрику, скалярную кривизну и тензор Риччи (2.3) как

Rνµαβ = Rναgµβ −Rνβgµα +Rµβgνα −Rµαgνβ +
R

2
(gνβgµα − gναgµβ). (2.4)

Ковариантное дифференцирование контравариантного вектора V µ и ковариантного

вектора Vµ записывается как ∇νV
µ = V µ

;ν = V µ,ν +ΓµναV
α и ∇νVµ = Vµ;ν = Vµ,ν −ΓανµVα

соответственно. Здесь точка с запятой обозначает ковариантную производную по коорди-

натным индексам, а запятая означает частную производную. Связность Γµνα согласована

с метрикой, т.е. gαβ;µ = 0.

Для определения спинорной связности в (2+1)-мерном пространстве-времени необхо-

дим набор из трёх ортонормированных векторных полей eaµ(x) чтобы диагонализировать

1 Здесь и далее будет использоваться Эйнштейновское правило суммирования.
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метрику:

gµν(x) = eaµ(x)ebν(x)ηab, (2.5)

где ηab - метрика Минковского, (ηab) = diag(1,−1,−1). Индексы, обозначенные латински-

ми буквами, пробегают значения a, b = 0, 1, 2. Также справедливы равенства eµa(x) =

gµνeaν(x), eµa(x) = gµνebν(x)ηab, ηacηcb = δab .

В (3+1)-мерном пространстве в общей теории относительности ортонормированные

векторные поля, описанные ранее, называются тетрада, но в (2+1)-мерном пространстве-

времени мы используем термин триада для eaµ(x), а a, b, c станут называться индексами

триады.

В дальнейшем нам понадобится антисимметричный тензор Леви-Чивиты eµνα(x) на

(2+1)-мерном многообразии (M, g), который определяется как

eµνα(x) = det(eαµ(x))εµνα. (2.6)

Через εµνα обозначим антисимметричный символ Леви-Чивиты, который определяется

как ε012 = 1. Также заметим очевидные равенства:

eαβγeαβγ(x) = 6, eαβγeµβγ(x) = 2δαµ , eαµνeαβγ(x) = δµβδ
ν
γ − δµγ δνβ. (2.7)

2.2 Уравнение Дирака

Уравнение Дирака в (2 + 1)-мерном пространстве-времени определяется путем вве-

дения соответствующих матриц Дирака, спинорной связности и обобщенного оператора

импульса.

Матрицы Дирака

В (2+1)-мерном пространстве-времени γ-матрицы имеют особый вид:

γµ(x) = eµα(x)γ̂α, (2.8)

где

γ̂0 = σ3, γ̂1 = isσ1, γ̂2 = σ2, (2.9)

и σ1, σ2, σ3 матрицы Паули 2. Четыре матрицы

γµ(x), I (2.12)
2 Матрицы Паули

σ1 =

0 1

1 0

 , σ2 =

0 −i

i 0

 , σ3 =

1 0

0 −1

 . (2.10)
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образуют базис для множества матриц размером 2× 2, где I-единичная матрица.

Алгебраические свойства γ-матриц (2.8) в (2+1)-мерном пространстве:

γαγβ + γβγα = 2gαβ, (2.13)

γαγµ = gαµ − iseαµσγσ, (2.14)

[γµ, γν ] = −2iseµνσγσ, (2.15)

где [A,B] = AB −BA - коммутатор, а {A,B} = AB +BA - антикоммутатор A и B.

Спинорная связность

Спинорная связность Γµ обеспечивает ковариантное дифференцирование спиноров: ес-

ли ψ-это спинор, тогда ∇µψ + Γµψ = ψ;µ + Γµψ также является спинором. Матрицы Γµ

предполагаются бесследовыми, т.е.

Sp(Γµ) = 0. (2.16)

Для спинор-ковариантной производной матриц Дирака γµ имеем:

[∇α + Γα, γ
µ] = 0 или γµ;α = −[Γα, γ

µ]. (2.17)

Действительно, поскольку Γν бесследна (2.16), мы можем разложить Γν по базису (2.12)

как Γν = aανγα с постоянными коэффициентами разложения aαν . Подставляя значение Γν в

(2.17) получим: γµ;ν + aαν (γαγ
µ − γµγα) = 0. Теперь умножим это равенство на γµ и просум-

мируем по µ, получая в результате γµ;νγµ + 4aανγα = 0 и, сделав соответствующую замену

на Γν , получаем:

Γν = −1

4
γα;νγα. (2.18)

Обобщенный оператор импульса

Компоненты Pµ обобщенного оператора импульса определяются как:

Pν = pν − Aν , pν = i(∇ν + Γν), (2.19)

где Aν-компоненты векторного потенциала внешнего электромагнитного поля. Компонен-

ты тензора электромагнитного поля:

Fνµ = ∇νAµ −∇µAν = Aµ,ν − Aν,µ. (2.20)

Они эрмитовы, бесследовы и имеют следующие свойства:

σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2. (2.11)
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Теорема 2.1. Коммутатор компонент обобщенного оператора импульса Pν имеют вид:

[Pν ,Pµ] = −[∇ν ,∇µ]− i

4
sR . . αβ

νµ . . eαβσγ
σ − iFνµ. (2.21)

Доказательство. Запишем коммутатор Pν и Pµ и упростим:

[Pν ,Pµ] = [i(∇ν + Γν)− Aν , i(∇µ + Γµ)− Aµ] = (2.22)

= −[∇ν + Γν ,∇µ + Γµ]− i[∇ν + Γν , Aµ]− i[Aν ,∇µ + Γµ] + [Aν , Aµ] =

= −[∇ν ,∇µ]− [∇ν ,Γµ]− [Γν ,∇µ]− [Γν ,Γµ]− i[∇ν , Aµ]− i[Aν ,∇µ] =

= −[∇ν ,∇µ]− (Γµ;ν − Γν;µ)− [Γν ,Γµ]− iFνµ,

где

Γµ;ν − Γν;µ = −1

4
γαRβ

. ανµ.

Определим оператор

Ĝνµ = −(Γµ;ν − Γν;µ + [Γν ,Γµ])

и перепишем наш коммутатор (2.22) в виде:

[Pν ,Pµ] = −[∇ν ,∇µ] + Ĝνµ − iFνµ. (2.23)

Из того, что Γµ бесследна (2.16) мгновенно следует следующее равенство:

Sp(Ĝµν) = 0. (2.24)

Также заметим, что из (2.17) следует [[Pν ,Pµ], γα] = 0. Следовательно (2.23) превра-

щается после подстановки в

−[[∇ν ,∇µ], γα] + [Ĝνµ, γ
α] = 0. (2.25)

Вычислим коммутатор из предыдущего выражения:

[[∇ν ,∇µ], γα] = γα;µν − γα;νµ = Rβα
. . νµγβ.

Тогда (2.25) примет вид

R α
µνβ .γ

β + [Ĝνµ, γ
α] = 0. (2.26)

Подставляя в (2.26) формулу для разложения Ĝνµ в терминах базиса (2.12) с исполь-

зованием (2.24)

Ĝνµ = aνµβγ
β, (2.27)

мы находим

R α
µνβ .γ

β + aνµβ[γβ, γα] = 0.
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Заменяя соответствующее выражение коммутатора из (2.14) в (2.2), мы имеем

R α
µνβ .γ

β − 2is aνµβ e
βασγσ = 0 (2.28)

и используя формулы (2.7) получаем

aνµα = − i
4
s eασβR

σβ . .
. . νµ . (2.29)

Наконец, подставляя (2.28) и (2.27) в уравнение (2.23), мы находим (2.22).

Получив достаточные знания из нужной нам теории мы можем записать уравнение Ди-

рака для частицы массыm в (2+1)-мерном псевдо-римановом многообразииM с внешним

электромагнитным потенциалом Aν следующим образом:

Hψ = 0, H = γνPν −m. (2.30)
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3 Оператор симметрии первого порядка

Разделение переменных в уравнении Дирака (2.30) включает линейный дифференци-

альный оператор X первого порядка с матричными коэффициентами:

X = XνPν + χ, (3.1)

который переводит каждое решение (2.30) в решение этого уравнения, где Xν и χ - мат-

ричные функции от x.

Определяющее уравнение для оператора симметрии X можно записать в виде

[X,H] = ΨH. (3.2)

Здесь через Ψ обозначили множитель оператора Лагранжа, имеющий вид

Ψ = ΨνPν + Ψ̄, (3.3)

где Ψν и Ψ̄ - это матричные функции от x.

Правая и левая части уравнения (3.2) действуют на гладкие скалярные функции от x

из общей области определения операторов X и H.

Оператор (3.1), которые удовлетворяют уравнениям (3.2), образуют алгебру Ли g. Яс-

но, что любой оператор Y = RH является решением (3.2) с Ψ = [R,H], где R - это

линейный дифференциальный оператор. Множество таких операторов Y образует идеал

h в алгебре Ли g:

[Y,X] = ([R,X]−RΨ)H.

Операторы Y из идеала h не несут никакой информации об уравнении (2.30) и его

решениях. Такие симметрии будем называть тривиальными. Нас интересуют элементы

фактор-алгебры l = g/h, которые мы будем называть нетривиальными симметриями.

Подставляя данные выражения (3.1) и (3.3) в (3.2) и приравнивая коэффициенты при

одинаковых степенях Pµ, мы приходим к следующему результату:

Лемма 3.1. Определяющее уравнение (3.2) эквивалентно следующей системе уравнений

для Xν, χ и Ψµ, Ψ̄:

[γµ, Xν ] + [γν , Xµ] = Ψνγµ + Ψµγν , (3.4)

[γµ, χ] + γν [Xµ,Pν ] = Ψ̄γµ −mΨµ, (3.5)

γν [χ,Pν ] +
1

2
{γν , Xµ}[Pµ,Pν ] =

1

2
Ψµγν [Pµ,Pν ]−mΨ̄. (3.6)
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Также стоит отметить, что лемма (3.1) верна не только для (2 + 1) уравнения Дирака

(2.30), но и для (3 + 1).

Разложим матричные функции Xν , χ, Ψν , Ψ̄ по базису (2.12):

Xν = ξν + γαXν
. α, χ = ϕ+ ϕαγα, (3.7)

Ψν = Ψν
. αγ

α + Ψ̄ν , Ψ̄ = Ψ̄ν
0 γν + Ψ̄0, (3.8)

где

ξν , Xν
. α, ϕ, ϕα, Ψν

. α, Ψ̄ν , Ψ̄ν
0, Ψ̄0 (3.9)

это гладкие скалярные функции от x.

Уравнения (3.4) – (3.6) для матричных коэффициентов Xν , χ и Ψν , Ψ̄ оператора сим-

метрии (3.1) и множителя Лагранжа, соответственно, приводят к соответствующим урав-

нениям для скалярных функций (3.9), которые приведены ниже в терминах следующих

лемм.

Лемма 3.2. Из уравнения (3.4) следует

Ψµν = 2Xµν − 2

3
Sp(X)gµν , Ψ̄ν = 0, (3.10)

Xµν +Xνµ =
2

3
Sp(X)gµν , Sp(X) = Xµ

·µ. (3.11)

Доказательство. Подставим (3.7) и (3.8) в уравнение (3.4) и разложим его по базису

(2.12) с помощью известных формул (2.13)–(2.15):

Левая часть:

[γµ, Xν ] + [γν , Xµ] = [γµ, ξν + γαXν
. α] + [γν , ξµ + γαXµ

. α] =

= [γµ, ξν ] + [γµ, γαXν
. α] + [γν , ξµ] + [γν , γαXµ

. α] =

= γα[γµ, Xν
. α] + [γµ, γα]Xν

. α + γα[γν , Xµ
. α] + [γν , γα]Xµ

. α =

= −2iseµασγσX
ν
. α − 2iseναργρX

µ
. α = −2is(eµασγσX

ν
. α + eνασγσX

µ
. α).

Правая часть:

Ψνγµ + Ψµγν = (Ψν
. αγ

α + Ψ̄ν)γµ + (Ψµ
. αγ

α + Ψ̄µ)γν =

= Ψν
. αγ

αγµ + Ψ̄νγµ + Ψµ
. αγ

αγν + Ψ̄µγν =

= Ψν
. α(gαµ − iseαµσγσ) + Ψ̄νγµ + Ψµ

. α(gαν − iseανσγσ) + Ψ̄µγν =

= Ψνµ − iseαµσγσΨν
. α + Ψ̄νγµ + Ψµν − iseανσγσΨµ

. α + Ψ̄µγν .
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Приравнивая, получаем:

−is (eανσ(2Xµ
·α −Ψµ

·α) + eαµσ(2Xν
·α −Ψν

·α)) γσ = Ψµν + Ψνµ + Ψ
µ
γν + Ψ

ν
γµ. (3.12)

Из (3.12) мы также можем заметить, что Ψµν = −Ψνµ и при ν = µ в (3.12) получаем:

−is (eαµσ(2Xµ
·α −Ψµ

·α) + eαµσ(2Xµ
·α −Ψµ

·α)) γσ = Ψ
µ
γµ + Ψ

µ
γµ,

−iseαµσ(2Xµ
·α −Ψµ

·α) = Ψ
µ
gµσ.

Домножим на gµσ, тогда

0 = 3Ψ
µ
,

т.е. Ψ
µ

= 0 и:

−iseαµσ(2Xµ
·α −Ψµ

·α) = 0,

−is2eαµσXµ
·α = −iseαµσΨµ

·α,

Ψµ
·α = 2Xµ

·α. (3.13)

В свою очередь для произвольных индексов µ и α мы можем подставить все полученные

нами результаты и выполнить преобразования:

−is (eανσ(2Xµ
·α −Ψµ

·α) + eαµσ(2Xν
·α −Ψν

·α)) = 0.

Суммируя по индексу α, плюс учитывая (3.13) мы получим:

(eµνσ(2Xµ
·µ −Ψµ

·µ) + eνµσ(2Xν
·ν −Ψν

·ν)) = 0,

eµνσ((2Xµ
·µ −Ψµ

·µ)− (2Xν
·ν −Ψν

·ν)) = 0,

которое будет равно 0 при условии равенства нулю скобки. Приравняем 2Xµ
·µ−Ψµ

·µ = Θ

(здесь по µ нет суммирования).

Ищем след:

Sp(2X −Ψ) = 3Θ,

След Ψ равен 0 в силу условия Ψµν = −Ψνµ.

2Sp(X) = 3Θ.
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Ψµ
·α =

2Xµ
·α, если µ 6= α;

2Xµ
·µ − 2

3
Sp(X), если µ = α.

Объединяя всё в одно выражение, получаем

Ψµν = 2Xµν − 2

3
Sp(X)gµν , (3.14)

что и требовалось.

Подставив (3.14) в условие Ψµν = −Ψνµ, получим

2Xµν − 2

3
Sp(X)gµν =

2

3
Sp(X)gνµ − 2Xνµ,

Xµν +Xνµ =
2

3
Sp(X)gµν .

3.1 Исследование нетривиальных симметрий

Учитывая лемму (3.2), мы получаем, что симметричный оператор (3.7) принимает вид

X = XνPν + χ = (ξν + γαXν
. α)Pν + χ = ξνPν + 1

2
Ψν
αγ

αPν + χ, если ν 6= α.

X = ξνPν + 1
2
Ψν
νγ

νPν + χ = ξνPν + 1
2
Ψν
ν(H +m) + χ = ξνPν + 1

3
Sp(X)(H +m) + χ, если

ν = α.

X =

ξ
νPν + 1

2
Ψν
αγ

αPν + χ, если ν 6= α;

ξνPν + 1
3

Sp(X)(H +m) + χ, если ν = α.

Объединяя всё в одно выражение, получаем

X =

(
ξα +

1

2
Ψα

βγ
β

)
P̂α +

1

3
Sp(X)Ĥ +

(
χ+

1

3
Sp(X)m

)
. (3.15)

Нас интересуют нетривиальные симметрии операторов, поэтому факторизуя их по эле-

ментам идеала h, не ограничивая общности положим

Sp(X) = 0. (3.16)

Теперь, принимая к сведению (3.16), перепишем оператор симметрии X в следующем

виде

X = (ξα − is

2
Xµνe

µνα)P̂α + (
is

2
Xµνeµναγ

α)Ĥ + (χ+m
is

2
Xµνeµναγ

α).
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Таким образом без потери общности мы можем изучать только те операторы симмет-

рии, чьи коэффициенты при производной являются единичными матрицами. Другими

словами, мы можем положить Xµν = 0.

Лемма 3.3. Из уравнения (3.5) получаем

Ψ0 = − i
3
ξµ;µ, Ψ0µ = 0, (3.17)

ϕα = −s
4
ξµ;σeµσα, (3.18)

ξµ;σ + ξσ;µ =
2

3
ξα;αg

µσ. (3.19)

Доказательство. Подставим (3.7) и (3.8) в уравнение (3.5), разложим его по базису (2.12)

и получим систему уравнений, не забыв учесть предыдущие полученные нами результаты

в виду леммы и следующих из неё равенств

Левая часть:

[χ, γµ] + γν [Xµ,Pν ] = [ϕ+ ϕαγα, γ
µ] + γν [ξµ + γαXµ

. α, i(∇ν + Γν)− Aν ] =

= ϕαgκα[γα, γµ] + iγν [ξµ,∇ν ] = ϕαgκα(−2iseκµσγσ)− iγνξµ;ν =

= −2isϕκe
κµσγσ − iγνξµ;ν .

Правая часть:

Ψ̄γµ −mΨµ = (Ψ̄ν
0 γν + Ψ̄0)γ

µ −m(Ψµ
. αγ

α + Ψ̄µ) = Ψ̄ν
0 γνγ

µ + Ψ̄0γ
µ =

= Ψ̄ν
0 gλν(g

λµ − iseλµσγσ) + Ψ̄0γ
µ =

= Ψ̄µ
0 − isΨ̄λ0 e

λµσγσ + Ψ̄0γ
µ.

Приравнивая, получаем:

−2isϕκe
κµσγσ − iγνξµ;ν = Ψ̄µ

0 − isΨ̄λ0 e
λµσγσ + Ψ̄0γ

µ.

Немедленно следует Ψ̄µ
0 = 0.

−2isϕκe
κµσ − iξµ;νgνσ = Ψ̄0g

µσ. (3.20)

Свёртка уравнения (3.20) и gµσ даёт выражение (3.17)

Ψ̄0 = − i
3
ξµ;µ.

Свёртка уравнения (3.20) и eτµσ даёт выражение (3.18)

−4isϕτ − iξµ;σeτµσ = 0,

14



ϕα = −s
4
ξµ;σeµσα.

Получим последнее уравнение из следующих соображений. Поменяем индексы µ и σ ме-

стами в (3.20):

2isϕκe
κµσ − iξσ;νgνµ = Ψ̄0g

µσ. (3.21)

Сложим уравнение (3.20) и (3.21) и получим последнее равенство из нашей леммы

2Ψ̄0g
µσ = −i(ξµ;σ + ξσ;µ),

ξµ;σ + ξσ;µ =
2

3
gµσξα;α. (3.22)

Подставляя (3.7) и (3.8) в уравнение (3.6) с учётом Лемм 3.2 и 3.3 и при условии (3.16),

мы получаем лемму

Лемма 3.4. Из уравнения (3.6) следует

ϕ,β =
i

3
ξν ;νβ − Fβµξµ, (3.23)

mξµ;µ = 0. (3.24)

Доказательство. Для начала перепишем уравнение (3.6) в виде

γν [χ,Pν ] +
1

2
({γν , Xµ} − 1

2
Ψµγν)[Pµ,Pν ] = −mΨ̄.

Раскрываем скобки и приводим подобные.

Левая часть:

γν [χ,Pν ] +
1

2
({γν , Xµ} − 1

2
Ψµγν)[Pµ,Pν ] = −iγν(ϕ;ν + ϕα;νγ

α) + 2
1

2
ξµγν [Pµ,Pν ] =

= −iγνϕ;ν − iϕα;ν(gνα − iseναβγβ) + ξµγν(−is
4
R . . αβ
µν eαβσγ

σ − iFµν) =

= −iγνϕ;ν − iϕν;ν − sϕα;νeναβγβ −
is

4
ξµγνR . . αβ

µν eαβσγ
σ − iξµγνFµν =

= −iγνϕ;ν +
1

4
eναβγβeµσαξ

µ;σ
;ν −

is

4
ξµR . σαβ

µ eαβσ −
1

4
ξµR . . αβ

µν γδeαβσe
νσδ − iξµγνFµν =

= −iγνϕ;ν +
1

4
ξµ;σ;ν γβgββ′(δνσδ

β′

µ − δνµδβ
′

σ )− 1

4
ξµR . . αβ

µν γδ(δ
δ
αδ

ν
β − δδβδνα)− iξµγνFµν =

= −iγνϕ;ν +
1

4
γβξµ;ν;ν gβµ −

1

4
γβξν;β

′

;ν gββ′ − 1

4
ξµR . . δν

µν γδ +
1

4
ξµR . . νδ

µν γδ − iξµγνFµν =

= −iγνϕ;ν +
1

4
γβξ..;νβ;ν −

1

4
γβξν.;βν −

1

2
γδξµRν

. δνµ − iξµγνFµν .
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При умножении на i получаем выражение:

γνϕ;ν +
i

4
γβξ..;νβ;ν −

i

4
γβξν.;βν −

i

2
γδξµRν

.δνµ + ξµγνFµν = 0. (3.25)

Члены без γ-матриц:

−iϕν;ν =
im

3
ξµ.;µ,

ϕν;ν = −s
4
ξµ;σ.;ν e

. . ν
µσ = −m

3
ξµ.;µ.

Распишем:

ξσ;βδe
δσβ = ξσ;βδe

σβδ =
1

2
(ξσ;βδe

σβδ − ξσ;δβeσδβ) +
1

2
(ξσ;βδe

σβδ + ξσ;δβe
σδβ) = (3.26)

=
1

2
(ξσ;βδ − ξσ;δβ)eσβδ =

1

2
Rα

. σβδξαe
σβδ = 0.

Получаем равенство: mξµ.;µ = 0.

Преобразуем (3.25) и получим окончательное выражение:

ϕ,β =
i

2
ξµRµβ − ξµFµβ +

i

4
(ξν.;βν − ξ

..;ν
β;ν), (3.27)

которое можно переписать и получить законченный вид.

Используя равенство ωi.;kl − ωi.;lk = ωjRi
.jkl заметим, что:

ξν.;βν = ξν.;νβ + ξµRν
µβν = ξν.;νβ − ξµRµβ,

ξ..;να;ν = gαβξ
β;ν
..;ν = gαβ(

2

3
gβνξρ;ρ − ξν;β);ν = −ξν.;αν +

2

3
ξρ;ρα =

= −(ξν.;να − ξµRµα) +
2

3
ξν;να = ξµRµα −

1

3
ξν.;να.

Подставляя найденные значения в (3.27) и приводя подобные, получим:

ϕ,β =
i

2
ξµRµβ − ξµFµβ +

i

4
(ξν.;νβ − ξµRµβ − ξµRµβ +

1

3
ξν.;νβ) =

i

3
ξν ;νβ − Fβµξµ.

Теперь обобщим все полученные результаты в следующую теорему.

Теорема 3.5. Оператор симметрии (3.1) уравнения Дирака (2.30) принимает вид

X̂ = ξµP̂µ −
s

4
ξµ;νeµναγ

α + ϕ, (3.28)

где ξµ это векторное поле, которое определяется системой уравнений (3.22) и (3.24).

Функцию ϕ находим из уравнения (3.23).
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Доказательство. Подставляем ранее найденные значения:

X = XµPµ + χ = ξµPµ −
s

4
ξµ;σe . . αµσ γα + ϕ = ξµPµ −

s

4
ξµ;νeµναγ

α + ϕ.

Теперь условие (3.24) приводит к изучению отдельно массивного случая (m 6= 0) и

безмассового случая (m = 0).

В настоящей работе мы имели дело с массивным случаем. Теперь Лемма (3.4) примет

вид

Ψ̂ = −iξµ;µ = 0. (3.29)

Заметим, что векторные поля Киллинга ξµ обладают свойством:

ξν;µ + ξµ;ν = 0. (3.30)

Другими словами, для уравнения (2+1)-мерного Дирака оператор симметрии X перво-

го порядка, коммутирующий с оператором Дирака H вида (2.30), имеет только скалярные

коэффициенты при производных векторных полей Киллинга. Эта ситуация отличается от

случая уравнения (3 + 1)-мерного Дирака, когда оператор симметрии имеет как скаляр-

ные, так и матричные коэффициенты при первых производных. Здесь под скалярными

коэффициентами мы имеем в виду скалярные функции, умноженные на единичную мат-

рицу.
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4 Оператор симметрии второго порядка

Для обнаружения новых точных решений уравнения Дирака в (2+1)-пространстве-

времени будем использовать оператор симметрии второго порядка с матричными коэф-

фициентами в виде:

Y = PµY µνPν + Y µPµ + τ, (4.1)

где Y µν = Y νµ. Подставляя данный оператор и множитель Лагранжа

Ψ = PµΨµνPν + ΨµPµ + τ, (4.2)

где Ψµν = Ψνµ в определяющее уравнение

[Y,H] = ΨH, (4.3)

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях Pµ, мы получим определяющие

уравнения для такого оператора. Сначала подставим значения и распишем:

[Y,H] = [PµY µνPν + Y µPµ + χ, γδPδ −m] = [PµY µνPν , γδPδ] + [Y µPµ, γδPδ] + [χ, γδPδ],

ΨH = PνΨνδPδγµPµ −mPνΨνδPδ + ΨνPνγµPµ −mΨνPν + Ψ̄γµPµ −mΨ̄.

Для простоты вычислений вычислим каждый коммутатор в отдельности:

[PµY µνPν , γδPδ] = PµY µνγδ[Pν ,Pδ] + Pµγδ[Y µν ,Pδ]Pν + Pµ[Y µν , γδ]PδPν+

+γδ[Pµ,Pδ]Y µνPν + [Pν , γδ]PδY µνPν ,

[Y µPµ, γδPδ] = Y µγδ[Pµ,Pδ] + γδ[Y µ,Pδ]Pµ + [Y µ, γδ]PδPµ,

[χ, γδPδ] = γδ[χ,Pδ] + [χ, γδ]Pδ.

Приравняем полученные нами результаты и запишем окончательное единое равенство.

PµY µνγδ[Pν ,Pδ] + Pµγδ[Y µν ,Pδ]Pν + Pµ[Y µν , γδ]PδPν + γδ[Pµ,Pδ]Y µνPν + [Pν , γδ]PδY µνPν+

+Y µγδ[Pµ,Pδ] + γδ[Y µ,Pδ]Pµ + [Y µ, γδ]PδPµ + γδ[χ,Pδ] + [χ, γδ]Pδ =

= PνΨνδPδγµPµ −mPνΨνδPδ + ΨνPνγµPµ −mΨνPν + Ψ̄γµPµ −mΨ̄.
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Теперь нам нужно провести симметризацию данного уравнения, выписать члены при

одинаковых степенях обобщенного оператора импульса и таким образом получить опре-

деляющие уравнения.

PµY µνγδ[Pν ,Pδ] = iY µν
;µγ

δ[Pν ,Pδ] + Y µνγδ[Pν ,Pδ]Pµ + Y µνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]],

Pµγδ[Y µν ,Pδ]Pν = −iγδY µν
;δPµPν + γδY µν

;δµPν = − i
2
γδ(Y µν

;δ + Y νµ
;δ)PµPν−

−iγδY µν
;δ[Pµ,Pν ] + γδY µν

;δµPν ,

Pµ[Y µν , γδ]PδPν = i[Y µν
;µ, γ

δ]PδPν + [Y µν , γδ]PµPδPν =

=
i

2
([Y µν

;µ, γ
δ] + [Y µδ

;µ, γ
ν ])PδPν +

i

2
[Y µν

;µ, γ
δ][Pδ,Pν ] + [Y µν , γδ]Pµ(PνPδ − [Pν ,Pδ]) =

=
i

2
([Y µν

;µ, γ
δ] + [Y µδ

;µ, γ
ν ])PδPν +

i

2
[Y µν

;µ, γ
δ][Pδ,Pν ] + [Y µν , γδ]PµPνPδ − [Y µν , γδ]Pµ[Pν ,Pδ]+

+[Y νδ, γµ]PµPνPδ − [Y νδ, γµ][Pµ,Pν ]Pδ − [Y νδ, γµ]Pν [Pµ,Pδ] + [Y δµ, γν ]PµPνPδ−

−[Y δµ, γν ]Pµ[Pν ,Pδ]− [Y δµ, γν ][Pµ,Pδ]Pν =

=
i

2
([Y µν

;µ, γ
δ] + [Y µδ

;µ, γ
ν ])PδPν +

i

2
[Y µν

;µ, γ
δ][Pδ,Pν ] + [Y µν , γδ]PµPνPδ + [Y νδ, γµ]PµPνPδ−

−[Y νδ, γµ][Pµ,Pν ]Pδ + [Y δµ, γν ]PµPνPδ−

−[Y δµ, γν ][Pµ,Pδ]Pν − [Y µν , γδ][Pν ,Pδ]Pµ − [Y µν , γδ][Pµ, [Pν ,Pδ]]−

−[Y νδ, γµ][Pµ,Pδ]Pν − [Y νδ, γµ][Pν , [Pµ,Pδ]]− [Y δµ, γν ][Pν ,Pδ]Pµ − [Y δµ, γν ][Pµ, [Pν ,Pδ]],

[Y µ, γδ]PδPµ + Y µγδ[Pµ,Pδ] =
1

2
([Y µ, γδ] + [Y δ, γµ])PδPµ +

1

2
[Y µ, γδ][Pδ,Pµ]+

+
1

2
(Y µγδ + γδY µ)[Pµ,Pδ] +

1

2
(Y µγδ − γδY µ)[Pµ,Pδ] =

=
1

2
([Y µ, γδ] + [Y δ, γµ])PδPµ +

1

2
(Y µγδ + γδY µ)[Pµ,Pδ],

PνΨνδPδγµPµ = iΨνδ
;νγ

µPδPµ + ΨνδγµPνPδPµ =

=
i

2
(Ψνδ

;νγ
µ + Ψνµ

;νγ
δ)PδPµ +

i

2
Ψνδ

;νγ
µ[Pδ,Pµ] + ΨνδγµPµPνPδ −Ψνδγµ[Pµ,Pν ]Pδ−

−Ψνδγµ[Pµ,Pδ]Pν −Ψνδγµ[Pν , [Pµ,Pδ]] + ΨδµγνPµPνPδ −Ψδµγν [Pν ,Pδ]Pµ−

−Ψδµγν [Pµ, [Pν ,Pδ]]−Ψδµγν [Pµ,Pδ]Pν + ΨµνγδPµPνPδ,
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mPνΨνδPδ = imΨνδ
;νPδ +

m

2
(Ψνδ + Ψδν)PνPδ +

m

2
Ψνδ[Pν ,Pδ],

ΨνPνγµPµ =
1

2
(Ψνγµ + Ψµγν)PνPµ +

1

2
Ψνγµ[Pν ,Pµ].

Лемма 4.1. Определяющее уравнение (4.3) эквивалентно следующей системе уравнений

для Y µν, Y µ, τ , Ψµ и Ψ̄:

[Y µν , γδ] + [Y νδ, γµ] + [Y δµ, γν ] = Ψµνγδ + Ψνδγµ + Ψδµγν , (4.4)

−iγδ(Y σρ
;δ + Y ρσ

;δ) + i([Y µρ
;µ, γ

σ] + [Y µσ
;µ, γ

ρ]) + ([Y ρ, γσ] + [Y σ, γρ]) = (4.5)

= i(Ψνσ
;νγ

ρ + Ψνρ
;νγ

σ) + (Ψσγρ + Ψργσ) +m(Ψσρ + Ψρσ),

Y σνγδ[Pν ,Pδ] + γδY µσ
;δµ − [Y νσ, γµ][Pµ,Pν ]− [Y δµ, γσ][Pµ,Pδ]− (4.6)

−[Y σν , γδ][Pν ,Pδ]− [Y σδ, γµ][Pµ,Pδ]− [Y δσ, γν ][Pν ,Pδ] + γδ[Pµ,Pδ]Y µσ + γδ[Y σ,Pδ] + [χ, γσ] =

= −Ψνσγµ[Pµ,Pν ]−Ψσδγµ[Pµ,Pδ]−Ψδσγν [Pν ,Pδ]−Ψδµγσ[Pµ,Pδ] + imΨνσ
;ν −mΨσ + Ψ̄γσ,

iY µν
;µγ

δ[Pν ,Pδ] + Y µνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]− iγδY µν
;δ[Pµ,Pν ] +

i

2
[Y µν

;µ, γ
δ][Pδ,Pν ]− (4.7)

−[Y µν , γδ][Pµ, [Pν ,Pδ]]− [Y νδ, γµ][Pν , [Pµ,Pδ]]− [Y δµ, γν ][Pµ, [Pν ,Pδ]] +
1

2
(Y µγδ + γδY µ)[Pµ,Pδ]+

+γδ[χ,Pδ] =
i

2
Ψνδ

;νγ
µ[Pδ,Pµ]−Ψνδγµ[Pν , [Pµ,Pδ]]−Ψδµγν [Pµ, [Pν ,Pδ]]+

+
m

2
Ψνδ[Pν ,Pδ] +

1

2
Ψνγµ[Pν ,Pµ]−mΨ̄.

Также стоит отметить, что лемма (4.1) верна не только для (2 + 1) уравнения Дирака

(2.30), но и для (3 + 1).

Разложим матричные функции Y µν , Y µ, χ, Ψµν , Ψµ, Ψ̄ по базису (2.12):

Y µν = ξµν + γαY µν .
α , Y µ = ξµ + γαY µ

. α, χ = ϕ+ ϕαγα, (4.8)

Ψµν = Ψµν .
αγ

α + Ψ̄µν , Ψµ = Ψµ
. αγ

α + Ψ̄µ, Ψ̄ = Ψ̄µ
0 γµ + Ψ̄0, (4.9)

где

ξµν , ξµ, Y µν.
α, Y µ

. α, ϕ, ϕα, Ψµν.
α, Ψµ

. α, Ψ̄µν , Ψ̄µ, Ψ̄µ
0 , Ψ̄0 (4.10)

это гладкие скалярные функции от x.

Уравнения (4.4) – (4.7) для матричных коэффициентов Y µν , Y µ, χ и Ψµν , Ψµ, Ψ̄ опе-

ратора симметрии (4.1) и множителя Лагранжа, соответственно, приводят к соответству-

ющим уравнениям для скалярных функций (4.10), которые приведены ниже в терминах

следующих лемм.
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Теорема 4.2. Двойной коммутатор компонент обобщённого оператора импульса Pν
имеют вид:

[Pν , [Pµ,Pσ]] = Rα . . .
. µσνPα +

s

4
R . . αβ
µσ . . ;νeαβργ

ρ + Fµσ;ν . (4.11)

Доказательство. Распишем коммутатор Pν , Pµ и Pσ и упростим:

[Pν , [Pµ,Pσ]] = −[Pν , [∇µ,∇σ]]− is

4
[Pν , R . . αβ

µσ . . eαβγγ
γ]− i[Pν , Fµσ]. (4.12)

Вычислим каждый коммутатор в отдельности:

[Pν , [∇µ,∇σ]]Ψ = Pν([∇µ,∇σ]Ψ)− [∇µ,∇σ](PνΨ) =

= Ψ,σµ − Γ . .α
µσ Ψ,α −Ψ,µσ + Γ . .α

σµ Ψ,α − [∇µ,∇σ](i(∇νΨ + ΓνΨ)− AνΨ) = −Rα . . .
. µσνPαΨ,

[Pν , R . . αβ
µσ . . ]Ψ = Pν(R . . αβ

µσ . . Ψ)−R . . αβ
µσ . . (PνΨ) =

= (i∇νΨ + iΓνΨ− AνΨ)(R . . αβ
µσ . . Ψ)−R . . αβ

µσ . . ((i∇νΨ + iΓνΨ− AνΨ)Ψ) =

= i(R . . αβ
µσ,ν . . − Γ . .κ

νµ R . . αβ
κσ . . − Γ . .κ

νσ R . . αβ
µκ . . + Γ . .α

νκ R . . κβ
µσ . . + Γ . .β

νκ R . . ακ
µσ . . )Ψ+

+iΨ,νR
. . αβ
µσ . . + iΓνR

. . αβ
µσ . . Ψ− AνR . . αβ

µσ . . Ψ− iR . . αβ
µσ . . Ψ,ν − iR . . αβ

µσ . . ΓνΨ + AνR
. . αβ
µσ . . Ψ =

= iR . . αβ
µσ;ν . . Ψ,

[Pν , Fµσ]Ψ = Pν(FµσΨ)− Fµσ(PνΨ) = (i(∇ν + Γν)− Aν)(FµσΨ)− Fµσ(i(Ψ,ν + ΓνΨ)− AνΨ) =

= i(Fµσ,νΨ + FµσΨ,ν − Γ . .α
µν FασΨ− Γ . .α

µσ FανΨ + ΓνFµσΨ)− AνFµσΨ−

−iFµσΨ,ν − iFµσΓνΨ + FµσAνΨ = iFµσ;νΨ.

Окончательно подставим все полученные выражения в (4.12) и получим искомое вы-

ражение:

[Pν , [Pµ,Pσ]] = Rα . . .
. µσνPα +

s

4
R . . αβ
µσ . . ;νeαβργ

ρ + Fµσ;ν .

Лемма 4.3. Из уравнения (4.4) следует

Ψµνδ = 2Y µνδ +
1

4
[(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))gµδ + (Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))gνδ], (4.13)

Sp(Y µ) = Y µν .
ν , Ψ̄µν = 0, Sp(Ψµ) = Ψµν .

ν , (4.14)

Y µνδ + Y νδµ + Y δµν = −1

4
[(Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))gνδ + (Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))gµδ+

+(Sp(Ψδ)− 2Sp(Y δ))gµν ]. (4.15)
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Доказательство. Подставим (4.8) и (4.9) в уравнение (4.4) и разложим его по базису

(2.12) с помощью известных формул (2.13)–(2.15):

Левая часть:

[Y µν , γδ] + [Y νδ, γµ] + [Y δµ, γν ] = [ξµν + γαY µν.
α, γ

δ] + [ξνδ + γαY νδ.
α, γ

µ] + [ξδµ + γαY δµ.
α, γ

ν ] =

= −2iseαδσγσY
µν.
α − 2iseαµσγσY

νδ.
α − 2iseανσγσY

δµ.
α.

Правая часть:

Ψµνγδ + Ψνδγµ + Ψδµγν = (Ψµν.
αγ

α + Ψ̄µν)γδ + (Ψνδ.
αγ

α + Ψ̄νδ)γµ + (Ψδµ.
αγ

α + Ψ̄δµ)γν =

= Ψµν.
α(gαδ − iseαδσγσ) + Ψ̄µνgσδγσ + Ψνδ.

α(gαµ − iseαµσγσ) + Ψ̄νδgσµγσ+

+Ψδµ.
α(gαν − iseανσγσ) + Ψ̄δµgσνγσ.

Приравнивая, получаем:

−2iseαδσγσY
µν.
α − 2iseαµσγσY

νδ.
α − 2iseανσγσY

δµ.
α = Ψµν.

α(gαδ − iseαδσγσ) + Ψ̄µνgσδγσ+

(4.16)

+Ψνδ.
α(gαµ − iseαµσγσ) + Ψ̄νδgσµγσ + Ψδµ.

α(gαν − iseανσγσ) + Ψ̄δµgσνγσ.

Из (4.16) мы также можем заметить, что Ψµνδ+Ψνδµ+Ψδµν = 0 и получаем выражение:

−2is(eαδσY µν.
α + eαµσY νδ.

α + eανσY δµ.
α)γσ =

= −is(Ψµν.
αe

αδσ + Ψνδ.
αe

αµσ + Ψδµ.
αe

ανσ)γσ + (Ψ̄µνgσδ + Ψ̄νδgσµ + Ψ̄δµgσν)γσ.

Перепишем в более компактном виде:

is(eαδσ(Ψµν.
α − 2Y µν.

α) + eαµσ(Ψνδ.
α − 2Y νδ.

α) + eανσ(Ψδµ.
α − 2Y δµ.

α)) = Ψ̄µνgσδ + Ψ̄νδgσµ + Ψ̄δµgσν .

(4.17)

Умножим (4.17) на gδσ:

is(eαµδ(Ψ
νδ.

α − 2Y νδ.
α) + eαν δ(Ψ

δµ.
α − 2Y δµ.

α)) = Ψ̄µνdim(M) + Ψ̄νµ + Ψ̄νµ. (4.18)

Так как выражение в скобках симметрично по µ и ν, а dim(M) = n = 3, получим равенство

на Ψ̄µν

Ψ̄νµn+ 2Ψ̄µν = Ψ̄µνn+ 2Ψ̄νµ. (4.19)

Из (4.19) видна симметричность по µ и ν: Ψ̄µν = Ψ̄νµ.
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Получаем следующее выражение на Ψ̄µν :

Ψ̄νµ = −is
5

(eµαδ(Ψ
δν

α − 2Y δν
α) + eνα δ(Ψ

δµ
α − 2Y δµ

α)) =

=
is

5
(eµδα(Ψν

. δα − 2Y ν
. δα) + eνδα(Ψµ

. δα − 2Y µ
. δα)). (4.20)

Умножим (4.17) на gµν :

is(eαδσgµν(Ψ
µν.

α − 2Y µν.
α)) + eσµα(Ψδ

µα − 2Y δ
µα ) = (Ψ̄µνgµν)g

σδ + Ψ̄σδ + Ψ̄δσ,

−2iseσµα(Ψδ
µα − 2Y δ

µα ) = −is(gµν(Ψµν.
α − 2Y µν.

α))eαδσ + (Ψ̄µνgµν)g
σδ + 2Ψ̄δσ. (4.21)

Подставим (4.21) в (4.20):

−2Ψ̄νµ =
1

5
(−isgµν(Ψµν.

α − 2Y µν.
α)eαµν + (Ψ̄µνgµν)g

µν+

+2Ψ̄µν − isgµν(Ψµν.
α − 2Y µν.

α)eανµ + (Ψ̄µνgµν)g
µν + 2Ψ̄µν) =

1

5
(4Ψ̄µν + Sp(Ψ̄)gµν).

Из (4.18):

Sp(Ψ̄) = Ψ̄µνgµν =
2is

5
(eµδα(Ψµδα − 2Yµδα)) = 0,

−2Ψ̄µν =
4

5
Ψ̄µν .

Вытекает тождество: Ψ̄µν = 0.

Тогда (4.17) с учётом Ψ̄µν = 0 примет вид:

is(eαδσ(Ψµν.
α − 2Y µν.

α) + eαµσ(Ψνδ.
α − 2Y νδ.

α) + eανσ(Ψδµ.
α − 2Y δµ.

α)) = 0.

Умножим предыдущее выражение на ετδσ:

2δατ (Ψµν.
α − 2Y µν.

α) + (δατ δ
µ
δ − δ

α
δ δ

µ
τ )(Ψνδ.

α − 2Y νδ.
α) + (δατ δ

ν
δ − δαδ δντ )(Ψδµ.

α − 2Y δµ.
α) = 0,

2(Ψµν.
τ − 2Y µν.

τ ) + (Ψνµ.
τ − 2Y νµ.

τ )− (Ψνδ.
δ − 2Y νδ.

δ)δ
µ
τ +

+(Ψνµ.
τ − 2Y νµ.

τ )− (Ψδµ.
δ − 2Y δµ.

δ)δ
ν
τ = 0,

Ψµν.
τ = 2Y µν.

τ +
1

4
[(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))δµτ + (Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))δντ ] .

И окончательно:

Ψµνδ = 2Y µνδ +
1

4
[(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))gµδ + (Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))gνδ]. (4.22)

Теперь условие Ψµνδ + Ψνδµ + Ψδµν = 0 умножим на gνδ:

Ψµνδgνδ + Ψνδµgνδ + Ψδµνgνδ = 0,

Sp(Ψµ) + Ψνδµgνδ + Sp(Ψµ) = 0,
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где Sp(Ψµ) = Ψδµνgνδ = Ψµδ.
δ. Откуда получаем:

Sp(Ψµ) = −1

2
Ψνδµgνδ.

Подставив (4.22) в условие Ψµνδ + Ψνδµ + Ψδµν = 0, получим

Y µνδ + Y νδµ + Y δµν = −1

4
[(Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))gνδ+

+(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))gµδ + (Sp(Ψδ)− 2Sp(Y δ))gµν ].

4.1 Исследование нетривиальных симметрий

Учитывая лемму (4.1), мы получаем, что симметричный оператор (4.1) принимает вид

Y = PµY µνPν + Y µPµ + τ = Pµ(ξµν + γαY µν.
α)Pν + (ξµ + γαY µ

. α)Pµ + τ =

= PµξµνPν + PµγαY µν.
αPν + ξµPµ + γαY µ

. αPµ + τ =

= PµξµνPν + Pµγα(
1

2
Ψµν

α −
1

8
[(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))δµα + (Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))δνα])Pν+

+ξµPµ + γαY µ
. αPµ + τ = PµξµνPν +

1

2
PµγαΨµν

αPν −
1

8
Pµγα(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))δµαPν−

−1

8
Pµγα(Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))δναPν + ξµPµ + γαY µ

. αPµ + τ =

= PµξµνPν +
1

2
PµγαΨµν

αPν −
1

8
(Sp(Ψν)− 2Sp(Y ν))(H +m)Pν−

−1

8
Pµ(Sp(Ψµ)− 2Sp(Y µ))(H +m) + ξµPµ + γαY µ

. αPµ + τ.

Нас интересуют нетривиальные симметрии, поэтому без ограничения общности можем

положить член при гамильтониане равным нулю, то есть Sp(Ψµ) = 2Sp(Y µ). Тогда наш

оператор симметрии перепишется в виде:

Y = PµξµνPν + PµγαY µν .
αPν + ξµPµ + γαY µ

. αPµ + τ.

При ν = α выражение для оператора примет вид:

Y = PµξµνPν + PµY µν .
ν(H +m) + ξµPµ + γνY µ

. νPµ + τ. (4.23)

Также из (4.23) видно, что: Sp(Y µ) = Y µν .
ν = 0.

При µ = α выражение для оператора примет вид:

Y = PµξµνPν + PµγµY µν .
µPν + ξµPµ + γµY µ

. µPµ + τ. (4.24)

Также из (4.24) видно, что: Sp(Y ν) = Y νµ .
µ = 0 и Sp(Y ) = Y µ

. µ = 0.
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Представим оператор второго порядка в следующем виде:

Y = (ξµν + γαY . µν
α )PµPν +X,

где X это оператор симметрии первого порядка.

В общем виде симметрия не изменится, если добавить часть:

([Zβ + Zβ
. αγ

α])Pβ + [Z + Zαγ
α])H = ([Zβ + Zβ

. αγ
α])Pβ + [Z + Zαγ

α])γµPµ = (4.25)

= ZβγµPβPµ + Zβ
. αγ

αγµPβPµ + ZγµPµ + Zαγ
αγµPµ =

= γµZβPβPµ + Zβ
. α(gαµ − iseαµδγδ)PβPµ + γµZPµ + Zα(gαµ − iseαµδγδ)Pµ =

= ZβµPβPµ + γδ(g
δµZβ − isZβ

. αe
αµδ)PβPµ + ZPµPµ + γδ(g

δµZ − isZαeαµδ)Pµ.

У оператора симметрии Y мы хотим представить матричную часть в виде (4.25), тогда

получаем уравнение

gδµZβ − isZβ
. αe

αµδ = Y βµδ. (4.26)

Поменяем µ и δ местами

gδµZβ + isZβ
. αe

αµδ = Y βδµ. (4.27)

Сложим (4.26) и (4.27) и умножим на gδµ

1) 2gδµZβ = Y βδµ + Y βµδ,

6Zβ = Y βδ
. . δ + Y βµ

. . µ = 2Y βµ
. . µ,

Zβ =
1

3
Y βµ
. . µ =

1

3
Sp(Y β) = 0,

0 =
1

2
(Y βδµ + Y βµδ).

Вычтем (4.26) и (4.27) и умножим на eσµδ

2) 2isZβ
. αe

αµδ = Y βδµ − Y βµδ,

Zβ
. αe

αµδ = −isY β[δµ],

2Zβ
. σ = −isY β[δµ]eσµδ,

Zβ
. σ =

is

2
Y β[δµ]eσδµ,

is

2
Y β[ρ%]eαµδeαρ% = −isY β[δµ],

1

2
(Y β[µδ] − Y β[δµ]) = −Y β[δµ].
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Матричную часть можно отбросить по эквивалентности тогда и только тогда, когда

выполняется условие

Y βµν = −Y βνµ,

при этом Zβ = 0, Zβ
. σ = is

2
Y β[δµ]eσδµ.

Тогда выражение принимает вид:

γαY µν
. . αPµPν = γαY

µναPµPν =
1

2
γα(Y µνα − Y µαν)PµPν+

+
1

2
γα(Y µνα + Y µαν)PµPν ∼ γαỸ

µναPµPν .

Используя два свойства:

Ỹ µνα = Ỹ µαν ,

Ỹ µνα = Ỹ νµα.

Из определяющего уравнения находим симметричную часть:

Ỹ µνα + Ỹ αµν + Ỹ ναµ = Ỹ µνα + Ỹ µαν + Ỹ νµα = Ỹ µνα + Ỹ µνα + Ỹ µνα = 3Ỹ µνα = 0.

Таким образом, учитывая эквивалентность, мы отбрасываем антисимметричную часть

(Y µνα−Y µαν), а симметричная часть с учетом определяющего уравнения Y (µνα) = 0 равна

нулю. Следовательно, нетривиальные симметрии находятся в классе скалярных операто-

ров второго порядка.

Лемма 4.4. Из уравнения (4.5) следует

Ψ̄µ = 0, (4.28)

ξσρ ;δ + ξρσ ;δ = 0. (4.29)

Доказательство. Подставим (4.8) и (4.9) в уравнение (4.5) и разложим его по базису

(2.12) с помощью известных формул (2.13)–(2.15):

Левая часть:

−iγδ(Y σρ
;δ + Y ρσ

;δ) + i([Y µρ
;µ, γ

σ] + [Y µσ
;µ, γ

ρ]) + ([Y ρ, γσ] + [Y σ, γρ]) =

= −iγδ(ξσρ ;δ + γαY σρ
α;δ + ξρσ ;δ + γαY ρσ

α;δ) + i([ξµρ ;µ + γαY µρ
α;µ, γ

σ] + [ξµσ ;µ + γαY µσ
α;µ, γ

ρ])+

+([ξρ + γαY ρ
. α, γ

σ] + [ξσ + γαY σ
. α, γ

ρ]) = −iγδξσρ ;δ − iγ
δξρσ ;δ.
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Правая часть:

i(Ψνσ
;νγ

ρ + Ψνρ
;νγ

σ) + (Ψσγρ + Ψργσ) +m(Ψσρ + Ψρσ) =

= i(Ψνσ
α;νγ

αγρ + Ψ̄νσ
;νγ

ρ + Ψνρ
α;νγ

αγσ + Ψ̄νρ
;νγ

σ) + (Ψσ
. αγ

αγρ + Ψ̄σγρ + Ψρ
. αγ

αγσ + Ψ̄ργσ)+

+m(Ψσρ
αγ

α + Ψ̄σρ + Ψρσ
αγ

α + Ψ̄ρσ) = Ψσ
. αγ

αγρ + Ψ̄σγρ + Ψρ
. αγ

αγσ + Ψ̄ργσ =

= Ψσ
. α(gαρ − iseαρτγτ ) + Ψ̄σγρ + Ψρ

. α(gασ − iseαστγτ ) + Ψ̄ργσ =

= Ψσρ − isΨσ
. αe

αρτγτ + Ψ̄σγρ + Ψρσ − isΨρ
. αe

αστγτ + Ψ̄ργσ.

Приравнивая, получаем:

−iγδξσρ ;δ − iγ
δξρσ ;δ = Ψσρ − isΨσ

. αe
αρτγτ + Ψ̄σγρ + Ψρσ − isΨρ

. αe
αστγτ + Ψ̄ργσ. (4.30)

Из (4.30) мы также можем заметить, что Ψµν = −Ψνµ (Sp(Ψ) = Ψµ
. µ = 0) и получаем

выражение:

−iγδξσρ ;δ − iγ
δξρσ ;δ = −isΨσ

. αe
αρτγτ + Ψ̄σγρ − isΨρ

. αe
αστγτ + Ψ̄ργσ,

γτg
τδξσρ ;δ + γτg

τδξρσ ;δ = sΨσ
. αe

αρτγτ + iΨ̄σγτg
τρ + sΨρ

. αe
αστγτ + iΨ̄ργτg

τσ,

gτα(ξσρ ;α + ξρσ ;α) = s(Ψσ
. αe

αρτ + Ψρ
. αe

αστ ) + i(Ψ̄σgτρ + Ψ̄ρgτσ). (4.31)

Умножим (4.31) на gτδ, на εκρτ , на εσρτ , на gτρ и на gσρ:

1. ξσρ ;δ + ξρσ ;δ = s(Ψσ
. αe

αρ
. . δ + Ψρ

. αe
ασ
. . δ) + i(Ψ̄σδρδ + Ψ̄ρδσδ ),

ξσρ;δ + ξρσ;δ = s(Ψσ
. αe

αρδ + Ψρ
. αe

ασδ) + i(Ψ̄σgρδ + Ψ̄ρgσδ). (4.32)

Следствия из уравнения (4.32):

ξσρ. . ;δ + ξρσ. . ;δ = i(Ψ̄σδρδ + Ψ̄ρδσδ ), (4.33)

ξσ . ;δσ = iΨ̄δ. (4.34)

2. ξσρ;ρ + ξρσ;ρ = sΨρ
. αe

ασ
. . ρ + i(3Ψ̄σ + Ψ̄σ),

ξτρ. . ;ρ + ξρτ. . ;ρ = −sΨραe
αρτ + 4iΨ̄τ . (4.35)
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3. ξσ . ;τ. σ + ξρ . ;τ. ρ = s(Ψραe
αρτ + Ψσαe

αστ ) + i(Ψ̄τ + Ψ̄τ ),

ξρ. ρ;τ = sΨραe
αρ
. . τ + iΨ̄τ . (4.36)

Сложим уравнения (4.35) и (4.36):

ξτρ. . ;ρ + ξρτ. . ;ρ + ξρ . ;τ. ρ = 5iΨ̄τ .

Откуда:

Ψ̄τ = − i
5

(ξτρ. . ;ρ + ξρτ. . ;ρ + ξρ . ;τ. ρ ). (4.37)

Умножим (4.32) на εµρδ и подставим (4.37):

eµρδ(ξ
σρ;δ + ξρσ;δ) = seµρδ(Ψ

σ
. αe

αρδ + Ψρ
. αe

ασδ) + ieµρδ(Ψ̄
σgρδ + Ψ̄ρgσδ),

eµρδ(ξ
σρ;δ + ξρσ;δ) = s(2Ψσ

. µ + Ψσ
. µ −Ψρ

. ρ) + ieµρδΨ̄
ρgσδ,

eµρδ(ξ
σρ;δ + ξρσ;δ) = 3sΨσ

. µ +
1

5
e . . σµρ (ξρν. . ;ν + ξνρ. . ;ν + ξν . ;ρ. ν ).

Откуда:

Ψσ
. µ =

s

3
eµρδ(ξ

σρ;δ + ξρσ;δ)− s

15
e . . σµρ (ξρν. . ;ν + ξνρ. . ;ν + ξν . ;ρ. ν ).

Подставим в (4.35) найденную Ψ̄µ:

ξτρ. . ;ρ + ξρτ. . ;ρ =
4

5
(ξτρ. . ;ρ + ξρτ. . ;ρ + ξρ . ;τ. ρ ).

Откуда:

ξτρ. . ;ρ + ξρτ. . ;ρ = 4ξρ . ;τ. ρ . (4.38)

Распишем (4.38) по индексам, а значения ξ будем брать из (4.33) и (4.34). Для начала

берем τ = 0:

ξ00. . ;0 + ξ00. . ;0 + ξ01. . ;1 + ξ10. . ;1 + ξ02. . ;2 + ξ20. . ;2 = 4(ξ0 . ;0. 0 + ξ1 . ;0. 1 + ξ2 . ;0. 2 ),

2iΨ̄0 + iΨ̄0 + iΨ̄0 = 4(iΨ̄0 + iΨ̄0 + iΨ̄0).
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Откуда Ψ̄0 = 0. Аналогичные результаты получаются и при τ = 1, и при τ = 2. Откуда

следует, что Ψ̄µ = 0.

ξ10. . ;0 + ξ01. . ;0 + ξ11. . ;1 + ξ11. . ;1 + ξ12. . ;2 + ξ21. . ;2 = 4(ξ0 . ;1. 0 + ξ1 . ;1. 1 + ξ2 . ;1. 2 ),

2iΨ̄1 + iΨ̄1 + iΨ̄1 = 4(iΨ̄1 + iΨ̄1 + iΨ̄1),

ξ20. . ;0 + ξ02. . ;0 + ξ21. . ;1 + ξ12. . ;1 + ξ22. . ;2 + ξ22. . ;2 = 4(ξ0 . ;2. 0 + ξ1 . ;2. 1 + ξ2 . ;2. 2 ),

2iΨ̄2 + iΨ̄2 + iΨ̄2 = 4(iΨ̄2 + iΨ̄2 + iΨ̄2).

Лемма 4.5. Из уравнения (4.6) следует

Ψ̄0 =
1

3
(ξµν ;νµ − iξµ;µ), Ψ̄σ

0 = 0, (4.39)

ϕα = −is
4

(ξµσ ;νµe
. . ν
ασ − iξσ;βeασβ +

1

2
ξρδe

. ρδ
α R− 2ξµνRµρe

ρ
α . ν), (4.40)

ξσ;β + ξβ;σ =
2

3
(ξµ;µ + iξµν ;νµ)gβσ − iξµσ ;νµgβν − iξµβ ;νµgσν . (4.41)

Доказательство. Подставим (4.8) и (4.9) в уравнение (4.6) и разложим его по базису

(2.12) с помощью известных формул (2.13)–(2.15):

Правая часть:

−Ψνσγµ[Pµ,Pν ]−Ψσδγµ[Pµ,Pδ]−Ψδσγν [Pν ,Pδ]−Ψδµγσ[Pµ,Pδ] + imΨνσ
;ν −mΨσ + Ψ̄γσ =

= −(Ψνσ
αγ

α + Ψ̄νσ)γµ[Pµ,Pν ]− (Ψσδ
αγ

α + Ψ̄σδ)γµ[Pµ,Pδ]− (Ψδσ
αγ

α + Ψ̄δσ)γν [Pν ,Pδ]−

−(Ψδµ
αγ

α + Ψ̄δµ)γσ[Pµ,Pδ] + im(Ψνσ
α;νγ

α + Ψ̄νσ
;ν)−m(Ψσ

. αγ
α + Ψ̄σ) + (Ψ̄µ

0 γµ + Ψ̄0)γ
σ =

= (Ψ̄µ
0 γµ + Ψ̄0)γ

σ −m(Ψσ
. αγ

α + Ψ̄σ) = Ψ̄µ0 (gµσ − iseµσβγβ) + Ψ̄0γ
σ −m(Ψσ

. αγ
α + Ψ̄σ) =

= Ψ̄σ
0 − isΨ̄µ0e

µσβγβ + Ψ̄0γ
σ −m(Ψσ

. αγ
α + Ψ̄σ).
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Левая часть:

Y σνγδ[Pν ,Pδ] + γδY µσ
;δµ − [Y νσ, γµ][Pµ,Pν ]− [Y δµ, γσ][Pµ,Pδ]− [Y σν , γδ][Pν ,Pδ]−

−[Y σδ, γµ][Pµ,Pδ]− [Y δσ, γν ][Pν ,Pδ] + γδ[Pµ,Pδ]Y µσ + γδ[Y σ,Pδ] + [χ, γσ] =

= (ξσν + γαY σν
α)γδ[Pν ,Pδ] + γδ(ξµσ ;δµ + γαY µσ

α;δµ)−

−[ξνσ + γαY νσ
α, γ

µ][Pµ,Pν ]− [ξδµ + γαY δµ
α, γ

σ][Pµ,Pδ]− [ξσν + γαY σν
α, γ

δ][Pν ,Pδ]−

−[ξσδ + γαY σδ
α, γ

µ][Pµ,Pδ]− [ξδσ + γαY δσ
α, γ

ν ][Pν ,Pδ]+

+γδ[Pµ,Pδ](ξµσ + γαY µσ
α) + γδ[ξσ + γαY σ

. α,Pδ] + [ϕ+ ϕαγα, γ
σ] = ξσνγδ[Pν ,Pδ] + γδξµσ ;δµ−

−[ξνσ, γµ][Pµ,Pν ]− [ξδµ, γσ][Pµ,Pδ]− [ξσν , γδ][Pν ,Pδ]− [ξσδ, γµ][Pµ,Pδ]− [ξδσ, γν ][Pν ,Pδ]+

+γδ[Pµ,Pδ]ξµσ + γδ[ξσ + γαY σ
. α,Pδ] + [ϕ+ ϕαγα, γ

σ] =

= ξσνγδ[Pν ,Pδ] + γδξµσ ;δµ + γδ[Pµ,Pδ]ξµσ + γδ[ξσ,Pδ] + ϕα[γα, γσ] =

= ξσνγδ(− i
4
sR . . ρβ

νδ . . eρβ%γ
% − iFνδ) + γδξµσ ;δµ + γδ(− i

4
sR . . ρβ

µδ . . eρβ%γ
% − iFµδ)ξµσ−

−iγδξσ. ;δ + ϕα(−2iseασβγβ) = −ξσν i
4
sR . . ρβ

νδ . . eρβ%(g
δ% − iseδ%βγβ)− iξσνγδFνδ + γδξµσ ;δµ−

−ξµσ i
4
sR . . ρβ

µδ . . eρβ%(g
δ% − iseδ%βγβ)− iγδξµσFµδ − iγδξσ. ;δ − 2isϕαe

ασβγβ =

= −ξσν i
4
sR . %ρβ

ν . . . eρβ% −
1

4
ξσνR . . ρβ

νδ . . δ
δ
ργβ − iξσνγδFνδ + γδξµσ ;δµ−

−ξµσ i
4
sR . %ρβ

µ . . . eρβ% −
1

4
ξµσR . . ρβ

µδ . . δ
δ
ργβ − iγδξµσFµδ − iγδξσ. ;δ − 2isϕαe

ασβγβ.

Приравнивая, получаем, при этом добавляя член, возникающий из двойного коммута-

тора обобщённого импульса:

−ξσν i
4
sR . %ρβ

ν . . . e%ρβ −
1

4
ξσνR . . ρβ

νρ . . γβ − iξσνγδFνδ + γδξµσ ;δµ − ξ
µσ i

4
sR . %ρβ

µ . . . e%ρβ− (4.42)

−1

4
ξµσR . . ρβ

µρ . . γβ − iγδξµσFµδ − iγδξσ. ;δ − 2isϕαe
ασβγβ + ξµνRσ . . .

. νδµ γ
δ =

= Ψ̄σ
0 − isΨ̄µ0e

µσβγβ + Ψ̄0γ
σ −m(Ψσ

. αγ
α + Ψ̄σ).

Члены без γ-матриц:

−ξσν i
4
sR . %ρβ

ν . . . e%ρβ − ξµσ
i

4
sR . %ρβ

µ . . . e%ρβ = Ψ̄σ
0 −mΨ̄σ. (4.43)

Распишем тензор Римана по формуле (2.4) и подставим в (4.43):

−ξσν i
4
s (Rνρg%β −Rνβg%ρ +R%βgνρ −R%ρgνβ +

R

2
(gνβg%ρ − gνρg%β))e%ρβ−

−ξµσ i
4
s (Rµρg%β −Rµβg%ρ +R%βgµρ −R%ρgµβ +

R

2
(gµβg%ρ − gµρg%β))e%ρβ = Ψ̄σ

0 −mΨ̄σ.

Учитывая, что свёртка симметричного и антисимметричного тензора равна нулю, а также

Rµν = Rνµ, получим простое равенство:

Ψ̄σ
0 = mΨ̄σ = 0.
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Тогда выражение (4.42) примет вид :

−1

4
ξσνR . . ρβ

νρ . . γβ − iξσνγβFνδgβδ + ξµσ ;δµγβg
βδ − 1

4
ξµσR . . ρβ

µρ . . γβ − iξµσFµδγβgβδ−

−iξσ. ;δγβgβδ − 2isϕαe
ασβγβ + ξµνRσ . . .

. νδµ γβg
βδ = −isΨ̄µ0e

µσβγβ + Ψ̄0γβg
βσ −mΨσ

. αγβg
βα,

−1

4
ξσνR . . ρβ

νρ . . − iξσνFνδgβδ + ξµσ ;δµg
βδ − 1

4
ξµσR . . ρβ

µρ . . − iξµσFµδgβδ− (4.44)

−iξσ;δgβδ − 2isϕαe
ασβ + ξµνRσ . . .

. νδµ g
βδ = −isΨ̄µ0e

µσβ + Ψ̄0g
βσ −mΨσ

. αg
βα.

Умножим выражение (4.44) на gβσ :

−1

4
ξσνR . . ρ

νρ . σ − iξσνFνσ + ξµσ ;σµ −
1

4
ξµσR . . ρ

µρ . σ − iξµσFµσ − iξσ;σ + ξµνRσ . . .
. νσµ = 3Ψ̄0.

Посчитаем значение тензора кривизны вида:

R . . µ
νµ . β = Rνµαβg

αµ = Rναgµβg
αµ −Rνβgµαg

αµ +Rµβgναg
αµ −Rµαgνβg

αµ+

+
R

2
(gνβgµαg

αµ − gναgµβgαµ) = Rναδ
α
β − 3Rνβ +Rµβδ

µ
ν −Rµ

µgνβ +
R

2
(3gνβ − gµβδµν ) =

= Rνβ − 3Rνβ +Rνβ −Rµ
µgνβ +

R

2
(3gνβ − gνβ) = −Rνβ,

Rα . . .
. µαβ = Rνµαβg

αν = Rναgµβg
αν −Rνβgµαg

αν +Rµβgναg
αν −Rµαgνβg

αν+

+
R

2
(gνβgµαg

αν − gναgµβgαν) = Rgµβ −Rµβ + 3Rµβ −Rµβ +
R

2
(gµβ − 3gµβ) = Rµβ.

Откуда находим:

Ψ̄0 =
1

12
(ξσνRνσ + ξµσRµσ)− 1

3
(iξσ;σ − ξµσ ;σµ − ξµνRνµ) = −1

3
(iξσ;σ − ξµσ ;σµ).

Перепишем выражение (4.44) в упрощенном виде:

1

4
(ξσµ + ξµσ)Rµνg

βν − i(ξσµ + ξµσ)Fµνg
βν + ξµσ ;νµg

βν − iξσ;β − 2isϕµe
µσβ+

+ξµνRσ . . .
. νδµ g

βδ = Ψ̄0g
βσ − isΨ̄µ0e

µσβ −mΨσβ,

ξµσ ;νµg
βν − iξσ;β − 2isϕµe

µσβ + ξµνRσ . . .
. νδµ g

βδ = Ψ̄0g
βσ. (4.45)

Умножим (4.45) на eασβ:

ξµσ ;νµeασβg
βν − iξσ;βeασβ − 4isϕα + ξµνRσ . . .

. νδµ eασβg
βδ = 0.

Откуда:

ϕα = −is
4

(ξµσ ;νµeασβg
βν − iξσ;βeασβ + ξµνRσ . . .

. νδµ eασβg
βδ) =

= −is
4

(ξµσ ;νµe
. . ν
ασ − iξσ;βeασβ +

1

2
ξρδeαρδR− 2ξµνRµρe

ρ
α . ν).
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Поменяем индексы β и σ в (4.45) местами:

ξµβ ;νµg
σν − iξβ;σ − 2isϕµe

µβσ + ξµνRβ . . .
. νδµ g

σδ = Ψ̄0g
σβ. (4.46)

Сложим (4.46) и (4.45) :

ξσ;β + ξβ;σ = −i(ξµσ ;νµgβν + ξµνRσ . . .
. νδµ g

βδ + ξµβ ;νµg
σν + ξµνRβ . . .

. νδµ g
σδ − 2Ψ̄0g

βσ) =

= −i(ξµσ ;νµgβν +
1

2
ξσβR + ξµσRβ

. µ − ξµβRσ
. µ + ξµβ ;νµg

σν +
1

2
ξβσR + ξµβRσ

. µ − ξµσRβ
. µ+

+
2

3
(iξµ;µ − ξµν ;νµ)gβσ) = −iξµσ ;νµgβν − iξµβ ;νµgσν −

2

3
(−ξµ;µ − iξµν ;νµ)gβσ.

Лемма 4.6. Из уравнения (4.7) следует

m(ξµσ ;σµ − iξσ;σ) =
3s

2
ξµ. ν;σRµαe

ανσ +
3s

8
ξβα;σe

αβσR+ (4.47)

+
3s

4
(ξµσ;νµδe

δσν +
1

2
ξρµe

δρµR;δ − 2ξµνRµρ;δe
δρ
. . ν),

ϕ,ρ = −ξµν ;µ(iFνρ +Rνρ)− ξµν(iFνρ;µ +Rνρ;µ)− 1

2
ξµ . ;α. ρ Rµα +

1

4
ξµ. ρ;µR− iξµν. . ;ρFµν− (4.48)

−ξµFµρ +
1

4
(ξµ . ;ν. ρ . ;µν − ξµσ. ;ρµσ) +

i

3
ξσ. ;σρ +

1

4
ξ . µρ R;µ +

1

2
ξµ. ρR

β
µ . ;β.

Доказательство. Подставим (4.8) и (4.9) в уравнение (4.7) и разложим его по базису

(2.12) с помощью известных формул (2.13)–(2.15):
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Левая часть:

iY µν
;µγ

δ[Pν ,Pδ] + Y µνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]− iγδY µν
;δ[Pµ,Pν ] +

i

2
[Y µν

;µ, γ
δ][Pδ,Pν ]−

−[Y µν , γδ][Pµ, [Pν ,Pδ]]− [Y νδ, γµ][Pν , [Pµ,Pδ]]− [Y δµ, γν ][Pµ, [Pν ,Pδ]]+

+
1

2
(Y µγδ + γδY µ)[Pµ,Pδ] + γδ[χ,Pδ] = i(ξµν ;µ + γαY µν

α;µ)γδ[Pν ,Pδ]+

+(ξµν + γαY µν
α)γδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]− iγδ(ξµν ;δ + γαY µν

α;δ)[Pµ,Pν ]+

+
i

2
[ξµν ;µ + γαY µν

α;µ, γ
δ][Pδ,Pν ]− [ξµν + γαY µν

α, γ
δ][Pµ, [Pν ,Pδ]]−

−[ξνδ + γαY νδ
α, γ

µ][Pν , [Pµ,Pδ]]− [ξδµ + γαY δµ
α, γ

ν ][Pµ, [Pν ,Pδ]]+

+
1

2
((ξµ + γαY µ

. α)γδ + γδ(ξµ + γαY µ
. α))[Pµ,Pδ] + γδ[ϕ+ ϕαγα,Pδ] =

= iξµν ;µγ
δ[Pν ,Pδ] + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]− iγδξµν ;δ[Pµ,Pν ]+

+
1

2
(ξµγδ + γδξµ)[Pµ,Pδ] + iγδ([ϕ,∇δ] + [ϕαγα,∇δ]) =

= iξµν ;µγ
δ(−is

4
R . . αβ
νδ . . eαβσγ

σ − iFνδ) + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]− iγδξµν ;δ(−
is

4
R . . αβ
µν . . eαβσγ

σ − iFµν)+

+
1

2
(ξµγδ + γδξµ)(−is

4
R . . αβ
µδ . . eαβσγ

σ − iFµδ)− iγδ(ϕ,δ + ϕα;δγ
α) =

=
s

4
ξµν ;µR

. . αβ
νδ . . eαβσ(gδσ − iseδσςγς) + ξµν ;µγ

δFνδ + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]−

−s
4
ξµν ;δR

. . αβ
µν . . eαβσ(gδσ − iseδσςγς) + γδξµν ;δFµν −

is

8
(ξµγδ + γδξµ)R . . αβ

µδ . . eαβσγ
σ−

− i
2

(ξµγδ + γδξµ)Fµδ − iγδϕ,δ − iϕα;δ(gδα − iseδαςγς) =

=
s

4
ξµν ;µR

. σαβ
ν . . . eαβσ +

i

4
ξµν ;µR

. . αβ
νδ . . (δδαδ

ς
β − δ

δ
βδ

ς
α)γς + ξµν ;µFνδγ

δ + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]−

−s
4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ −
i

4
ξµν ;δR

. . αβ
µν . . (δδαδ

ς
β − δ

δ
βδ

ς
α)γς + ξµν ;δFµνγ

δ − is

8
(ξµγδ + γδξµ)R . . αβ

µδ . . eαβσγ
σ−

− i
2

(ξµγδ + γδξµ)Fµδ − iϕ,δγδ − iϕδ;δ − sϕα;δeδαςγς = − i
4
ξµν ;µRνβγ

β−

− i
4
ξµν ;µRναγ

α + ξµν ;µFνδγ
δ + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]−

s

4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ −
i

4
ξµν;αRµναβγ

β+

+
i

4
ξµν;βRµναβγ

α + ξµν ;δFµνγ
δ − is

4
ξµR . . αβ

µδ . . eαβσ(gδσ − iseδσςγς)− iξµFµδγδ − iϕ,δγδ−

−iϕδ;δ − sϕα;δeδαςγς = − i
4
ξµν ;µRνβγ

β − i

4
ξµν ;µRναγ

α + ξµν ;µFνδγ
δ + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]−

−s
4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ −
i

4
ξµν;αRµναβγ

β +
i

4
ξµν;βRµναβγ

α + ξµν ;δFµνγ
δ +

1

4
ξµR . . αβ

µδ . . (δδαδ
ς
β − δ

δ
βδ

ς
α)γς−

−iξµFµδγδ − iϕ,δγδ − iϕδ;δ − sϕα;δeδαςγς = − i
4
ξµν ;µRνβγ

β − i

4
ξµν ;µRναγ

α + ξµν ;µFνδγ
δ+

+ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]−
s

4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ −
i

4
ξµν;αRµναβγ

β +
i

4
ξµν;βRµναβγ

α + ξµν ;δFµνγ
δ−

−1

4
ξµRµβγ

β − 1

4
ξµRµαγ

α − iξµFµδγδ − iϕ,δγδ − iϕδ;δ − sϕα;δeδαςγς = − i
2
ξµν ;µRνβγ

β+

+ξµν ;µFνδγ
δ + ξµνγδ[Pµ, [Pν ,Pδ]]−

s

4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ −
i

4
ξµν;αRµναβγ

β+

+
i

4
ξµν;βRµναβγ

α + ξµν ;δFµνγ
δ − 1

2
ξµRµβγ

β − iξµFµδγδ − iϕ,δγδ − iϕδ;δ − sϕα;δeδαςγς .
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Правая часть:

i

2
Ψνδ

;νγ
µ[Pδ,Pµ]−Ψνδγµ[Pν , [Pµ,Pδ]]−Ψδµγν [Pµ, [Pν ,Pδ]] +

m

2
Ψνδ[Pν ,Pδ]+

+
1

2
Ψνγµ[Pν ,Pµ]−mΨ̄ =

i

2
(Ψνδ

α;νγ
α + Ψ̄νδ

;ν)γ
µ[Pδ,Pµ]− (Ψνδ

αγ
α + Ψ̄νδ)γµ[Pν , [Pµ,Pδ]]−

−(Ψδµ
αγ

α + Ψ̄δµ)γν [Pµ, [Pν ,Pδ]] +
m

2
(Ψνδ

αγ
α + Ψ̄νδ)[Pν ,Pδ] +

1

2
(Ψν

. αγ
α + Ψ̄ν)γµ[Pν ,Pµ]−

−m(Ψ̄µ
0 γµ + Ψ̄0) =

1

2
(Ψν

. αγ
α + Ψ̄ν)γµ[Pν ,Pµ]−m(Ψ̄µ

0 γµ + Ψ̄0) =

=
1

2
(Ψν

. αγ
α + Ψ̄ν)γµ(−is

4
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σ − iFνµ)−m(Ψ̄µ
0γµ + Ψ̄0) =

=
1

2
(Ψνµ − isΨν

. αe
αµργρ + Ψ̄νγµ)(−is

4
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σ − iFνµ)−m(Ψ̄µ
0γµ + Ψ̄0) =

= (−is
4
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σ 1

2
Ψνµ +

is

4
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σ is

2
Ψν
. αe

αµργρ −
is

4
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σ 1

2
Ψ̄νγµ−

−iFνµ
1

2
Ψνµ + iFνµ

is

2
Ψν
. αe

αµργρ − iFνµ
1

2
Ψ̄νγµ)−m(Ψ̄µ

0γµ + Ψ̄0) =

= (−is
8
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σΨνµ − 1

8
R . . αβ
νµ . . (δµβδ

ρ
σ − δµσδ

ρ
β)Ψν

. αgρ%(g
σ% − iseσ%εγε)−

−is
8
R . . αβ
νµ . . eαβσΨ̄ν(gσµ − iseσµεγε)−

i

2
FνµΨνµ − s

2
FνµΨν

. αe
αµργρ −

i

2
FνµΨ̄νγµ)−m(Ψ̄µ

0γµ + Ψ̄0) =

= (−is
8
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σΨνµ − 3

8
R . . αµ
νµ . . Ψν

. α +
is

8
R . . αµ
νµ . . Ψν

. αgσ%e
σ%εγε +

1

8
R . . αρ
νµ . . Ψν

. αδ
µ
ρ−

−is
8
R . . αρ
νµ . . Ψν

. αgρ%e
µ%εγε −

is

8
Rνµαβe

αβµΨ̄ν − 1

8
R . . αβ
νµ . . (δµαδ

ε
β − δ

µ
βδ

ε
α)Ψ̄νγε−

− i
2
FνµΨνµ − s

2
FνµΨν

. αe
αµργρ −

i

2
FνµΨ̄νγµ)−m(Ψ̄µ

0γµ + Ψ̄0) =

= (−is
8
R . . αβ
νµ . . eαβσγ

σΨνµ − 3

8
R . . αµ
νµ . . Ψν

. α +
1

8
R . . αµ
νµ . . Ψν

. α−

−is
8
R . . αρ
νµ . . Ψν

. αgρ%e
µ%εγε −

is

8
Rνµαβe

αβµΨ̄ν − 1

8
R . . µβ
νµ . . Ψ̄νγβ +

1

8
R . . αµ
νµ . . Ψ̄νγα−

− i
2
FνµΨνµ − s

2
FνµΨν

. αe
αµργρ −

i

2
FνµΨ̄νγµ)−m(Ψ̄µ

0γµ + Ψ̄0) =

= (−is
8
Rνµαβe

αβσΨνµγσ +
1

4
RναΨ̄νγα − i

2
FνµΨνµ − s

2
FνµΨν

. αe
αµργρ −

i

2
FνµΨ̄νγµ)−m(Ψ̄µ

0γµ + Ψ̄0).

Приравнивая, получаем:

− i
2
ξµν ;µRνβγ

β + ξµν ;µFνδγ
δ + ξµνγδ(

s

4
R . . αβ
νδ . . ;µeαβργ

ρ + Fνδ;µ)− s

4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ−

− i
4
ξµν;αRµναβγ

β +
i

4
ξµν;βRµναβγ

α + ξµν ;δFµνγ
δ − 1

2
ξµRµβγ

β − iξµFµδγδ − iϕ,δγδ − iϕδ;δ−

−sϕα;δeδαςγς = −is
8
Rνµαβe

αβσΨνµγσ +
1

4
RναΨ̄νγα − i

2
FνµΨνµ − s

2
FνµΨν

. αe
αµργρ −

i

2
FνµΨ̄νγµ−

−m(Ψ̄µ
0γµ + Ψ̄0),
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− i
2
ξµν ;µRνβγ

β + ξµν ;µFνδγ
δ +

s

4
ξµνR . . αβ

νδ . . ;µe
δ

αβ . −
i

4
ξµνR . . ασ

να . . ;µγσ +
i

4
ξµνR . . σβ

νβ . . ;µγσ+

+ξµνFνδ;µγ
δ − s

4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ −
i

4
ξµν;αRµναβγ

β +
i

4
ξµν;βRµναβγ

α + ξµν ;δFµνγ
δ − 1

2
ξµRµβγ

β−

−iξµFµδγδ − iϕ,δγδ − iϕδ;δ − sϕα;δeδαςγς = −is
8
Rνµαβe

αβσΨνµγσ +
1

4
RναΨ̄νγα − i

2
FνµΨνµ−

−s
2
FνµΨν

. αe
αµργρ −

i

2
FνµΨ̄νγµ −m(Ψ̄µ

0γµ + Ψ̄0).

Выпишем члены без γ-матриц:

−s
4
ξµν;σR . . αβ

µν . . eαβσ − iϕδ;δ =
m

3
(iξσ;σ − ξµσ ;σµ).

Выразим ϕδ;δ и сравним его с производной ϕδ из предыдущей леммы:

ϕδ;δ =
is

4
(2ξµ. ν;σRµαe

ανσ + 2ξµν. . ;σRναe
. ασ
µ + ξβα;σe

αβσR) +
im

3
(iξσ;σ − ξµσ ;σµ) =

= isξµ. ν;σRµαe
ανσ +

is

4
ξβα;σe

αβσR +
im

3
(iξσ;σ − ξµσ ;σµ) =

= −is
4

(ξµσ;νµδe
δσν − iξσ;βδeδσβ +

1

2
(ξρµ;δe

δρµR + ξρµe
δρµR;δ)− 2(ξµνRµρ;δe

δρ
. . ν + ξµν;δRµρe

δρ
. . ν)),

is

2
ξµ. ν;σRµαe

ανσ +
is

8
ξβα;σe

αβσR +
im

3
(iξσ;σ − ξµσ ;σµ) =

= −is
4

(ξµσ;νµδe
δσν − iξσ;βδeδσβ +

1

2
ξρµe

δρµR;δ − 2ξµνRµρ;δe
δρ
. . ν).

Распишем:

ξσ;βδe
δσβ = ξσ;βδe

σβδ =
1

2
(ξσ;βδe

σβδ − ξσ;δβeσδβ) +
1

2
(ξσ;βδe

σβδ + ξσ;δβe
σδβ) =

=
1

2
(ξσ;βδ − ξσ;δβ)eσβδ =

1

2
Rα

. σβδξαe
σβδ = 0.

Тогда:

m(iξσ;σ − ξµσ ;σµ) = −(
3s

2
ξµ. ν;σRµαe

ανσ +
3s

8
ξβα;σe

αβσR+

+
3s

4
(ξµσ;νµδe

δσν +
1

2
ξρµe

δρµR;δ − 2ξµνRµρ;δe
δρ
. . ν)).

Члены с γ-матрицами:

− i
2
ξµν ;µRνβg

%β + ξµν ;µFνδg
%δ − i

4
ξµνR . . α%

να . . ;µ +
i

4
ξµνR . . %β

νβ . . ;µ + ξµνFνδ;µg
%δ−

− i
4
ξµν;αRµναβg

%β +
i

4
ξµν;βRµναβg

%α + ξµν ;δFµνg
%δ − 1

2
ξµRµβg

%β−

−iξµFµδg%δ − iϕ,δg%δ − sϕα;δeδα% = 0,

−3i

2
ξµν ;µR

. ρ
ν + ξµν ;µF

. ρ
ν +

i

2
ξµνR . ρ

ν . ;µ + ξµνF ρ
ν . ;µ − iξµρ;αRµα −

i

2
ξρµ. . ;µR+

+ξµν;ρFµν −
1

2
ξµR . ρ

µ − iξµF . ρ
µ − iϕ,ρ − sϕα;δeδαρ = 0,
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ϕ,ρ = −ξµν ;µ(iFνρ +
3

2
Rνρ)− ξµν(iFνρ;µ −

1

2
Rνρ;µ)− ξµ . ;α. ρ Rµα +

1

2
ξµ. ρ;µR−

−iξµν. . ;ρFµν + ξµ(
i

2
Rµρ − Fµρ) +

1

4
eδα. . ρξ

µσ
;νµδe

. . ν
ασ −

i

4
eδα. . ρξ

σ;β
. . ;δeασβ+

+
1

8
eδα. . ρ(ξβµ;δe

. βµ
α R + ξβνe

. βν
α R;δ)−

1

2
eδα. . ρ(ξ

µν
. . ;δRµβe

β
α . ν + ξµνRµβ;δe

β
α . ν),

ϕ,ρ = −ξµν ;µ(iFνρ +
3

2
Rνρ)− ξµν(iFνρ;µ −

1

2
Rνρ;µ)− ξµ . ;α. ρ Rµα +

1

2
ξµ. ρ;µR−

−iξµν. . ;ρFµν + ξµ(
i

2
Rµρ − Fµρ) +

1

4
(ξµ . ;ν. ρ . ;µν − ξµσ. ;ρµσ) +

i

4
(ξσ. ;ρσ − ξ

. ;β
ρ . ;β)+

+
1

8
(ξ µ
ρ . ;µR− ξµ. ρ;µR + ξ . µρ R;µ − ξµ. ρR;µ) +

1

2
(ξµ. ρ;βR

. β
µ − ξµν. . ;νRµρ + ξµ. ρR

β
µ . ;β − ξ

µνRµρ;ν).

Применим также формулу (3.23):

ϕ,ρ = −ξµν ;µ(iFνρ +Rνρ)− ξµν(iFνρ;µ +Rνρ;µ)− 1

2
ξµ . ;α. ρ Rµα +

1

4
ξµ. ρ;µR− iξµν. . ;ρFµν+

+ξµ(
i

2
Rµρ − Fµρ) +

1

4
(ξµ . ;ν. ρ . ;µν − ξµσ. ;ρµσ) +

i

4
(ξσ. ;ρσ − ξ

. ;β
ρ . ;β) +

1

4
ξ . µρ R;µ +

1

2
ξµ. ρR

β
µ . ;β =

= −ξµν ;µ(iFνρ +Rνρ)− ξµν(iFνρ;µ +Rνρ;µ)− 1

2
ξµ . ;α. ρ Rµα +

1

4
ξµ. ρ;µR− iξµν. . ;ρFµν−

−ξµFµρ +
1

4
(ξµ . ;ν. ρ . ;µν − ξµσ. ;ρµσ) +

i

3
ξσ. ;σρ +

1

4
ξ . µρ R;µ +

1

2
ξµ. ρR

β
µ . ;β.

Теперь обобщим все полученные результаты в следующую теорему

Теорема 4.7. Оператор симметрии (4.1) уравнения Дирака (2.30) принимает вид

Ŷ = P̂µξµνP̂ν + ξµP̂µ + ϕ− is

4
(ξµσ ;νµe

. . ν
ασ − iξσ;βeασβ +

1

2
ξρδe

. ρδ
α R− 2ξµνRµρe

ρ
α . ν)γ

α, (4.49)

где ξµν это тензорное поле и ξµ это векторное поле, которые определяются системой

уравнений (4.29) и (4.40). Функцию ϕ находим из уравнения (4.48).

Доказательство. Подставляем ранее найденные значения:

Y = PµξµνPν + ξµPµ + ϕ− is

4
(ξµσ ;νµe

. . ν
ασ − iξσ;βeασβ +

1

2
ξρδe

. ρδ
α R− 2ξµνRµρe

ρ
α . ν)γ

α.

Теперь условие (4.47) приводит к изучению отдельно массивного (m 6= 0) и безмассо-

вого случая (m = 0).

В настоящей работе мы имели дело с массивным случаем. Теперь Лемма (4.6) примет

вид

Ψ̂ =
1

3
(ξµν ;νµ − iξµ;µ). (4.50)
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Заметим, что векторные поля Киллинга ξµ обладают свойством:

ξν;µ + ξµ;ν = 0, (4.51)

а тензорные поля Киллинга обладают свойством

ξ(µν;ρ) = 0, (4.52)

где скобки на индексах относятся к симметричной части.
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5 Заключение

В работе были получены операторы симметрии второго порядка для уравнения Ди-

рака в (2 + 1) пространстве-времени. Было показано, что симметрия уравнения Дирака

существенно зависит от того, m 6= 0 или m = 0.

В массивном случае (m 6= 0) оператор симметрии первого порядка коммутирует с опе-

ратором уравнения Дирака и имеет скалярные (единичные матрицы) коэффициенты при

производных. Полный набор операторов симметрии обеспечивает разделение переменных

в уравнении Дирака в (2 + 1) аналогично (3 + 1)-мерному случаю. В отличие от (3 + 1)-

мерного пространства, в массивном случае операторы симметрии первого порядка для

уравнения (2+1) Дирака представлены в терминах векторов Киллинга и спиновые опера-

торы с матричными коэффициентами при производных могут быть удалены из операторов

симметрии без потери общности, а оператор симметрии второго порядка представлен так-

же в терминах тензоров Киллинга. В безмассовом случае (m = 0) оператор симметрии

представлен в терминах конформных векторов Киллинга.

С точки зрения развития теории, случай (2 + 1) особенно привлекателен, поскольку он

математически проще, но включает в себя все основные элементы теории. Определяющие

уравнения всегда линейны, а множество их решений образует алгебру симметрий рассмат-

риваемого уравнения. С этой целью были исследованы свойства операторов симметрии в

терминах определяющих уравнений. Также были получены определяющие уравнения для

уравнения Дирака в классе линейных дифференциальных операторов первого и второго

порядка с матричными коэффициентами и исследованы нетривиальные симметрии.

В (2 + 1)-мерном случае, операторы симметрии второго порядка, а также первого по-

рядка, имеют скалярные коэффициенты при производных векторных полей Киллинга,

что значительно отличается от случая (3 + 1), где операторы симметрии имеют матрич-

ную часть. Поэтому операторы (2 + 1) можно использовать для разделения переменных и

некоммутативного интегрирования, что будет являться целью дальнейшей работы.
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Заимствования — доля всех найденных текстовых пересечений, за исключением тех, которые система отнесла к цитированиям, по отношению к общему объему документа.
Цитирования — доля текстовых пересечений, которые не являются авторскими, но система посчитала их использование корректным, по отношению к общему объему
документа. Сюда относятся оформленные по ГОСТу цитаты; общеупотребительные выражения; фрагменты текста, найденные в источниках из коллекций нормативно-
правовой документации.
Текстовое пересечение — фрагмент текста проверяемого документа, совпадающий или почти совпадающий с фрагментом текста источника.
Источник — документ, проиндексированный в системе и содержащийся в модуле поиска, по которому проводится проверка.
Оригинальность — доля фрагментов текста проверяемого документа, не обнаруженных ни в одном источнике, по которым шла проверка, по отношению к общему объему
документа.
Заимствования, цитирования и оригинальность являются отдельными показателями и в сумме дают 100%, что соответствует всему тексту проверяемого документа.
Обращаем Ваше внимание, что система находит текстовые пересечения проверяемого документа с проиндексированными в системе текстовыми источниками. При этом
система является вспомогательным инструментом, определение корректности и правомерности заимствований или цитирований, а также авторства текстовых фрагментов
проверяемого документа остается в компетенции проверяющего.
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[01] Волновая функция частицы в электромагнитном поле | dissertation.com… http://dissertation.com.ua 20 Июл 2018
Модуль поиска
Интернет

[02] Symmetry operators and separation of variables in the $(2+1)$-dimensional … http://arxiv.org 22 Мар 2018
Модуль поиска
Интернет

[03] Волновая функция частицы в электромагнитном поле - скачать бесплат… http://�zmathim.com 29 Авг 2016
Модуль поиска
Интернет
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