


Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå. 1

1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. 4

2 Íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà γ - ïðîñòðàíñòâ. 7

3 Îïåðàöèè íàä γ - ïðîñòðàíñòâàìè. 13

4 γ-ñâîéñòâî â ïðîñòðàíñòâàõ îðäèíàëîâ. 21

5 Ìåòðèçóåìîñòü è γ-ñâîéñòâî. 23

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 26

1



Ââåäåíèå.

Îäíîé èç îòêðûòûõ ïðîáëåì â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ôóíê-

öèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à(ñì. [2, çàäà÷à II.3.10], [7, problem 4.1.1]):

ïóñòü Cp(X) è Cp(Y ) � ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå � Óðûñîíà, âåðíî ëè òîãäà,

÷òî è Cp(X)× Cp(Y ) � òîæå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå � Óðûñîíà? Õîðîøî èç-

âåñòíî(ñì [2]), ÷òî ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Cp(X) × Cp(Y )

ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Cp(X ⊕ Y ). Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî

ñâîéñòâî Ôðåøå � Óðûñîíà ïðîñòðàíñòâà Cp(X) îõàðàêòåðèçîâàíî ïîñðåä-

ñòâîì òîïîëîãè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà X, íàçûâàåìîãî γ - ñâîé-

ñòâîì, âûøå ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X è Y îáëàäàþò ñâîéñòâîì γ,

âåðíî ëè òîãäà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ⊕ Y îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ? Èçâåñòíî,

÷òî äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-

íèòåëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê îáû÷íîé ñèñòåìå àêñèîì ZFC òåîðåòèêî - ìíî-

æåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (ñì. [4]). Ïîýòîìó âîçðàñòàåò àêòóàëüíîñòü

âîïðîñà î ïîñòðîåíèè òàê íàçûâàåìîãî ¾íàèâíîãî¿ ïðèìåðà ïðîñòðàíñòâ

X è Y , êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì γ, íî ïðÿìàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñóììà

X ⊕ Y êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì.

Âïåðâûå γ - ñâîéñòâî áûëî ââåäåíî J. Gerlits è Zs. Nagy â ñòàòüå [5], ãäå

òàêæå áûëà äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü Cp(X) � ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå � Óðû-

ñîíà è ñâîéñòâà γ. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ γ

- ñâîéñòâà ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé[4]. Òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü

ðàçëè÷íûå ñõîæèå ñ γ - ñâîéñòâîì ïîíÿòèÿ: ñòðîãî γ - ìíîæåñòâî [3], ïðî-

äóêòèâíîå γ - ïðîñòðàíñòâî [9], ι - ïðîñòðàíñòâî("éîòà ïðîñòðàíñòâî")[6].

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòèçèðîâàòü è ïîïîëíèòü îáùèå

ñâåäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñâîéñòâîì γ. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷èòü ïîâåäåíèå

γ - ñâîéñòâà ïðè òîïîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ, ðàññìîòðåòü ñâÿçü γ - ñâîéñòâà

ñ äðóãèìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èçó÷èòü ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñî
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ñâîéñòâîì γ íå ëåæàùèõ â R.

Ïðèìåíÿåìûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäû îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì îáùåé òî-

ïîëîãèè. Íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìûå òîïîëî-

ãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íå íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå áûòü ïîäïðîñòðàíñòâîì

âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ïîäïðîñòðàíñòâà îðäèíà-

ëîâ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí êðèòåðèé ìåòðèçóåìîñòè γ-ïðîñòðàíñòâ è íåêî-

òîðûå åãî ñëåäñòâèÿ.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â ïåðâîé

ãëàâå äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ýêâèâàëåíòíûå èì ôîðìóëèðîâêè.

Âî âòîðîé ãëàâå äàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ γ - ñâîéñòâà è ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð

ïðîñòðàíñòâà íå îáëàäàþùåãî γ - ñâîéñòâîì. Â òðåòåé ãëàâå ðàññìàòðèâà-

þòñÿ îïåðàöèè íàä γ - ïðîñòðàíñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå, ïåðåõîä ê ïîäïðîñòðàíñòâàì, ïðîèçâåäåíèÿ, ïðÿìàÿ ñóììà. Â ÷åò-

âåðòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé, êîãäà îðäèíàë îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ.

Â ïîñëåäíåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé ìåòðèçóåìîñòè ïðîñòðàíñòâ

ñî ñâîéñòâîì γ è âàðèàíòû îñëàáëåíèÿ åãî óñëîâèé.

Òåîðåìû èç ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ãëàâ, òåîðåìà 17 (2 -> 1), ïðåäëîæåíèÿ

26, 28, 31, 12 è ñëåäñòâèÿ 20, 21 íå âñòðå÷àþòñÿ â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå.

Îíè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ðÿä òåîðåì ìîæíî íàéòè â ëèòå-

ðàòóðå, íî äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííûå â ðàáîòå, áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì.

Íà îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû äàþòñÿ ññûëêè.

Â ðàáîòå òåîðåìû, ëåììû è ò.ï. ïðîíóìåðîâàíû ñêâîçíûì îáðàçîì.
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1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå èçó-

÷àþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì. Çàìåòèì, ÷òî â òîïîëîãè÷åñêîé òåð-

ìèíîëîãèè ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ìîíîãðàôèé [1] è [2].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî A ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ

ω-ïîêðûòèåì ýòîãî ìíîæåñòâà, åñëè äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

K ⊂ X íàéäåòñÿ U ∈ A, òàêîå, ÷òî K ⊂ U .

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ξ = {An|n ∈ N}− ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíî-

æåñòâ X, òî ìíîæåñòâî lim ξ = ∪{∩{Ai|i ≥ n}|n ∈ N} íàçûâàåòñÿ

íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ (èëè γ - ñâîéñòâî), åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî

ω - ïîêðûòèÿ η ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ ⊂ η,

òàêàÿ, ÷òî lim ξ = X. Ïðè ýòîì ñàìî ïðîñòðàíñòâî X áóäåì íàçûâàòü

γ-ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè ξ = {A1, A2, ...}, òî òàêæå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ

ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: An
n→∞−−−→ X

Çàìå÷àíèå 4. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî lim ξ = X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò âñåì ìíîæåñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ξ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.

Çàìå÷àíèå 5. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñì. [2]), ÷òî åñëè lim ξ = X, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ ÿâëÿåòñÿ ω-ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X.

Ââåäåì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà γ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé

òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ìîæíî íàéòè â [2, II.3.2].

Òåîðåìà 6. [2] Cëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ1: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ηn|n ∈ N}
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îòêðûòûõ ω-ïîêðûòèé ïðîñòðàíñòâà X íàéäóòñÿ Un ∈ ηn, òàêèå, ÷òî

limξ = X, ãäå ξ = {Un|n ∈ N};

2) Â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ.

Â ìîíîãðàôèè [2] òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî γ ðàâíîñèëüíî îä-

íîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå X òàê íàçûâàåìûõ ñâîéñòâ φ è

ε, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó φ,

åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ω - ïîêðûòèÿ η = ∪{ηn|n ∈ N} ïðîñòðàíñòâà

X, ãäå ηn ⊂ ηn+1, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = {Xn|n ∈ N}, òàêàÿ,

÷òî Xnω - ïîêðûòî ñåìåéñòâîì ηn äëÿ âñåõ n ∈ N è limξ = X.

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ε, åñ-

ëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ω - ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî èçâëå÷ü

ñ÷åòíîå ω - ïîäïîêðûòèå.

Ïðèâåäåì åùå îïðåäåëåíèå γ - ïðîñòðàíñòâà â òåðìèíàõ ñåëåêòèâíûõ

ïðèíöèïîâ. Ïðè ýòîì, çàìåòèì, ÷òî äàëåå â ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííûå âûøå.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåò-

ñÿ γ - ïîêðûòèåì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëå-

æèò âñåì ýëåìåíòàì ïîêðûòèÿ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà. Ïðè ýòîì γ-

ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì êàæäîå ω - ïîêðû-

òèå ñîäåðæèò γ - ïîêðûòèå.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññ γ - ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ñåëåêòèâíûõ ïðèíöèïîâ

îáîçíà÷àåòñÿ, êàê

Ω

Γ

, ãäå Ω - êëàññ ω - ïîêðûòèé ïðîñòðàíñòâà X, à Γ

- êëàññ γ - ïîêðûòèé ïðîñòðàíñòâà.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì õàðàêòåðèçàöèþ γ - ñâîéñòâà â òåðìèíàõ òîïîëîãè-

÷åñêèõ èãð.

5



Ïóñòü X - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà èãðîêà,

îáîçíà÷èì èõ I è II. Íà øàãå n, n ∈ N, èãðîê I âûáèðàåò ω - ïîêðûòèå

ηn ïðîñòðàíñòâà X. Èãðîê II âûáèðàåò Un ∈ ηn. Èãðîê II ïîáåæäàåò, åñëè

{Un|n ∈ N} − γ - ïîêðûòèå, èíà÷å ïîáåæäàåò èãðîê I.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà èãðîê I íå èìååò âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè â ýòîé èãðå.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ äàííûìè ôîðìóëèðîâêàìè ìîæíî îçíàêîìèòñÿ â [5]

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, â ðÿäå èññëåäîâàíèé (ñì. [3], [9])

äåëàëèñü ïîïûòêè îïèñàòü óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïðîñòðàíñòâà X è

Y , ïðè êîòîðûõ X ⊕ Y áóäåò γ - ïðîñòðàíñòâîì. Íà ýòîì ïóòè âîçíèêëè

òàêèå ìîäèôèêàöèè γ - ñâîéñòâà:

Îïðåäåëåíèå 10. [3] Ìû ñêàæåì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî γ - ìíîæå-

ñòâîì, åñëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kn|n ∈ N},

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {φn|n ∈ N}, ãäå φn - îòêðû-

òûå ïîêðûòèÿ ïîäìíîæåñòâ èç X ìîùíîñòè kn, ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {Cn|n ∈ N}, Cn ∈ φn òàêàÿ, ÷òî limCm = X.

Îïðåäåëåíèå 11. [9] Ïðîñòðàíñòâî X− ïðîäóêòèâíîå γ - ïðîñòðàí-

ñòâî, åñëè X × Y èìååò γ - ñâîéñòâî äëÿ êàæäîãî Y ÿâëÿþùåãîñÿ γ

- ïðîñòðàíñòâîì.
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2 Íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà γ - ïðîñòðàíñòâ.

Â äàííîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ íåîáõîäèìûå èëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ γ -

ñâîéñòâà â ïðîñòðàíñòâå X. Òàê êàê ìû èçó÷àåì γ - ñâîéñòâî òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ X â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíî õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâî Ôðåøå -

Óðûñîíà ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé Cp(X), òî âñå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

íèæå ïðåäïîëàãàþòñÿ òèõîíîâñêèìè.

Ïðåäëîæåíèå 12. Åñëè X äèñêðåòíî è îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî |X| ≤

ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî X íåñ÷¼ò-

íî, òî ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ X ÿâëÿåòñÿ ω - ïîêðûòèåì,

èç êîòîðîãî íåëüçÿ èçâëå÷ü òðåáóåìóþ â îïðåäåëåíèè 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξ.

Ïðåäëîæåíèå 13. Åñëè |X| ≤ ℵ0 , òî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η - ïðîèçâîëüíîå ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X

è ïóñòü X = (x1, ...xn, ...). Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ Un ∈ η,

ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî {x1, ...xn}. Ïðè ýòîì limξ = X äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ξ = {Un|n ∈ N}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 3 çàêëþ÷àåì, ÷òî

X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ.

Ïðåäëîæåíèå 14. Åñëè X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî X - ëèíäåëåôîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η− ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàí-

ñòâà X. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî η′ âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé

ýëåìåíòîâ η. ßñíî, ÷òî η′ − ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Òàê êàê X îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî ìîæåì èçâëå÷ü èç η′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ ñî ñâîé-

ñòâîì limξ = X. Òåïåðü èñêîìîå ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå ìîæíî ñîñòàâèòü

èç òåõ ìíîæåñòâ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà η, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â îáðàçîâàíèè

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ.
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Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ëèíäåëåôîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì[1,

5.1.2] è âåùåñòâåííîêîìïàêòíûì[7, S.406] ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó èç 14

ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ïðîñòðàíñòâî ñ γ ñâîéñòâîì, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîì-

ïàêòíûì è âåùåñòâåíîêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçðåæåííûì, åñëè â êàæ-

äîì åãî íå ïóñòîì ïîäïðîñòðàíñòâå åñòü èçîëèðîâàííàÿ â ýòîì ïîäïðî-

ñòðàíñòâå òî÷êà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [2, III.1.2]), â îòëè÷èå îò âûøåïðèâåäåííûõ,

âåñüìà íåòðèâèàëåí. Îí áóäåò èñïîëüçîâàí â ãëàâå 4.

Òåîðåìà 16. [2] Åñëè X êîìïàêò, òî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà X ðàçðåæåí.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì γ, òàê êàê îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííûì.

Íèæå ìû ôîðìóëèðóåì è äîêàçûâàåì îäíó èç êëþ÷åâûõ òåîðåì äàí-

íîé ðàáîòû. Îíà ñâÿçûâàåò îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ − γ - ñâîéñòâî

X− ñî ñâîéñòâîì Ôðåøå - Óðûñîíà ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Cp(X) ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Äàííàÿ òåîðåìà ïîëó÷åíà â

ñòàòüå [5]. Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 1)→ 2) çàèìñòâàíî èç ìîíîãðàôèè

[2, II.3.2], à ïðèâåäåííîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 2)→ 1) ïðèíàä-

ëåæèò àâòîðó.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå - Óðû-

ñîíà, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè èç y ∈ A ⊂ Y , ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{yn}∞n=1 ⊂ A ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå y.

Òåîðåìà 17. [2] Cëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Cp(X) - ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå - Óðûñîíà;

2) Â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) → 2). Ïóñòü η - ω-ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Ïîëî-

æèì A = {f ∈ Cp(X)|f−1(R\{0}) ⊂ U} äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ η. Òîãäà

f0 ∈ A, ãäå f0 = 1. Ïîñêîëüêó, âûïîëíåíî óñëîâèå 1), òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {fn|n ∈ N} ⊂ A ñõîäÿùàÿñÿ ê f0.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N âîçüìåì Un ∈ η äëÿ êîòîðîãî f−1(R\{0}) ⊂ Un,

è ïîêàæåì, ÷òî ξ = {Un|n ∈ N} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2). Äëÿ ëþáîãî

x ∈ X íàéäåòñÿ n(x) ∈ N, òàêîé, ÷òî fn ∈ W (f0, x, 1) äëÿ âñåõ n ≥ n(x).

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fn(x) > 0, òî åñòü x ∈ f−1(R\{0}) ⊂ Un äëÿ âñåõ

n ≥ n(x), òî åñòü limξ = X. Çíà÷èò â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ.

2) → 1). Ïóñòü â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ. Äîêàæåì ñâîéñòâî Ôðåøå

- Óðûñîíà ïðîñòðàíñòâà Cp(X). Ïóñòü A ⊂ Cp(X)− ïðîèçâîëüíîå ìíîæå-

ñòâî ôóíêöèé c ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηn ñåìåéñòâî

ïðîîáðàçîâ Ug èíòåðâàëà (− 1
n ,

1
n) ïðè ôóíêöèÿõ âèäà |f − g|, ãäå g ∈ A.

Ïîêàæåì, ÷òî ηn − ω - ïîêðûòèå. Ïóñòü K - ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî â X. Òàê êàê f ∈ A, òî ñóùåñòâóåò g ∈ A ∩ W (f,K, 1n), òî åñòü

|f − g|(x) < 1
n , ïðè x ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, K ⊂ (|f − g|)−1(− 1

n ,
1
n) = Ug.

Ðàññìîòðèì (x1, x2, ..., xn...) ⊂ X, ãäå xi 6= xj, ïðè i 6= j. Îáîçíà÷èì

η0n = {Ug\{xn}|Ug ∈ ηn}. Ïîëîæèì η =
⋃∞
n=0 η

0
n.

Äîêàæåì, ÷òî η−ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü K ′′− ïðîèçâîëü-

íîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â X. Ñóùåñòâóåò t ∈ N, ÷òî xt /∈ K ′′ =>(ò.ê. ηt -

ω - ïîêðûòèå X) ñóùåñòâóåò Ug\{xt} ∈ η0t , òàêîå ÷òî K ′′ ⊂ Ug\{xt}.

Ïî ñâîéñòâó γ, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Vk)k∈N ∈ η, òàêàÿ, ÷òî

limVk = X. Äëÿ êàæäîãî Vk, k ∈ N óêàæåì èíäåêñ n(k), òàêîé, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü âêëþ÷åíèÿ: V1 ∈ η0n(1), ..., Vk ∈ η0n(k), ....

Äîêàæåì, ÷òî {n(k)|k ∈ N} íåîãðàíè÷åííà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñó-

ùåñòâóåò r ∈ N, òàêîå ÷òî n(k) ≤ r, äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ïîíÿòíî, ÷òî

{x1, x2, ..., xr} íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì Vk. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîñòðî-

åíèè ñåìåéñòâà η0n èç ìíîæåñòâà Ug óäàëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðó η0n,

òî÷êè xn. Çàêëþ÷àåì, ÷òî (Vk)k∈N− íå ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâàX, âîïðå-
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êè çàìå÷àíèþ 5. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(mi)
∞
i=1 ⊂ (n(k))∞k=1, òàêàÿ, ÷òî m1 < m2 < ... < mn < ....

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü limVkI = X, ãäå VkI ∈ η0mI
.

Ðàññìîòðèì Vk1 = Ug \ {x1}, ïîëîæèì g1 = g ∈ A. Òàêèì æå îáðàçîì

îïðåäåëèì g2 = g ∈ A, ïðè Vk2 = Ug \ {x2}. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî ýòîò

ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (gn)n∈N. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê f â Cp(X).

Ïóñòü x ∈ X, ïîêàæåì, ÷òî gn(x)
n→∞−−−→ f(x). Íàéäåòñÿ N ∈ N òàêîå,

÷òî åñëè j ≥ N , òî x ∈ Vkj ∈ η0mj
. Ïóñòü ε > 0. Cóùåñòâóåò l òàêîå, ÷òî ïðè

i ≥ l âûïîëíåíî 1
mi

< ε. Ïóñòü M = max(N, l). Òîãäà ïðè n ≥ M èìååì

|gn(x)− f(x)| ≤ 1
mn
≤ 1

ml
< ε.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà X äëÿ êîòîðîãî Cp(X) íå áóäåò îáëà-

äàòü ñâîéñòâîì Ôðåøå - Óðûñîíà.

Òåîðåìà 18. [2, II.3.5] Ïðîñòðàíñòâî Cp[0, 1] íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôðå-

øå - Óðûñîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {rn|n ∈ N} - ïëîòíîå ìíîæåñòâî â I = [0, 1] è

B = {Un|n ∈ N} - áàçà â I, ÷òî µ(Un) <
1

2
ïðè n ∈ N(çäåñü µ− ìåðà

Ëåáåãà) è äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâàK ⊂ I ñóùåñòâóåò n ∈ N, òàêîå,

÷òî K ⊂ Un. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûáåðåì fn ∈ Cp(I), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì:∫ 1

0 fndx ≥
1

2
, Un ∪ {rn|n ∈ N} ⊂ f−1(0), fn(I) ⊂ I.

Ïóñòü g− ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ. Òîãäà Z = {fn|n ∈ N}∪

{g}− èñêîìîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ Cp(I) - ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

Z, òî f(rn) = 0 ïðè n ∈ N. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g = f , òàê ÷òî Z çàìêíóòî,

à Z\{g} äèñêðåòíî. Ïðè gn ∈ Z\{g} íåâîçìîæíî gn → g ïîñêîëüêó èç

íåðàâåíñòâà
∫ 1

0 fndx ≥
1

2
, n ∈ N, ñëåäóåò íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ëåáåãà îá

îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè, ÷òî íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû gn(x) íå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.
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Èç òåîðåìû 18 íàïðÿìóþ ñëåäóåò, ÷òî îòðåçîê [0, 1] íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì γ. Íèæå ìû äåòàëèçèðóåì ýòîò ôàêò.

Ëåììà 19. Ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B - ñ÷åòíàÿ áàçà ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü η - îò-

êðûòîå ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A1 = {U |U ∈

B}. Òàê êàê A1 ïî ïîñòðîåíèþ åñòü áàçà, òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A1 íå áî-

ëåå ÷åì ñ÷åòíà. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî A2 = {U ∪ V |U, V ∈ B}, àíàëîãè÷íî

ïîñòðîèì ìíîæåñòâî A3 = {U ∪ V ∪W |U, V,W ∈ B}. Ïðîäîëæàÿ äàííûé

ïðîöåññ ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ A = ∪{Ai|i ∈ N}. Çàìåòèì, ÷òî ïî

ïîñòðîåíèþ ìîùíîñòü êàæäîãî Ai íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà, çíà÷èò è ìîùíîñòü

A íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà.

Äëÿ êàæäîãî U ∈ A ïîëîæèì ñåìåéñòâî ηU = {G ∈ η|U ⊂ G}. Èç êàæ-

äîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà ηU âûáåðåì ïî îäíîìó ýëåìåíòó GU . Ïîëîæèì

B′ = {GU |U ∈ A}. ßñíî, ÷òî ìîùíîñòü B′ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà è B′ ⊂ η.

Ïîêàæåì, ÷òî B′ ÿâëÿåòñÿ ω - ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü K -êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â X. Ñóùåñòâóåò UK ∈ A, òàêîå, ÷òî

K ⊂ UK . Âûáåðåì â ηUK
ýëåìåíò GUK

òàêîé, ÷òî K ⊂ Uk ⊂ GUK
. Òàêèì

îáðàçîì, ïî ñäåëàííîìó âûáîðó K ⊂ GUK
∈ B′.

Ñëåäñòâèå 20. Îòðåçîê [0, 1] íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû, ðàññìîòðåííîé âûøå ñëåäóåò, ÷òî îòðåçîê

[0, 1] íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó γ, òàê êàê Cp[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâîì Ôðåøå - Óðûñîíà. Êàê óêàçàíî âûøå, ñâîéñòâî γ ðàâíîñèëüíî îäíî-

âðåìåííîìó íàëè÷èþ ñâîéñòâ φ è ε. Òàê êàê ω([0, 1]) ≤ ℵ0, òî, ïî ëåììå 19,

îòðåçîê óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ε. Ïîýòîìó [0, 1] íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

φ.

Áîëüøèì âíèìàíèåì â òîïîëîãèè ïîëüçóåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ñíàá-

æåííàÿ òàê íàçûâàåìîé òîïîëîãèåé ñòðåëêè. Íàïîìíèì, ÷òî áàçà ýòîé òî-

11



ïîëîãèè çàäàåòñÿ ïîëóèíòåðâàëàìè âèäà [a, b). Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ

ñòðåëêè ñèëüíåå åâêëèäîâîé òîïîëîãèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iarr îòðåçîê [0, 1]

ñ òîïîëîãèåé ñòðåëêè.

Ñëåäñòâèå 21. Ïóñòü Iτ - îòðåçîê [0, 1] ñ òîïîëîãèåé τ , êîòîðàÿ íå ñëà-

áåå åâêëèäîâîé. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Iτ íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó γ. Â

÷àñòíîñòè, Iarr íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Iτ îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ. Ïóñòü id : Iτ → [0, 1]

òîæäåñòâåííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Èç ïðåäëîæåíèÿ 22 (ñì. íèæå)

ñëåäóåò, ÷òî [0, 1] äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå

18.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî èç òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîéñòâîì γ èìåþò

ðàçìåðíîñòü indX = 0 [2, II.3.6] ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå γ - ïðîñòðàíñòâî âêëà-

äûâàåòñÿ â {0, 1}τ [10, 3.3.6], ãäå τ - íåêîòîðûé êàðäèíàë. Ïðè ýòîì ñàìî

ïðîñòðàíñòâî {0, 1}τ íå îáëàäàåò γ - ñâîéñòâîì, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ êàíòîðî-

âûì ìíîæåñòâîì âîçâåäåííûì â íåêîòîðóþ ñòåïåíü. Íî ñòåïåíü êàíòîðîâà

ìíîæåñòâà, áóäó÷è íåðàçðåæåííûì êîìïàêòîì, íå ìîæåò îáëàäàòü ñâîé-

ñòâîì γ â ñèëó òåîðåìû 16.
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3 Îïåðàöèè íàä γ - ïðîñòðàíñòâàìè.

Â äàííîé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû òîïîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, ñîõðàíÿ-

þùèå γ - ñâîéñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 22. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì, òîãäà:

1) Åñëè f : X → Y - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî Y , òî

Y ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì;

2) Åñëè Z ⊂ X− çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî Z ÿâëÿåòñÿ γ - ïðî-

ñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü η - ïðîèçâîëüíîå ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Y .

Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî µ = {f−1(U)|U ∈ η}−ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà

X. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü K ⊂ X - ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òàê

êàê îáðàç f(K) òàêæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå U ∈ η,

÷òî f(K) ⊂ U . Ïåðåéäÿ â ïîñëåäíåì âêëþ÷åíèè ê ïðîîáðàçó, ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå f−1f(K) ⊂ f−1(U), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîK ⊂ f−1(U),

ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî µ− ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X.

Òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü µ1 ⊂ µ, µ1 = {Vi|i ∈ N} òàêàÿ, ÷òî limµ1 = X. Ïîêàæåì, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = {f(Vi)|Vi ∈ µ1, i ∈ N} ñõîäèòñÿ ê Y â ñìûñëå

íèæíåãî ïðåäåëà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ Y . Äëÿ íåêîòîðîé

òî÷êè x ∈ f−1(y) ñóùåñòâóåò n1 ∈ N, ÷òî x ∈ Vk, ïðè k ≥ n1. Ïåðåéäÿ ê

îáðàçó, ïîëó÷èì f(x) = ff−1(y) ∈ f(Vk) ∈ ξ, ïðè k ≥ n1. Òî åñòü, äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êè y íàøåëñÿ íîìåð n1, ÷òî y ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ýëåìåíòàõ

ξ íà÷èíàÿ ñ n1.

2) Ïóñòü η - ïðîèçâîëüíîå ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Z. Ïîëîæèì

µ = {U ∪ (X\Z)|U ∈ η}. Ïîêàæåì ÷òî µ− ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü K ⊂ X - ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî K = K1 ∪ K2, ãäå K1 ⊂ Z,K2 ⊂ X\Z. Òàê êàê η − ω
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- ïîêðûòèå, òî ñóùåñòâóåò U ∈ η, òàêîé, ÷òî K1 ⊂ U . Òàêèì îáðàçîì,

K ⊂ U ∪ (X\Z) ∈ µ, òî åñòü µ− ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X.

Òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü µ1 ⊂ µ, µ1 = {Vi|i ∈ N} òàêàÿ ÷òî limµ1 = X . Èñêîìàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü η1 ⊂ η áóäåò èìåòü âèä η1 = {Z ∩ Vi|Vi ∈ µ1}. Å¼, ñõîäèìîñòü ê

Z ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Z ∩ Vi = Z ∩ (Ui ∪ (X\Z)) = Ui ∈ η1.

Ïóíêò 2) ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî óñèëèòü. Äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4].

Ïðåäëîæåíèå 23. [4] Åñëè X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, Y - ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â X òèïà Fσ , òî Y òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ.

Òåîðåìà 24. Åñëè X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó γ, òî Xn, ãäå n ∈ N, óäî-

âëåòâîðÿåò ñâîéñòâó γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η − ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Xn.

Äîïîëíèì êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî K ⊂ Xn äî êîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà K ′′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Sn = {δ : {1...n} → {1...n}|δ -

áèåêöèÿ}. Äëÿ êàæäîãî x ∈ K îïðåäåëèì xδ ∈ Xn ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(xδ)i = xδ(i). Ïîëîæèì K ′ =
⋃
x∈K
{xδ|δ ∈ Sn}, ïðè ýòîì x = xδ, ïðè δ = id.

Ïîñòðîèì (êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî K ′′ =
n∏
l=1

pl(K
′), ãäå pl : Xn → X = Xl, -

ïðîåêöèÿ íà l -òûé ñîìíîæèòåëü. Òàê êàê η − ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà

Xn, òî ñóùåñòâóåò UK ∈ η, òàêîå ÷òî K ′′ ⊂ UK . Òàê êàê UK - îòêðûòî, òî

êàæäàÿ òî÷êà x ∈ K ′′ èìååò ñòàíäàðòíóþ îêðåñòíîñòü V x = V x
1 × ...× V x

n ,

òàêóþ ÷òî x ∈ V x ⊂ UK . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü V x âîçìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
⋃

x∈K ′′
V x = V n

K , äëÿ íåêîòîðîãî

îòêðûòîãî VK ⊂ X.

Ïîëîæèì òåïåðü η′ = {V n
K |K ⊂ Xn, K - êîíå÷íîå }. ßñíî, ÷òî η′ âïèñàíî

â η.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ VK , V
n
K = (p1(V

n
K))n. Ðàññìîòðèì ñåìåé-

ñòâî µ = {VK = p1(V
n
K)|V n

K ∈ η′}. Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî µ − ω - ïî-

êðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü M - êîíå÷íîå â X. Òîãäà V n
Mn ∈ η′ è

M ⊂ VMn = p1(V
n
Mn

) ∈ µ. Òàê êàê X - óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó γ, òî ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ ⊂ µ, òàêàÿ ÷òî limξ = X. Èç ïðåäûäóùèõ

ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè V ∈ ξ, òî V n ∈ η′. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ξ′ = {V n|V ∈ ξ}. Î÷åâèäíî, ÷òî limξ′ = Xn. Òàê êàê η′ âïèñàíî

â η, òî äëÿ êàæäîãî W ∈ ξ′ ñóùåñòâóåò UW ∈ η, òàêîé ÷òî W ⊂ UW . Ïóñòü

ξ′′ = {UW |W ∈ ξ′}. ßñíî, ÷òî lim ξ′′ = Xn, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñâî.

Ïðåäëîæåíèå 25. Ïóñòü Y - ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî, Xt ⊂ Y äëÿ

êàæäîãî t ∈ T . Ïóñòü òàêæå
∏
{Xt|t ∈ T} îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì, òîãäà

∩{Xt|t ∈ T} îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì.

Äàííîå ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [7, fact 7, S.271] è ïðåäëî-

æåíèÿ 22, ïóíêò 2.

Îòâåò íà âîïðîñ î ñîõðàíåíèè γ - ñâîéñòâà ïðè áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäå-

íèè äàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 26. Ïóñòü {Xt}t∈T − ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîé-

ñòâîì γ, ïðè÷åì êàæäîå Xt ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ òî÷åê. Òîãäà
∏
{Xt|t ∈ T}

íå îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì, ãäå T− áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = {0, 1}ℵ0 - êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Äëÿ êàæäîãî

t ∈ T çàôèêñèðóåì {x0t, x1t} ⊂ Xt. Âûáåðåì ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî T0 ⊂ T ,

T0 = (t1, t2, ...). Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f : C → D, ãäå D ⊂
∏
{Xt|t ∈ T}

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: (f(y))tn = xtnyn, åñëè æå t /∈ T0, òî (f(y))t = xt0.

Î÷åâèäíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Òàê êàê C íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì γ è âëîæåíî êàê çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîèçâåäåíèå ïðî-

ñòðàíñòâ Xt, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 22, ïóíêò 2, òî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Xt íå îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì.
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Èòàê, γ - ñâîéñòâî íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ. Íè-

æå ïîêàçàíî, ÷òî îíî íå ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó îáðàòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà îáðàòíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü Σ =
{
Xi, π

i
j,N
}
- îáðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Ýëåìåíò {xi} ïðîèçâåäíèÿ
∏

i∈NXi íàçûâàåòñÿ íèòüþ îáðàòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Σ, åñëè πij(xi) = xj, äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íåðàâåíñòâó i ≤ j. Ïîäïðîñòðàíñòâî
∏

i∈NXi ñîñòîÿùèå èç âñåõ

íèòåé, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. È îáîçíà÷àåòñÿ lim Σ

Ïðåäëîæåíèå 28. Ïóñòü äàíà îáðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

S =
{
{0, 1}i , πij,N

}
. Òîãäà lim Σ íå îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå {0, 1}i îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì. Ïóñòü C - êàíòî-

ðîâî ìíîæåñòâî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå h : C → lim Σ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: (h(x))k = (x1, ..., xk) ∈ {0, 1}k. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå

îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî lim Σ íå îáëàäàåò

γ-ñâîéñòâîì.

Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ðåçóëüòàòû , ïîçâîëÿþùèõ íåñêîëüêî ñóçèòü

êðóã ïîèñêîâ êîíòðïðèìåðà â çàäà÷å î ïðÿìîé ñóììå γ - ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 29. Åñëè X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî X ⊕ X òîæå γ - ïðî-

ñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η îòêðûòîå ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X ⊕ X.

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà èç ñóììû, êàê X1 è X2 ñîîòâåñòâåííî. Ïðîâåðèì

ñâîéñòâî γ, äëÿ ýòîãî èçâëå÷åì èç ïîêðûòèå η ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿ-

ùóþñÿ ê X ⊕X.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå I : X1 → X2, çàäàííîå ïî ôîðìóëå I(x) = x.

Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî η1 = {U ∩X1|U ∈ η}−ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà
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X1, à òàêæå, ÷òî ñåìåéñòâî η2 = {I(U ∩X1)∩ (U ∩X2)|U ∈ η} ÿâëÿåòñÿ ω

- ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X2.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü K - êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî X2.

Íàéäåòñÿ U ∈ η, êîòîðîå ñîäåðæèò K ∪ I−1(K). Òîãäà K ⊂ U ∩ X2 è

I−1(K) ⊂ U ∩ X1, èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî K ⊂ I(U ∩ X1).

Èìååì, ÷òî K ⊂ I(U ∩ X1) ∩ (U ∩ X2) ∈ η2. Çàêëþ÷àåì, ÷òî η2 − ω -

ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X2.

Òàê êàê X1 è X2 îáëàäàþò ñâîéñòâîì γ, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (Bn)n∈N ⊂ η2 òàêàÿ, ÷òî Bn
n→∞−−−→ X2, ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N

Bn = I(Un ∩ X1) ∩ (Un ∩ X2). Ïóñòü An = (Un ∩ X1) ∈ η1. Çàìåòèì, òàê

êàê X1 = X2, òî â X1 ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ I−1(Bn), n ∈ N. Ïî

ïîñòðîåíèþ I−1(Bn) ⊂ An. Ïî ñâîéñòâó γ, èç òîãî, ÷òî I−1(Bn)
n→∞−−−→ X1

ñëåäóåò, ÷òî An
n→∞−−−→ X1.

Ïîêàæåì, ÷òî Un
n→∞−−−→ X ⊕X. Èìååì An ⊕ Bn ⊂ Un ∈ η. Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ X ⊕ X. Åñëè x ∈ X2, òî ïðè n ≥ n1 x ∈ Bn.

Ïîñêîëüêó Bn = I(Un ∩ X1) ∩ (Un ∩ X2), òî x ∈ Un, ïðè n ≥ n1. Åñëè

x ∈ X1, òî ïðè n ≥ n2 x ∈ An. Ïîñêîëüêó An = Un ∩ X1, òî x ∈ Un, ïðè

n ≥ n2. Ïóñòü n3 = max(n1, n2). Òîãäà, åñëè x ∈ X ⊕ X, òî x ∈ An ⊕ Bn,

ïðè n ≥ n3. Ïîñêîëüêó An ⊕ Bn = (Un ∩X1)⊕ I(Un ∩X1) ∩ (Un ∩X2), òî

x ∈ Un, ïðè n ≥ n3.

Èç âûøå äîêàçàííîé òåîðåìû è ïðåäëîæåíèé 22, 23 ìîæíî ñôîðìóëè-

ðîâàòü ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 30. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ γ - ïðîñòðàíñòâîì, òîãäà:

1) Åñëè f : X → Y - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî Y , òî

èç òîãî, ÷òî X ⊕Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì X ⊕X ñëåäóåò, ÷òî

X ⊕ Y îáëàäàåò γ - ñâîéñòâîì;

2) Åñëè Z ⊂ X − Fσ ïîäïðîñòðàíñòâî, òî èç òîãî, ÷òî X ⊕ Z− ÿâ-
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ëÿåòñÿ Fσ ïîäïðîñòðàíñòâîì â X ⊕ X ñëåäóåò, ÷òî X ⊕ Z òàêæå γ -

ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 31. Ïóñòü â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ è |Y | ≤ ℵ0, òîãäà

X ⊕ Y îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â X ⊕ Y âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî γ1. Òàê

êàê ìíîæåñòâî |Y | ≤ ℵ0, òî ìû ìîæåì ïðîíóìåðîâàòü êàæäûé ýëåìåíò Y .

Ïóñòü η−ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X⊕Y . Âûáåðåì â η ïîäñåìåéñòâî η1,

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýëåìåíòû η1 ñîäåðæàëè òî÷êó y1 ∈ Y . Àíàëîãè÷íî,

äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîñòðîèì ïîäñåìåéñòâà ηn ñåìåéñòâà η, òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû ýëåìåíòû ηn ñîäåðæàëè òî÷êè {y1, ...yn} ∈ Y .

Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî {ηi}∞i=1 − ω - ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü K ⊂ X - ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîáàâèì ê

ìíîæåñòâó K òî÷êó yj ∈ Y , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j ∈ N. Ïîëó÷åííîå ìíîæå-

ñòâî áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ýëåìåíòå ñåìåéñòâà ηj. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà K íàøåëñÿ ýëåìåíò èç ñåìåéñòâà {ηi}∞i=1,

êîòîðûé ñîäåðæèò äàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò {ηi}∞i=1 ÿâëÿåòñÿ ω

- ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X.

Òàê êàê â X âûïîëíåíî ñâîéñòâî γ, òî ïî òåîðåìå 6 â X âûïîëíåíî

ñâîéñòâî γ1, òî åñòü ñóùåñòâóþò Un ∈ ηn òàêèå, ÷òî {y1, ..., yn} ∈ Un. Ïî

ïîñòðîåíèþ âèäíî, ÷òî Un n→∞−−−→ X ⊕ Y . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z ∈ X ⊕ Y .

Åñëè z ∈ Y , òî ïî ïîñòðîåíèþ ñóùåñòâóåò Uk, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó

z, ïðè k ∈ N. Åñëè z ∈ X, òî îáúåäèíèâ òî÷êó z ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé

yj ∈ Y , ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò Uk, ïðè k ∈ N, êîòîðîå ñîäåðæèò è òî÷êó

z, è òî÷êó yj.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ Ð - ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ïå-

ðåñå÷åíèå êàæäîãî ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ â X ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì â X ìíîæåñòâîì. Òåîðåìà 35 íèæå ïîêàçûâàåò, ÷òî Cp(X) ×

Cp(Y ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôðåøå�Óðûñîíà âñÿêèé ðàç, êîãäà X è Y Ð -
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ïðîñòðàíñòâà è l(Xn) ≤ ℵ0, l(Y n) ≤ ℵ0 äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïåðåä å¼ äîêàçà-

òåëüñòâîì íóæíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Òåîðåìà 32. [2, II.7.15] Ïðîñòðàíñòâî Cp(X) áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì

Ôðåøå - Óðûñîíà, åñëè X− Ð - ïðîñòðàíñòâî è l(Xn) ≤ ℵ0, äëÿ âñåõ

n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåðîì γ - ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ P - ïðîñòðàí-

ñòâîì ÿâëÿåòñÿ îáû÷íàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âìåñòå ñ ïðåäå-

ëîì.

Ëåììà 33. Åñëè A è B ÿâëÿþòñÿ Ð - ïðîñòðàíñòâàìè è l(A) = l(B) ≤

ℵ0, òî A×B - ëèíäåëåôîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå {a}×B, ãäå a ∈ A. Ñóùåñòâó-

þò îêðåñòíîñòè òî÷åê èç B è îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òàêèå, ÷òî {a} × B ⊂

{Ua
n × Vn|n ∈ N}. Òàê êàê A ÿâëÿåòñÿ Ð - ïðîñòðàíñòâîì, òî ñåìåéñòâî γ =

{Ua|a ∈ A}, ãäå Ua =
⋂
n∈N

Ua
n áóäåò îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A. Òàê

êàê l(A) ≤ ℵ0, òî ìîæíî èçâëå÷ü ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå γ1 = {Uak|k ∈ N}.

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì ìíîæåñòâî γ2 = {U bk|k ∈ N} äëÿ ìíîæåñòâà B. Òàê

êàê êàæäûé ýëåìåíò ëþáîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê îáúåäèíå-

íèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îêðåñòíîñòåé òî÷åê, êîòîðûå îí ïîêðûâàåò, òî

íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîêðûòèå ñîñòîèò èç íåêîòîðî-

ãî ñåìåéñòâà îêðåñòíîñòåé. Ïîýòîìó ñåìåéñòâî {Uan×U bm|n,m ∈ N} áóäåò

ñ÷åòíûì ïîêðûòèåì A×B.

Ëåììà 34. Åñëè A è B ÿâëÿþòñÿ Ð - ïðîñòðàíñòâàìè, òî A × B - Ð -

ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî M =
⋂
n∈N

Gn, ãäå Gn - îòêðûòûå ìíîæå-

ñòâà â A × B, òîæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïóñòü x ∈ M , òîãäà ñóùåñòâóåò
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îêðåñòíîñòü Ux
n × V x

n ∈ Gn, äëÿ âñåõ n ∈ N. Òàê êàê A ÿâëÿåòñÿ Ð - ïðî-

ñòðàíñòâîì, òî ìíîæåñòâî Ux =
⋂
n∈N

Ux
n , ãäå êàæäîå U

x
n - îòêðûòàÿ îêðåñò-

íîñòü ïðîåêöèè òî÷êè x íà A, áóäåò îòêðûòûì â A. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî

V x =
⋂
n∈N

V x
n , ãäå êàæäîå V

x
n - îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ïðîåêöèè òî÷êè x íà

B, áóäåò îòêðûòûì â B. Ïîëó÷àåì, ÷òî Ux × V x ⊂ M , ãäå Ux × V x -

îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x â A×B.

Òåîðåìà 35. Ïóñòü X è Y Ð - ïðîñòðàíñòâà è l(Xn) ≤ ℵ0, l(Y n) ≤ ℵ0.

Òîãäà X ⊕ Y Ð - ïðîñòðàíñòâî è l((X ⊕ Y )n) ≤ ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì G ⊂ X ⊕ Y . Ïîêàæåì, ÷òî G =
⋂
n∈N

Gn,

ãäå Gn - îòêðûòûå ìíîæåñòâà â A ⊕ B, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Êàæäîå Gn ïðåäñòàâèìî â âèäå G
X
n ⊕GY

n , ãäå G
X
n = Gn∩X è GY

n = Gn∩Y

- îòêðûòûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ñîîòâåñòâåííî, à òàêæå â

ïðîñòðàíñòâå X ⊕ Y . Ðàññìîòðèì G ∩ X =
⋂
n∈N

GX
n . Òàê êàê êàæäîå GX

n

- îòêðûòî â X è X ⊕ Y , òî GX = G ∩ X èìååò òèï Gδ â X è X ⊕ Y ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî GX - îòêðûòî â X è X ⊕ Y . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì,

÷òî GY = G ∩ Y - îòêðûòî â Y è X ⊕ Y . Òàê êàê G = GX ⊕ GY , òî G -

îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X⊕Y , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî X⊕Y Ð - ïðîñòðàíñòâî.

ßñíî, ÷òî l(X ⊕ Y ) ≤ ℵ0. Ïîýòîìó èç âûøåèçëîæåííûõ ëåìì ñëåäóåò, ÷òî

l((X ⊕ Y )n) ≤ ℵ0.
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4 γ-ñâîéñòâî â ïðîñòðàíñòâàõ îðäèíàëîâ.

Ïðîñòðàíñòâà îðäèíàëîâ [1, α], áóäó÷è ðàçðåæåííûìè êîìïàêòàìè, ìî-

ãóò ñëóæèòü ïðèìåðàìè γ - ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíî áîëüøîãî âåñà (ìîù-

íîñòè).

Çàìå÷àíèå 36. Ïðîñòðàíñòâî X ìîæåò íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì γ, äà-

æå åñëè îíî íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâî Y ñî ñâîéñòâîì γ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî [1, β], ãäå β− íåñ÷¼òíûé îð-

äèíàë, è òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : ([1, β], τ0) → ([1, β], τ1), ãäå τ1−

ïîðÿäêîâàÿ òîïîëîãèÿ, à τ0− äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî id ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé áèåêöèåé. Ïðîñòðàíñòâî ([1, β], τ1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

γ, êàê ðàçðåæåííûé êîìïàêò, à ([1, β], τ0) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, ÷òî ñëå-

äóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 12.

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà âèäà [1, β), ãäå β - íåêîòîðûé îð-

äèíàë.

Îïðåäåëåíèå 37. Êîíôèíàëüíîñòüþ cf(τ) îðäèíàëà τ íàçûâàåòñÿ íàè-

ìåíüøèé êàðäèíàë λ òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî ìîùíîñòè |τ | ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ìîùíîñòè íå áîëü-

øåé, ÷åì λ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè ìåíüøåé, ÷åì |τ |.

Òåîðåìà 38. [1, β) îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

cf(β) = ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü η =
{

[1, α)|α < β
}
−ω - ïîêðûòèå

[1, β). Òàê êàê [1, β) îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξ = ([1, α1), . . . [1, αn) . . . ) òàêàÿ, ÷òî limξ = [1, β). Ïîêàæåì, ÷òî

αn
n→∞−−−→ β. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü (µ, β] îðäèíàëà β. Ðàñ-

ñìîòðèì îðäèíàë µ+ 1. Òàê êàê limξ = [1, β), òî ñóùåñòâóåò n0 ∈ N, òàêîé
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÷òî µ + 1 ∈ [1, αk) äëÿ âñåõ k > n0. ßñíî, ÷òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå αk

ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè (µ, β]. Òàêèì îáðàçîì, cf(β) = ℵ0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Çàìåòèì, ÷òî [1, β] îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, êàê ðàçðå-

æåííûé êîìïàêò. Åñëè cf(β) = ℵ0, òî [1, β) =
⋃
n∈N[1, αn]. Òàê êàê [1, β) ⊂

[1, β], òî [1, β)− Fσ - ïîäïðîñòðàíñòâî â [1, β]. Çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 23

èìååì, ÷òî [1, β) îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ.
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5 Ìåòðèçóåìîñòü è γ-ñâîéñòâî.

Òåîðåìà 39. Ïóñòü X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

1) X− ìåòðèçóåìî,

2) w(X) ≤ ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà èç 2) ñëåäóåò 1).

Ïîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(X) > ℵ0. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî,

òî, ïî êðèòåðèþ Áèíãà â X ñóùåñòâóåò σ - äèñêðåòíàÿ áàçà B. Ïóñòü B =⋃
i∈N Bi, ãäå âñå Bi - äèñêðåòíûå ñåìåéñòâà. ßñíî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

áàçà B ñîñòîèò èç øàðîâ âèäà B(x, 1/m), ãäå m ∈ N. Òàê êàê |B| > ℵ0,

òî ñóùåñòâóþò i0,m0 ∈ N, òàêèå, ÷òî |Bi0| > ℵ0, è âñå øàðû ñåìåéñòâà Bi0
èìåþò ðàäèóñ 1/m0. Ïóñòü X0− ìíîæåñòâî öåíòðîâ øàðîâ ñåìåéñòâà Bi0.

Ïîíÿòíî, ÷òî |X0| > ℵ0.

Ïîêàæåì, ÷òî F =
⋃
x∈X0

B(x, 1/2m0)− çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â X.

Çàìåòèì, ÷òî {B(x, 1/2m0)/x ∈ X0}− äèñêðåòíîå ñåìåéñòâî, òàê êàê

B(x, 1/2m0) ⊂ B(x, 1/m0).

Ïóñòü y /∈ F . Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Oy òàêàÿ, ÷òî a = |
{
x ∈

X0|Oy ∩ B(x, 1/2m0) 6= ∅
}
| ≤ 1. Åñëè a = 0, òî y− âíóòðåííÿÿ òî÷êà

äîïîëíåíèÿ äî F . Åñëè a = 1, òî ñóùåñòâóåò O′y ⊂ Oy òàêàÿ, ÷òî O′y ∩

B(x, 1/2m0) = ∅ ïðè ëþáîì x ∈ X0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íå ñóùåñòâóåò

O′y ⊂ Oy òàêîé ÷òî, O′y ∩ B(x, 1/2m0) = ∅, òî y ∈ F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó y. Èòàê, F−çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X.

Ïóñòü UK =
⋃
x∈K B(x, 1/m0), ãäå K−êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â X0.

Ïîëîæèì η =
{
Uk|K ⊂ X0

}
. Î÷åâèäíî, ÷òî ω - ïîêðûòèå F . Òàê êàê X

îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî åãî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F òàêæå îáëàäàåò

ñâîéñòâîì γ. Èçâëå÷¼ì èç η ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ =
{
Ukn
}
, ñõîäÿùóþñÿ

ê F . Êàæäûé ýëåìåíò ξ ðàâåí
⋃
x∈K B(x, 1/m0), ãäå K− íåêîòîðîå êîíå÷-
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íîå ïîäìíîæåñòâî â X0. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

ñ÷åòíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåñ÷¼òíîñòè ìíîæåñòâà øàðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

ñåìåéñòâó F .

Çàìåòèì, ÷òî âûâåñòè 2) èç 1) ìîæíî áûëî è äðóãèì ñïîñîáîì. À èìåí-

íî, êàæäîå γ-ïðîñòðàíñòâî ëèíäåëåôîâî è êàæäîå ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàí-

ñòâî îáëàäàåò ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè. Íî èçâåñòíî [1], ÷òî ëèíäåëåôî-

âû ïðîñòðàíñòâà ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè èìåþò ñ÷åòíûé âåñ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â òåîðåìå 39 ìåòðèçóåìîñòü X ìîæíî îñëàáèòü äî

ïåðâîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, èçâåñòíî, ÷òî ñ îäíîé ñòîðî-

íû èç ìåòðèçóåìîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè, ñ äðóãîé ñòîðîíû

ëèíäåëåôîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè ìåòðèçóåìî.

Äàëåå, èç [1] èçâåñòíî, ÷òî ïåðâóþ àêñèîìó ñ÷åòíîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü,

ìîæíî îñëàáèòü äî ñâîéñòâà Ôðåøå - Óðûñîíà. Ïðè ýòîì, èç ñâîéñòâà Ôðå-

øå - Óðûñîíà íå ñëåäóåò ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè. Ïðèìåðîì γ - ïðî-

ñòðàíñòâà ñî ñâîéñòâîì Ôðåøå - Óðûñîíà, íî áåç ïåðâîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè

ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìûé "ñ÷åòíûé ¼æ".

Ïðîñòðàíñòâî "ñ÷åòíûé ¼æ"ñòðîèòñÿ èç öåíòðàëüíîé òî÷êè O è ñåìåé-

ñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {{xij}Ni=0|j ∈ N} ñõîäÿùèõñÿ ê O. Ñ òîïîëîãèåé,

â êîòîðîé áàçèñíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè O ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê xi
j äëÿ

êîòîðûõ i > kj, äëÿ íåêîòîðîãî kj, à îñòàëüíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èçîëèðî-

âàííûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî "ñ÷åòíûé ¼æ"ÿâëÿåòñÿ γ ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê

åãî ìîùíîñòü ñ÷åòíà. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî ó òî÷êè O íåò ñ÷åòíîé ô.ñ.î..

Áîëåå òîãî, åñëè èçìåíèòü ó òî÷êè O ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îêðåñò-

íîñòåé, à èìåííî ñ÷èòàòü áàçèñíîé îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðåæíåé áàçèñíîé îêðåñòíîñòè íå âõîäÿùèõ â êîíå÷íîå ÷èñëî xi, òî "ñ÷åò-

íûé ¼æ"ïåðåñòàíåò áûòü ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå - Óðûñîíà.

Ïðåäëîæåíèå 40. Ïóñòü X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ è ìåòðèçóåìî, òîãäà
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|X| ≤ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 39 â ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ áà-

çà B = {Ui|i ∈ N}. Êàæäîìó x ∈ X ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå (ñ÷¼òíîå) ñå-

ìåéñòâî Bx = {Ui|x ∈ Ui}. Òàê êàê ìîùíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ

â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå íå áîëåå ÷åì ìîùíîñòü êîíòèíóóìà c, òî |X| ≤ c.

Îïðåäåëåíèå 41. Ýêñòåíòîì e(X) ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ íàè-

ìåíüøèé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë τ , òàêîé, ÷òî ìîùíîñòü êàæäîãî çà-

ìêíóòîãî äèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà X íå ïðåâîñõî-

äèò τ .

Ïðåäëîæåíèå 42. Åñëè X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî e(X) ≤ ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå çàìêíóòîå äèñêðåòíîå ïîäìíî-

æåñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî e(X) ≤ ℵ0

Îïðåäåëåíèå 43. Äèñêðåòíîé êëåòî÷íîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâà-

åòñÿ êàðäèíàë dc(X) = sup{|U ||U - äèñêðåòíîå ñåìåéñòâî íå ïóñòûõ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X}

Ïðåäëîæåíèå 44. Åñëè X îáëàäàåò ñâîéñòâîì γ, òî dc(X) ≤ ℵ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dc(X) > ℵ0. Ðàññìîòðèì òîãäà Y ⊂

X− çàìêíóòîå äèñêðåòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîñòðîåííîå ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: â êàæäîì ýëåìåíòå íåêîòîðîãî äèñêðåòíîãî íåñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X âçÿòî ïî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Ïî-

ëó÷àåì, ÷òî |Y | > ℵ0 è Y äîëæíî èìåòü ñâîéñòâî γ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäëîæåíèþ 12.
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