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ВВЕДЕНИЕ 

 

Два факта – то, что пространства ℝ𝑛 и ℂ𝑛 не изоморфны своему квадрату и то, 

что такие классические бесконечномерные линейные нормированные 

пространства, как 𝑐00,  𝑐0,  𝑐, 𝑙𝑝, 𝑙∞ напротив, изоморфны своим квадратам, 

устанавливаются довольно просто.  

То, что никакое конечномерное линейное нормированное пространство не 

изоморфно своему квадрату доказывается несколько сложнее. Также 

нетривиален тот факт, что пространство 𝐶[𝑎, 𝑏] всех непрерывных 

вещественнозначных функций, определенных на отрезке [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ, изоморфно 

своему квадрату (это результат С. Банаха). 

Таким образом, с конечномерными пространствами ситуация ясна, а вот поиски 

бесконечномерного банахова пространства, неизоморфного своему квадрату 

(или доказательство того, что любое такое пространство изоморфно своему 

квадрату) затянулись вплоть до 60-х годов XX века. 

Первые примеры бесконечномерных банаховых пространств, не изоморфных 

своим декартовым квадратам, были приведены Ч. Бессагой, А. Пелчинским  [1] 

и З.Семадени  [2] в 1960 г. Пример рефлексивного Банахова пространства с 

таким свойством был построен Т. Фигелем [3] в 1977 г. Как показал Шарек [4] в 

1986 г.  существует вещественное банахово пространство, не изоморфное 

декартову квадрату никакого банахова пространства. Также отметим, что 

существует бесконечномерное линейное нормированное пространство, которое 

нельзя непрерывно отобразить на свой квадрат. 

В 1995 г. вышла статья К.Э. Каибханова [9], в которой строятся рефлексивные 

банаховы пространства X  и Y, такие что  𝑋2 ≁ 𝑋, 𝑌2 ≁ 𝑌, но  𝑋⨁𝑌~(𝑋⨁𝑌)2. 

В этой работе приводится подробное доказательство того, что никакое 

конечномерное линейное нормированное пространство не изоморфно своему 

квадрату. Также подробно строятся изоморфизмы пространств 𝑐00,  𝑐0,  𝑐, 𝑙𝑝, 𝑙∞ 

и 𝐶[𝑎, 𝑏] на свои квадраты. Далее разбирается пример Каибханова. 
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1. Необходимые определения 

 

Определение. Множество E называется линейным (векторным) пространством 

над полем Λ, если в E определена бинарная операция «сложение» (x,y) ⟼ x+y и 

определена операция (𝜆,x) ⟼  𝜆x умножения элементов E на элементы поля Λ, 

при чем выполняются следующие условия: 

1) x+(y+z)=(x+y)+z для всех x,y,z ∈ E; 

2) x+y=y+x для всех x,y ∈ E; 

3) существует такой элемент 0 ∈ E,что 0+x=x для всех x ∈ E; 

4) для каждого x ∈ E существует такой элемент –x ∈ E,что x+(-x)=0; 

5) (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 для любых 𝛼, 𝛽 ∈ Λ и любого x ∈ E; 

6) 𝛼( x+y)= 𝛼x+ 𝛼y для любого 𝛼 ∈ Λ и любых x,y ∈ E; 

7) 𝛼(𝛽𝑥) =(𝛼𝛽)𝑥 для любых 𝛼, 𝛽 ∈ Λ и любого x ∈ E; 

8) 1*x=x для  любого x ∈ E (здесь 1-нейтральный элемент по умножению поля 

Λ). 

Пусть E-линейное пространство над полем Λ и A⊂E. Линейной оболочкой 

множества A называется множество 

sp A={𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑥𝑛|𝛼𝑖  ∈ Λ, 𝑥𝑖 ∈ A,i=1,…,n;n∈ ℕ}. 

Определение. Норма на линейном пространстве E - это функция   

 ∥∙∥:E→[0;+∞), удовлетворяющая следующим свойствам: 

1) ∥ 𝑥 ∥=0 тогда и только тогда , когда x=0; 

2)  ∥ 𝛼𝑥 ∥=|𝛼|∙∥ 𝑥 ∥ для любого 𝛼 ∈ Λ и любого x ∈ E; 

3)  ∥ 𝑥 + 𝑦 ∥≤∥ 𝑥 ∥+∥ 𝑦 ∥ для любых x,y ∈ E(неравенство треугольника). 

Линейное нормированное пространство (ЛНП)-это пара (E,∥∙∥), где E-линейное 

пространство, а ∥∙∥-норма на E. 

Свойства нормы. 

1) |∥ 𝑥 ∥-∥ 𝑦 ∥|≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥. 

2) непрерывность нормы: если 𝑥𝑛 → 𝑥, то ∥ 𝑥𝑛 ∥→∥ 𝑥 ∥. 
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3) непрерывность алгебраических операций: 

(a) если 𝑥𝑛 → 𝑥 и 𝑦𝑛 → 𝑦, то 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 → 𝑥 + 𝑦; 

(b) если 𝜆𝑛 → 𝜆 и 𝑥𝑛 → 𝑥, то 𝜆𝑛𝑥𝑛 → 𝜆𝑥. 

Примеры нормированных пространств. 

1) ℝ𝑛, ℂ𝑛. Норма элемента x=(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) в этих пространствах задается 

формулой ∥ 𝑥 ∥=√∑ |𝑥𝑖|
2𝑛

𝑖=1 . 

2) Пусть Г - произвольное множество. М(Г)-пространство всех ограниченных 

числовых функций, заданных на Г. Норма: ∥ 𝑥 ∥=𝑠𝑢𝑝Υ∈Г |x(Υ)|. 

3) 𝑙∞ - пространство всех ограниченных числовых последовательностей с 

нормой ∥ 𝑥 ∥=supn∈ℕ |𝑥𝑛|,где x=(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛,…). 

4) Пространство c-пространство всех сходящихся последовательностей с ∥

𝑥 ∥=supn∈ℕ |𝑥𝑛|. Ясно, что c⊂  𝑙∞,а так как нормы на c и  𝑙∞ задаются 

одинаково, то c-это подпространство в  𝑙∞. 

5)  Пространство 𝑐0  - пространство всех сходящихся к нулю 

последовательностей. ∥ 𝑥 ∥=supn∈ℕ |𝑥𝑛|=maxn∈ℕ |𝑥𝑛|.Ясно, что 𝑐0 ⊂ 𝑐 ⊂  𝑙∞, а 

так как нормы на каждом из этих трёх пространств задаются одинаково, то 𝑐0 −

это подпространство и в c, и в  𝑙∞. 

6) Пространство 𝑐00 − пространство последовательностей, у которых отлично 

от нуля лишь конечное число координат с нормой ∥ 𝑥 ∥=maxn∈ℕ |𝑥𝑛|. 

Ясно, что 𝑐00 − подпространство в 𝑐0 . 

7) Пусть К-компакт. Множество всех непрерывных функций x:К→ Λ с нормой ∥

𝑥 ∥=maxt∈К |x(t)| будем обозначать С (К). 

8) Пусть p≥ 1 и 𝑙𝑝- множество всех числовых последовательностей, 

суммируемых в p-й степени, то есть 

               𝑙𝑝={x=(𝑥1, 𝑥2, …)|∑ |𝑥𝑛|
𝑝∞

𝑛=1 < +∞}. 

Норма в 𝑙𝑝 определяется так: ∥ 𝑥 ∥= (∑ |𝑥𝑛|
𝑝∞

𝑛=1 )1/𝑝. 
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Замечание. Все пространства 𝑙𝑝, 𝑙∞, 𝑐, 𝑐0𝑐00-бесконечномерные (система 

{𝑒𝑛}𝑛=1
∞ , где 𝑒𝑛 = (0,… ,0⏟  

𝑛−1

, 1,0,0,…) −бесконечная линейно независимая 

система). 

 

Линейные ограниченные операторы 

Определение. Пусть E и F-два линейных нормированных пространства . 

Оператор  (отображение) T:E→F называется линейным, если  

1) T(x+y)=Tx+Ty для любых x,y∈ E; 

2) T(𝜆𝑥)=𝜆 ∙Tx для любого x  ∈ E и любого 𝜆 ∈ Λ. 

Эти два условия можно заменить на одно: T(𝛼x+𝛽y)=𝛼Tx+𝛽Ty. 

Теорема. Если линейный оператор T:E→F непрерывен хотя бы в одной точке 

𝑥0 ∈ E, то он непрерывен всюду на E.  

Определение. Линейный оператор T : E→F называется ограниченным, если T 

переводит единичный шар �̅�(0,1) пространства E в ограниченное множество в 

пространстве F. 

Оператор  T:E→F ограничен, если 𝑠𝑢𝑝‖𝑥‖≤1 ‖𝑇𝑥‖<+∞. 

Определение. Число 𝑠𝑢𝑝‖𝑥‖≤1 ‖𝑇𝑥‖ называется нормой линейного 

ограниченного оператора  T:E→F и обозначается  ‖𝑇‖. 

Теорема. Пусть T:E→F - линейный оператор. Тогда следующие условия 

эквивалентны: 

(1)  оператор T непрерывен; 

(2) оператор T ограничен; 

(3) существует такое число C>0,что ‖𝑇𝑥‖ ≤C‖𝑥‖ для всех x ∈ E. 

Следствие 1. Если T:E→F-линейный ограниченный оператор, то       

  ‖𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑇‖ ∙ ‖𝑥‖ для каждого x ∈ E. 

Следствие 2. Если для каждого x ∈ E верно неравенство ‖𝑇𝑥‖ ≤C‖𝑥‖ ,то  

‖𝑇‖ ≤C 
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Пространство линейных ограниченных операторов 

  Пусть E и F - линейные нормированные пространства над полем Λ. Символом 

L (E,F) будем обозначать множество всех линейных ограниченных операторов 

из E в F. 

Множество L(E,F) образует линейное пространство с естественными 

операциями сложения и умножения на элементы поля Λ. Ранее введенное 

понятие нормы оператора (∥ 𝑇 ∥=sup∥𝑥∥≤1 ∥ 𝑇𝑥 ∥) действительно является 

нормой на L (E,F). 

Теорема 1. Если пространство F банахово, то L(E,F) тоже банахово. 

Изоморфизмы и изометрии 

Определение. Пусть E и F – линейные нормированные пространства и T:E→F - 

линейный оператор. Оператор T называется изоморфизмом (линейным 

гомеоморфизмом), если T биективен, непрерывен и оператор 𝑇−1 непрерывен. 

В этом случае говорят, что пространства E и F изоморфны (линейно 

гомеоморфны) и пишут E~F. 

Замечание. Биекция T : E→F является изоморфизмом тогда и только тогда, 

когда найдутся такие числа 𝐶1, 𝐶2 > 0, что 𝐶1 ∙ ‖𝑥‖ ≤∥ 𝑇𝑥 ∥≤ 𝐶2 ∙ ‖𝑥‖ для 

каждого x ∈E. 

Определение. Пусть (X,p) и (Y,d)- метрические пространства . Биекция f:X→Y 

называется изометрией, если d(f (𝑥1), f (𝑥2))=p(𝑥1, 𝑥2) для любых точек  𝑥1, 𝑥2 ∈ 

X. 

Определение. Пусть E  и  F –линейные нормированные пространства и  

T:E→F-линейный оператор. Оператор T называется изометрическим 

изоморфизмом, если T одновременно изоморфизм и изометрия. В этом случае 

говорят, что пространства E  и  F изометрически изоморфны и пишут E≅F. 

2. Классические банаховы пространства 

и их изоморфность своему квадрату 

Определение. Линейное пространство называется конечномерным, если в нем 

существует базис, состоящий из конечного числа элементов. В противном 

случае, линейное пространство называется бесконечномерным. 

Н/р: ℝ𝑛 (1,0,…,0), (0,1,0,…,0),…, (0,0,…,0,1). 
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Лемма. Если F-линейное нормированное пространство и T:ℝ𝑛 →F-линейный 

оператор, то Tнепрерывен. То же самое верно и для оператора T:ℂ𝑛 →F. 

Теорема. Если E-n-мерное линейное нормированное пространство над полем, 

то E~ℝ𝑛. 

Теорема.  Пространство, изоморфное банахову, само банахово. 

Следствие. Любое конечномерное линейное нормированное пространство 

банахово. 

Следствие. Если E-конечномерное пространство и T: E→F-линейный 

оператор,  то T непрерывен. 

Следствие. Множество A в конечномерном линейном нормированном 

пространстве компактно тогда и только тогда, когда оно замкнуто и 

ограничено. 

Теорема. Если T:E→F-линейная инъекция и {𝑒1, … , 𝑒𝑘}-линейно независимая 

система в E, то {𝑇𝑒1, … , 𝑇𝑒𝑘}-линейно независимая система в F. 

Доказательство: 

Линейность:T(𝛼x+𝛽y) = 𝛼Tx+𝛽Ty. 

Инъекция:f:X→Y,f-инъекция ,если x≠y⇒f(x)≠f(y) 

E-линейное пространство,  𝑥1, … , 𝑥𝑛  ∈ E,{ 𝑥1, … , 𝑥𝑛}-линейно независимая 

система, если из равенства 𝛼1𝑥1+. . . +𝛼𝑛𝑥𝑛=0 следует, что все 𝛼𝑖=0 и 

𝛼1𝑇𝑒1+. . . +𝛼𝑘𝑇𝑒𝑘 = 0 = 𝑇(𝛼1𝑒1+. . . +𝛼𝑘𝑒𝑘). 

Факт: если T E→F-линейное отображение, то T(0)=0. 

(T(0∙ 𝑥 + 0 ∙ 𝑦)=0∙ 𝑇𝑥 + 0 ∙ 𝑇𝑦 = 0),т.е. 𝛼1𝑒1+. . . +𝛼𝑘𝑒𝑘 = 0 ⟹ 𝛼1, … , 𝛼𝑘 = 0 

(ч.т.д.) 

2.Следствие. Если n≠m, то ℝ𝑛 ≁ ℝ𝑚 и ℂ𝑛 ≁ ℂ𝑚. 

Доказательство: (от противного) 

T:ℝ𝑛 → ℝ𝑚-изоморфизм, n>m.  𝑒1 = (1,0, . . ,0), 𝑒2 = (0,1,0, . . ,0), . . ,          𝑒𝑛 =

(0,0,… ,0,1)- линейно независимая система в ℝ𝑛. 

{𝑇𝑒1, … , 𝑇𝑒𝑛}- линейно независимая система в ℝ𝑚, противоречие условию 

следствия. 
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Теорема. Если E-конечномерное линейное нормированное пространство над 

полем ℝ (над полем ℂ) и dim E=n, то  E~ ℝ𝑛(𝐸~ℂ𝑛). 

Доказательство: 

Пусть 𝑒1, … , 𝑒𝑛 − канонический базис в ℝ𝑛, а 𝑝1, . . , 𝑝𝑛 − базис в E. 

Определим оператор T:ℝ𝑛 → 𝐸 формулой: Tx=∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 , где x=(𝑥1, . . , 𝑥𝑛). 

Непрерывность отображения T⇒из леммы (если F-линейное нормированное 

пространство и T:ℝ𝑛 → 𝐹 −линейный оператор,то T-непрерывен .Верно и для 

T:ℂ𝑛 → 𝐹). 

Докажем непрерывность обратного 𝑇−1. Пусть S-сфера R=1,центр в нуле в ℝ𝑛. 

Рассмотрим отображение q:S→ [0;+∞). 

q(x)=‖𝑇𝑥‖, где q-непрерывна, как композиция, т.е. достигает на компакте S 

своего минимального значения: ∃ �̅� ∈ S такая, что q(�̅�)=min q(x)=𝛼. 

Докажем, что 𝛼 >0.Предположим, что 𝛼 =0. 

0=q(�̅�)=‖𝑇�̅�‖ ⇒  𝑇�̅� = 0 ⇒ �̅� = 0, т.к. T-инъекция, получим противоречие   

�̅� ∉ 𝑆.Таким образом ∀x∈ ℝ𝑛: ‖𝑥‖=1. ‖𝑇𝑥‖ ≥ 𝛼 > 0. 

x ∈ ℝ𝑛 ,x≠0 , 
𝑥

‖𝑥‖
 ∈ S,‖𝑇

𝑥

�̅�
‖ ≥ 𝛼,т.е. ‖𝑇𝑥‖ ≥ 𝛼‖𝑥‖ ⇒непрерывно обратное 𝑇−1. 

(ч.т.д.) 

Теорема.  𝑐0 ∼ ℝ×𝑐0 

Доказательство: отображение (t,(𝑥1, 𝑥2, …)) ⟼(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, …) дает нужный 

изоморфизм. (ч.т.д.) 

Теорема. 𝑐0×𝑐0~𝑐0 

Доказательство:  ((𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
⏞        

𝑁𝑥

,(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)
⏞        

𝑁𝑦

)⟼(𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, …)  , ∀휀 > 0 ∃ 𝑁0 

такое, что 𝑁0=max{2𝑁𝑥, 2𝑁𝑦} 

(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ⟼(𝑧1, 𝑧3, 𝑧5, …) ( 𝑧2, 𝑧4, …), (ч.т.д.) 

Теорема. 𝑙𝑝×𝑙𝑝~𝑙𝑝 
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Доказательство:  ((𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
⏞        

𝑁𝑥

,(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)
⏞        

𝑁𝑦

)⟼(𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, …)  , ∀휀 > 0 ∃ 𝑁0 

такое, что 𝑁0=max{2𝑁𝑥, 2𝑁𝑦}. Корректность этого определения следует из того, 

что сумма двух сходящихся рядов – снова сходящийся ряд. 

(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ⟼(𝑧1, 𝑧3, 𝑧5, …) ( 𝑧2, 𝑧4, …), 𝑐0
𝑛 ≃ 𝑐0, 𝑐0

ℵ0 ≃ 𝑐0  

X=𝑐0
ℵ0 ⇒ 𝑋ℵ0 ≃ 𝑐0

ℵ0 ≃ 𝑋ℵ0. (ч.т.д.) 

Совершенно аналогично доказывается, что 𝑐00 ∼ 𝑐00×𝑐00 и что 𝑙∞ ∼ 𝑙∞×𝑙∞. 

Теорема. 𝑐0 ∼ 𝑐. 

Доказательство: отображение (𝑥1, 𝑥2, …) ⟼(𝑎, 𝑥1 − 𝑎, 𝑥2 − 𝑎,…) дает нужный 

изоморфизм. Здесь a= lim
𝑛→∞

𝑥𝑛. (ч.т.д.) 

Теорема. 𝑐 ∼ 𝑐×𝑐. 

Доказательство: 𝑐 ∼ 𝑐0 ∼ 𝑐0×𝑐0 ∼ 𝑐×𝑐 (ч.т.д.) 

Теорема. 𝐶[𝑎, 𝑏] ∼ 𝐶[𝑎, 𝑏]×𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Доказательство. Известно, что пространство 𝑐0 дополняемо в 𝐶[𝑎, 𝑏]. Тогда  

𝐶[𝑎, 𝑏] ∼ 𝑐0×𝐸 ∼ ℝ×𝑐0×𝐸 ∼ ℝ×𝐶[𝑎, 𝑏] ∼ 𝐶([𝑎, 𝑏] ∪ {∗}), 

где {∗} – точка, не принадлежащая отрезку [𝑎, 𝑏]. 

Далее, 𝐶[𝑎, 𝑏]×𝐶[𝑎, 𝑏] ∼ 𝐶([𝑎, 𝑏] ∪ [𝑑, 𝑒]), где [𝑑, 𝑒] – какой-нибудь отрезок, не 

пересекающийся с отрезком [𝑎, 𝑏]. 

Теперь каждой функции 𝑥 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏] ∪ [𝑑, 𝑒]) поставим в соответствие 

функцию 𝑦 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏] ∪ {∗}) таким образом: 

𝑦(𝑡) =

{
 

 
𝑥(𝑏) − 𝑥(𝑑), если 𝑡 =∗;

𝑥(2𝑡 − 𝑎), если 𝑡 ∈ [𝑎,
𝑎+𝑏

2
] ;

𝑥 (
2(𝑑−𝑒)

𝑎−𝑏
𝑡 + 𝑑 −

(𝑑−𝑒)(𝑎+𝑏)

𝑎−𝑏
) , если 𝑡 ∈ [

𝑎+𝑏

2
, 𝑏] .
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2. Пример Каибханова 

Теорема. Существуют рефлексивные банаховы пространства X и Y, не 

изоморфные своим декартовым квадратам, но обладающие тем свойством, 

что 𝑋⨁𝑌 изоморфно своему декартову квадрату. 

Для доказательства теоремы нам несколько вспомогательных лемм и 

определений. 

Определение. Банахово пространство обладает тем свойством (*), что если оно 

содержит подпространство, изоморфное декартову квадрату X:  

X  ⊃ 𝑋1 ⊕ 𝑋2, 𝑋1 ~ 𝑋2 ~ X. 

 Напомним определение расстояния Банаха-Мазура между банаховыми 

пространствами  X  и  Y: d(X,Y) = inf{‖𝐴‖‖𝐴−1‖ ∶ 𝐴: 𝑋 → 𝑌 −  изоморфизм}. 

Лемма 1. Пусть Банахово пространство X обладает свойством:  

X  ⊃ 𝑋1 ⊕ 𝑋2, 𝑋1 ~ 𝑋2 ~ X. Тогда X содержит подпространство, изоморфное  

декартову кубу X. 

Доказательство.  Так как   𝑋2 ~ X, то 𝑋2 содержит подпространство, 

изоморфное 𝑋2  ⊕ 𝑋2:  𝑋2  ⊃  𝑋3  ⊕ 𝑋4,  𝑋3 ~ 𝑋4 ~ 𝑋2 ~ 𝑋.Таким образом, 𝑋1  ⊕

 𝑋3  ⨁𝑋4  ⊂ 𝑋, 𝑋1 ~ 𝑋3 ~ 𝑋4 ~ 𝑋.  Лемма доказана. 

 Для Банахова пространства X  определим функцию  

 𝜑(𝑋, 𝑝, 𝑛) = inf {𝑑(𝑋1, 𝑙𝑝
𝑛): 𝑋1  ⊂ X, dim𝑋1 = 𝑛}. 

 

Лемма 2. Пусть Банахово пространство X обладает свойством (*). Тогда 

существует такое C, что 

    𝜑(𝑋, 𝑝, 3𝑛)  ≤ C𝜑(𝑋, 𝑝, 𝑛) 

   для любого p  ∈ [1;∞). 

Доказательство.  Согласно лемме 1, X содержит подпространство, изоморфное 

его декартову кубу: X ⊃  𝑋1  ⨁𝑋2  ⨁𝑋3, 𝑋1 ~ 𝑋2 ~ 𝑋3 ~ 𝑋. 

 Пусть 𝑃𝑖: ∑ 𝑋𝑗  
3
𝑗=1 → 𝑋𝑖 – естественные проекторы, 휀 > 0, 𝑛 ∈  ℕ произвольны 

и Y ⊂ X, dim Y = n,- подпространство со свойством d(Y,𝑙𝑝
𝑛) < 𝜑 (𝑋, 𝑝, 𝑛) + 휀.  

Тогда найдутся такие подпространства 𝑌𝑖 ⊂ 𝑋𝑖, что d(𝑌𝑖 , 𝑙𝑝
𝑛)(𝜑(𝑋, 𝑝, 𝑛) + 휀). 
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Пусть 𝑇𝑖: 𝑌𝑖 → 𝑙𝑝
𝑛 – изоморфизм со свойствами: ‖𝑇𝑖‖ = d(𝑌𝑖 , 𝑙𝑝

𝑛), ‖𝑇𝑖
−1‖ = 1. 

Рассмотрим изоморфизм T: ∑ ⨁𝑌𝑖
3
𝑗=1  → 𝑙𝑝

3𝑛, определенный по правилу 

                   T(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)= (𝑇1𝑦1, 𝑇2𝑦2, 𝑇3𝑦3) ∈ 𝑙𝑝
𝑛 ⨁ 𝑙𝑝

𝑛 ⨁ 𝑙𝑝
𝑛 . 

Имеем 

       ‖ 𝑇(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)‖ = ‖(𝑇1𝑦1, 𝑇2𝑦2, 𝑇3𝑦3) ‖ 

                           ≤ ∑ ‖𝑇𝑖‖‖𝑦𝑖‖
3
𝑖=1  = ∑ ‖𝑇𝑖‖‖𝑃𝑖(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)‖

3
𝑖=1  

                           ≤ (∑ ‖𝑇𝑖‖‖𝑃𝑖‖
3
𝑖=1 )‖(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)‖ 

                            =(∑ ‖𝑃𝑖‖
3
𝑖=1  d(𝑌𝑖 , 𝑙𝑝

𝑛)) ‖(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)‖, 

т.е. ‖𝑇‖ ≤ ∑ ‖𝑃𝑖‖
3
𝑖=1  d(𝑌𝑖 , 𝑙𝑝

𝑛).\ 

Если ‖ 𝑇(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)‖ = 1, то                                                                                      

‖(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)‖ ≤ ∑ ‖𝑦𝑖‖
3
𝑖=1 ≤ ∑ ‖𝑇𝑖

−1‖‖𝑇𝑖𝑦𝑖‖
3
𝑖=1 ≤ 3, 

т.е. ‖𝑇𝑖
−1‖ ≤ 3. Таким образом,  

   𝜑(𝑋, 𝑝, 3𝑛) ≤ 3(∑ ‖𝑃𝑖‖
3
𝑖=1 𝑑(𝑋, 𝑋𝑖)) (   𝜑(𝑋, 𝑝, 𝑛)+휀, 

и справедливость леммы следует из произвольности 휀. 

 

Лемма 3. Для любых p ∈ (2;∞), M > 0 найдется такое n ∈ Ν, что 

   𝜑(𝑙𝑝
3𝑛, 2, 𝑛) > M. 

Доказательство. Пусть заданы p ∈ (2;∞) и M > 0. Рассмотрим функцию 

k (n,𝜏) = max{m: существует Y ⊂  𝑙𝑝
𝑛, dim Y=m,d(Y,𝑙2

𝑚)  ≤  𝜏}, 

k (n,𝜏) является неубывающей функцией по n и 𝜏. Доказано, что существует 

функция C(𝜏) такая, что 

         k (n,𝜏) ≤ C(𝜏) 𝑛2/𝑝. 

Выберем m настолько большим, чтобы C(M)*(3𝑚)2/𝑝 < m. Тогда 

        k(3m,M) < C(M)* (3𝑚)2/𝑝 < m. 
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Нетрудно проверить, что последнее неравенство равносильно требуемому. 

Лемма доказана. 

Если задано конечное или счетное семейство Банаховых пространств {𝑋𝜆}𝜆∈Λ, 

то под (Σ𝜆∈Λ  ⊕ 𝑋𝜆)𝑝 мы будем понимать пространство последовательностей 

{𝑥𝜆}𝜆∈Λ,𝑥𝜆 ∈ 𝑋Λ, снабженное нормой 

       ‖{𝑥𝜆}𝜆∈Λ‖ = (∑ ‖𝑥𝜆‖
𝑝

𝜆∈Λ )1/𝑝. 

  Известно, что пространство 𝐿𝑝(0,1) при 1 ≤ p ≤ 2 имеет котип 2 с константой 

√2, что означает: для любых {𝑥𝑗}𝑗=1
𝑚  ⊂ 𝐿𝑝(0,1) 

     ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
 dt ≥ 

1

√2
(∑ ‖𝑥𝑗‖

2𝑚
𝑗=1 )1/2, 

а при 2 ≤ p ≤ ∞ 𝐿𝑝(0,1) имеет котип 2 с константой 𝐶𝑝, т.е. для любых      

{𝑥𝑗}𝑗=1
𝑚  ⊂ 𝐿𝑝(0,1) 

     ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
≤ 𝐶𝑝(∑ ‖𝑥𝑗‖

2𝑚
𝑗=1 )1/2, 

где 𝑟𝑗(𝑡) – функции Радемахера на [0,1]. 

 

Лемма 4. Пусть X=(𝑋1  ⨁𝑋2)2,dim 𝑋1 = 𝑛, d(𝑋1,𝑙2
𝑛)=d, и  𝑋2 имеет котип 2 с 

константой С. Тогда X имеет котип 2 с константой 𝐶1=2 max{d,C}. 

Доказательство. Из равенства d(𝑋1,𝑙2
𝑛)=d вытекает, что для любых 

 {𝑥𝑗}𝑗=1
𝑚  ⊂ 𝑋1 

              ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
𝑑𝑡 ≥ 

1

𝑑
(∑ ‖𝑥𝑗‖

2𝑚
𝑗=1 )1/2. 

Пусть 𝑃𝑖: 𝑋 → 𝑋𝑖 , i=1,2,-проекторы. Из равенств 

                ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
dt ≥   ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
 dt 

следует, что для любых  {𝑥𝑗}𝑗=1
𝑚  ⊂  𝑋 будем иметь  

            ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
dt ≥ 

1

2
 [∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑃1𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
𝑑𝑡 + ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑃2𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
𝑑𝑡] 

                  ≥
1

2
 [
1

𝑑
(∑ ‖𝑃1𝑥𝑗‖

𝑚
𝑗=1 )2)1/2+

1

𝐶
(∑ ‖𝑃2𝑥𝑗‖

𝑚
𝑗=1 )2)1/2] 

                  ≥
1

2
 min {

1

𝑑
,
1

𝐶
}[(∑ ‖𝑃1𝑥𝑗‖

𝑚
𝑗=1 )2)1/2 + (∑ ‖𝑃2𝑥𝑗‖

𝑚
𝑗=1 )2)1/2] 
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                   ≥
1

2
 min {

1

𝑑
,
1

𝐶
}(∑ ‖𝑥𝑗‖

𝑚
𝑗=1 )2)1/2. 

Лемма доказана. 

Для любого p ∈ (1,∞) существует  такое 𝐾𝑝, что для любого Банахова 

пространства  X и любых {𝑥𝑗}𝑗=1
𝑚

 ⊂  𝑋 

  ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
𝑑𝑡 ≤ ( ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

𝑝1

0
𝑑𝑡)1/𝑝 ≤ 𝐾𝑝 ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
 dt. 

 

Лемма 5. Пусть Банаховы пространства {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  имеют котип 2 с константой 

M. Тогда X=(Σ𝑖=1
∞  ⨁𝑋𝑖)2 имеют котип 2 с константой M 𝐾2. 

Доказательство.  Пусть 𝑃𝑖: 𝑋 → 𝑋𝑖- естественные проекторы и {𝑥𝑗}𝑗=1
𝑚

 ⊂  𝑋. 

Тогда пользуясь неравенством из предыдущей леммы, будем иметь 

(∑ ‖𝑥𝑗‖
2𝑚

𝑗=1 )1/2=(∑ Σ∞
𝑖=1  ‖𝑃𝑖𝑥𝑗‖

2
)1/2 

                      ≤ M(∑  (∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
𝑑𝑡)

2
∞
𝑖=1 )

1

2

 

                      ≤ M(Σ𝑖=1
∞  ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑃𝑖𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

21

0
𝑑𝑡)1/2 

                     = M( ∫ (Σ𝑖=1
∞ ‖𝑃𝑖 ∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗

𝑚
𝑗=1 ‖

2
)

1

0
𝑑𝑡)1/2 

                      =M(∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

21

0
𝑑𝑡)1/2\ 

                         ≤ 𝑀𝐾2 ∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑥𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
dt. 

Лемма 6. Пусть X = (Σ𝑖=1
∞ ⊕ 𝑙𝑝𝑖)2, 2 < 𝑝𝑖+1 < 𝑝𝑖 и 𝑋1 ⊂ X, dim 𝑋1 = 𝑚. Тогда 

d(𝑋1, 𝑙2
𝑚) ≤ 𝑚

1

2
−
1

𝑝1. 

 Доказательство.  Достаточно повторить рассуждения в доказательстве леммы 

6 в [7]. 

   Теперь приступим непосредственно к доказательству теоремы. Выберем 

числа {𝑝𝑖}𝑖=1
∞ , {𝑞𝑖}𝑖=1

∞ , {𝑛𝑖}𝑖=1
∞  так, чтобы удовлетворялись следующие условия:  

1) 𝑝1 > 𝑝2 > 𝑝3 > . . . ; 𝑝𝑖 → 2; 

2) 
1

𝑝𝑖
+

1

𝑞𝑖
=1; 
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3) 𝑛𝑖+1 ≥ ∑ 𝑛𝑗
𝑖
𝑗=1 ; 

4) (3𝑛𝑖)
1

2
−

1

𝑝𝑖+1 ≤ 2; 

5) 𝜑 (𝑙𝑝𝑖
3𝑛𝑖 , 2, 𝑛𝑖) > i  (здесь воспользуемся леммой 3). 

Далее будет доказано, что эти условия не являются противоречивыми. 

Рассмотрим пространство 

                      X=((𝛴𝑖=1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑖

𝑛𝑖)
2
 ⨁(𝛴𝑖=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑖)2)2. 

Докажем, что X обладает следующими свойствами: 

A) X ⊕ 𝑋∗ изоморфно своему декартову квадрату; 

B) X не обладает свойством (*). 

 Начнем с доказательства A). Очевидно, 

                     𝑋∗ = ((𝛴𝑖=1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑖

𝑛𝑖)
2
 ⨁(𝛴𝑖=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑖)2)2. 

Имеем 

      X ⊕ 𝑋∗ ~ (𝛴𝑖=1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑖

𝑛𝑖)
2
 ⨁(𝛴𝑖=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑖)2  

   ~( (𝛴𝑖=1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑖

𝑛𝑖)
2
 ⨁(𝛴𝑖=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑖)2) ⨁ ((𝛴𝑖=1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑖

𝑛𝑖)
2
 ⨁(𝛴𝑖=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑖)2) 

 ~ (X ⊕ 𝑋∗) ⊕ (X ⊕ 𝑋∗). 

 Докажем B).Так как 𝑙𝑝𝑖
𝑛𝑖 ⊂ X, то для любого i 𝜑(X,𝑝𝑖 , 𝑛𝑖)=1.Согласно лемме 2, 

достаточно доказать, что 𝜑(X,𝑝𝑖 , 3𝑛𝑖)→ ∞ при i → ∞. Зафиксируем i; пусть 

𝑋1- произвольное подпространство X с условиями dim 𝑋1=3𝑛𝑖, d(𝑋1, 𝑙𝑝𝑖
3𝑛𝑗

)=h. 

Пусть Q:X → (𝛴𝑗=𝑖+1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑗

𝑛𝑗
)
2
 ⨁(𝛴𝑗=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑗)2  - естественный проектор. 

Положим 𝑋1
1=Q𝑋1.Ясно, что dim 𝑋1

1= 𝛿𝑛𝑖, где 1 ≤ 𝛿 ≤ 3. Обозначим  

Y=𝑋1 ⋂ 𝑋1
1;тогда из свойства 3) следует, что dim Y= 𝛿1𝑛𝑖, где 1 ≤ 𝛿1 ≤  𝛿 ≤ 3.  

Пусть S: X → (𝛴𝑗=𝑖+1
∞  ⊕ 𝑙𝑝𝑗

𝑛𝑗
)
2
, R: X → (𝛴𝑗=1

∞  ⊕ 𝑙𝑞𝑗)2 – естественные 

проекторы. Из леммы 6, свойства 4) и неравенства dim Y ≤ 3𝑛𝑖 следует, что  

      d(SY,𝑙2
dim𝑆𝑌) ≤ (3𝑛𝑖)

1

2
−

1

𝑝𝑖+1 ≤ 2,                                                                           

𝑙𝑞𝑗 имеет котип 2 с константой √2. Поэтому, согласно лемме 5, RX имеет 
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котип 2 с константой √2 𝐾2.А так как Y ⊂ (𝑆𝑌 ⊕ 𝑅𝑌)2, то мы попадаем в 

условия леммы 4, поэтому для любых  {𝑦𝑗}𝑗=1
𝑚  ⊂ Y                                     

∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑦𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖

1

0
dt 

             ≥
1

2
min {

1

2
,
1

√2𝐾2
}(∑ ‖𝑦𝑖‖

2𝑚
𝑗=1 )1/2

1

4𝐾2
(∑ ‖𝑦𝑖‖

2𝑚
𝑗=1 )1/2. (1) 

С другой стороны, из того, что d(𝑋1, 𝑙𝑝𝑖
3𝑛𝑗

)=h, и 𝑙𝑝𝑖  имеет котип 2 с константой 

𝐶𝑝1, следует, что 𝑋1 имеет тип 2 с константой ℎ𝐶𝑝1. А так как Y  ⊂ 𝑋1, то для 

любых {𝑦𝑗}𝑗=1
𝑚  ⊂ Y                                                                                                

∫ ‖∑ 𝑟𝑗(𝑡)𝑦𝑗
𝑚
𝑗=1 ‖𝑑𝑡

1

0
≤ ℎ𝐶𝑝1(∑ ‖𝑦𝑗‖

2𝑚
𝑗=1 )1/2.    (2) 

Из неравенств (1) и (2) следует, что d(Y,𝑙2
𝛿1𝑛𝑖) ≤ 4𝐾2h𝐶𝑝1.Имеем                      

𝜑 (𝑋1, 2, 𝑛𝑖) ≤ 𝜑 (𝑋1, 2, 𝛿𝑗𝑛𝑖) ≤ d(Y, 𝑙2
𝛿1𝑛𝑖) ≤ 4𝐾2ℎ𝐶𝑝1. 

Пользуясь свойством 5)  и равенством d(𝑋1, 𝑙𝑝𝑖
3𝑛𝑗

)=h,получим                         

i <  𝜑(𝑙𝑝𝑖
3𝑛𝑖 , 2, 𝑛𝑖) ≤ 4𝐾2ℎ

2𝐶𝑝1,                                                                                        

d(𝑋1, 𝑙𝑝𝑖
3𝑛𝑖)=h > √

𝑖

4𝐾2𝐶𝑝1
→  ∞ 

при i →  ∞;так как 𝑋1 ⊂ X было взято произвольно, то последнее неравенство 

завершает доказательство B). 

   Покажем теперь, что условия 1)-5) непротиворечивы. Будем выбирать 

{𝑝𝑖}𝑖=1
∞  и {𝑛𝑖}𝑖=1

∞  по индукции. Возьмем 𝑝1 > 2 и 𝑛1 произвольно. Пусть 

{𝑝𝑖}𝑖=1
𝑘  и {𝑛𝑖}𝑖=1

𝑘 . Сначала выберем 𝑝𝑘+1, 2 < 𝑝𝑘+1 < 𝑝𝑘 так, чтобы    

(3𝑛𝑘)
1

2
−

1

𝑝𝑘+1 ≤ 2  (условие 4)), 

А затем возьмем 𝑛𝑘+1 настолько большим, чтобы одновременно 

выполнялись неравенства                                                                                  

𝑛𝑘+1 ≥ ∑ 𝑛𝑗
𝑘
𝑗=1    (условие 3)),                                                                              

𝜑 (𝑙𝑝𝑘+1
3𝑛𝑘+1 , 2, 𝑛𝑘+1) > k+1     (условие 5)). 

Следуя этим условиям, мы получим требуемые последовательности. 

     Пространство  X, построенное нами, является рефлексивным, поэтому 𝑋∗ 

не изоморфно своему декартову квадрату. Таким образом, мы доказали, что 

существуют рефлексивные Банаховы пространства X  и  Y (в нашем случае 
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Y=𝑋∗), ни одно из которых не изоморфно своему декартову квадрату , но при 

этом X ⊕ Y изоморфно своему декартову квадрату. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В этой работе был изучен вопрос линейной гомеоморфности (изоморфности) 

линейного нормированного пространства своему квадрату. Было показано, что 

никакое конечномерное линейное нормированное пространство не изоморфно 

своему квадрату, в то время как классические бесконечномерные пространства, 

такие как 𝑐00, 𝑐0, 𝑐, 𝑙𝑝, 𝑙∞, 𝐶[𝑎, 𝑏], своим квадратам изоморфны. 

Кроме того, был разобран пример Каибханова двух рефлексивных банаховых 

пространств X и Y, которые не изоморфны своим декартовым квадратам, но 

обладающие дополнительным свойством, что 𝑋×𝑌 изоморфно своему 

декартову квадрату. 
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